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RésuméDans 
ette arti
le, une méthode de LDC, Lo
al Defe
t Corre
tion, est présentée pourle problème instationnaire de 
onve
tion-di�usion 1D et 2D. La méthode est adaptée ave
le s
héma en temps "pararéel" pour dé�nir les 
onditions initiales sur les sous domainesen temps. Le problème est résolu par une grille globale grossière et uniforme et plusieursgrilles lo
ales �nes et uniformes. Les aprroximations grossières et �nes sont amélioréesitérativement. Résultats des exemples numériques illustre la pré
ision et l'e�
a
ité de
ette méthode.Mots 
lés : lo
al defe
t 
orre
tion, s
héma en temps "pararéel", solveur grille uni-forme, grille uniforme grossière, grille uniforme �ne, sous domaine.





Abstra
tIn this arti
le, a te
hnique of LDC, Lo
al Defe
t Corre
tion is presented for unsteady
onve
tion-di�usion problem 1D and 2D. The method is adapted with the s
heme of"pararéel" to de�ne the initial 
ondition on the subdomains of time. The problem issolved by means of a global uniform 
oarse grid and several of lo
al uniform �ne grid. Theglobal and lo
al approximation are improved iteratively. Results of numeri
al experimentsdemonstrates the a

ura
y and e�e
tiveness of this method.Keywords : Lo
al defe
t 
orre
tion, "pararéel" s
heme, uniform grid solver, uniform
oarse grid, uniform �ne grid, subdomain.
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Introdu
tionLes solutions d'équations aux dérivées partielles (EDP) sont souvent 
ara
térisées, à
haque moment, par des régions où les pentes sont plus importantes par rapport à 
euxdu reste de domaine( où la solution présente un bon 
omportement).Des exemples sont souvent présents dans le domaine de 
ho
 hydrodynamique, lespro
essus de 
ombustion, et
.La méthode LDC, Lo
al Defe
t Corre
tion, a été introduite par Ha
kbus
h [1℄ pourrésoudre des EDP elleptiques ave
 les s
hémas impli
ites. Cette méthode a été étudiéeave
 les di�erentes te
hniques de dis
rétisation:- Di�éren
es �nis par Ferket et Reusken [2℄.- Eléments �nis par Wappler [3℄.- Volumes �nis par Anthonissen [4℄, Hof et Reusken [5℄.Cette méthode a été ensuite appliquée aux plusieurs types de grilles par Nefedov etMattheij [6℄. LDC a été etendues pour in
lure plusieurs niveaux de ra�nements etdé
omposition de domaine.Ensuite, LDC a été généralisée pour résoudre les EDP paraboliques par Minero, An-thonissen et Mattheij [7℄.Voi
i les étapes de 
ette méthode:1. On résout sur la grille grossière une solution appro
hée.2. Cette solution appro
hée est ensuite utilisée pour initialiser la solution appro
héesur la grille �ne 
omme 
ondition aux limites là où la solution 
ontinue n'est pasdé�nie ou moins lisse.3. Une solution lo
ale est ensuite 
al
ulée ave
 un pas de temps plus petit que 
eluiadapté sur la grille grossière.4. Dans la région ou la solution 
ontinue est moins lisse, la solution appro
hée lo
alepermet de 
al
uler un estimateur de "defaut" ou l'erreur de la dis
rétisation sur lagrille grossière.5. L'erreur, ajouté au se
ond membre du probleme sur la grille grossière, permet dedéterminer une approximation globale de la solution 
ontinue qui est supposée êtreplus pré
ise( tant en espa
e qu'en temps) que 
elle 
al
ulée à l'itération d'avant.6. Cette solution appro
hée grossière peut être de nouveau utilisée pour "re-a
tualiser"la 
ondition aux limites lo
ales et l'ensemble de la pro
édure peut être répété jusqu'à
onvergen
e.Le s
héma d'itération de la méthode LDC est représenté sur la �gure suivante:4



calcul de l’erreur

"Defect Correction"

grossière

fine
uf

ug

condition aux limites

ug

Solution approchée

solution approchée

Pour 
haque pas de temps, la méthode LDC est don
 une méthode itérative danslaquelle une approximation globale et lo
ale de la solution 
ontinue améliore l'une l'autreprogressivement .Avantage de 
ette méthode:L'un des prin
ipaux avantages de LDC est que les grilles grossières et �nes peuventêtre des grilles uniformément stru
turées.Autre méthode déja utilisée:La méthode LDC est similaire à la méthode LUGR, Lo
al Uniform Grid Re�nement,présentée et analysée par Trompet et Verwer [8℄.Cependant, LDC se di�ère de LUGR. Dans LUGR la solution �ne n'améliore pasglobalement la solution appro
hée sur la grille grossière par la 
orre
tion de l'erreur "defe
t
orre
tion". Pour 
ette raison, LDC, 
omme elle a été étudiée par [7℄, se révèle être plusrobuste que LUGR. Toutefois, à l'ex
eption de rendre LDC plus robuste, la 
orre
tionné
essite plus de 
al
ul.LDC a été utilisé aussi pour résoudre des problèmes elliptiques 1D et 2D en adaptantune méthode de ra�nement lo
al multigrille sur l'intervalle espa
e.Le but de 
e stage est d'adapter 
ette méthode, qui est étudié pour les problèmeselliptiques, pour résoudre le problème de 
onve
tion-di�usion instationnaire et faire desra�nement lo
al multigrille pour l'intervalle temps.Pour se faire, nous utilisons la méthode du s
héma en temps "pararéel". Cette dernièrea été introduite par LIONS, MADAY et TURINICI [9℄.Cette méthode, basée sur un s
héma d'Euler, 
ombine des résolutions grossières etdes résolutions �nes et indépendantes en temps en s'inspirant de 
e qui est 
lassique enespa
e. Elle a pour prin
ipale motivation les problèmes en temps réel, d'où la terminologieproposée de "pararéel".L'idée du s
héma en temps "pararéel" est d'utiliser la solution appro
hée 
al
ulée surla grille grossière pour 
orriger l'initialisation de 
haque sous domaine et aussi les points
ourants . Ainsi, La méthode LDC peut être vu 
omme une extension du pararéel.Dans le premier 
hapitre, on étudie la méthode LDC dans le 
as 1D ave
 les di�érents5



types de s
hémas: Euler expli
ite, Runge Kutta 2, 3 et 4.Dans le deuxième 
hapitre, on passe au 
as 2D.
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Présentaion de l'ONERAPour 
ompléter mes études d'ingénieur en formation MACS, Mathématiques appliquées et
al
ul s
ienti�que, j'ai e�e
tuée un stage de 5 mois au servi
e Cal
ul Haute Performan
ede l'entreprise ONERA à Châtillon.L'ONERA , O�
e N ational d'Etudes et de Re
her
he Aérospatiale, 
rée en 1946est un établissement publi
 s
ienti�que et te
hnique à 
ara
tère industriel et 
ommer
ial(EPIC), pla
é sous la tutelle du ministère de la défense.
ONERA a été 
rée autour de six missions 
lés:- Orienter et 
onduire les re
her
hes dans le domaine aérospatial.- Valoriser 
es re
her
hes pour l'industrie nationale et europienne.- Réaliser et mettre en oeuvre les moyens d'exprimentation asso
iés.- Fournir à l'industrie des prestations et des expertises de haut niveau.- Conduire des a
tions d'expertise au béné�
e de l'Etat.- Former des 
her
heurs et des ingénieurs.Chi�res 
lés en 2008- 2048 des e�e
tifs totaux hors stagiaires dont 1198 ingénieurs et 
adres.- 215 des do
torants et post-do
torants.- 59 des thèses soutenues.- 202 millions d'euros de budget dont:� 11 millions d'euros d'a
tivités dans le 
adre de projets européens.� 18,5 % réalisés à l'international (
oopération + export).� 61 % de 
harges de personnel.L'ONERA se distingue dans son environnement par son volume d'a
tivités et par
inq parti
ularités:- La dualité 
al
ul-expérien
e.- La 
onnaissan
e des appli
ations industrielles.- Un par
 de moyens d'essais unique en Europe .- La dualité 
ivil-militaire:� 1/3 pour le 
ivil� 1/3 pour la défense7



� 1/3 en re
her
hes duales- La pluridis
iplinarité des équipes.Présentation de DT IM et CHPJ'ai e�e
tué 
e stage dans le département DT IM, Département T raitement del'Information et Modélisation, l'un des 17 départements s
ienti�ques de l'ONERA.Il fait partie de la bran
he T IS, T raitement de l'Information et Systèmes.Le DT IM a pour mission de 
onduire des études et des re
her
hes débou
hant surl'élaboration de modèles et méthodes aptes à a�ronter la 
omplexité de systèmes, de te
h-niques et d'outils informatiques. Ces a
tivités sont dé
linées dans les domaines :- La modélisation, la 
on
eption, la validation, la mise en oeuvre et l'expoitationoptimale de systèmes 
omplexes de traitement de l'information numérique et\ousymbolique.- La modélisation numérique pour la simulation et le 
al
ul à haute performan
e(parallèle, distribué).- Le traitement d'images.Le DT IM est organisé en 6 Unités de Re
her
hes dont CHP , Cal
ul à Haute
Performan
e, ou s'ést deroulé 
e stage.Le CHP o�re une expertise dans la modélisation, le développement de méthodes etleur mise en oeuvre. La simulation numérique de phénomènes physiques est un enjeu danstoutes les phases de 
on
eption et d'évaluation de systèmes aéronautiques ou spatiaux. Le
CHP s'intéresse aux nouvelles te
hniques de 
al
ul, tant sur le plan des matériels que deslogi
iels, et à l'utilisation ou à la réutilisation de nouveaux outils( maillages adaptatifs,
ouplage de 
odes). Cette a
tivité 
onduit à la réalisation de logi
iels robustes, portableset pérennes, 
e qui est une né
essité fa
e à l'évolution rapide des matériels.
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CHAPTER 1RÉSOLUTION D'UNE ÉQUATION DE CONVECTION-DIFFUSION 1D
1.1 Position du problèmeDans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons un problème de 
onve
tion-di�usion évolutif.Soit a et ν deux membres réels positifs et soit:

u0 : x ∈ [0, E] −→ u0(x) ∈ R

f : (x, t) ∈ [0, E] ∗ [0, T ] −→ f(x, t) ∈ Rdeux fon
tions données.Dans 
e 
hapitre, nous 
her
hons une fon
tion
u : (x, t) ∈ [0, E] ∗ [0, T ] −→ u(x, t) ∈ Rtelle que

(1)







∂u

∂t
(x, t) + a

∂u

∂x
(x, t)− ν

∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t) ∀ x ∈ ]0, E[ , ∀ t ∈ [0, T ] (1.1)

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ ]0, E[ (1.2)
u(x, t) = gD(t) ∀t ∈ [0, T ] , x = 0, x = E (1.3)L'équation (1, 1) est une équation de 
onve
tion-di�usion évolutive. Le deuxièmeterme de 
ette équation modélise le phénomène de 
onve
tion et le troisième terme, lephénomène de di�usion. L'équation (1, 2) est la 
ondition initiale.L'équation (1, 3) est les 
onditions aux limites, ave


gD : t ∈ R
+ −→ gD(t) ∈ RUne fon
tion de�nie sur le bord Diri
hlet ( en x = 0 et x = E).
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1.2 Existen
e et uni
ité d'une solution du problèmeOn admet que le problème pré
édent a une unique solution régulière u(x,t) si
u0 ∈ C

2 ([0, E])

1.3 Formulation variationnelleSoit φ ∈ C1
0 ([0, E] ∗ [0,+∞[) une fon
tion test.En multipliant l'équation (1.1) par φ, en intégrant sur [0, E] ∗ [0,+∞[ et si φ estsolution 
lassique, alors

∫ ∫

(
∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
) φ dx dt =

∫ ∫

f φ dx dt

︸ ︷︷ ︸

L(φ)En utilisant la formule de Green suivante, sur un domaine Ω 
onvexe, pour ψ unefon
tion test assez régulière et η la normale à Ω,
∫

Ω

divψ =

∫

∂Ω

ψη dγOr pour ψ = uv, ∫

Ω

(u
∂v

∂xj

+
∂u

∂xj

v) =

∫

∂Ω

uv ηj dγ

=⇒

∫

Ω

u
∂v

∂xj

= −

∫

Ω

∂u

∂xj

v +

∫

∂Ω

uv ηj dγNous notons K le support de φ, i.e K = supp φ , qui est un support 
ompa
t alorsnous obtenons,
−

∫

K

∂φ

∂t
u−a

∫

K

∂φ

∂x
u+ν

∫

K

∂φ

∂x

∂u

∂x
+

∫

∂K

u φ ηt

︸ ︷︷ ︸

=−
R E

0
u0(x) φ(x,0) dx

+ a

∫

∂K

u φ ηx

︸ ︷︷ ︸

0

− ν

∫

∂K

∂u

∂x
φ ηx

︸ ︷︷ ︸

0

= L(φ)

Or, par la formule de Green,
∫

K

∂φ

∂x

∂u

∂x
= −

∫

K

∂2φ

∂x2
u+

∫

∂K

∂φ

∂x
u ηx

︸ ︷︷ ︸

0Ainsi la relation pré
édente devient,10



−

∫

K

∂φ

∂t
u − a

∫

K

∂φ

∂x
u − ν

∫

K

∂2φ

∂x2
u −

∫ E

0

u0(x) φ(x, 0) dx = L(φ)

=⇒

∫

K

(
∂φ

∂t
+ a

∂φ

∂x
+ ν

∂2φ

∂x2
) u +

∫ E

0

u0(x) φ(x, 0) dx = −L(φ)Cette relation est vraie, ∀ φ si u est solution 
lassique.Nous disons que u est solution faible de l'équation si 
ette formule est vraie ∀ φ ∈
C1

0([0, E] ∗ [0,+∞[) et u ∈ L∞
localement([0, E] ∗ [0,+∞[).1.4 Résolution du problèmeSoit N un entier positif, nous introduisons le pas temporel ∆t = T

N
et les noeuds

tj = (j − 1)∆t , ave
 j = 1......N + 1.Nous 
hoisissons également, un pas spatial ∆x = E
n

, n est un entier positif nousintroduisons les noeuds xi = (i− 1)∆x , ave
 i = 1......n + 1.Les points tj et xi sont représentés dans la grille 
i-dessous:

x

t

x1 = 0 x2 x3 xn xn+1 = E

t1 = 0

t2

tN+1 = T

1.4.1 Dis
rétisation du problème en espa
eA�n de résoudre l'équation (1.1), nous allons d'abord reduire l'EDP à un système d'équationsou un système des ODE. Il y a trois méthodes qui sont, en général, utilisés pour dis
rétiserle domaine spatial:- Di�éren
es �nies- Volumes �nis- Eléments �nis11



Dans la suite, nous utilisons la méthode de di�éren
es �nies d'ordre 2, DF2, pourdis
rétiser le terme de di�usion et DF1 pour dis
rétiser le terme de 
onve
tion.Ainsi, l'équation (1.1) est dis
rétisée en espa
e de la manière suivante, pour i = 2....n

dui

dt
= −a

∂u

∂x
|i + ν

∂2u

∂x2
|i + f(t)|iComme a est positif alors le terme de 
onve
tion est appro
hée par une formule dedi�éren
es �nies rétrograde, 
'est le 
as de s
héma dé
entré

a
∂u

∂x
≈ a

ui − ui−1

∆xPour le terme de di�usion nous utilisons une interpolation lineaire de la manière suiv-ante
ui−1

ui

ui+1

∆x

i-1 i i+1
x

u

∆x

b b b

Ainsi, nous pouvons estimer le se
ond dérivé 
omme suit
∂2u

∂x2
≈

∂u

∂x
|i+ 1

2
−
∂u

∂x
|i− 1

2

∆x

≈

ui+1 − ui

∆x
−
ui − ui−1

∆x
∆x

≈
ui+1 − 2ui + ui−1

∆x2
(1.4)Et don
 la dis
rétisation de (1.1) en espa
e est la suivante, pour i = 2....n

dui

dt
= −a

ui − ui−1

∆x
+ ν

ui+1 − 2ui + ui−1

∆x2
+ f(t)|iLa dis
rétisation de (1.2) en espa
e est la suivante,

ui(t = 0) = u0ipour tout i = 1......n + 1
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1.4.2 Euler Expli
iteA�n de résoudre l'équation (1.1), nous utilisons, en premier temps, un s
héma d'EulerExpli
ite.Soit u(xi, tj) une valeur de la solution du problème au noeuds xi et au temps tj.Dans la suite, uj
i est l'approximation d'une solution du problème (i.e uj

i ≃ u(xi, tj) )La 
ondition initiale (1.2) se traduit par :
u1

i = u0i , pour i = 1, ....., n+ 1Les 
onditions aux limites (1.3) sont appro
hées par:
u

j
1 = gD1(tj) , pour j = 1, ....., N + 1

u
j
n+1 = gD2(tj) , pour j = 1, ....., N + 1Ave
 gD1 et gD2 sont les 
onditions de Diri
hlet en x = 0 et x = E, respe
tivement.La dis
rétisation de dui

dt
par Euler Expli
ite est,

dui

dt
≃
u

j+1
i − uj

i

∆tLes valeurs uj
i , i = 1, ....., n + 1 étant 
onnues, les valeurs uj+1

i i = 2, ....., n sont
al
ulées grâ
e au s
héma d'Euler expli
ite progressif dé
entré.
u

j+1
i − uj

i

∆t
= −a

u
j
i − u

j
i−1

∆x
+ ν

u
j
i+1 − 2uj

i + u
j
i−1

∆x2
︸ ︷︷ ︸

L(uj
i )

+f j
i (1.4.1)

pour i = 2......n et pour tout j = 1.....NAve
 f j
i ≃ f(xi, tj)En 
on
lusion, le s
héma d'Euler Expli
ite est le suivant,

k1 = L(uj
i ) + f

j
i

u
j+1
i = u

j
i + ∆t k1Etude de la stabilité du s
hémaConsidérons le 
as òu f = 0, alors l'équation (1.4) devient:

u
j+1
i = (

a∆t

∆x
+
ν∆t

∆x2
) uj

i−1 + (1−
a∆t

∆x
−

2ν∆t

∆x2
) uj

i +
ν∆t

∆x2
u

j
i+1 (1.4.2)13



Ce s
héma est stable si le pas de temps ∆t et le pas d'espa
e ∆x satisfont
1−

a∆t

∆x
−

2ν∆t

∆x2
≥ 0Preuve:Nous utilisons l'analyse de Von Newmann pour montrer la relation pré
édente.Tout d'abord, nous posons, α =

a∆t

∆x
et β =

ν∆t

∆x2alors, nous avons,
u

j+1
i = (α + β) uj

i−1 + (1− α− 2β) uj
i + β u

j
i+1 (1.4.3)Soit l'onde pûre,

u
j
i = aj e

ikxiEn la remplaçant dans l'équation pré
édente, nous obtenons,
aj+1 e

ikxi = aj((α + β) eikxi−1 + (1− α− 2β) eikxi + β eikxi+1)

=⇒

aj+1

aj

= (α + β) e−ik∆x + (1− α− 2β) + β eik∆x

= (1− α− 2β) + β ( eik∆x + e−ik∆x)
︸ ︷︷ ︸

2 cos(k∆x)

+α e−ik∆x

= (1− α− 2β (1− cos(k∆x) )
︸ ︷︷ ︸

2 sin2(k∆x
2

)

) + α e−ik∆x

= (1− α− 4β sin2(k∆x
2

) + α cos(k∆x))− iα sin(k∆x)

= (1− α(1− cos(k∆x))− 4β sin2(k∆x
2

))− iα sin(k∆x)

= (1− 2α sin2(k∆x
2

)− 4β sin2(k∆x
2

))− iα sin(k∆x)

= (1− 2(α+ 2β) sin2(
k∆x

2
))− iα sin(k∆x)

︸ ︷︷ ︸

gPar Von Newmann, dés que le fa
teur d'ampli�
ation |g| ≤ 1 alors le s
héma eststable sinon divergen
e.Or,
|g|2 = (1− 2(α + 2β) sin2(k∆x

2
))2 + α2 sin2(k∆x)

= 1 + 4(α+ 2β)2 sin4(k∆x
2

)− 4(α+ 2β) sin2(k∆x
2

) + α2 sin2(k∆x)Soit X = sin2(k∆x
2

) alors, sin2(k∆x) = 4 sin2(k∆x
2

) cos2(k∆x
2

) = 4 X (1−X)Et don
,
|g|2 = 1 + 4(α + 2β)2 X2 − 4(α+ 2β) X + 4α2 X (1−X)14



Comme |g| ≤ 1 et 0 ≤ X < 1 , alors ,
1 + 4(α+ 2β)2 X2 − 4(α+ 2β) X + 4α2 X (1−X) ≤ 1

(α+ 2β)2 X − (α + 2β) + α2 (1−X) ≤ 0
((α + 2β)2 − α2) X − (α + 2β) + α2 ≤ 0

4β(β + α) X − (α+ 2β) + α2 ≤ 0Or, β + α ≥ 0, alors le maximum est atteint en X = 1,
4β(β + α)− (α + 2β) + α2 ≤ 0

(α + 2β)2 − (α + 2β) ≤ 0
(α + 2β)
︸ ︷︷ ︸

≥0

(α+ 2β − 1) ≤ 0

=⇒ α + 2β − 1 ≤ 0

=⇒ 1− α− 2β ≥ 0Erreur de tron
ature / 
onsistan
eLa solution 
ontinue véri�e le s
héma à une perturbation prés.Nous dé�nissons, l'erreur de tron
ature ou de 
onsistan
e, l'erreur suivant:
T

j
i =

u(xi, tj+1)− u(xi, tj)

∆t
+a

u(xi, tj)− u(xi−1, tj)

∆x
−ν

u(xi+1, tj)− 2u(xi, tj) + u(xi−1, tj)

∆x2
−f(xi, tj)Maintenant, nous utilisons un développement limité pour appro
her 
ha
une des 
esexpressions,

u(xi, tj+1) ≃ u(xi, tj) + ∆t
∂u

∂t
(xi, tj) +

∆t2

2

∂2u

∂t2
(xi, tj) +O(∆t3)

u(xi+1, tj) ≃ u(xi, tj) + ∆x
∂u

∂x
(xi, tj) +

∆x2

2

∂2u

∂x2
(xi, tj) +

∆x3

6

∂3u

∂x3
(xi, tj) +

∆x4

24

∂4u

∂x4
(xi, tj) +O(∆x5)

u(xi−1, tj) ≃ u(xi, tj)−∆x
∂u

∂x
(xi, tj) +

∆x2

2

∂2u

∂x2
(xi, tj)−

∆x3

6

∂3u

∂x3
(xi, tj) +

∆x4

24

∂4u

∂x4
(xi, tj) +O(∆x5)

=⇒

u(xi, tj+1)− u(xi, tj)

∆t
=
∂u

∂t
(xi, tj) +

∆t

2

∂2u

∂t2
(xi, tj)

u(xi, tj)− u(xi−1, tj)

∆x
=
∂u

∂x
(xi, tj)−

∆x

2

∂2u

∂x2
(xi, tj) +

∆x2

6

∂3u

∂x3
(xi, tj)

u(xi+1, tj)− 2u(xi, tj) + u(xi−1, tj)

∆x2
=
∂2u

∂x2
(xi, tj) +

∆x2

12

∂4u

∂x4
(xi, tj)En les remplaçant dans l'expression de T j

i , nous obtenons,
T

j
i =

�
�
�∂u

∂t
+

∆t

2

∂2u

∂t2
+

�
�

�
a
∂u

∂x
− a

∆x

2

∂2u

∂x2
−

�
�

�
ν
∂2u

∂x2
− ν

∆x2

12

∂4u

∂x4
−�����f(xi, tj)15



=⇒ T
j
i =

∆t

2

∂2u

∂t2
− a

∆x

2

∂2u

∂x2
− ν

∆x2

12

∂4u

∂x4Par dé�nition, le s
héma est 
onsistant si l'erreur de tron
ature tend vers 0 quand ∆xet ∆t tendent vers 0.On remarque que,
sup
i,j

|T j
i | = O(∆t) +O(∆x)Don
, le s
héma est au moins d'ordre un en temps et en espa
e.Maintenant, nous allons majorer l'erreur de tron
ature,

|T j
i | ≤

∆t

2
sup
x,t

|
∂2u

∂t2
| + a

∆x

2
sup
x,t

|
∂2u

∂x2
| + ν

∆x2

12
sup
x,t

|
∂4u

∂x4
|Nous posons, Mλλ = sup {|uλλ(x, t)|; 0 ≤ x ≤ E , 0 ≤ t ≤ T}Alors,

|T j
i | ≤

∆t

2
Mtt + a

∆x

2
Mxx + ν

∆x2

12
Mxxxx

=⇒ |T j
i | ≤

∆t

2
Mtt +

∆x2

2
(
a

∆x
Mxx +

ν

6
Mxxxx)Or en utilisant la 
ondition de stabilité, nous en deduisons que,

0 ≤
a

∆x
≤

1

∆t
− 2

ν

∆x2

=⇒ |T j
i | ≤

∆t

2
Mtt +

∆x2

2
((

1

∆t
− 2

ν

∆x2
) Mxx +

ν

6
Mxxxx)Etude de la 
onvergen
e du s
hémaOn pose ej

i = u(xi, tj)− u
j
i , l'erreur au point i et au temps j, alors l'erreur véri�e les
héma de di�éren
es �nis perturbé par l'erreur de tron
ature T j

iL'erreur véri�e une équation du type:






∂e

∂t
= −a

∂e

∂x
+ ν

∂2e

∂x2
+ ε

e(x, 0) = 0En dis
rétisant 
e s
héma, nous obtenons le système suivant, pour i = 2......n et pour
j = 1.....N :







e
j+1
i − ej

i

∆t
= −a

e
j
i − e

j
i−1

∆x
+ ν

e
j
i+1 − 2ej

i + e
j
i−1

∆x2
+ T

j
i

e1i = 016



=⇒ e
j+1
i = (α+ β) ej

i−1 + (1− α− 2β) ej
i + β e

j
i+1 + ∆t T j

iPour α et β dé�nient pré
édemment.
=⇒ |ej+1

i | ≤ (α + β) |ej
i−1|+ |1− α− 2β| |ej

i |+ β |ej
i+1|+ ∆t |T j

i |Par la 
ondition de stabilité, nous avons,
|1− α− 2β| = 1− α− 2βEt don
,

|ej+1
i | ≤ (α + β) max

i
|ej

i−1|+ (1− α− 2β) max
i
|ej

i |+ β max
i
|ej

i+1|+ ∆t max
i
|T j

i |

≤ (�α+ ��β + 1−�α−��2β + ��β) max
i
|ej

i |+ ∆t max
i
|T j

i |

=⇒

max
i
|ej+1

i | ≤
�����
max

i
|ej

i | + ∆tmax
i
|T j

i |

�����max
i
|ej

i | ≤������max
i
|ej−1

i | + ∆t max
i
|T j−1

i |.........
�����max

i
|e1i | ≤ max

i
|e0i |
︸︷︷︸

0

+∆t max
i
|T 0

i |

=⇒ max
i
|ej

i | ≤ ∆t

j−1
∑

k=0

max
i
|T k

i |

=⇒ |u(xi, tj)− u
j
i | ≤ ∆t

j−1
∑

k=0

max
i
|T k

i |Maintenant, nous utilisons la majoration de l'erreur de tron
ature, nous obtenons lamajoration suivante:
|u(xi, tj)− u

j
i | ≤ ∆t

j−1
∑

k=0

(
∆t

2
Mtt +

∆x2

2
((

1

∆t
− 2

ν

∆x2
) Mxx +

ν

6
Mxxxx))

=⇒ |u(xi, tj)− u
j
i | ≤ ∆t j

︸︷︷︸

tj+1≤T

(
∆t

2
Mtt +

∆x2

2
((

1

∆t
− 2

ν

∆x2
) Mxx +

ν

6
Mxxxx))

=⇒ |u(xi, tj)− u
j
i | ≤

T

2
(∆t Mtt + ∆x2((

1

∆t
− 2

ν

∆x2
) Mxx +

ν

6
Mxxxx))Nous en déduisons, que 
e s
héma 
onverge ( pour ∆t → 0 et ∆x → 0 ) si la
ondition de stabilité est véri�ée.17



1.4.3 Runge Kutta d'ordre 2,3 et 4Maintenant, nous utilisons un s
héma de Runge Kutta pour dis
rétiser l'équation (1.1)en temps.Pour le 
as de Runge Kutta, les 
onditions aux limites (l'équation (1.3)) ainsi que la
ondition initiale (l'équation (1.2)) ne 
hangent pas, nous utilisons les mêmes que 
ellesintroduites dans le paragraphe pre
édente, seule une di�éren
e par rapport au s
hémad'Euler Expli
ite est la dis
rétisation de l'équation (1,1) qui devient plus pré
ise.Pour i = 2......n et pour tout j = 1.....NRunge Kutta 2
k1 = ∆t (L(uj

i ) + f
j
i )

k2 = ∆t(L(uj
i + k1) + fi(tj + ∆t))

u
j+1
i = u

j
i + ∆t

k1 + k2

2Runge Kutta 3
k1 = ∆t (L(uj

i ) + fi(tj)

k2 = L(uj
i +

∆t k1

3
) + fi(tj +

∆t

3
)

k3 = L(uj
i +

2∆t k2

3
) + fi(tj +

2∆t

3
)

u
j+1
i = u

j
i + ∆t

(k1 + 3 k3)

4Runge Kutta 4
k1 = ∆t(L(uj

i ) + fi(tj))

k2 = ∆t(L(uj
i +

k1

2
) + fi(tj +

∆t

2
))

k3 = ∆t(L(uj
i +

k2

2
) + fi(tj +

∆t

2
))

k4 = ∆t(L(uj
i + k3) + fi(tj + ∆t))

u
j+1
i = u

j
i +

k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4

618



1.5 Méthode LDCDans 
ette se
tion, nous étudions la méthode LDC qui a été introduite par Ha
kbus
h [1℄pour résoudre les valeurs sur la frontière d'un problème elliptique.
LDC est une méthode de dé
omposition de domaine dans laquelle, le domaine spatial�n s'imbrique dans le domaine spatial grossier. Dans [7℄, Cette méthode est étendue pourin
lure l'adaptativité, ra�nement multilevel et dé
omposition du domaine.Dans 
ette se
tion, nous présentons la méthode de LDC pour résoudre le problème de
onve
tion di�usion en temps.Le problème (1) doit être dis
rétiser en temps et en espa
e a�n d'être résolu numérique-ment. Pour 
ette raison, nous introduisons une grille grossière ( Le pas de la grille est ∆t).Nous introduisons aussi le pas spatial ∆x. Nous dé
omposons le domaine temporel en

Ndom sous domaines. Sur 
haque sous domaine, une approximation de la solution 
on-tinue sur la grille grossière 
al
ulée ave
 le pas de temps ∆t peut-être pas assez su�santepour représenter u(x, t). a�n de s'appro
her de la solution 
ontinue, nous introduisonsune grille uniforme �ne ( de pas δt < ∆t) sur 
haque sous domaine, qu'on la note Didompour idom = 1...Ndom . Sur 
haque sous domaine, le pas d'espa
e est performé enutilisant un pas spatial δx =
∆x

τ
, ave
 τ un entier ≥ 1.Dans la méthode LDC, la solution lo
ale �ne a été utilisée pour améliorer une approx-imation de la solution grossière via l'erreur de la dis
rétisation "Defe
t 
orre
tion".Nous vous présentons le s
héma suivant pour mieux 
omprendre la dé
omposition dudomaine temporel:

t1 = 0

t2

t3

t4 tN+1 = T

tN

tN−1

∆t

D1
D2

DNdomTNt

T1 T1

T1

TNt
TNt

Indice1 = 1

Indice1 = 6

Indice1
Indice2 = 6

Indice2

Indice2 = N + 1

Ave
 Nt est le nombre des points sur 
haque sous domaine. T1.....TNt sont les noeudset Indi
e 1 et Indi
e 2 (
e sont les j = 1....N + 1 de la grille grossière) sont des entierspositifs qui représentent l'intervalle de 
haque sous domaine.Sur la �gure suivante, nous présentons, pour un sous domaine quel
onque par exemple
Didom , une dé
omposition de la grille �ne:

tfin1
= 0

δt

Didom

TNtT1

Indice1 Indice2

tfinNf +1
= TNttfin2

= 0 tfin3
= 0 tfin4

= 0 tfinNf
tfinNf−1

19



Nf étant le nombre des points sur la grille �ne. tfin1 .....tfinNf +1
sont les noeuds de lagrille �ne.1.5.1 Problème (1) sur la grille grossièreA�n de résoudre le problème (1), nous utilisons Di�éren
es �nis d'ordre 2 pour dis
rétiserl'espa
e. Une approximation de la solution 
ontinue va être 
al
uler, en premier temps,par Euler Expli
ite, 
omme a été expliqué pré
édemment, puis nous utilisons Runge Kutta2, 3 et 4 a�n d'obtenir plus de pré
ision sur le s
héma.En utilisant l'une de s
hémas pré
édents, nous obtenons une approximation de lasolution 
ontinue sur la grille grossière que nous notons ug.1.5.2 L'itération de LDCProblème (1) sur la grille �neA�n de formuler un problème dis
ret sur la grille �ne, nous avons besoin de dé�nirune 
ondition arti�
ielle en Indi
e 1 de 
haque sous domaine. Nous pouvons pres
rire des
onditions de type Diri
hlet, pour simpli�er le problème au début, puis nous utilisons des
onditions de type Robin.Si nous voulons réaliser la dis
rétisation de l'espa
e ave
 un pas spatial δx =

∆x

τsur 
haque domaine, nous avons, également, besoin de fournir des 
onditions aux limites,à tous les niveaux d'espa
e intermédiaire. A 
et e�et, nous utilisons un interpolateurlinéaire.Nous dis
rétisons le maillage espa
e 
omme suit, pour τ = 3

x2x1 = 0 xn+1 = Exi xn

xf2xf1
= 0

xfnf +1
= Exfnf

δx

∆x
xi+1

xfj

d1

d2

τ = 3

Sur la grille �ne, nous allons utiliser qu'Euler Expli
ite en temps et di�éren
es �nis 2en espa
e pour résoudre le problème (1).En notant, uf , une approximation de la solution 
ontinue, nous résolvons ainsi l'équationsuivante,
u

j+1
fi
− uj

fi

δt
= −a

u
j
fi
− uj

fi−1

δx
+ ν

u
j
fi+1
− 2uj

fi
+ u

j
fi−1

δx2
+ f

j
i (1.5.1)20



Pour j = 1.......Nf et pour i = 2.......nf ave
 nf = τ n.
1er Cas: Condition de type Diri
hlet en Indi
e 1La pro
édure (1.5.1) est initialisée en utilisant l'approximation que nous avons obtenusur la grille grossière, i.e ug, en Indi
e 1 de la façon suivante, en utilisant l'interpolateurlinéaire dé�nie pré
édemment,

uf0 =
d2 ug(i, Indice1) + d1 ug(i+ 1, Indice1)

δx τ
(1.5.2)Pour tout i = 1......n.

2me Cas: Condition de type Robin en Indi
e 1Dans 
e 
as, nous utilisons la formule de la 
ondition Robin suivante:
uf + µ

∂uf

∂t
= ug + µ

∂ug

∂tCe problème est bien posé si µ est un entier stri
tement positif.Pour le premier domaine, nous allons 
al
uler la 
ondition initiale 
omme dans l'équation(1.5.2). Pour les autres domaines, nous allons utiliser une dis
rétisation par Euler Ex-pli
ite en temps, nous obtenons don
,
u

j
fi

+ µ
u

j
fi
− uj−1

fi

δt
= ul

gk
+ µ

ul
gk
− ul−1

gk

∆tPour i = 1...nf + 1 , j = 1...Nf + 1 , k = 1...n+ 1 et l = Indice1....Indice2.En parti
ulier, en j = 1 et l = Indice1, nous ne 
onnaissons pas la valeur de
uf0. Pour 
ette raison, nous allons utiliser l'approximation du domaine pré
édent parexemple sur D2 nous allons utiliser la valeur de uf sur D1 en Indi
e 2. Nous obtenonsdon
 l'équation suivante sur Didom pour idom = 2...Ndom:

u1
fi

+ µ
u1

fi
− u0

fi

δt
= uIndice1

gk
+ µ

uIndice1
gk

− uIndice1−1
gk

∆t

D1 D3

D2 DNdom

Indice 1 Indice 2 Indice 1 Indice 2

Indice 1 Indice 1Indice 2 Indice 2

uIndice2
fD1

uIndice1
fD2

= uf 021



=⇒ u1
fDidom

i + µ
u1

fDidom
i − u

Indice2−1
fDidom−1

i

δt
= uIndice1

gk
+ µ

uIndice1
gk

− uIndice2−1
gk

∆tPour idom = 2...Ndom.L'intérêt d'utiliser Robin 
omme 
ondition initiale, est d'a

élérer la 
onvergen
e dela méthode et surtout de diminuer le nombre d'itération de la pro
édure LDC. Ce quiprouvera les résultats numériques dans la suite.Les 
onditions aux limites (1.3) sont appro
hées sur la grille �ne par:
u

j
f1

= gD1(tfinj
) , pour j = 1, ....., Nf + 1

u
j
fnf+1

= gD2(tfinj
) , pour j = 1, ....., Nf + 1Avant de passer à l'étape suivante qui est la proje
tion de uf sur la grille grossière,nous 
ommençons tout d'abord par projeter 
ette approximation en espa
e, i.e yf ←

uf(1 : τ : nf + 1, :)Proje
tion de yf sur la grille grossièreL'approximation de la grille �ne est, maintenant, utilisée pour améliorer, globalement,la solution sur la grille grossière pour 
haque sous domaine.La solution de la grille �ne est 
onsidérée être plus pré
ise que l'approximation de lagrille grossière ug 
ar uf est 
al
ulée ave
 un pas spatial δx < ∆x et ave
 un pas detemps δt < ∆t.La solution 
al
ulée sur la grille �ne peut don
 être utiliser pour appro
her l'erreur dedis
rétisation lo
ale ou "defe
t 
orre
tion" sur Didom pour idom = 1....Ndom.Nous 
ommençons, d'abord, par vous présenter une restri
tion de l'opérateur de pro-je
tion, R, de la grille �ne sur la grille grossière de telle sorte que,
(R u)(x, t) = yf(x, t)Ou x et t sont les noeuds grossiers spatiales et temporels, respe
tivement, sur 
haque

Didom pour idom = 1....Ndom.Il y a deux 
as di�érents pour 
al
uler 
et interpolateur de proje
tion linéaire, R. Ce
al
ul dépend, en e�et, de l'endroit où se trouve les noeuds �ns tfinj
pour j = 1......Nf +1entre les noeuds grossiers Ti et Ti+1 pour i = 1......Nt

1er Cas: tfinj
= Ti

δt

∆t

TiTi−1 Ti+1T1 TNt

tfin1
tfinj

tfinj+1

tfin2

tfinj−122



Dans 
e 
as, le noeud �n tfinj
pour j = 1.....Nf +1 
oïn
ide ave
 le noeud grossier

Ti pour i = 1.....Nt et alors l'interpolateur de proje
tion est:
(Ru)ik = y

j

fk
, pour k = 1....n+ 1 , i = 1....Nt et j = 1....Nf + 1

2me Cas: tfinj
< Ti < tfinj+1

δt

∆t

TiTi−1 Ti+1T1 TNt

tfin1

tfinj

tfinj+1
d1

Si nous notons d2 = δt−d1 alors R est 
al
ulé 
omme suit, pour k = 1....n+1 , i =
1....Nt et j = 1....Nf + 1

(Ru)ik =
d2 y

j

fk
+ d1 y

j+1

fk

δtEstimation de l'erreur "Defe
t Corre
tion"La partie la plus 
ru
ial de l'algorithme LDC est 
omment la solution �ne estutilisée pour améliorer l'approximation de la solution sur la grille grossière à travers uneapproximation de la disrétisation de l'erreur ou le "Defe
t".Le defe
t "d" est dé�nit, pour i = 1.....n+ 1 et pour j = 1....Nt− 1, par:
d

j
i =

u
j+1
i − uj

i

∆t
− L(uj

i )− fi(Tj) (1.5.3)Ave
 L est l'opérateur introduit pré
édemment.Dans (1.5.2), nous avons utilisé la proje
tion, sur 
haque domaine, de la solution exa
te
ontinue u dis
rétisée dans le s
héma (1.4.1).Si nous savons les valeurs de "d" pour 
haque sous domaine, nous pouvons les utiliserpour trouver une meilleure approximation de u sur la grille grossière. Cet obje
tif peutêtre atteint en rajoutant "d" dans le se
ond membre du s
héma (1.4.1). Toutefois, puisquenous ne 
onnaissons pas la solution exa
te de l'équation de 
onve
tion di�usion, nous nepouvons pas 
al
uler les valeurs de "d" sur 
haque Didom pour idom = 1...Ndom.Ce que nous pouvons faire, 
ependant, est d'utiliser l'approximation �ne, qui est pluspré
ise, pour obtenir une estimation de "Lo
al Defe
t" sur 
haque sous domaine, i.e, pour
i = 1.....n + 1

d
j
i :=







Ru
j+1
i − Ruj

i

∆t
− L(Ruj

i )− fi(Tj) pour j = 1....Nt− 1

0 pour j = Nt23



Des résultats pré
édents, sur la méthode LDC, pour les problèmes stationnaires (voir[1℄ et [9℄) montrent qu'il peut être 
onvenant d'estimer le " Defe
t" pas en tout point desous domaine mais dans un sous ensemble de Didom, idom = 1...Ndom . En parti
ulier,les noeuds situées à proximité de l'interfa
e entre deux sous domaines doivent être ex
lu.Ce qui 
onduit à l'introdu
tion d'un sous ensemble de Didom, séparé de l'interfa
e par unerégion appelée "région de sé
urité". Plut�t que d'améliorer la pré
ision de la méthode, leprin
ipal avantage de l'utilisation d'une région de sé
urité est d'a

élérer la 
onvergen
e.Sur la �gure pré
edente, la région de sé
urité est 
elle en rouge. Ce qui explique pourquoi l'approximation "d", en j = Nt, est nulle.
b b b b

T1 T2 TNt−1 TNt

∆t

Didom

Figure 1.1: Exemple d'un sous domaine ave
 une région de sé
uritéLe "Defe
t Corre
tion" est maintenant 
al
ulé, sur 
haque sous domaine. Nous rassem-blons 
ha
un de 
es erreurs pour les ramener sur la grille grossière globale, que nous lenotons P.Finalement, l'estimateur P est rajouté au se
ond membre de l'équation de 
onve
tion-di�usion:
∂ug

∂t
= −a

∂ug

∂x
+ ν

∂2ug

∂x2
+ f + P (1.5.4)En dis
rétisant 
ette équation par Euler Expli
ite, nous obtenons,







k1 = L(uj
gi
) + f

j
i + P

j
i

uj+1
gi

= uj
gi

+ ∆t k1pour i = 1.....n+ 1 et pour j = 1.....N .Et par Runge Kutta 4, nous avons






k1 = ∆t(L(uj
gi
) + fi(tj) + P

j
i )

k2 = ∆t(L(uj
gi

+
k1

2
) + fi(tj +

∆t

2
) + P

j
i )

k3 = ∆t(L(uj
gi

+
k2

2
) + fi(tj +

∆t

2
) + P

j
i )

k4 = ∆t(L(uj
gi

+ k3) + fi(tj + ∆t) + P
j
i )

uj+1
gi

= uj
gi

+
k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4

624



La nouvelle solution grossière, à l'itération 1, peut être utilisée pour a
tualiser la
ondition initiale pour le nouveau problème �n en Indi
e 1 de 
haque sous domaine, quià son tour sera utlisée pour 
orriger l'approximation de la grille grossière. Pour 
haquesous domaine, la méthode LDC est don
 une pro
édure itérative, elle est formalisé dansl'algorithme 1, et, 
omme elle a été étudiée pour les problèmes stationnaires ( voir [10℄),la 
onvergen
e est très rapide.
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Algorithme 1 Algorithme de LDC pour l'équation de 
onve
tion-di�usion
• Initialisation:

⋆ a, ν, Tol, ItMax,
⋆ T, N, ∆t, , t1, ...., tN+1, Ndom,
⋆ E, n, ∆x, x1, ...., xn+1.

• ug0 ← uexacte(x, t = 0)

• Cal
uler une approximation ug sur la grille grossière en résolvant le problème (1.4.1)soit par Euler Expli
ite, soit par Runge Kutta.
• ugInitiale

← ug.
• Critère-Arrêt ← ‖ug‖ , it ← 0

• Diviser le pas spatial ∆x par τ , δx =
∆x

τ
et dé�nir nf et xf .Tantque Critère- Arrêt < Tol & it < ItMax faire

• ug1 ← ug.Pour idom ← 1 ..... Ndom faire
• Dé�nir T1.....TNt sur 
haque Didom.
• Initialiser Nf , tfin et δt.
• Cal
uler la 
ondition initiale pour le problème �n 
omme dans (1.5.2).
• Cal
uler une approximation uf par Euler Expli
ite en résolvant (1.5.1).
• yf ← uf(1 : τ : nf + 1, :)

• Proje
tion de yf sur la grille grossière et 
al
ul de Ru.
• Utiliser Ru pour 
al
uler une approximation de " Defe
t Corre
tion", la dis
réti-sation lo
ale de l'erreur pour 
haque Didom.
• Assemblage de "d" dans P.Fin pour idom
• Cal
uler une approximation grossière ug plus pré
ise en résolvant le problèmemodi�é 
omme dans (1.5.4) par Euler Expli
ite ou Runge Kutta.
• Critère-Arrêt ← ‖ug(:, Indice2)− ug1(:, Indice2)‖

‖ugInitiale
(:, Indice2)‖

• it ← it+ 1Fin Tantque26



Dans l'algorithme 1, l'itération Tantque, est appelée l'itération LDC. Chaque itéra-tion LDC 
onsiste à re
al
uler une approximation de la solution u sur 
haque sousdomaine. Pour une meilleure performan
e en résolvant le problème transitoire, il est,don
, souhaitable que seul un petit nombre d'itération LDC (plus intéressant surtout si
it < Ndom ) soient né
essaires sur 
haque Didom, pour idom = 1....Ndom. Toutefois,
omme 
'est le 
as pour le problème stationnaire, la 
onvergen
e de l'itération LDC esttrès rapide et, en général, exige qu'une seule itération.Lors de la présentation de la méthode LDC, nous avons utilisé Euler expli
ite pourdi
rétiser le temps sur la grille �ne. Nous devons signaler que 
e n'est pas restre
tive etque d'autres s
hémas impli
ites pour la dis
rétisation du temps pourraient être appliquéesaussi bien. D'ailleurs, nous ne sommes pas 
ontraints d'utiliser le même s
héma pour lagrille grossière et �ne, 
'est pour 
ette raison, que nous avons utilisé Runge Kutta 2,3 et4 sur la grille grossière et Euler Expli
ite sur la grille �ne. Par 
ontre, il est 
ru
ial pourl'e�
a
ité de 
ette méthode, qu'un s
héma d'Euler Expli
ite soit appliqué sur la grille�ne.L'une des 
ara
téristiques les plus intéressantes de l'algorithme LDC que nous pro-posons, 
'est la possibilité de réaliser un pas d'espa
e sur la grille �ne ave
 un pas
δx < ∆x. Il s'agit d'une fon
tionnalité, pas une exigen
e de la méthode, il est bienpossible de 
hoisir le même pas spatial sur les deux grille grossière et �ne. Nous nousattendons, toutefois, que la solution se 
ara
térise par une valeur très élevée de la dérivéetemporels, dans une région de sous domaine, a, dans 
ette même région, des gradients del'espa
e relativement élevé aussi. Pour 
ette raison, l'utilisation d'un pas de l'espa
e ∆xsur la grille �ne peut-être pas su�sant pour représenter les phénomènes très rapide qui seproduisent dans 
ette région. En outre, si nous avons e�e
tuer le pas d'espa
e sur la grille�ne ave
 le même pas que 
elui sur la grille grossière, la dis
rétisation de l'erreur "Defe
tCorre
tion" sur la grille �ne pourrait être largement dominé par la 
omposante spatial,qui pourrait rendre l'e�et de résoudre le problème, sur la grille �ne ave
 un pas δt < ∆t, inutile. Dans le Cas de LDC le "Defe
t Corre
tion", qui est utilisé pour 
al
uler uneapproximation grobale plus pré
ise sur 
haque sous domaine, améliore la solution, surla grille grossière, non seulement dans la partie temporel de l'erreur mais aussi dans la
omposante spatiale. Dans la pratique, les paramètres ∆t, δt, ∆x et δx sont 
hoisissur la base du problème physique qui doit être résolu, et sur la dis
rétisation des s
hémasadoptés globalement et lo
alement.
1.5.3 Propriétés de la méthode LDCDans 
ette se
tion, nous dis
utons de quelques propriétés de la te
hnique LDC pour leproblème de 
onve
tion-di�usion. Le lemme suivant montre que, une fois l'approximation,sur la grille grossière, ne 
hange pas sur 
haque interfa
e entre deux domaines( en Indi
e2), alors l'algorithme LDC 
onverge.Lemme 1. Si uIndice2

git
= uIndice2

git−1
pour une 
ertaine itération it, alors l'itération LDC
onverge et

uIndice2
gl

= uIndice2
git

, pour tout l = it, it+ 1....27



Le théorème suivant a�rme que, si l'itération LDC 
onverge, les approximations surla grille �ne et grossière 
oin
ident sur les points 
ommuns entre les deux grilles.Théorème 1. Supposons que l'itération LDC 
onverge. Alors la proje
tion de uf sur lagrille grossière, pour 
haque sous domaine, est égale à ug , à savoir pour i = 1...n + 1

uj
gi

= Ruk
i , pour j = Indice1...Indice2 , k = 1....Nt

1.6 Appli
ations NumériquesDans 
ette se
tion, nous présentons des exemples numériques. Pour 
haque exemple,nous 
omparons les deux s
hémas utilisées sur la grille grossière (Euler Expli
ite et RungeKutta 4). Nous 
omparons aussi la te
hnique de LDC ave
 
elle du solveur de grilleuniforme standard. Nous prouvons que LDC est plus e�
a
e que le solveur de la grilleuniforme surtout si la solution appro
hée sur la grille grossière 
onverge vers la solutionanalytique.A�n de valider la méthode LDC , nous avons, tout d'abord, 
ommen
er par lesexemples basiques tels que,
u(x, t) = t, xt...en utilisant Euler Expli
ite sur la grille grossière. Pour 
ha
un de 
es 
as tests, nous avonsobtenus la 
onvergen
e de la solution appro
hée, sur la grille grossière, vers la solutionanalytique au bout d'une seule itération, 
'est qui est normale 
ar Euler Expli
ite estexa
te pour 
es types d'exemple.

1.6.1 Exemple 1Pour 
et exemple, nous présentons les résultats d'une expérien
e numérique visant à dé-montrer la robustesse de la méthode LDC en la 
omparant à 
elle du solveur de grilleuniforme. nous 
hoisissons E = 1, T = 1 et nous résolvons le problème suivant:
∂u

∂t
+

∂u

∂x
− 0.01

∂2u

∂x2
= f (1.6.1)La 
ondition initiale, les 
onditions de Diri
hlet sur la frontière (en x = 0 et x = E)et le terme sour
e f sont 
hoisis de telle sorte que la solution analytique exa
te du problèmeest:

u(x, t) = cos(ω0 x) sin(ω1 t)Ou ω0 et ω1 sont deux réels que nous donnerons leur valeurs par la suite.Le problème 
i-dessus est résolu en utilisant la méthode LDC ave
 di�érentes valeursde ∆t , ∆x , δt , δx et τ (voir tabeau 1.1).28



La dis
rétisation du temps est réalisée en utilisant Euler Expli
ite sur la grille grossière.Nous �xons la valeur de Ndom à 3.Comme mesure de pré
ision de la solution numérique à tN+1 = 1 utilisant LDC ,nous 
al
ulons la norme in�nie dé�nie par:
ξ∞ = max(uN+1

g − u(tN+1))Ave
 uN+1
g est la solution appro
hée numériquement 
al
ulée à tN+1 = 1 et u(tN+1)est la proje
tion sur la grille grossière de la solution exa
te à l'instant �nal.Pour la grille uniforme, nous utilisons un pas du temps très petit que nous le notons

δtunif et un pas spatial δxunif très petit aussi. Les valeurs de δtunif et δxunif sont
hoisies de telle manière qu'elles sont égaux aux plus petites valeurs de pas temporel etspatial sur la grille �ne.Comme 
omparaison, nous résolvons le problème (1.8.1) en utilisant un pas d'espa
eet un pas de temps, sur la grille uniforme, qui sont égaux à:
δtunif = δt =

TNt − T1

Nf

δxunif = δx =
∆x

τNous attendons à 
e que les résultats obtenues ave
 la méthode LDC soient à peuprés de même pré
ision que la solution appro
hée résolue par le problème (1.8.1) sur lagrille uniforme.Pour 
ha
un de 
es 
al
uls, les pas spatiaux sont 
hoisis de telle sorte que l'erreurd'espa
e ont le même ordre que 
eux du temps. Sur la grille uniforme, aussi, nous mesuronsla norme in�nie.Résultats dans le tableau 1.1 montrent que, dans tous les 
as que nous 
onsidérons, laméthode LDC est en mesure d'atteindre une meilleure pré
ision de la norme in�nie que
elle de la grille uniforme et pour un nombre d'itération qui est inférieur à 10.A partir du tableau 1.1, nous pouvons voir que dans notre exemple, quand nous util-isons la méthode LDC , nous avons obtenue une norme in�nie qui est inférieure à 
elle
al
ulée sur la grille uniforme. Ce gain augmente quand nous ra�nons le pas du tempset aussi le pas d'espa
e.
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Table 1.1: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniformePas du temps et Pas d'espa
e ξ∞
∆t ∆x τ δtunif δxunif LDC Grille Uniforme3 6.67 e−3 6.6 e−2 0.0641 0.07970.04 0.2 5 4 e−3 4 e−2 0.0493 0.05547 1.4 e−3 2.86 e−2 0.0396 0.04333 1.6 e−3 3.3 e−2 0.0471 0.04940.01 0.1 5 1 e−3 2 e−2 0.0309 0.03237 5.1 e−4 1.428 e−2 0.0231 0.0241

2.5 e−3 0.05 3 3.4 e−4 1.67 e−2 0.0282 0.0281Ces valeurs ont été pris pour ω0 et ω1 égaux à 25 et 50, respe
tivement, et pour
Nf = 200. Pour 
ha
un de 
es 
as, nous avons obtenue le 
al
ul de la norme in�nie aubout de 4 ou 5 itérations.Ce tableau montre que la méthode LDC permet d'obtenir, presque, une même pré
i-sion que le solveur de la grille uniforme. Bien entendu, Cette méthode e�e
tue moins de
al
ul que la méthode de la grille uniforme.Pour 
on
lure, LDC est une méthode plus e�
a
e que 
elle de la grille uniforme, quiutilise le même pas du temps et d'espa
e que la méthode LDC sur la grille �ne.Par la suite, nous posons que ω0 = ω1 = 50. Nous 
hoisissons un pas d'espa
e assezgrand sur la grille grossière, ∆x =

1

5
. Nous �xons la valeur de la Condition de stabilité"CFL", Courant-Friedri
hs-Lewy, sur la grille grossière, à 1 et nous 
al
ulons le pas dutemps de la manière suivante:

(1.8.2)







dt1 =
CFL ∆x

a

dt2 =
CFL ∆x2

ν

∆t = min(dt1, dt2)Et sur la grille �ne, nous �xons τ = 15 pour qu'il y est 
onvergen
e de la solutionappro
hée vers la solution exa
te. Le nombre de domaine est Ndom = 2. La CFL sur
ette grille est égale à 0.25 et nous 
al
ulons δt par (1.8.2) mais en remplaçant l'an
ienneCFL par 0.25 et ∆x par δx.Sur les �gures suivantes, nous présentons les solutions appro
hées, sur la grille grossière,
al
ulées en utilisant la méthode LDC et le solveur de la grille uniforme ainsi que la solu-tion exa
te à l'instant tN+1 = 1 et en fon
tion de pas d'espa
e.30



Figure 1.2: Tra
és des solutions appro
hées 
al
ulées par Euler expli
ite et la solution exa
te,à tN+1 = 1Sur 
ette �gure, nous 
omparons la solution appro
hée sur la grille grossière, 
al-
ulée par Euler Expli
ite, 
olorée en rouge, avant que nous utilisons la méthode LDC (à l'itération 0), à 
elle 
al
ulée après appli
ation de la méthode LDC , qui est 
oloréeen bleu. Nous remarquons que la solution appro
hée 
al
ulée par LDC 
onverge vers lasolution exa
te, qui est en vert, alors que 
elle 
al
ulée à l'itération 0 ne 
onverge pas.Pour mieux observer la 
onvergen
e de 
ette solution appro
hée obtenue en utilisantl'algorithme LDC vers la solution analytique du problème, nous traçons sur la �guresuivante que 
es deux solutions et nous observons qu'elles sont 
onfondues ou presque. Ily a eu 
onvergen
e au bout de 2 itérations.
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Figure 1.3: Solution exa
te à tN+1 = 1 et solution numérique 
al
ulée par LDCMaintenant, nous 
omparons la solution appro
hée 
al
ulée par la méthode LDC ave

elle 
al
ulée sur une grille uniforme. Cette dernière a un pas du temps et un pas d'espa
eégaux au plus petit de pas du temps et d'espa
e de la grille �ne. Nous présentons sur la�gure suivante, le tra
é des solutions appro
hées 
al
ulées par LDC et le solveur de lagrille uniforme ainsi que la solution exa
te.
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Figure 1.4: Comparaison entre la méthode LDC et solveur de grille uniformeNous observons sur 
ette �gure que la solution appro
hée 
al
ulée par la méthode LDC(en bleu) est la plus pro
he de la solution analytique (en vert) que la solution appro
hée,32



projetée sur la grille grossière, 
al
ulée sur la grille uniforme (en rouge). Ce qui prouveque LDC est une méthode très e�
a
e.1.6.2 Exemple 2Dans 
ette se
tion, nous présentons une expérien
e numérique qui a pour obje
tif de
omparer entre le s
héma d'Euler Expli
ite et le s
héma de Runge Kutta 4. Nous résolvonsle problème (1.7.1) mais 
ette fois çi le terme sour
e, la 
ondition initiale et les 
onditionsde Diri
hlet sont 
al
ulés à partir de la solution analytique exa
te:
u(x, t) = cos(x) exp(2t)Les valeurs des paramètres sur la grille grossière, sont:

∆x =
1

5

∆t = 5 e−2Pour le nombre du domaine Ndom, nous l'avons �xé à 2.Nous 
ommençons, tout d'abord, ave
 le s
héma de Runge Kutta 4 sur la grillegrossière. Nous avons obtenue la 
onvergen
e de la solution appro
hée, 
al
ulée par LDC,vers la solution exa
te analytique au bout d'une seule itération sa
hant que nous avons
al
ulé le pas du temps �n sur la grille �ne 
omme pré
édement, i.e en utilisant le système(1.8.2), pour une CFL qui est égale à 0.25 et pour δx = ∆x.Sur la �gure 1.5, nous traçons les solutions appro
hées, une 
al
ulée en utilisant RungeKutta 4 sur la grille grossière ( 
elle en rouge) à l'itération 0 et l'autre en utilisantl'algorithme LDC (
elle en bleu), et aussi la solution exa
te. Nous observons, sur 
egraphe, que la solution appro
hée par LDC est 
onfondue ave
 la solution exa
te alorsque l'autre reste loin.
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Figure 1.5: Solutions appro
hées par Runge Kutta 4 et solution exa
te en fon
tion du pasd'espa
e à tN+1 = 1Puis, nous 
omparons aussi la solution appro
hée obtenue en résolvant le problème(1.7.1) par LDC à 
elle de solveur de grille uniforme et de nouveau, nous remarquons que
LDC 
onverge vers la solution analytique avant la solution appro
hée 
al
ulée sur la grilleuniforme (ave
 un pas du temps δtunif = 2.5 e−2).
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Figure 1.6: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniforme en utilisant RK4Pour 
ette exemple, nous avons 
al
ulé la norme in�nie pour 
ha
un de 
es 
as et nousavons obtenu:34



1. Méthode LDC : ξ∞ = 0.00352. Solveur de grille uniforme : ξ∞ = 0.0971Maintenant, pour les mêmes paramètres sur la grille grossière et la grille �ne, nousavons tra
é les solutions appro
hées 
al
ulées en utilisant Euler Expli
ite, sur la grillegrossière et sur la grille uniforme, ainsi que la solution exa
te. voiçi 
'est que nous avonsobtenue.
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la solution exacte et approchee sur la grille grossiere 
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solution exacte
solution approchee apres LDC

Figure 1.7: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniforme en utilisant Euler Expli
itepour τ = 1Nous remarquons, que les solutions appro
hées 
al
ulées par les deux méthodes sonttrès loin de la solution exa
te. Ce qui prouve que le s
héma de Runge Kutta 4 est pluspré
is que le s
héma d'Euler Expli
ite. Pour 
e type d'exemple, il y a eu 
onvergen
ede la solution appro
hée par LDC vers la solution exa
te au bout de 2 itérations et enaugmentant τ = 5 au lieu de 1. Alors que la solution appro
hée sur la grille uniforme ne
onverge toujours pas vers la solution analytique du problème à l'instant �nal. La �gure1.8, prouve 
e que nous venons d'interpréter.
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Figure 1.8: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniforme en utilisant Euler Expli
itepour τ = 5
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CHAPTER 2PROBLÈME DE CONVECTION-DIFFUSION EN DEUX DIMENSIONS
2.1 Résolution numérique d'EDPRetournons le problème de 
onve
tion di�usion résolu dans le 
hapitre 1 (Cas 1D) etregardons, 
ette fois, 
e problème en deux dimensions.L'équation de 
onve
tion di�usion que nous 
her
hons à résoudre est la suivante:

∂u

∂t
+−→a ∇u− ν ∇2u = fOu −→a est la vitesse d'adve
tion, ν est le terme de la vis
osité et f est le terme sour
e.En deux dimensions, 
ela peut être é
rit 
omme suit:

∂u

∂t
+





ax

ay



 .








∂u

∂x

∂u

∂y







− ν (

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) = f

=⇒
∂u

∂t
+ (ax

∂u

∂x
+ ay

∂u

∂y
)− ν (

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) = f (2.1.1)Ave
 ax, ay et ν sont des réels positifs.Nous allons résoudre 
e problème sur le domaine suivant,
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u = uexacte(t, x, Ey)

u = uexacte(t, Ex, y)

u = uexacte(t, x, 0)

u = uexacte(t, 0, y)

x

y

La condition initiale

est U0

2.1.1 Dis
rétisation du problème en espa
eA�n de résoudre 
ette EDP numériquement, nous devons, d'abord, réduire l'EDP soiten un système d'équations (éventuellement non-linéaire), ou en un système d'équationsdi�érentielles, EDO, qui peut être une mar
he en avant dans le temps. Pour 
e faire, ledomaine de la solution doit être dis
rétiser. Nous allons 
hangé le problème de 
onve
tion-di�usion 2D en un système d'équations linéaires en utilisant les di�éren
es �nies. Bienévidemment, ils existent d'autres méthodes pour dis
rétiser le domaine spatial tels que laméthode de volume �nis et éléments �nies.Dans la suite, nous utilisons la méthode des lignes. C'est une te
hnique de résolutiondes équations aux dérivées partielles (EDP), dans laquelle tous, mais une seule dimensionest dis
rétisée.Dans la méthode des lignes, nous dis
rétisons le domaine spatial du problème de
onve
tion-di�usion 2D, pour produire un ensemble des EDO. Pour 
e faire, nous utilisonsles di�éren
es �nies d'ordre 2,DF2.Pour pro
éder, nous plaçons une grille sur notre domaine de solution. Pour simpli�er,nous utiliserons une grille spatiale régulière et à distan
e égale, i.e ∆x = ∆y = h.Nous notons:- Nx : Le nombre de points sur la grille dans la dire
tion de x.- Ny : Le nombre de points sur la grille dans la dire
tion de y.- CFL : Condition de stabilité de Courant-Friedri
hs-Lewy.- ∆t : Le pas du temps sur la grille grossière.- Nt : Le nombre de points sur la grille du temps.- Ndom : Le nombre de domaine sur l'intervalle temps.- δt : le pas du temps sur la grille �ne.38



A noter que le pas du temps, sur la gille grossière ou sur la grille �ne, est 
al
ulé enutilisant la formule (1.8.2).

i = 2i = 1 i = 3 i = Nx

j = 1

j = 2

j = 3

j = Ny

h

h

u1 u2 u3 uNx

uNx+1 uNx+3

u2Nx+1

u2Nx

u3Nx

u(Ny−1)∗Nx+1 uNx∗Ny

(i,j)

(j − 1)Nx + i

L'indi
e du noeud général (i,j) devient
k = (j − 1) Nx + iDe sorte que, ui,j = ukNous pouvons maintenant dis
rétiser (2.1.1) pour trouver une EDO de la façon suiv-ante:

dui,j

dt
= −(ax

∂u

∂x
|i,j + ay

∂u

∂y
|i,j) + ν(

∂2u

∂x2
|i,j +

∂2u

∂y2
|i,j) + fi,j(t) (2.1.2)Pour tout i = 1....Nx et pour tout j = 1....NyNous avons besoin d'estimer le gradient et Lapla
e au noeud k. Ceux-
i peuvent êtreobtenus à partir de di�éren
es �nies. Nous pouvons supposer un interpolateur linéaire,
omme nous l'avons expliqué dans le 
hapitre 1.Nous estimons la dérivée première en utilisant la formule de di�éren
es �nies rétro-grade, 
ar ax et ay sont des entiers positifs,i.e:

∂u

∂x
≃

ui,j − ui−1,j

∆xEnsuite, nous estimons la derivée se
onde par la formule (1.4) de telle sorte que:
∂2u

∂x2
=

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2Si nous faisons une approximation pareille des dérivées première et se
onde dans ladire
tion y, nous pouvons é
rire l'équation (2.1.2) au noeud k, 
omme, pour i = 2....Nx−1et pour j = 2....Ny − 139



dui,j

dt
= −(ax

ui,j − ui−1,j

∆x
+ ay

ui,j − ui,j−1

∆y
) + ν

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2

+ ν
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2
+ fi,j(t) (2.1.3)Or nous avons pour

{i+ 1, j}  

k
︷ ︸︸ ︷

(j − 1) Nx + i+1  k + 1

{i, j + 1}  (j + �1− �1) Nx + i =

k
︷ ︸︸ ︷

(j − 1) Nx + i + Nx  k +NxAinsi, nous obtenons:
{i, j} ! k

{i+ 1, j} ! k + 1
{i− 1, j} ! k − 1
{i, j + 1} ! k +Nx

{i, j − 1} ! k −NxEt don
 en terme d'indi
e des noeuds, l'équation (2.1.3) devient, sa
hant que nousavons supposer que la grille spatiale est régulière (∆x = ∆y = h),
duk

dt
= −

1

h
(ax(uk − uk−1) + ay(uk − uk−Nx)) +

ν

h2
(uk+1 − 2uk + uk−1)

+
ν

h2
(uk+Nx − 2uk + uk−Nx) + fk(t) (2.1.4)

=⇒

duk

dt
=

e3
︷ ︸︸ ︷

(
ay

h
+

ν

h2
) uk−Nx +

e2
︷ ︸︸ ︷

(
ax

h
+

ν

h2
) uk−1

−

e1
︷ ︸︸ ︷

(
ax + ay

h
+

4ν

h2
) uk +

ν

h2
uk+1 +

ν

h2
uk+Nx + fk(t) (2.1.5)

=⇒

duk

dt
= e3 uk−Nx + e2 uk−1 − e1 uk +

ν

h2
uk+1 +

ν

h2
uk+Nx + fk(t) (2.1.6)Il y a deux façons de pro
éder pour tenir 
ompte des noeuds sur la frontière,1. In
lure les équations sur la frontière 
omme un ensemble d'équations algébriquesqui doivent être résolus à 
oté du système des EDO produit par (2.1.4).2. Eliminer les équations sur la frontière de l'équation donnée par (2.1.4) et les rajouterà la �n de la résolution.40



I
i nous allons utiliser la deuxième option. Toutefois, il faut noter que les solveursexpli
ite ou impli
ite sur Matlab peuvent être utiliser pour résoudre des systèmes qui
ontiennent à la fois les EDO et aussi les équations algébriques.Ainsi, pour éliminer les 
onditions de Diri
hlet sur la frontière, nous notons:
E2E1

E4E3

Bord 1

Bord 2

Bord 4Bord 3

1 Nx

Nx*NyNx(Ny-1)

Nous donnons quelque dé�nition,1) ud1 = uexacte(t, x, 0)2) ud2 = uexacte(t, x, Ey)3) ud3 = uexacte(t, 0, y)4) ud4 = uexacte(t, Ex, y)Et don
 en terme d'indi
e des noeuds, nous avons,1) Les noeuds sur le Bord 1 −→ uk−Nx = ud12) Les noeuds sur le Bord 2 −→ uk+Nx = ud23) Les noeuds sur le Bord 3 −→ uk−1 = ud34) Les noeuds sur le Bord 4 −→ uk+1 = ud4Prenons l'exemple suivant pour mieux 
omprendre les 
onditions de Diri
hlet sur lesbords 1, 2, 3 et 4:
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Et don
 par exemple, pour,
⋆ le noeud A:

duk

dt
= e2 uk−1 − e1 uk +

ν

h2
uk+1 +

ν

h2
uk+Nx + fk(t) + e3 ud1

⋆ le noeud B:
duk

dt
= e3 uk−Nx + e2 uk−1 − e1 uk +

ν

h2
uk+Nx + fk(t) +

ν

h2
ud4

⋆ le noeud C:
duk

dt
= e3 uk−Nx − e1 uk +

ν

h2
uk+1 +

ν

h2
uk+Nx + fk(t) + e2 ud3

⋆ le noeud D:
duk

dt
= e3 uk−Nx + e2 uk−1 − e1 uk +

ν

h2
uk+1 + fk(t) +

ν

h2
ud2Ainsi, l'équation (2.1.6) peut être é
rit sous la forme

du

dt
= Mu+ b+ F (2.1.7)Ave
 M est une matri
e de taille Nx*Ny, b est un ve
teur de même dimension queM (b est nul pour les noeuds internes mais 
ontient les 
onditions de Diri
hlet pour lesnoeuds qui sont à 
oté de la frontière, 
omme A, B, et
...) et F est un ve
teur de tailleNx*Ny, il 
ontient les valeurs du terme sour
e f en 
haque noeud. Ce
i est é
rit sous formematri
ielle dans le 
as ou Nx = 3 et Ny = 4,42



i = 1 i = 2 i = Nx
j = 1

j = 2

j = 3

j = Ny

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

1

3

2

4

Pour 
et exemple, nous é
rivons la matri
e M sous la forme:
-e1

e2

e3

ν

h2

-e1

-e1e2

ν

h2

0

0

e3

e3

ν

h2

ν

h2

ν

h2

M1

M1

M1

M2

M2M3

M3

Ainsi, le ve
teur b s'é
rit sous la forme:























e3 ud1 + e2 ud3

e3 ud1

e3 ud1 + ν
h2 ud4

e2 ud3

0
ν
h2 ud4

e2 ud3

0
ν
h2 ud4

e2 ud3 + ν
h2 ud2

ν
h2 ud2

ν
h2 (ud2 + ud4)
























2.1.2 Euler Expli
itePour résoudre 
e problème en temps, nous 
hoisissons, tout d'abord, le s
héma d'EulerExpli
ite.43



Nous initialisons la 
ondition initiale,
u1

k = u0kpour k = (j − 1) ∗Nx+ i, pour i = 1....Nx et j = 1....NyAinsi, l'équation (2.1.7) s'é
rit, pour tout n = 1 ..... Nt− 1

un+1 − un

∆t
= Mun + bn + Fn

=⇒

un+1 = un + ∆t (Mun + bn
︸ ︷︷ ︸

L(un)

+F n) (2.1.8)Et don
, nous é
rivons (2.1.8) résolue par Euler Expli
ite 
omme suit
k1 = L(un

k) + F n
k

un+1
k = un

k + ∆t k1

Condition de stabilité du s
héma Euler Expli
itePour étudier la stabilité de 
e s
héma, nous posons f ≡ 0.En appliquant le s
héma d'Euler Expli
ite en temps pour l'équation (2.1.5), pour
n = 1...Nt−1, pour k = (j−1)Nx+ i, pour i = 2...Nx−1 et pour j = 2...Ny−1,nous obtenons,

un+1
k = un

k+∆t((
ay

h
+

ν

h2
) un

k−Nx +(
ax

h
+

ν

h2
) un

k−1−(
ax + ay

h
+

4ν

h2
) un

k+
ν

h2
un

k+1+
ν

h2
un

k+Nx)

=⇒

un+1
k = ∆t(

ay

h
+

ν

h2
)

︸ ︷︷ ︸

>0

un
k−Nx + ∆t(

ax

h
+

ν

h2
)

︸ ︷︷ ︸

>0

un
k−1+

(1−∆t(
ax + ay

h
+

4ν

h2
)) un

k +
ν∆t

h2
︸︷︷︸

>0

un
k+1 +

ν∆t

h2
︸︷︷︸

>0

un
k+Nx (2.1.9)Par le 
ritère de positivité, nous en deduisons que 
e s
héma est stable, si la 
onditionsuivante est véri�ée:44



1−
(ax + ay)∆t

h
−

4ν∆t

h2
> 0

=⇒

(ax + ay)

h
+

4ν

h2
<

1

∆tDans la suite nous posons,
dt1 =

h

ax + ay

dt2 =
h2

4νEt nous 
al
ulons le pas du temps de la manière suivante:
∆t = min(dt1, dt2)2.1.3 Runge Kutta 4Nous utilisons Runge Kutta 4 sur la grille grossière pour améliorer la pré
ision du s
héma.Pour le problème de 
onve
tion-di�usion en 2D le s
héma de Runge Kutta 4 est lesuivant, pour n = 1...Nt− 1 et pour k = (j − 1)Nx+ i, i = 2...Nx− 1 , j = 2...Ny − 1

k1 = ∆t(L(un
k) + Fk(tn))

k2 = ∆t(L(un
k +

k1

2
) + Fk(tn +

∆t

2
))

k3 = ∆t(L(un
k +

k2

2
) + Fk(tn +

∆t

2
))

k4 = ∆t(L(un
k + k3) + Fk(tn + ∆t))

un+1
k = un

k +
k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4

6
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2.2 Méthode LDCPour 
ette se
tion, nous utilisons la méthode LDC, que nous avons dé�nis dans la se
tion(1.5) du 
hapitre 1.Sur le domaine de temps, nous utilisons la même dis
rétisation en sous domaine( lenombre total est Ndom) que dans le 
hapitre pré
édent( page 20). Nous notons N lenombre de points sur 
haque Didom , idom = 1....Ndom et par t0 = TIndice1 =
T1, T2, ..., TN−1, TN = TIndice2 = t1 les noeuds grossiers sur 
haque domaine temporel.Sur 
haque sous domaine temporel, nous initialisons une grille �ne de pas δt <

∆t et de nombre de points Ntf . Nous notons les noeuds de la grille �ne par t0 =
tf1, tf2 , ...., tfNtf +1

= t1

1ère étape: Résolution de (2.1.1) sur la grille grossièreA�n de résoudre le problème (2.1.1) sur la grille grossière, de pas ∆t, nous utilisonsun s
héma de type Euler Expli
ite ou Runge Kutta 4 
omme dé
rit pré
édemment, page44 et 46. Ainsi, nous obtenons une solution appro
hée que nous notons ug.
2ème étape: Méthode LDCRésolution de (2.1.1) sur la grille �neSur la grille �ne, nous dis
rétisons le domaine en temps 
omme dans 1.5. Nous utilisons

ug pour initialiser une solution appro
hée( que nous notons uf , 
al
ulée par le s
hémad'Euler Expli
ite en temps et par di�éren
es �nis 2 en espa
e) en Indi
e 1 de 
haque sousdomaine en appliquant la 
ondition de Diri
hlet. i.e uf0(x, y) ≈ ug(TIndice1, x, y).Nous modi�ons la dis
rétisation du domaine d'espa
e pour améliorer la solution ap-pro
hée lo
ale. Nous supposons que le pas d'espa
e �n, suivant la dire
tion de x et y, estrégulier, i.e δx = δy = hf puisque δx = ∆x
τ

= h
τ

et δy = ∆y

τ
= h

τ
, τ est un entierstri
tement positif.Sur la �gure suivante, nous présentons un exemple de dis
rétisation du domaine spatial,pour Nx = Ny = 3 et τ = 3
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k = 1 2 3

4 5 6

7 8 9

δx

δy

∆x

∆y

xf1
xf2

xfNxf

yfNyf

yf2

1

2

3 4

Nous notons Nxf et Nyf les nombres des points sur la grille d'espa
e �ne suivant ladire
tion de x et y, respe
tivement. Les bords 1, 2, 3 et 4 sont dé�nis sur la grille spatiale�ne par- Bord 1 : 1 −→ Nxf .- Bord 2 : Nxf ∗ (Nyf − 1) + 1 −→ Nxf ∗Nyf .- Bord 3 : 1 −→ Nxf ∗ (Nyf − 1) + 1 par pas de Nxf .- Bord 4 : Nxf −→ Nxf ∗Nyf par pas de Nxf .Nous 
ommençons, tout d'abord, par transformer le ve
teur 
olonne, qui 
orrespondà la solution appro
hée 
al
ulée sur la grille de temps grossière ug en Indi
e 1 de 
haquedomaine, en une matri
e Vg de taille (Nx,Ny) de la manière suivante:
Vg(i, j) = ug(k, Indice1) ; pour i = 1...Nx ; j = 1...Ny et k = (j − 1) ∗Nx+ iNous utilisons une fon
tion qui permet d'interpoler, linéairement, entre les pointsde données( x,y,xf et yf). Cette fon
tion retourne les valeurs interpolées aux points
orrespondants (xf , yf) des éléments de la matri
e Vg données par les abs
isses (x, y).Les valeurs de l'interpolation sont sto
kées dans une matri
e de dimension (Nxf , Nyf)que nous notons Zi. Voi
i l'entête de 
ette fon
tion:

Zi ←− Interp(x, y, Vg, xf , yf)Finalement, nous transformons 
ette matri
e en un ve
teur 
olonne de dimension
Nxf ∗ Nyf pour initialiser la 
ondition initiale sur la grille de temps �ne et utiliser(2.1.9) pour 
al
uler une solution appro
hée lo
ale, Uf .

uf0(k) = Zi(i, j) ; pour i = 1...Nxf ; j = 1...Nyf et k = (j − 1) ∗Nxf + iPuis nous 
al
ulons une approximation de la solution 
ontinue sur la grille lo
ale depas dx, dy < h et δt < ∆t. Nous utilisons le s
héma d'Euler Expli
ite 
omme dans(2.1.8) sur 
ette grille �ne pour trouver Uf qui est supposée être plus pré
ise que ug.47



Avant de projeter Uf sur la grille temporelle grossière, nous 
ommençons, d'abord, parla projeter sur la grille spatiale grossière. Pour 
ela, nous dé�nissons une fon
tion quipermet de trouver les noeuds grossiers à partir de la grille d'espa
e �neIndEsGro ←− (j − 1) ∗Nxf + i ; i = 1....Nxf ; j = 1....Nyf par pas de τEt don
,
uf ←− Uf(IndEsGro, n) ; n = 1....NtfPour la proje
tion de uf sur la grille de temps grossière, nous utilisons un interpolateurlinéaire Ru 
omme nous l'avons dé�ni pré
édemment( voir pages 23-24).Estimation de l'erreur " Defe
t 
orre
tion"L'itération LDC est basée sur le 
al
ul de l'erreur "defe
t 
orre
tion" et 
omment
ette erreur va être utiliser pour améliorer la solution appro
hée sur la grille grossière( entemps et en espa
e) en utilisant 
elle 
al
ulée sur la grille �ne. Nous avons expliquer 
etteétape de l'algorithme plus en détail( voir page 24) . Par 
ontre, il y a une modi�
ation
on
ernant le 
al
ul de "Defe
t 
orre
tion ". En e�et, le 
al
ul de "d" devient dans le 
as2D

dn :=







Run+1 − (Id+ ∆tM) Run −∆tbn −∆tF n pour n = 1....Nt− 1

0 pour n = NtUne fois le 
al
ul de "d" est fait sur 
haque sous domaine, nous rassemblons 
es erreurs,en les sto
kant dans une matri
e P de dimension( Nx*Ny, Nt), a�n de les ramener sur lagrille grossière globale. L'estimateur P est rajouté au se
ond membre de l'équation (2.1.1)de la façon suivante:
∂ug

∂t
= −(ax

∂ug

∂x
+ ay

∂ug

∂y
) + ν (

∂2ug

∂x2
+
∂2ug

∂y2
) + f + PA l'itération 1, nous avons obtenu une nouvelle solution appro
hée sur la grille grossièreglobale en utilisant 
elle 
al
ulée sur la grille lo
ale. Cette nouvelle approximation de lasolution 
ontinue est supposée être plus pré
ise que 
elle obtenue à l'itération 0. Lanouvelle solution grossière peut être utilisée pour a
tualiser la 
ondition initiale en Indi
e1 du problème �n pour 
haque sous domaine, qui à son tour sera utiliser pour 
orrigerl'approximation grossière de u et ainsi de suite jusqu'à 
onvergen
e de l'algorithme LDC.

2.3 Appli
ation NumériqueA�n de valider la méthode LDC , nous avons 
ommen
é par des exemples basiques telsque,
u(t, x, y) = t, xy...48



en utilisant Euler Expli
ite sur la grille grossière. Pour 
ha
un de 
es 
as tests, nous avonsobtenu la 
onvergen
e de la solution appro
hée, sur la grille grossière, vers la solutionanalytique au bout d'une seule itération.Dans 
ette se
tion, nous présentons les résultats d'un exemple numérique en 2D. Nous
hoisissons Ex = Ey = 1, T = 1 et nous résolvons l'équation de 
onve
tion-di�usionsuivante:
∂u

∂t
+ ∇u = △u + f (2.3.1)La 
ondition initiale, les 
onditions de Diri
hlet sur la frontière( sur les bords 1, 2, 3et 4) et le terme sour
e f sont 
hoisis de telle sorte que la solution analytique exa
te duproblème est:

u(t, x, y) = 3− tanh(25(x− t) + 5(y − 1))Le problème est résolu par LDC ave
 di�érentes valeurs de h, hf , ∆t et δt. la dis-
rétisation d'espa
e est e�e
tuée en utilisant di�éren
es �nis 2 globalement et lo
alement.Le s
héma d'Euler Expli
ite est utilisé pour la dis
rétisation du domaine de temps à lafois sur la grille grossière et �ne.A titre de 
omparaison, nous résolvons aussi le problème (2.3.1) en utilisant une grilleglobale unique et uniforme ave
 un pas d'espa
e hunif = hf et un pas de temps δtunif =
δt. A l'instant �nal, nous mesurons l'erreur maximale ξ∞ de l'approximation numériqueà l'égard de la solution exa
te 
omme dans le 
as 1D et la norme L2 dé�nie par:

er2 :=

Nx∗Ny
∑

k=1

|ugk
− uk|2

|uk|2
; Norme L2 :=

√
er2

Nx ∗NyLe tableau suivant montre que LDC est plus pré
ise que le solveur de la grilleuniforme. LDC e�e
tue un 
al
ul moins 
oûteux que le solveur de la grille uniformepuisque la solution appro
hée �ne 
orrige la solution grossière.Table 2.1: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniformePas du temps Pas d'espa
e ξ∞ Norme L2

∆t δt h hf LDC Grille Uniforme LDC Grille Uniforme0.03125 h 0 0.0563 3.48 e−1 1.70.0625 0.50.007 h
3

6.5 e−4 0.6907 3.46 e−1 8.98 e−10.0007 h
3

0.0535 0.1656 2.248461 e−1 1.5430.03125 0.52.5 e−4 h
5

0.0523 0.1715 2.244585 e−1 8.35 e−1Ces valeurs ont été pris pour un nombre de sous domaine �xé à Ndom = 5.Sur la �gure (2.1), nous traçons la solution analytique ainsi que la solution appro
hée
al
ulée par la méthode LDC à l'instant �nal en tNt = 1, en fon
tion de pas d'espa
e49




.à.d en fon
tion de x et y que nous les 
omparons à la solution appro
hée 
al
ulée par lesolveur de grille �ne, qui a été traçée en fon
tion de pas d'espa
e �n( xf et yf) au temps
tNtf = 1. Toutes 
es solutions ont été 
al
ulées par le s
héma d'Euler Expli
ite en temps.Nous avons tra
é 
es graphes pour les valeurs suivantes de:- Pas de temps grossier et �n égauux à 0.0625 et 0.007 respe
tivement,- Pas d'espa
e grossier h = 0.5 et �n égal à h

3
,- Ndom = 5
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Figure 2.1: Solution exa
te, solution appro
hée 
al
ulée par LDC et 
elle 
al
ulée par le solveurde grille uniforme pour ∆t = 0.0625 , δt = 0.007 , h = 0.5 et τ = 3.Nous remarquons sur 
ette �gure que la solution appro
hée 
al
ulée par la méthode
LDC est la plus pro
he de la solution exa
te que la solution 
al
ulée sur la grille uniforme.Sur la �gure suivante, nous vous montrons que LDC est plus pré
ise que solveur de lagrille uniforme. Nous traçons les solutions appro
hées 
al
ulées par LDC et sur la grilleuniforme pour ∆t = 0.03125 , δt = 0.0007 , h = 0.5 et τ = 3.
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Figure 2.2: Solution exa
te, solution appro
hée 
al
ulée par LDC et 
elle 
al
ulée par le solveurde grille uniforme pour ∆t = 0.03125 , δt = 0.0007 , h = 0.5 et τ = 3.
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2.4 Con
lusionCe stage e�e
tué au sein de l'ONERA m'a permis d'appréhender mon futur métierd'ingénieur 
al
ul s
ienti�que et d'avoir une idée sur la la vie professionnelle ainsi quede m'imprégner de l'organisation d'un servi
e 
al
ul en entreprise.Le 
al
ul haute performan
e o

upe i
i une pla
e importante dans la phase de simula-tion. C'est un élément essentiel à la 
ompétitivité des entreprises et un outil indispensablepour les grands 
hallenges s
ienti�ques. Ainsi, elle permet de 
on
evoir plus rapidementdes produits mieux adaptés aux besoins des 
lients mais aussi d'analyser et de 
omprendredes phénomènes 
omplexes.Dans 
et arti
le, nous avons présenté la méthode de LDC pour le problème de
onve
tion-di�usion 1D et 2D. En général, LDC est un pro
essus itératif approprié pourrésoudre, e�
a
ement, les problèmes 
ara
térisés à 
haque pas temps par une région degrande a
tivité qui 
ouvre une petite partie du domaine physique. Nous avons adapté
ette méthode, qui a été utilisée pour dis
rétiser le domaine en espa
e, pour étudier leproblème de 
onve
tion-di�usion en temps en se basant de la méthode du s
héma en temps"pararéel" pour avoir une idée sur la 
ondition initiale sur 
haque sous domaine.D'abord, le problème est résolu sur une grille grossière en temps, l'approximation
al
ulée sur la grille globale dé�nie une 
ondition initiale arti�
ielle pour le problèmelo
al �n sur 
haque sous domaine, où une solution plus pré
ise peut être 
al
ulée enutilisant un pas de temps et d'espa
e très petit. la solution lo
ale �ne est alors utiliséepour améliorer la première approximation grossière sur la grille globale par le "Defe
tCorre
tion". La nouvelle solution grossière peut à son tour dé�nir une nouvelle 
onditioninitiale pour 
haque sous domaine pour le problème de la grille �ne( en temps et en espa
e).Le pro
essus peut être répéter jusqu'à 
onvergen
e, qui est en général très rapide.Les résultats des expérien
es numériques montrent que LDC peut atteindre une pré
i-sion meilleure que le solveur de grille uniforme dont le pas de temps et d'espa
e 
oïn
identave
 
eux utilisés pour le problème lo
al de l'algorithme LDC. En même temps, LDCgarantit un moindre 
oût de 
al
ul que le solveur grille uniforme.Lors de 
e stage, j'ai eu l'opportunitée de réaliser une quinzaine d'études et des teststrès variés pour trouver le 
ritère d'arrêt le plus e�
a
e pour assurer la 
onvergen
e .Ces études m'ont permis d'appréhender un 
ertain nombre de di�
ultés 
omme lesproblèmes de 
onvergen
e des s
hémas (instabilité dans le 
as de s
héma de Runge Kutta4) ainsi que de déterminer le domaine physique pour lequel LDC est optimale ...
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APPENDIXARÉSOLUTION D'EDP PAR UN SCHÉMA EN TEMPS "PARARÉEL"
On 
onsidère une équation d'évolution aux dérivées partielles (EDP)

∂u

∂t
+ Au = f dans un intervalle de temps [0, T ]ave
 des 
onditions initiales u(t = 0) = u0 et des 
onditions aux limites qu'il estinutile de pré
iser i
i.Nous proposons dans 
ette note un s
héma en temps 
ompatible ave
 une résolutionen parallèle et ave
 une pré
ision souhaitée. Pour 
ela, on 
hoisit un entier N représentantle nombre de pas de temps et on note ∆t = T

N
le pas de temps et T n = n∆t pour

n = 0, ..., N et on résout, dans l'intervalle [T n, T n+1] l'équation
∂un

∂t
+ Aun = fn, fn = f| [T n,T n+1]Pour 
ommen
er, on expose l'idée sur l'exemple simple d'une équation di�érentiellelinéaire

{
dy

dt
(t) = −ay(t) sur [0, T ]

y(t = 0) = y0On 
onsidère le s
héma d'Euler impli
ite






Y n+1 − Y n

∆t
+ aY n+1 = 0

Y 0 = y0puis on utilise les valeurs pré
édemment 
al
ulées pour résoudre de façon exa
te, sur
haque intervalle de temps [T n, T n+1]

{
dyn

dt
(t) = −ayn(t) sur [T n, T n+1]

yn(t = T n) = Y nOn propose maintenant une pro
édure itérative pour améliorer la pré
ision de 
es
héma. 55



On pose don
 Y n
1 = Y n et, dé�ni sur [T n, T n+1], yn

1 (t) = yn(t). Puis, supposant 
onnus
Y n

k et yn
k (t) sur ]T n, T n+1](i) on introduit les sauts Sn

k = yn−1
k (T n) − Y n

k(ii) puis on propage les sauts






δn+1
k − δn

k

∆t
+ aδn+1

k =
Sn

k

∆t
δ0
k = 0(iii) ensuite on pose Y n
k+1 = yn−1

k (T n) + δn
k et on résout de façon exa
te, eten parallèle

{
dyn

k+1

dt
(t) = −ayn

k+1(t) sur [T n, T n+1]

yn
k+1(t = T n) = Y n

k+1
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