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Résumé

Dans cette article, une méthode de LDC, Local Defect Correction, est présentée pour
le probléme instationnaire de convection-diffusion 1D et 2D. La méthode est adaptée avec
le schéma en temps "pararéel” pour définir les conditions initiales sur les sous domaines
en temps. Le probléme est résolu par une grille globale grossiére et uniforme et plusieurs
grilles locales fines et uniformes. Les aprroximations grossiéres et fines sont améliorées
itérativement. Résultats des exemples numériques illustre la précision et lefficacité de
cette méthode.

Mots clés : local defect correction, schéma en temps "pararéel”, solveur grille uni-
forme, grille uniforme grossiére, grille uniforme fine, sous domaine.






Abstract

In this article, a technique of LDC, Local Defect Correction is presented for unsteady
convection-diffusion problem 1D and 2D. The method is adapted with the scheme of
"pararéel" to define the initial condition on the subdomains of time. The problem is
solved by means of a global uniform coarse grid and several of local uniform fine grid. The
global and local approximation are improved iteratively. Results of numerical experiments
demonstrates the accuracy and effectiveness of this method.

Keywords : Local defect correction, "pararéel" scheme, uniform grid solver, uniform
coarse grid, uniform fine grid, subdomain.
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Introduction

Les solutions d’équations aux dérivées partielles (EDP) sont souvent caractérisées, a
chaque moment, par des régions ou les pentes sont plus importantes par rapport a ceux
du reste de domaine( ot la solution présente un bon comportement).

Des exemples sont souvent présents dans le domaine de choc hydrodynamique, les
processus de combustion, etc.

La méthode LDC, Local Defect Correction, a été introduite par Hackbusch [I] pour
résoudre des EDP elleptiques avec les schémas implicites. Cette méthode a été étudiée
avec les differentes techniques de discrétisation:

- Différences finis par Ferket et Reusken [2].

- Eléments finis par Wappler [3].

- Volumes finis par Anthonissen [4], Hof et Reusken [5].

Cette méthode a été ensuite appliquée aux plusieurs types de grilles par Nefedov et
Mattheij [6]. LDC a été etendues pour inclure plusieurs niveaux de raffinements et
décomposition de domaine.

Ensuite, LDC a été généralisée pour résoudre les EDP paraboliques par Minero, An-
thonissen et Mattheij [7].

Voici les étapes de cette méthode:

1.

2.

On résout sur la grille grossiére une solution approchée.

Cette solution approchée est ensuite utilisée pour initialiser la solution approchée
sur la grille fine comme condition aux limites 1a ou la solution continue n’est pas
définie ou moins lisse.

. Une solution locale est ensuite calculée avec un pas de temps plus petit que celui

adapté sur la grille grossiere.

. Dans la région ou la solution continue est moins lisse, la solution approchée locale

permet de calculer un estimateur de "defaut" ou 'erreur de la discrétisation sur la
grille grossiére.

. L’erreur, ajouté au second membre du probleme sur la grille grossiére, permet de

déterminer une approximation globale de la solution continue qui est supposée étre
plus précise( tant en espace qu’en temps) que celle calculée a l'itération d’avant.

Cette solution approchée grossiére peut étre de nouveau utilisée pour "re-actualiser"
la condition aux limites locales et I’ensemble de la procédure peut étre répété jusqu’a
convergence.

Le schéma d’itération de la méthode LDC est représenté sur la figure suivante:
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calcul de I'erreur

"Defect Correction)

-

Solution app_rgchée
grossiere
Ug

Pour chaque pas de temps, la méthode LDC est donc une méthode itérative dans
laquelle une approximation globale et locale de la solution continue améliore 1'une l'autre
progressivement .

Avantage de cette méthode:

L’un des principaux avantages de LDC est que les grilles grossiéres et fines peuvent
étre des grilles uniformément structurées.

Autre méthode déja utilisée:

La méthode LDC est similaire a la méthode LUGR,, Local Uniform Grid Refinement,
présentée et analysée par Trompet et Verwer [8].

Cependant, LDC se diffétre de LUGR. Dans LUGR la solution fine n’améliore pas
globalement la solution approchée sur la grille grossiére par la correction de ’erreur "defect
correction". Pour cette raison, LDC, comme elle a été étudiée par [7], se révéle étre plus
robuste que LUGR. Toutefois, a I'exception de rendre LDC plus robuste, la correction
nécessite plus de calcul.

LDC a été utilisé aussi pour résoudre des problémes elliptiques 1D et 2D en adaptant,
une méthode de raffinement local multigrille sur I'intervalle espace.

Le but de ce stage est d’adapter cette méthode, qui est étudié pour les problémes
elliptiques, pour résoudre le probléme de convection-diffusion instationnaire et faire des
raffinement local multigrille pour 'intervalle temps.

Pour se faire, nous utilisons la méthode du schéma en temps "pararéel". Cette derniére
a été introduite par LIONS, MADAY et TURINICI [9].

Cette méthode, basée sur un schéma d’Euler, combine des résolutions grossiéres et
des résolutions fines et indépendantes en temps en s’inspirant de ce qui est classique en
espace. Elle a pour principale motivation les problémes en temps réel, d’ot la terminologie
proposée de "pararéel".

L’idée du schéma en temps "pararéel" est d’utiliser la solution approchée calculée sur
la grille grossiére pour corriger I’initialisation de chaque sous domaine et aussi les points
courants . Ainsi, La méthode LDC peut étre vu comme une extension du pararéel.

Dans le premier chapitre, on étudie la méthode LDC dans le cas 1D avec les différents
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types de schémas: Euler explicite, Runge Kutta 2, 3 et 4.

Dans le deuxiéme chapitre, on passe au cas 2D.
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CHAPTER ]_

L{ESOLUTION D'UNE EQUATION DE CONVECTION-DIFFUSION 1D

1.1 Position du probléme

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme de convection-diffusion évolutif.
Soit a et ¥ deux membres réels positifs et soit:
u0:z €[0,E] — ul(z) € R

fi(z,t)€[0,E]%[0,T] — f(z,t) € R

deux fonctions données.
Dans ce chapitre, nous cherchons une fonction

w: (z,t) €[0,E]%[0,T] — u(z,t) € R

telle que
%(w,t)+a%(x,t)—y%(x,t) = f(z,t)Vz €]0,E[,Vt €][0,T] (1.1)
(1) u(z, 0 = u(z) Yo € ]0,E] (1.2)
u(z,t) = gp(t) Vt€[0,T) , z = 0,z = F (1.3)

L’équation (1,1) est une équation de convection-diffusion évolutive. Le deuxiéme
terme de cette équation modélise le phénoméne de convection et le troisiéme terme, le
phénomeéne de diffusion. L’équation (1,2) est la condition initiale.

L’équation (1,3) est les conditions aux limites, avec
gp:teRT — gp(t) €R

Une fonction definie sur le bord Dirichlet (en z =0 et = = E).



1.2 Existence et unicité d’une solution du probléme

On admet que le probléme précédent a une unique solution réguliére u(x,t) si

u0 € C* ([0, E))

1.3 Formulation variationnelle

Soit ¢ € C§ ([0, E] % [0, +00[) une fonction test.

En multipliant I’équation (1.1) par ¢, en intégrant sur [0, E] x [0,4o00] et si ¢ est
solution classique, alors

//(%mgx 222)gbdxdt //dedt
pe

En utilisant la formule de Green suivante, sur un domaine ) convexe, pour 1 une
fonction test assez réguliére et n la normale a (2,

/ divp = [ Yndy
Q oN

Nous notons K le support de ¢, i.e K = supp ¢ , qui est un support compact alors
nous obtenons,

09 99 0¢ Ou / / B du
Cuma [ Fuw [ 2o [ won ta PRLI = o= L0
——— ~ 4

-~ -~

=— fOE u0(z) ¢(z,0) dz 0 0
Or, par la formule de Green,
agb ou B ang / 9 .
837 837 BK "l

Ainsi la relation précédente devient,

10



E
%u—a %u—y @u—/ ul(z) ¢(x,0) dr = L(¢)
0

- Jx ot x 0x K 0x?
¢ ¢ 0% B B
= /K<E tag +1/@) u —i—/o u0(z) ¢(x,0) de = —L(¢)

Cette relation est vraie, V ¢ si u est solution classique.

Nous disons que u est solution faible de 1’équation si cette formule est vraie V ¢ €
Co([0, E]# [0, +00[) et u € L 4ement ([0, E] * [0, +00]).

1.4 Résolution du probléme

Soit N un entier positif, nous introduisons le pas temporel At = L et les noeuds

t; = (j—1At ,avecj = 1l...N+ 1.

=

Nous choisissons également, un pas spatial Az = , n est un entier positif nous

introduisons les noeuds z; = (i — 1)Ax ,aveci = 1l....n+ 1.

Les points ¢; et x; sont représentés dans la grille ci-dessous:

t
tNy1 =T
t2
X
t1 =
1 =0 T2 3 Tn Tpe1 =F

1.4.1 Discrétisation du probléme en espace

Afin de résoudre I'équation (1.1), nous allons d’abord reduire 'EDP & un systéme d’équations
ou un systéme des ODE. Il y a trois méthodes qui sont, en général, utilisés pour discrétiser
le domaine spatial:

- Différences finies
- Volumes finis

- Eléments finis
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Dans la suite, nous utilisons la méthode de différences finies d’ordre 2, DF2, pour
discrétiser le terme de diffusion et DF'1 pour discrétiser le terme de convection.

Ainsi, ’équation (1.1) est discrétisée en espace de la maniére suivante, pour i = 2...n

du; ou d%u
0 - —@%\z‘ + V@\z + f(t)]s

Comme a est positif alors le terme de convection est approchée par une formule de
différences finies rétrograde, c’est le cas de schéma décentré
ou U; — Uj—1

— X a

ox Az

Pour le terme de diffusion nous utilisons une interpolation lineaire de la maniére suiv-
ante

Ainsi, nous pouvons estimer le second dérivé comme suit

0u‘ 8u|
2 — | — =—|,_1
d7u ~ Ox'"ta 92
ox? Az
Uipr — Ui Uy — Uj—1
~ Az Az
Azx

Uip1 — 2U; + Uiy
Ax?

Q

(1.4)

Et donc la discrétisation de (1.1) en espace est la suivante, pour i = 2....n

dus; U; — Uj—1 Uip1 — 2U; + Uiy

at ¢ Az T Ax? +f0)l:

La discrétisation de (1.2) en espace est la suivante,

pour tout z=1...... n+1
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1.4.2 Euler Explicite

Afin de résoudre I’équation (1.1), nous utilisons, en premier temps, un schéma d’Euler
Explicite.

Soit u(w;,t;) une valeur de la solution du probléme au noeuds z; et au temps t;.

Dans la suite, u est 'approximation d’une solution du probléme (i.e ui ~ u(z;, tj) )
La condition initiale (1.2) se traduit par :

Les conditions aux limites (1.3) sont approchées par:
ujl = gp1(tj), pour j = 1,...,N+1
uflﬂ = gpo(tj), pour j = 1,.....N+1

Avec gp1 et gps sont les conditions de Dirichlet en z =0 et x = E, respectivement.

uA
La discrétisation de — par Euler Explicite est,

dt
, L g
du; u;
dt At
o ) 1
Les valeurs u] , 4= 1,....,n+ 1 étant connues, les valeurs uf 1 =2,......,n sont

calculées grace au schéma d’Euler explicite progressif décentré.

It g u] — u] u] — QUJ + uj .
u; u; = —gq— i—1 + v itl v i1 +f7 1.4.1
At A Az? !
x x
L@')

pour ¢ = 2......n et pour tout 5 =1....N
Avec fl ~ f(x;,t;)

En conclusion, le schéma d’Euler Explicite est le suivant,

o= L)+ S
M=l At kL

Etude de la stabilité du schéma

Considérons le cas ou f = 0, alors I’équation (1.4) devient:

j1 alt VAt 1 aAt  2vAt, VAL

ast | Faby _alt VAL
i (Ax + sz) ui_y + ( e A2 ) w) + A2 Uit (1.4.2)
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Ce schéma est stable si le pas de temps At et le pas d’espace Az satisfont

a_At 2UAL

>
Az Ax?2 — 0

Preuve:

Nous utilisons I’analyse de Von Newmann pour montrer la relation précédente.

Tout d’abord alt ¢ 8 vAt
rd, n n = — = —
out d’abord, nous posons, « AL e A7
alors, nous avons,
= (ot B)uly (10— 28) ul + fud, (1.4.3)
Soit I'onde piire, ‘ '
ul = a; e*i

En la remplacant dans 1’équation précédente, nous obtenons,

a1 eikmi — CLj((Oé + ﬁ) eierl + (1 —a— 26) eikmi 4 ﬁ eikal)

—
aj+1 (a+ B) e #7 4 (1 — o — 203) + B eihdz
aj , , ‘
— (1 — o — Zﬁ) +ﬁ( ezkAJ: + e—zkAJ:) vy efzkA:v
2 CO;(,kAx) '
= (1 —a—26(1—cos(kAx) )) + a e kA2

~~

2 sin2(k§z)

= (1—a—148 sin®(¥2) + a cos(kAz)) — ia sin(kAx)
= (1—a(l —cos(kAx)) — 43 sin®(¥82)) —ia sin(kAx)

= (1—2a sin®(582) — 43 sin?(252)) — i sin(kAx)

= (1 —2(a+20) sin (%)) —ia sin(kAx)

J/

-~

g

Par Von Newmann, dés que le facteur d’amplification |g| < 1 alors le schéma est
stable sinon divergence.
Or,

lg]? = (1 —2(a+28) sin®(592))? + o? sin’®(kAx)
= 14+ 4(a+20)% sin'(502) — 4(a +20) sin®(*5%) + o? sin®(kAx)
Soit X =sin?*(222) alors, sin®(kAz) = 4sin®(E92) cos?(E92) =4 X (1 — X))

Et donc,
9> =1+ 4(a+26)* X* —4(a+20) X +40* X (1 - X)
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Comme |g| <1 et 0< X <1 ,alors,

IL+4(a+26)* X? —4(a+20) X +4a* X (1 - X)
(@+26)* X —(a+20)+a* (1-X)
((@+28)? —a?) X — (a+28) + o’

4B8(B+ a) X — (a+206) + a?

VA VAR VAN VAN
oo o+

Or, 84+ «a > 0, alors le maximum est atteint en X = 1,

4(B+a) — (a+208)+a* < 0
(a+206)? — (a+20) < 0
(a+26)(a+26-1) < 0
——

>0
—a+260—-1<0
= 1—-a—-26>0

Erreur de troncature / consistance

La solution continue vérifie le schéma & une perturbation prés.

Nous définissons, 'erreur de troncature ou de consistance, I’erreur suivant:

oul(xg, tia) —u(r ty) u(w, ty) —ul(riog, ty) u(wig, ty) — 2u(x, ) + ul(e_q, b))
TV — J o~ i) g j — i)_, j — j D f(,t,)

Maintenant, nous utilisons un développement limité pour approcher chacune des ces

expressions,

ou At? 0%y

u(mi, tj+1) ~ u(mi, tj) + At (mi, tj) 4+ — (mz, ) + O(At?’)

e > o
w(@isn,ty) ~ u(zi, b)) + Ax%(a?i,tj) + Asz 221;(%2, tj) + ATQU?) %(xi,tj) + A;f 244(%, tj) + O(Ax®)
w(iot, t;) =~ i, b)) — Am‘%(l‘i,t]‘) + Asz g%;(acl,t ) — ATQC?) %(xi,tj) + A;f 244(% tj) + O(Az®)
—

etyn) Zulent)  Dug ) AT

u(zi, 1) —A;ﬂ(l’ihtj) _ %(mi,tj) — %%(zi,tj) + AT:CQ %(%t]‘)

w(@ig1, ty) — 2“(;;;%) Tuleent) gil;(xi,tj) + Al—f %(fﬁwtz’)

En les remplacant dans I’expression de Tij , nous obtenons,

T?’:%ﬁ AtPu O AvdPu i A’ Ol
t

(2

+ 2 012 + a@x a?@xz 8:52 12 oxt — Hesty)
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:Tj_g@ £82u Az 0*u
P oo Y2 02 V12 ot

Par définition, le schéma est consistant si ’erreur de troncature tend vers 0 quand Ax
et At tendent vers 0.

On remarque que,

sup [T | = O(At) + O(Az)

i7j
Donc, le schéma est au moins d’ordre un en temps et en espace.

Maintenant, nous allons majorer I’erreur de troncature,

\Tj| B At |82 |+ Az ‘02u| N Ax? |84u
— su a—— sup |— v—— sup |—
2 %P o 2 oF 1922 12 of 19

Nous posons, My = sup {|ua(z,1)[;0 <z < E ,0<t<T}

Alors,
At Ax Ax?
|Tj| < 7Mtt +a—— 9 Ma:x +Vv— 192 Mxxxx
At Az?  a v
— TJ < —M, Mmm _M:m::v:v
T = 5 M+ == (5 Mo + )
Or en utilisant la condition de stabilité, nous en deduisons que,
a 1 v
< —<——-2—
0 Ax A Ax?
At A 1 v v
- T] < _M —2— Mmm _Mmmmm

Etude de la convergence du schéma

On pose ¢! = u(x;, t;) —w! , Uerreur au point i et au temps j, alors erreur vérifie le

schéma de différences finis perturbé par Uerreur de troncature 77

L’erreur vérifie une équation du type:

oo o e,
ot N a@x V@xz c
e(x,0) = 0

En discrétisant ce schéma, nous obtenons le systéme suivant, pour ¢ = 2......n et pour

e?+1 — e? ej. — €J._ €J' — 262 + €]~_ ;
% A ] 1—1 i+1 7 i—1 J
-1 = —q +v _ + T
At Ax Ax
el = 0

]




= et = (a+B) el +(1—a—28)el+Bel,, +At T/

Pour o et [ définient précédemment.

= e < (a+P) el +[1—a—25] [e]| + 5 |el| + At |T]]

Par la condition de stabilité, nous avons,

l—a—-20=1—a-20

Et donc,

|e{+1| < (a+p) max |eg71| +(1—a—20) max |ef| + 0 max |e{+1| + At max |TZJ|

< (ﬂ+ﬂ+1—ﬂ—%+ﬁ)mgmx lel] + At max 77|

max |e]"!] < maxAel] + Atmax |TY]
KA K
W < max|el=T + At max [T}

macter] < max Jef| +A¢ max [T
) v 1

0
j—1
J k
:>mlax\ei\ < At Zm;axﬂ”
k=0
j—1
= u(zity) —ul| < At max |TF|
=0

Maintenant, nous utilisons la majoration de ’erreur de troncature, nous obtenons la

majoration suivante:

j—1

, At Az? 1 v v

Lt —ul] < At — M, —((— —2——=) M. —M.
lu(ws, t;) —uj| < ;;0 ( 9 tt + 9 ((At Al‘z) vx T 6 —-)

- At Az? 1 v v
= L) —ull < Atg (=M, —((— —2—) My + =M,z
) — ] < A G+ B — 25 M+ )

tj+1<T

; T 1 v v

Nous en déduisons, que ce schéma converge ( pour At — 0 et Azx — 0 ) si la
condition de stabilité est vérifiée.

st PAR
universite PA R
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1.4.3 Runge Kutta d’ordre 2,3 et 4

Maintenant, nous utilisons un schéma de Runge Kutta pour discrétiser I'équation (1.1)
en temps.

Pour le cas de Runge Kutta, les conditions aux limites (I’équation (1.3)) ainsi que la
condition initiale (I’équation (1.2)) ne changent pas, nous utilisons les mémes que celles
introduites dans le paragraphe precédente, seule une différence par rapport au schéma
d’Euler Explicite est la discrétisation de 1’équation (1,1) qui devient plus précise.

Pour ¢ = 2......n et pour tout j =1....N

Runge Kutta 2

k1 = At (L(u]) + f])
k2 = At(L(ul + k1) + fi(t; + A))
AR ul + At Wl k2

Runge Kutta 3

1l — At (L(ul) + fi(t;)

k2 = L(u+ %) + fi(t; + %>

k= Ll + 2202 4+ 22
ul + At w

Runge Kutta 4

Kl = At(L(u]) + fi(t)))

k2 = At(L(u! + %) + filt; + %))

k3 = At(L(u! + %) + filt; + %))

k4 = AU(L(u] +k3) + fi(t; + At))
JH = u§'+k1 + 2 k2 g 2 k3 + k4
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1.5 Méthode LDC

Dans cette section, nous étudions la méthode £DC qui a été introduite par Hackbusch [T]
pour résoudre les valeurs sur la frontiére d’un probléme elliptique.

LDC est une méthode de décomposition de domaine dans laquelle, le domaine spatial
fin s'imbrique dans le domaine spatial grossier. Dans [7], Cette méthode est étendue pour
inclure I'adaptativité, raffinement multilevel et décomposition du domaine.

Dans cette section, nous présentons la méthode de LDC pour résoudre le probléme de
convection diffusion en temps.

Le probléme (1) doit étre discrétiser en temps et en espace afin d’étre résolu numérique-
ment. Pour cette raison, nous introduisons une grille grossiére ( Le pas de la grille est At).
Nous introduisons aussi le pas spatial Az. Nous décomposons le domaine temporel en
Ndom sous domaines. Sur chaque sous domaine, une approximation de la solution con-
tinue sur la grille grossiére calculée avec le pas de temps At peut-étre pas assez suffisante
pour représenter u(x,t). afin de s’approcher de la solution continue, nous introduisons
une grille uniforme fine ( de pas §t < At) sur chaque sous domaine, qu’on la note D;gopn,
pour idom = 1..Ndom . Sur chaque sous domaine, le pas d’espace est performé en

. ) Ax )
utilisant un pas spatial 0x = —— , avec 7 un entier > 1.
T

Dans la méthode £DC, la solution locale fine a été utilisée pour améliorer une approx-
imation de la solution grossiére via I’erreur de la discrétisation "Defect correction".

Nous vous présentons le schéma suivant pour mieux comprendre la décomposition du
domaine temporel:

t; =0 t3 — tn
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! |
I 1!2 T tl4 1 T T T T T T T T T T T T T tNll ) t]\;+1 -7
T Tne e e e e e = = === T Tas
Indicel =1 D Indice2 =6 [,
1 > Indicel Indice2 = N + 1
T Nt
Indicel = 6 Indice2 Ndom

Avec Nt est le nombre des points sur chaque sous domaine. T;.....T; sont les noeuds
et Indice 1 et Indice 2 (ce sont les j = 1....N + 1 de la grille grossiére) sont des entiers
positifs qui représentent ’'intervalle de chaque sous domaine.

Sur la figure suivante, nous présentons, pour un sous domaine quelconque par exemple
D;gom , une décomposition de la grille fine:

T TN
. st oL .
Indicel 5 Indice2
L 1 1 1 1 1 ]
I } } } } } |
tring =0 tping =0 tring =0 tring =0 rinn g1 triny, ting 41 = TN
Dz’dom




Ny étant le nombre des points sur la grille fine. ¢y, ..... tmef+1 sont les noeuds de la
grille fine.

1.5.1 Probléme (1) sur la grille grossiére

Afin de résoudre le probléme (1), nous utilisons Différences finis d’ordre 2 pour discrétiser
I’espace. Une approximation de la solution continue va étre calculer, en premier temps,
par Euler Explicite, comme a été expliqué précédemment, puis nous utilisons Runge Kutta
2, 3 et 4 afin d’obtenir plus de précision sur le schéma.

En utilisant 'une de schémas précédents, nous obtenons une approximation de la
solution continue sur la grille grossiére que nous notons .

1.5.2 L’itération de £LDC

Probléme (1) sur la grille fine

Afin de formuler un probléme discret sur la grille fine, nous avons besoin de définir
une condition artificielle en Indice 1 de chaque sous domaine. Nous pouvons prescrire des
conditions de type Dirichlet, pour simplifier le probléme au début, puis nous utilisons des
conditions de type Robin.

Ax
Si nous voulons réaliser la discrétisation de ’espace avec un pas spatial dz = —

-
sur chaque domaine, nous avons, également, besoin de fournir des conditions aux limites,
a tous les niveaux d’espace intermédiaire. A cet effet, nous utilisons un interpolateur
linéaire.

Nous discrétisons le maillage espace comme suit, pour 7 = 3
T =3
Ax
T = T2 €T Tit1 T Tnt1 = F
Sl - ad —. —. — —. —. — Py P ° P
r L zTf, T Ty, ac‘l =FE
zp =0 Tp, J D ny fnpt1
a1 . ow
d2

Sur la grille fine, nous allons utiliser qu’Euler Explicite en temps et différences finis 2
en espace pour résoudre le probléme (1).

En notant, us, une approximation de la solution continue, nous résolvons ainsi I’équation
suivante,

J+1 _ | i 9,] J
Uy, Uy, _ Uy, — Uy, ufi+1 2ufi+ufi—1

— J 1.5.1
5t 51 522 + i (1.5.1)




Pour j =1....... Ny et pour 7=2....... ng avec ny =T n.

1" Cas: Condition de type Dirichlet en Indice 1

La procédure (1.5.1) est initialisée en utilisant 'approximation que nous avons obtenu
sur la grille grossiére, i.e u,4, en Indice 1 de la facon suivante, en utilisant I'interpolateur
linéaire définie précédemment,

d2 uy(i, Indicel) + d1 ug(i + 1, Indicel)

1.5.2
ox T (1.5.2)

UfO =
Pour tout ¢ = 1...... n.

2™¢ Cas: Condition de type Robin en Indice 1
Dans ce cas, nous utilisons la formule de la condition Robin suivante:

Ouy

ou

Ce probléme est bien posé si p est un entier strictement positif.

Pour le premier domaine, nous allons calculer la condition initiale comme dans I’équation
(1.5.2). Pour les autres domaines, nous allons utiliser une discrétisation par Euler Ex-
plicite en temps, nous obtenons donc,

' uj _ uj—l ul — it
J fi fi l Ik

Wy + 4 ———mm@ = u, +uy ——
fi M 51’: 9k M At

Pour t+=1.ny+1 , j=1.Ny+1 , k=1.n+1 et | = Indicel....Indice2.

En particulier, en j = 1 et [ = Indicel, nous ne connaissons pas la valeur de
uf0. Pour cette raison, nous allons utiliser I'approximation du domaine précédent par
exemple sur D, nous allons utiliser la valeur de uy sur D; en Indice 2. Nous obtenons

donc I’équation suivante sur D;q,,, pour idom = 2...Ndom:
1 _ .0 Indicel __ ,,Indicel—1
ul 4 U~ U5 | Indicel n Ugy Ugy
Indice2
/ufgllce
Dl / D3
s
Indice 1 Indice 2 Indice 1 Indice 2
1 ] ] 1 1 ]
I Indice 1 Indice 2 Indice 1 Indice 2
A < e = = = = =
/ 4 D 2 D Ndom
u}gc;zcel — Ufo
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1 uIndiceZ— 1

) U ngomi — Uip
- ufDidomi +u St - Yok

. ulndicel _ ulndi06271
idom—1" - Indicel+ 9k 9k

H At

idom

Pour idom = 2...Ndom.

L’intérét d’utiliser Robin comme condition initiale, est d’accélérer la convergence de
la méthode et surtout de diminuer le nombre d’itération de la procédure LDC. Ce qui
prouvera les résultats numériques dans la suite.

Les conditions aux limites (1.3) sont approchées sur la grille fine par:

ufcl = gpi1(tym,) , pour j = 1,..... . Ny+1
ui;nfﬂ = gpa(tymn,;) , pour j = 1,..... Ny +1

Avant de passer a I'étape suivante qui est la projection de uy sur la grille grossiére,
nous commencons tout d’abord par projeter cette approximation en espace, i.e y; <«
up(l:7:np+1,2)

Projection de y; sur la grille grossiére

L’approximation de la grille fine est, maintenant, utilisée pour améliorer, globalement,
la solution sur la grille grossiére pour chaque sous domaine.

La solution de la grille fine est considérée étre plus précise que I'approximation de la
grille grossiére u, car uy est calculée avec un pas spatial 6z < Az et avec un pas de
temps 0t < At.

La solution calculée sur la grille fine peut donc étre utiliser pour approcher I'erreur de
discrétisation locale ou "defect correction" sur D;g,,, pour idom = 1....Ndom.

Nous commencons, d’abord, par vous présenter une restriction de I’opérateur de pro-
jection, R, de la grille fine sur la grille grossiére de telle sorte que,

(R u)(z,1) = yy(z,1)

Ou x et t sont les noeuds grossiers spatiales et temporels, respectivement, sur chaque
D;gom pour idom = 1....Ndom.

Il y a deux cas différents pour calculer cet interpolateur de projection linéaire, R. Ce
calcul dépend, en effet, de '’endroit ou se trouve les noeuds fins ¢y;,, pour j = 1.....Ny+1
entre les noeuds grossiers T; et T;,; pour i = 1l..... Nt

1" Cas: tgy, = T;

At
Ty --- T T; Tia Ty
S . 4—0 —— p——o—o—%
te te: t;n,v
fingtfing 5t / J EEEEEE.
— tfinj,1 tfinj+1
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Dans ce cas, le noeud fin ty;,, pour j = 1....Ny+1 coincide avec le noeud grossier
T; pour 7 = 1....Nt et alors I'interpolateur de projection est:

(Ru)i, = yi , pourk = lL.n+1,i = 1L.Nt etj = L..Ny+1

2™m¢ Cas: tfinj < T, < tfinj+1

At
Tl -------- j—‘l—l Crz ﬂ+1 EEEE. TNt
b - f F—o—o—o—to ; ; o—
tfing t i
d1 \f'"1+1
Si nous notons d2 = dt—dl1 alors R est calculé comme suit, pour k = 1...n+1, 7 =

1..Nt etj = 1..Nj+1

d2yl + diyl™
ot

(Ru)i, =

Estimation de ’erreur "Defect Correction"

La partie la plus crucial de l'algorithme LDC est comment la solution fine est
utilisée pour améliorer 'approximation de la solution sur la grille grossiére a travers une
approximation de la disrétisation de 'erreur ou le "Defect".

Le defect "d" est définit, pour i =1....n+1 et pour j = 1...Nt — 1, par:

R .
di =" L) - () (153)

Avec L est 'opérateur introduit précédemment.

Dans (1.5.2), nous avons utilisé la projection, sur chaque domaine, de la solution exacte
continue u discrétisée dans le schéma (1.4.1).

Si nous savons les valeurs de "d" pour chaque sous domaine, nous pouvons les utiliser
pour trouver une meilleure approximation de u sur la grille grossiére. Cet objectif peut
étre atteint en rajoutant "d" dans le second membre du schéma (1.4.1). Toutefois, puisque
nous ne connaissons pas la solution exacte de I’équation de convection diffusion, nous ne
pouvons pas calculer les valeurs de "d" sur chaque D4, pour idom = 1...Ndom.
Ce que nous pouvons faire, cependant, est d’utiliser 'approximation fine, qui est plus
précise, pour obtenir une estimation de "Local Defect" sur chaque sous domaine, i.e, pour

. ,
Rul™ — Ru!

&= At — L(Ru}) — fi(T;) pour j = 1..Nt—1

0 pour j = Nt




Des résultats précédents, sur la méthode LDC, pour les problémes stationnaires (voir
[1] et [9]) montrent qu’il peut étre convenant d’estimer le " Defect" pas en tout point de
sous domaine mais dans un sous ensemble de D;4,,,, tdom = 1...Ndom . En particulier,
les noeuds situées a proximité de I'interface entre deux sous domaines doivent étre exclu.
Ce qui conduit a I'introduction d’un sous ensemble de D;4,,,,, séparé de 'interface par une
région appelée "région de sécurité". Plutot que d’améliorer la précision de la méthode, le
principal avantage de I'utilisation d’une région de sécurité est d’accélérer la convergence.
Sur la figure précedente, la région de sécurité est celle en rouge. Ce qui explique pour
quoi 'approximation "d", en j = Nt, est nulle.

D idom
T, 15 Tni—1 Ty

|

At

Figure 1.1: Exemple d’un sous domaine avec une région de sécurité

Le "Defect Correction" est maintenant calculé, sur chaque sous domaine. Nous rassem-
blons chacun de ces erreurs pour les ramener sur la grille grossiére globale, que nous le
notons P.

Finalement, I'estimateur P est rajouté au second membre de I'équation de convection-
diffusion:

Qug - Oug | Oug

ot ox ox?

+f4P (1.5.4)

En discrétisant cette équation par Euler Explicite, nous obtenons,

L= L)+ fi+ P
wt = ) + At kl
pour i = 1..... n+1 et pour j =1....N.
Et par Runge Kutta 4, nous avons
(k1 = AH(L(w ) + filt;) + P7)
-kl At ;
k2 = At(L(u) + 7) + filt; + 7) + P})
R At ;
k3 = At(L(u) + 7) + fi(t; + 7) P/)
kd = AHL(u, +k3) + f;(t; + At) + P7)
Wit = ujg,+k1 + 2 k2 —g 2k3 + k4
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La nouvelle solution grossiére, a l'itération 1, peut étre utilisée pour actualiser la
condition initiale pour le nouveau probléme fin en Indice 1 de chaque sous domaine, qui
a son tour sera utlisée pour corriger I'approximation de la grille grossiére. Pour chaque
sous domaine, la méthode LDC est donc une procédure itérative, elle est formalisé dans
I'algorithme 1, et, comme elle a été étudiée pour les problémes stationnaires ( voir [10]),
la convergence est trés rapide.




Algorithme 1 Algorithme de LDC pour I’équation de convection-diffusion

e Initialisation:
* a, v, Tol, ItMax,
* T, N, At, , t1,.....,tny+1, Ndom,
* E,n, Az, 21, .., Ty

L4 ugo — uemacte<x7t = 0)

e Calculer une approximation u, sur la grille grossiére en résolvant le probléme (1.4.1)
soit par Euler Explicite, soit par Runge Kutta.

— Uu

d uglnitiale g-

o Critére-Arrét « ||u,l|, it «— 0

x
e Diviser le pas spatial Az par 7, 0x = — et définir ny et ;.
T

Tantque Critére- Arrét < Tol & it < [tMax faire
o usl — wuy.
Pour idom « 1 ..... Ndom faire
e Définir T;.....Ty; sur chaque D;go,.

o Initialiser Ny, ¢y, et Ot.

Calculer la condition initiale pour le probléme fin comme dans (1.5.2).

Calculer une approximation uy par Euler Explicite en résolvant (1.5.1).
o yr — up(l:7:np+1,:)
e Projection de y; sur la grille grossiere et calcul de Ru.

e Utiliser Ru pour calculer une approximation de " Defect Correction", la discréti-
sation locale de erreur pour chaque D;go,.

e Assemblage de "d" dans P.
Fin pour idom

e Calculer une approximation grossiére u, plus précise en résolvant le probléme
modifié comme dans (1.5.4) par Euler Explicite ou Runge Kutta.

|ug(:, Indice2) — uy1(:, Indice2)||
Huglnitiale (:7 [ndZC€2> H

o Critére-Arrét «—

o it «— it+1

Fin Tantque




Dans I’algorithme 1, l'itération Tantque, est appelée l'itération LDC. Chaque itéra-
tion LDC consiste a recalculer une approximation de la solution u sur chaque sous
domaine. Pour une meilleure performance en résolvant le probléme transitoire, il est,
donc, souhaitable que seul un petit nombre d’itération LDC (plus intéressant surtout si
it < Ndom ) soient nécessaires sur chaque D;4o,, pour idom = 1....Ndom. Toutefois,
comme c’est le cas pour le probléme stationnaire, la convergence de 'itération LDC est
trés rapide et, en général, exige qu'une seule itération.

Lors de la présentation de la méthode £DC, nous avons utilisé Euler explicite pour
dicrétiser le temps sur la grille fine. Nous devons signaler que ce n’est pas restrective et
que d’autres schémas implicites pour la discrétisation du temps pourraient étre appliquées
aussi bien. D’ailleurs, nous ne sommes pas contraints d’utiliser le méme schéma pour la
grille grossiére et fine, c’est pour cette raison, que nous avons utilis¢é Runge Kutta 2,3 et
4 sur la grille grossiére et Euler Explicite sur la grille fine. Par contre, il est crucial pour
I’efficacité de cette méthode, qu'un schéma d’Euler Explicite soit appliqué sur la grille
fine.

L’une des caractéristiques les plus intéressantes de l'algorithme £LDC que nous pro-
posons, c’est la possibilité de réaliser un pas d’espace sur la grille fine avec un pas
oxr < Auwx. Il s’agit d’une fonctionnalité, pas une exigence de la méthode, il est bien
possible de choisir le méme pas spatial sur les deux grille grossiére et fine. Nous nous
attendons, toutefois, que la solution se caractérise par une valeur trés élevée de la dérivée
temporels, dans une région de sous domaine, a, dans cette méme région, des gradients de
I’espace relativement élevé aussi. Pour cette raison, 'utilisation d’un pas de I'espace Az
sur la grille fine peut-étre pas suffisant pour représenter les phénoménes trés rapide qui se
produisent dans cette région. En outre, si nous avons effectuer le pas d’espace sur la grille
fine avec le méme pas que celui sur la grille grossiére, la discrétisation de 'erreur "Defect
Correction" sur la grille fine pourrait étre largement dominé par la composante spatial,
qui pourrait rendre 'effet de résoudre le probléme, sur la grille fine avec un pas 0t < At
, inutile. Dans le Cas de LDC le "Defect Correction", qui est utilisé pour calculer une
approximation grobale plus précise sur chaque sous domaine, améliore la solution, sur
la grille grossiére, non seulement dans la partie temporel de ’erreur mais aussi dans la
composante spatiale. Dans la pratique, les parameétres At, 0t, Az et Jx sont choisis
sur la base du probléme physique qui doit étre résolu, et sur la discrétisation des schémas
adoptés globalement et localement.

1.5.3 Propriétés de la méthode LDC

Dans cette section, nous discutons de quelques propriétés de la technique £DC pour le
probléme de convection-diffusion. Le lemme suivant montre que, une fois I’approximation,
sur la grille grossiére, ne change pas sur chaque interface entre deux domaines( en Indice
2), alors 'algorithme L£LDC converge.

Lemme 1. 5% uéZdice? = uéchifﬂ pour une certaine itération it, alors l’itération LDC
converge et
uglndzceZ — u;zdzceZ , pour tout | = 'it,’it +1....
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Le théoréme suivant affirme que, si l'itération LDC converge, les approximations sur
Y Y
la grille fine et grossiére coincident sur les points communs entre les deux grilles.

Théoréme 1. Supposons que l'itération LDC converge. Alors la projection de uy sur la
grille grossiere, pour chaque sous domaine, est égale a uy , a savoir pourt = 1l.n+1

ugi = Ru? , pour j = Indicel...Indice2 , k=1....Nt

1.6 Applications Numériques

Dans cette section, nous présentons des exemples numériques. Pour chaque exemple,
nous comparons les deux schémas utilisées sur la grille grossiére (Euler Explicite et Runge
Kutta 4). Nous comparons aussi la technique de LDC avec celle du solveur de grille
uniforme standard. Nous prouvons que LDC est plus efficace que le solveur de la grille
uniforme surtout si la solution approchée sur la grille grossiére converge vers la solution
analytique.

Afin de valider la méthode LDC , nous avons, tout d’abord, commencer par les
exemples basiques tels que,
u(z,t) = t, xt...

en utilisant Euler Explicite sur la grille grossiére. Pour chacun de ces cas tests, nous avons
obtenus la convergence de la solution approchée, sur la grille grossiére, vers la solution
analytique au bout d’une seule itération, c’est qui est normale car Euler Explicite est
exacte pour ces types d’exemple.

1.6.1 Exemple 1

Pour cet exemple, nous présentons les résultats d’une expérience numérique visant a dé-
montrer la robustesse de la méthode £LDC en la comparant a celle du solveur de grille
uniforme. nous choisissons £ =1, T'=1 et nous résolvons le probléme suivant:

ou ou 0*u
St 00l = f (1.6.1)

La condition initiale, les conditions de Dirichlet sur la frontiére (en z =0 et x = E)
et le terme source f sont choisis de telle sorte que la solution analytique exacte du probléme
est:

u(zx,t) = cos(wy ) sin(w; t)

Ou wy et w; sont deux réels que nous donnerons leur valeurs par la suite.

Le probléme ci-dessus est résolu en utilisant la méthode LDC avec différentes valeurs
de At |, Az , 6t , dz et 7 (voir tabeau 1.1).




La discrétisation du temps est réalisée en utilisant Euler Explicite sur la grille grossiére.
Nous fixons la valeur de Ndom a 3.

Comme mesure de précision de la solution numérique & ty,.; = 1 utilisant LDC
nous calculons la norme infinie définie par:

foo = max(uév+1 — u(tni1))
Avec uéV“ est la solution approchée numériquement calculée & ty 1 =1 et u(tyiq)

est la projection sur la grille grossiére de la solution exacte & I'instant final.

Pour la grille uniforme, nous utilisons un pas du temps trés petit que nous le notons
Otunis et un pas spatial dz,,; trés petit aussi. Les valeurs de 6t,,;; et 0z, sont
choisies de telle maniére qu’elles sont égaux aux plus petites valeurs de pas temporel et
spatial sur la grille fine.

Comme comparaison, nous résolvons le probléme (1.8.1) en utilisant un pas d’espace
et un pas de temps, sur la grille uniforme, qui sont égaux a:

Tne —T1

Stuny = 0t = 7L
f N;
A
51‘um’f = 5?E = —x
-

Nous attendons a ce que les résultats obtenues avec la méthode £LDC soient & peu
prés de méme précision que la solution approchée résolue par le probléme (1.8.1) sur la
grille uniforme.

Pour chacun de ces calculs, les pas spatiaux sont choisis de telle sorte que l'erreur
d’espace ont le méme ordre que ceux du temps. Sur la grille uniforme, aussi, nous mesurons
la norme infinie.

Résultats dans le tableau 1.1 montrent que, dans tous les cas que nous considérons, la
méthode LDC est en mesure d’atteindre une meilleure précision de la norme infinie que
celle de la grille uniforme et pour un nombre d’itération qui est inférieur a 10.

A partir du tableau 1.1, nous pouvons voir que dans notre exemple, quand nous util-
isons la méthode £DC , nous avons obtenue une norme infinie qui est inférieure a celle
calculée sur la grille uniforme. Ce gain augmente quand nous raffinons le pas du temps
et aussi le pas d’espace.




Table 1.1: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniforme

Pas du temps et Pas d’espace oo
At Az | T | Olynss 0L ymif LDC | Grille Uniforme
316.67e 3| 6.6e2 |0.0641 0.0797
004 | 02 |5] 4e3 4e? ]0.0493 0.0554
7| 14e3 | 2.86e2 | 0.0396 0.0433
3] 1.6e3 3.3e 2 |0.0471 0.0494
0.01 01 |5] 1e3 2e2 0.0309 0.0323
71 5.1e |1.428¢72]0.0231 0.0241
2531005 (3| 34e* | 1.67e 2 |0.0282 0.0281

Ces valeurs ont été pris pour wy et w; égaux a 25 et 50, respectivement, et pour
Ny = 200. Pour chacun de ces cas, nous avons obtenue le calcul de la norme infinie au
bout de 4 ou 5 itérations.

Ce tableau montre que la méthode L£DC permet d’obtenir, presque, une méme préci-
sion que le solveur de la grille uniforme. Bien entendu, Cette méthode effectue moins de
calcul que la méthode de la grille uniforme.

Pour conclure, LDC est une méthode plus efficace que celle de la grille uniforme, qui
utilise le méme pas du temps et d’espace que la méthode L£DC sur la grille fine.

Par la suite, nous posons que wy = w; = 50. Nous choisissons un pas d’espace assez

grand sur la grille grossiére, Az = —. Nous fixons la valeur de la Condition de stabilité

"CFL", Courant-Friedrichs-Lewy, sur la grille grossiére, a 1 et nous calculons le pas du
temps de la maniére suivante:

)
g~ rLac
a
FL Ax?
(1.8.2) g0 - LAz
1%
| At = min(dtl, dt2)

Et sur la grille fine, nous fixons 7 = 15 pour qu’il y est convergence de la solution
approchée vers la solution exacte. Le nombre de domaine est Ndom = 2. La CFL sur
cette grille est égale a 0.25 et nous calculons 6t par (1.8.2) mais en remplacant I’ancienne
CFL par 0.25 et Ax par ox.

Sur les figures suivantes, nous présentons les solutions approchées, sur la grille grossiére,
calculées en utilisant la méthode LDC et le solveur de la grille uniforme ainsi que la solu-
tion exacte a l'instant ¢y, = 1 et en fonction de pas d’espace.
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la zolution exacte et approchee sur la grille grossiere Par Euler Explicite avant et apres LDC

20 T T T T T T T T T
—+&— solution approchee avant LD
solution exacte
161 -— &~ solution approchee apres LODOH

0 01 0.2 03 04 0.5 0.8 07 08 0.8 1

Figure 1.2: Tracés des solutions approchées calculées par Euler explicite et la solution exacte,
atyyr =1

Sur cette figure, nous comparons la solution approchée sur la grille grossiére, cal-
culée par Euler Explicite, colorée en rouge, avant que nous utilisons la méthode LDC (
a l'itération 0), a celle calculée aprés application de la méthode LDC | qui est colorée
en bleu. Nous remarquons que la solution approchée calculée par LDC converge vers la
solution exacte, qui est en vert, alors que celle calculée a I’itération 0 ne converge pas.

Pour mieux observer la convergence de cette solution approchée obtenue en utilisant
I’algorithme £DC vers la solution analytique du probléme, nous tragons sur la figure
suivante que ces deux solutions et nous observons qu’elles sont confondues ou presque. 1l
y a eu convergence au bout de 2 itérations.
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la solution exacte et approchee sur la grille grossiere Par Euler Explicite
025 T T T T T T T T T
o solution exacte
0.2 N —O— - solution approchee apres LDC

—n

0.15 / \ \ /]
0.1f / \ 4 \ J

0.05 / \ / \ /]

-0.25 I I I I I I I I I
0

Figure 1.3: Solution exacte a ty11 =1 et solution numérique calculée par LDC

Maintenant, nous comparons la solution approchée calculée par la méthode LDC avec
celle calculée sur une grille uniforme. Cette derniére a un pas du temps et un pas d’espace
égaux au plus petit de pas du temps et d’espace de la grille fine. Nous présentons sur la
figure suivante, le tracé des solutions approchées calculées par LDC et le solveur de la
grille uniforme ainsi que la solution exacte.

Comparaison entre LDC et Grille fine Par Euler Explicite
0.25 T :

—H&— solution approchee grille uniformg
0.2 solution exacte

—O— - solution approchee apres LDC
0.15f 7

/

0.1

0.05

-0.15}

-0.24

-0.25 ‘ ‘
0

Figure 1.4: Comparaison entre la méthode LDC et solveur de grille uniforme

Nous observons sur cette figure que la solution approchée calculée par la méthode L£DC
(en bleu) est la plus proche de la solution analytique (en vert) que la solution approchée,
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projetée sur la grille grossiére, calculée sur la grille uniforme (en rouge). Ce qui prouve
que LDC est une méthode trés efficace.

1.6.2 Exemple 2

Dans cette section, nous présentons une expérience numérique qui a pour objectif de
comparer entre le schéma d’Euler Explicite et le schéma de Runge Kutta 4. Nous résolvons
le probléme (1.7.1) mais cette fois ¢i le terme source, la condition initiale et les conditions
de Dirichlet sont calculés a partir de la solution analytique exacte:

u(z,t) = cos(x)exp(2t)

Les valeurs des paramétres sur la grille grossiere, sont:

Pour le nombre du domaine Ndom, nous ’avons fixé a 2.

Nous commencons, tout d’abord, avec le schéma de Runge Kutta 4 sur la grille
grossiére. Nous avons obtenue la convergence de la solution approchée, calculée par LDC,
vers la solution exacte analytique au bout d’une seule itération sachant que nous avons
calculé le pas du temps fin sur la grille fine comme précédement, i.e en utilisant le systéme
(1.8.2), pour une CFL qui est égale & 0.25 et pour dz = Aux.

Sur la figure 1.5, nous tracgons les solutions approchées, une calculée en utilisant Runge
Kutta 4 sur la grille grossiére ( celle en rouge) a l'itération 0 et l'autre en utilisant
lalgorithme LDC (celle en bleu), et aussi la solution exacte. Nous observons, sur ce
graphe, que la solution approchée par LDC est confondue avec la solution exacte alors
que 'autre reste loin.
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la solution exacte et approchee sur la grille grossiere

7.5 T
b—g

55}

—£&— solution approchee a l'iteration g
solution exacte
—O— - solution approchee apres LDC

3.5 L L
0 0.1 0.2

0.3

0.4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figure 1.5: Solutions approchées par Runge Kutta 4 et solution exacte en fonction du pas

d’espace a tnyy1 =1

Puis, nous comparons aussi la solution approchée obtenue en résolvant le probléme
(1.7.1) par LDC a celle de solveur de grille uniforme et de nouveau, nous remarquons que
LDC converge vers la solution analytique avant la solution approchée calculée sur la grille
uniforme (avec un pas du temps 0ty = 2.5 6_2).

la solution exacte et approchee sur la grille grossiere

8 T T T T T T T T
—H&— solution approchee grille uniformeg
T —g solution exacte
7F O _ o= O— - solution approchee apres LDC
— o
6F ANy
\O\
~
5- b
~N
@
N
~
41
3 L
2 -
1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figure 1.6: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniforme en utilisant RK4

Pour cette exemple, nous avons calculé la norme infinie pour chacun de ces cas et nous

avons obtenu:
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1. Méthode LDC : &, = 0.0035
2. Solveur de grille uniforme : £, = 0.0971

Maintenant, pour les mémes paramétres sur la grille grossiére et la grille fine, nous
avons tracé les solutions approchées calculées en utilisant Euler Explicite, sur la grille
grossiére et sur la grille uniforme, ainsi que la solution exacte. voici c’est que nous avons
obtenue.

la solution exacte et approchee sur la grille grossiere

8 T T T T T T T T
—H&— solution approchee grille uniformeg
B C o 5 solution exacte
7F T =6 — O— - solution approchee apres LDC |4
&=
NN
61 ~8 . i
N
5F O 1
N
S
~N

at E
3 L -
2 - u

n
1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

Figure 1.7: Comparaison entre £LDC et solveur de grille uniforme en utilisant Euler Explicite
pour 7 =1

Nous remarquons, que les solutions approchées calculées par les deux méthodes sont
trés loin de la solution exacte. Ce qui prouve que le schéma de Runge Kutta 4 est plus
précis que le schéma d’Euler Explicite. Pour ce type d’exemple, il y a eu convergence
de la solution approchée par LDC vers la solution exacte au bout de 2 itérations et en
augmentant 7 = 5 au lieu de 1. Alors que la solution approchée sur la grille uniforme ne
converge toujours pas vers la solution analytique du probléme & l'instant final. La figure
1.8, prouve ce que nous venons d’interpréter.
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la solution exacte et approchee sur la grille grossiere

8 T T T T T T T T
—H&— solution approchee grille uniformeg
TS —e . solution exacte
m “~-g| - — O solution approchee apres LDC ]
O
6 B B ~ 1
o
sl el |
~a. |
~ ~
4+ RS
3 - -
2 - u
l[w
n
O Il Il Il Il Il Il Il Il Il

Figure 1.8: Comparaison entre £LDC et solveur de grille uniforme en utilisant Euler Explicite
pour 7 =5
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CHAPTER 2

{PROBLEME DE CONVECTION-DIFFUSION EN DEUX DIMENSIONS

2.1 Résolution numérique d’EDP

Retournons le probléme de convection diffusion résolu dans le chapitre 1 (Cas 1D) et

regardons, cette fois, ce probléme en deux dimensions.

L’équation de convection diffusion que nous cherchons a résoudre est la suivante:

ou

E+7Vu—uv2u = f

N ) ) . .
Ou “a est la vitesse d’advection, v est le terme de la viscosité et f est le terme source.

En deux dimensions, cela peut étre écrit comme suit:

du
N B N I e B
ot a du ox?  Oy?
dy
_—
L S i S i S
ot Ox dy ox?  Oy?

Avec a,, a, et v sont des réels positifs.
Nous allons résoudre ce probléme sur le domaine suivant,
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u = ueacacte(t7 x, Ey)

w = Uexacte(t7 0, y) La condition initiale U = Uegacte (t, Ex, y)
est UO

u = Uea:acte(t, x, O)

2.1.1 Discrétisation du probléme en espace

Afin de résoudre cette EDP numériquement, nous devons, d’abord, réduire 'EDP soit
en un systéme d’équations (éventuellement non-linéaire), ou en un systéme d’équations
différentielles, EDO, qui peut étre une marche en avant dans le temps. Pour ce faire, le
domaine de la solution doit étre discrétiser. Nous allons changé le probléme de convection-
diffusion 2D en un systéme d’équations linéaires en utilisant les différences finies. Bien
évidemment, ils existent d’autres méthodes pour discrétiser le domaine spatial tels que la
méthode de volume finis et éléments finies.

Dans la suite, nous utilisons la méthode des lignes. C’est une technique de résolution
des équations aux dérivées partielles (EDP), dans laquelle tous, mais une seule dimension
est discrétisée.

Dans la méthode des lignes, nous discrétisons le domaine spatial du probléme de
convection-diffusion 2D, pour produire un ensemble des EDO. Pour ce faire, nous utilisons
les différences finies d’ordre 2,DF2.

Pour procéder, nous placons une grille sur notre domaine de solution. Pour simplifier,
nous utiliserons une grille spatiale réguliére et & distance égale, i.e Az = Ay = h.

Nous notons:

- Nx : Le nombre de points sur la grille dans la direction de x.
- Ny : Le nombre de points sur la grille dans la direction de y.
- CFL : Condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy.

- At : Le pas du temps sur la grille grossiére.

- Nt : Le nombre de points sur la grille du temps.

- Ndom : Le nombre de domaine sur l'intervalle temps.

- 0t : le pas du temps sur la grille fine.
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A noter que le pas du temps, sur la gille grossiére ou sur la grille fine, est calculé en
utilisant la formule (1.8.2).

. Y(Ny—1)*Nz+1 UNz*xNy
j= Ny
|
| ()]
(j1+1)Nz +1
h
UIN+1 UIN o
j=3
UNz+1
=2 UNx+3 UDN
j=1 U1 U2 u3 _ = - UNz
1 =1 1 =2 1 =3 i = Nx
D ——
h

L’indice du noeud général (i,j) devient
k= (—1) Nz + i
De sorte que, Uij = U

Nous pouvons maintenant discrétiser (2.1.1) pour trouver une EDO de la fagon suiv-
ante:

du; j ou ou 0*u 0%u
7 = (e ol + ay 8_y|“) + (g5l + a—zﬂ|z',j)+fz',j(t) (2.1.2)

Pour tout ¢ = 1.... Nx et pour tout 7 =1....Ny

Nous avons besoin d’estimer le gradient et Laplace au noeud k. Ceux-ci peuvent étre
obtenus a partir de différences finies. Nous pouvons supposer un interpolateur linéaire,
comme nous l'avons expliqué dans le chapitre 1.

Nous estimons la dérivée premiére en utilisant la formule de différences finies rétro-
grade, car a, et a, sont des entiers positifs,i.e:

ou - U5 — Wi—1,5

or Az

Ensuite, nous estimons la derivée seconde par la formule (1.4) de telle sorte que:

2
Fu Uiy — 25+ Uiy
Ox? Ax?
Si nous faisons une approximation pareille des dérivées premiére et seconde dans la
direction y, nous pouvons écrire I’équation (2.1.2) au noeud k, comme, pour i = 2.... Nz —1
et pour 7 =2...Ny—1
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dui; Uiy — Ui-1,j

Wij — Wij—1 Uig1j — 2Uij + Uio1j

dt (. Ax t oy Ay ) +v Ax?
Wij+1 = 2Ui 5 + Ui j—1
4yt Ay; 1=+ fii(t) (2.1.3)
Or nous avons pour
X
{i+1,j} ~ (-1 Nz + i+l ~ k+1
k

{hy+1} ~

(jJ+X—X) Nz + i

Ainsi, nous obtenons:

{i,7}
{i+1,j}
{'L - 17]}
{i,j +1}
{Zvj - 1}

Et donc en terme d’indice des noeud

-~

(j—l)Na:+;+Na: ~ k+ Nx

k
k+1
k—1
k+ Nx
k— Nx

P

s, équation (2.1.3) devient, sachant que nous

avons supposer que la grille spatiale est réguliére (Az = Ay = h),

d 1
% = _E(am(uk —Up—1) + ay(up — Up—ng)) + ﬁ(uk—f—l — 2uy + up_1)
v
+ ﬁ(uHNx — 2uk -+ uk_NJ;) + fk(t) (214)
—
e3 e2
duy, Qy v Qg v
@ = ) e 0 ) e
el
a; +a 4y v
— ( n Y ﬁ) U + ﬁ Uk1 + ﬁ Ukt Nz + fk(t) (215)
-
dup _ 2 1 v 2.1
E =ed Up_Ng + €2 Uup_1 — el up+ ﬁ Uk11 + ﬁ Ukt Nz —|—fk(t) ( . 6)

Il y a deux fagons de procéder pour te

1.

nir compte des noeuds sur la frontiére,

Inclure les équations sur la frontiére comme un ensemble d’équations algébriques

qui doivent étre résolus a coté du systéme des EDO produit par (2.1.4).

. Eliminer les équations sur la frontiér
a la fin de la résolution.

e de ’équation donnée par (2.1.4) et les rajouter
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Ici nous allons utiliser la deuxiéme option. Toutefois, il faut noter que les solveurs
explicite ou implicite sur Matlab peuvent étre utiliser pour résoudre des systémes qui
contiennent a la fois les EDO et aussi les équations algébriques.

Ainsi, pour éliminer les conditions de Dirichlet sur la frontiére, nous notons:

Nx(Ny-1) Nx*Ny
Es ____ Iéo_rd_Z_ __. b4
1 1
1 1
1 1
1 1
Bord 31 1 Bord 4
1 1
1 |
1 1
1 1
F, - FEs
1 Bord 1 Nx

Nous donnons quelque définition,
1) ua = Uegacte(t, z,0)
2)  Ua = Uepacte(t, T, EY)
8)  Uaz = Ueracte(t,0,Y)
4)  ua = Uegacte(t, BT, Y)
Et donc en terme d’indice des noeuds, nous avons,
1) Lesmnoeudssurle Bord 1 —  wp_ng = ug
2)  Les noeuds sur le Bord 2 —  ugpinz = Ugo
3)  Les noeuds sur le Bord 3 — w1 = ugs

4)  Les noeuds sur le Bord 4 — gy = un

Prenons 'exemple suivant pour mieux comprendre les conditions de Dirichlet sur les
bords 1, 2, 3 et 4:
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j=Ny

i=1 i=2 i= i=Nx

Et donc par exemple, pour,

x le noeud A:

duy, v v
— = e2 up—1 — el up+ 73 Ukt + g Ukene + Je(t) +e3 um
* le noeud B:
duy, v v
T €3 Up—Ng + €2 up—1 — el up + 72 UktNa + fr(t) + 72 Uas

*x le noeud C:

duy, v v
— =e3 Up_Nz — el up+ — Upi1 + =5 Uginz + fe(t) +e2 u
i k—N k 32 Ukt T oo Ukt N Jr(t) d3

*x le noeud D:

duk

= = €3 Up_nNe + €2 upqy — el up + % U1 + fr(t) + % Ugo
Ainsi, ’équation (2.1.6) peut étre écrit sous la forme
d
—% = Mu+b+F (2.1.7)

Avec M est une matrice de taille Nx*Ny, b est un vecteur de méme dimension que
M (b est nul pour les noeuds internes mais contient les conditions de Dirichlet pour les
noeuds qui sont & coté de la frontiére, comme A, B, etc...) et F est un vecteur de taille
Nx*Ny, il contient les valeurs du terme source f en chaque noeud. Ceci est écrit sous forme
matricielle dans le cas ou Nx = 3 et Ny = 4,
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11

12

Ainsi, le vecteur b s’écrit sous la forme:

2.1.2 Euler Explicite

+
e3d uq1
_|_
e2 ug3
0
% Ud4
e2 uq3
0
77 Udd
+
7z Ud2

(ug2 + uaa)

|
1

e2 uqs

72 Uda

Rz Ud2

Pour résoudre ce probléme en temps, nous choisissons, tout d’abord, le schéma d’Euler

Explicite.
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Nous initialisons la condition initiale,

up = uly,
pourk = (j—1)* Nz +i,pouri = 1...Nz et j = 1..Ny
Ainsi, ’équation (2.1.7) s’écrit, pour tout n = 1 ..... Nt —1
L My
_
W = "

+ At (Mu™ + 0" +F") (2.1.8)
N ——

L(u™)

Et donc, nous écrivons (2.1.8) résolue par Euler Explicite comme suit

Condition de stabilité du schéma

Pour étudier la stabilité de ce schéma,

En appliquant le schéma d’Euler

n

nous obtenons,

a v Q
wp = A(S ) v, (5
=

uptt = A+ 5)
>0

a; + ay

(1 At

1.Nt—1,pour k = (j—1)Nx+1, pour i

(T

= L(up) + By
= up+ At kl

Euler Explicite

nous posons f = 0.

Explicite en temps pour I'équation (2.1.5), pour
2..Nx—1 et pour j = 2..Ny—1,

2N az +ay, 4v, n v

+ﬁ)uk71_( 5 ﬁ)uk ﬁukdrl—i_ﬁ Uy Ny

az V.
Nz +At(F+ﬁ) U1t

—_———

>0
4y . VAL vAt
ﬁ)) Uy, + T2 Wt T g Ukeng (2.1.9)

—~— —~—

>0 >0

Par le critére de positivité, nous en deduisons que ce schéma est stable, si la condition

suivante est vérifiée:
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(az + a,)At dvAt
1— hy - =5 >0

(az + ay) 4y 1

h T S A

Dans la suite nous posons,

dtl = f
a; + ay

h2

dt2 = —

4y

Et nous calculons le pas du temps de la maniére suivante:

At = min(dt1, dt2)

2.1.3 Runge Kutta 4

Nous utilisons Runge Kutta 4 sur la grille grossiére pour améliorer la précision du schéma.

Pour le probléme de convection-diffusion en 2D le schéma de Runge Kutta 4 est le
suivant, pour n = 1..Nt — 1 et pour k= (j—1)Nx+i,1=2.Nx—1,j=2.Ny—1

k1l = At(L(up) + Fi(tyn))
k1 At
k2 = At(L(u2+7) + Fy(t, + 7))
k2 At
k3 = At(L(uZ+?) +Fk(tn+ 7))
k4 = At(L(up + k3) + Fi(t, + At))
il Lo kL 4+ 2k2 + 2k3 + k4
g, = Ug 6
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2.2 Méthode LDC

Pour cette section, nous utilisons la méthode £LDC, que nous avons définis dans la section
(1.5) du chapitre 1.

Sur le domaine de temps, nous utilisons la méme discrétisation en sous domaine( le
nombre total est Ndom) que dans le chapitre précédent( page 20). Nous notons N le
nombre de points sur chaque D;4,,, , tdom = 1...Ndom et par t0 = Tr gice1 =
11,15, ... TN_1, TN = Trngiceo = t1 les noeuds grossiers sur chaque domaine temporel.

Sur chaque sous domaine temporel, nous initialisons une grille fine de pas 0t <
At et de nombre de points Nt;. Nous notons les noeuds de la grille fine par t0 =

Eist s s b, = T

1°¢ étape: Résolution de (2.1.1) sur la grille grossiére

Afin de résoudre le probléme (2.1.1) sur la grille grossiére, de pas At, nous utilisons
un schéma de type Euler Explicite ou Runge Kutta 4 comme décrit précédemment, page
44 et 46. Ainsi, nous obtenons une solution approchée que nous notons wu,.

2éme  gtape: Méthode LDC

Résolution de (2.1.1) sur la grille fine

Sur la grille fine, nous discrétisons le domaine en temps comme dans 1.5. Nous utilisons
ug, pour initialiser une solution approchée( que nous notons uy, calculée par le schéma
d’Euler Explicite en temps et par différences finis 2 en espace) en Indice 1 de chaque sous
domaine en appliquant la condition de Dirichlet. i.e uf0(x,y) =~ uy(Trndicer, Z,y)-

Nous modifions la discrétisation du domaine d’espace pour améliorer la solution ap-
prochée locale. Nous supposons que le pas d’espace fin, suivant la direction de x et y, est
régulier, i.e 60x = 0y = hy puisque Jdz = % = 2 et dy = % = 2, T est un entier
strictement positif.

Sur la figure suivante, nous présentons un exemple de discrétisation du domaine spatial,
pour No = Ny = 3 et 7 = 3
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Yyr
7 Ny 8 9
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Ay Yfa
Sy
GRS G TINa g
k=1 2 3
S
ox
Az O

Nous notons Nz et Ny; les nombres des points sur la grille d’espace fine suivant la
direction de x et y, respectivement. Les bords 1, 2, 3 et 4 sont définis sur la grille spatiale
fine par

- Bord1l : 1 — Nuxy.
- Bord2 : Nzy*(Ny;—1)+1 — Nzxj* Nyy.
- Bord3 : 1 — Nuzyx(Ny;—1)+1 par pasde Nuzy.

- Bord4 : Nzy — Nuxy* Ny; par pas de Nuzy.

Nous commencons, tout d’abord, par transformer le vecteur colonne, qui correspond
a la solution approchée calculée sur la grille de temps grossiére u, en Indice 1 de chaque
domaine, en une matrice V; de taille (Nx,Ny) de la maniére suivante:

Vy(i,j) = ug(k,Indicel) ; pouri = 1..Nx; j = 1. Nyetk = (j—1)* Nx+1

Nous utilisons une fonction qui permet d’interpoler, linéairement, entre les points
de données( x,y,x; et ys). Cette fonction retourne les valeurs interpolées aux points
correspondants (xy , ys) des éléments de la matrice V;, données par les abscisses (x, y).
Les valeurs de l'interpolation sont stockées dans une matrice de dimension (Nzf, Nyy)
que nous notons Zi. Voici I'entéte de cette fonction:

Zi «—— Interp(z,y, Vg, x5, yy)

Finalement, nous transformons cette matrice en un vecteur colonne de dimension
Nxzy x Nyy pour initialiser la condition initiale sur la grille de temps fine et utiliser
(2.1.9) pour calculer une solution approchée locale, Uy.

uf0(k) = Zi(i,j); pouri = 1.Nzy; j = 1. Nysethk = (j—1)* Nay+1

Puis nous calculons une approximation de la solution continue sur la grille locale de
pas dr,dy < h et 6t < At. Nous utilisons le schéma d’Euler Explicite comme dans
(2.1.8) sur cette grille fine pour trouver Uy qui est supposée étre plus précise que u,.
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Avant de projeter Uy sur la grille temporelle grossiére, nous commencons, d’abord, par
la projeter sur la grille spatiale grossiére. Pour cela, nous définissons une fonction qui
permet de trouver les noeuds grossiers a partir de la grille d’espace fine

IndEsGro «— (j—1)*Nay+i; i = 1..Nxy; j = 1...Nys par pasde T

Et donc,

ur «— Us(IndEsGro,n) ; n = 1...Nt;

Pour la projection de uy sur la grille de temps grossiére, nous utilisons un interpolateur
linéaire Ru comme nous ’avons défini précédemment( voir pages 23-24).

Estimation de ’erreur " Defect correction"

L’itération LDC est basée sur le calcul de 'erreur "defect correction" et comment
cette erreur va étre utiliser pour améliorer la solution approchée sur la grille grossiére( en
temps et en espace) en utilisant celle calculée sur la grille fine. Nous avons expliquer cette
étape de I'algorithme plus en détail( voir page 24) . Par contre, il y a une modification
concernant le calcul de "Defect correction ". En effet, le calcul de "d" devient dans le cas
2D

Ru"™' — (Id + AtM) Ru" — Ath" — AtF" pour n = 1..Nt—1
d" =
0 pour n = Nt

Une fois le calcul de "d" est fait sur chaque sous domaine, nous rassemblons ces erreurs,
en les stockant dans une matrice P de dimension( Nx*Ny, Nt), afin de les ramener sur la
grille grossiére globale. L’estimateur P est rajouté au second membre de 1’équation (2.1.1)
de la facon suivante:

2 2
Ouyg u, 0%y,

Oug Ouyg
E— (ax 8x+ay ay)"—V(

A T'itération 1, nous avons obtenu une nouvelle solution approchée sur la grille grossiére
globale en utilisant celle calculée sur la grille locale. Cette nouvelle approximation de la
solution continue est supposée étre plus précise que celle obtenue a l'itération 0. La
nouvelle solution grossiére peut étre utilisée pour actualiser la condition initiale en Indice
1 du probléme fin pour chaque sous domaine, qui & son tour sera utiliser pour corriger
I’approximation grossiére de u et ainsi de suite jusqu’a convergence de I'algorithme LDC.

2.3 Application Numérique

Afin de valider la méthode L£DC , nous avons commencé par des exemples basiques tels
que,
u(t,z,y) = t, xy...
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en utilisant Euler Explicite sur la grille grossiére. Pour chacun de ces cas tests, nous avons
obtenu la convergence de la solution approchée, sur la grille grossiére, vers la solution
analytique au bout d’une seule itération.

Dans cette section, nous présentons les résultats d’un exemple numérique en 2D. Nous
choisissons EFx = EFy = 1, T = 1 et nous résolvons ’équation de convection-diffusion
suivante:

2—1: + Vu = Au + f (2.3.1)

La condition initiale, les conditions de Dirichlet sur la frontiére( sur les bords 1, 2, 3
et 4) et le terme source f sont choisis de telle sorte que la solution analytique exacte du
probléme est:

u(t,z,y) = 3 — tanh(25(x — t) + 5(y — 1))

Le probléme est résolu par L£DC avec différentes valeurs de h, hy, At et ot. la dis-
crétisation d’espace est effectuée en utilisant différences finis 2 globalement et localement.
Le schéma d’Euler Explicite est utilisé pour la discrétisation du domaine de temps a la
fois sur la grille grossiére et fine.

A titre de comparaison, nous résolvons aussi le probléme (2.3.1) en utilisant une grille
globale unique et uniforme avec un pas d’espace hyn;y = hy et un pas de temps 6ty =
0t. A linstant final, nous mesurons I’erreur maximale ¢, de "approximation numérique
a I'égard de la solution exacte comme dans le cas 1D et la norme £? définie par:

NxxNy

— 2
er2 = Z [ QT ‘2 : Norme [? := &
Uk

Nx x Ny

Le tableau suivant montre que LDC est plus précise que le solveur de la grille
uniforme. LDC effectue un calcul moins cotiteux que le solveur de la grille uniforme
puisque la solution approchée fine corrige la solution grossiére.

Table 2.1: Comparaison entre LDC et solveur de grille uniforme

Pas du temps Pas d’espace oo Norme £?
At ot h hy LDC | Grille Uniforme LDC Grille Uniforme
0.03125 h 0 0.0563 3.48 e ! 1.7
0.0625 0.5
0.007 % 6.5 e* 0.6907 3.46 e~ ! 8.98 7!
0.0007 % 0.0535 0.1656 2.248461 et 1.543
0.03125 0.5
2.5 e 4 2 0.0523 0.1715 2.244585 e~ ! 8.35 et
Ces valeurs ont été pris pour un nombre de sous domaine fixé & Ndom = 5.

Sur la figure (2.1), nous tragons la solution analytique ainsi que la solution approchée
calculée par la méthode LDC a l'instant final en ¢ty; = 1, en fonction de pas d’espace
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c.a.d en fonction de x et y que nous les comparons a la solution approchée calculée par le
solveur de grille fine, qui a été tragée en fonction de pas d’espace fin( xy et ys) au temps
tni, = 1. Toutes ces solutions ont été calculées par le schéma d’Euler Explicite en temps.

Nous avons tracé ces graphes pour les valeurs suivantes de:

- Pas de temps grossier et fin égauux a 0.0625 et 0.007 respectivement,
) : ’ N h

- Pas d’espace grossier h = 0.5 et fin égal a —,

- Ndom = 5

Solution analytique en fonction de pas d’espace grossier A t

0.6
0.4
0 o 0.2
Solution approchee par LDC en fonction Solution aPprO(_:hee par Uniform Grid .
de pas d’espace grossier A tae solver en fonction de pas d’espace fin A L

| At

00

0 0
Figure 2.1: Solution exacte, solution approchée calculée par LDC et celle calculée par le solveur
de grille uniforme pour At = 0.0625 , 6t = 0.007 , h=0.5 et 7 = 3.

Nous remarquons sur cette figure que la solution approchée calculée par la méthode
LDC est la plus proche de la solution exacte que la solution calculée sur la grille uniforme.

Sur la figure suivante, nous vous montrons que £LDC est plus précise que solveur de la
grille uniforme. Nous tracons les solutions approchées calculées par LDC et sur la grille
uniforme pour At = 0.03125, 6t = 0.0007 , h=0.5 et 7 = 3.
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Solution analytique

0.6
0.4
0 o 0.2

Solution exacte et approchees par LDC et grille uniforme pour 1=3

Q0 0

luti hee calcul L[# , , ,
solution approchee calculee par LDC l Solution approchee par uniform grid sol‘l/er

Figure 2.2: Solution exacte, solution approchée calculée par LDC et celle calculée par le solveur
de grille uniforme pour At = 0.03125 , 6t = 0.0007 , h=0.5 et 7 = 3.
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2.4 Conclusion

Ce stage effectué au sein de 'ONERA m’a permis d’appréhender mon futur métier
d’ingénieur calcul scientifique et d’avoir une idée sur la la vie professionnelle ainsi que
de m’imprégner de 'organisation d’un service calcul en entreprise.

Le calcul haute performance occupe ici une place importante dans la phase de simula-
tion. C’est un élément essentiel & la compétitivité des entreprises et un outil indispensable
pour les grands challenges scientifiques. Ainsi, elle permet de concevoir plus rapidement
des produits mieux adaptés aux besoins des clients mais aussi d’analyser et de comprendre
des phénomeénes complexes.

Dans cet article, nous avons présenté la méthode de LDC pour le probléme de
convection-diffusion 1D et 2D. En général, LDC est un processus itératif approprié pour
résoudre, efficacement, les problémes caractérisés a chaque pas temps par une région de
grande activité qui couvre une petite partie du domaine physique. Nous avons adapté
cette méthode, qui a été utilisée pour discrétiser le domaine en espace, pour étudier le
probléme de convection-diffusion en temps en se basant de la méthode du schéma en temps
"pararéel" pour avoir une idée sur la condition initiale sur chaque sous domaine.

D’abord, le probléme est résolu sur une grille grossiére en temps, ’approximation
calculée sur la grille globale définie une condition initiale artificielle pour le probléme
local fin sur chaque sous domaine, ol une solution plus précise peut étre calculée en
utilisant un pas de temps et d’espace trés petit. la solution locale fine est alors utilisée
pour améliorer la premiére approximation grossiére sur la grille globale par le "Defect
Correction". La nouvelle solution grossiére peut a son tour définir une nouvelle condition
initiale pour chaque sous domaine pour le probléme de la grille fine( en temps et en espace).
Le processus peut étre répéter jusqu’a convergence, qui est en général trés rapide.

Les résultats des expériences numériques montrent que LDC peut atteindre une préci-
sion meilleure que le solveur de grille uniforme dont le pas de temps et d’espace coincident
avec ceux utilisés pour le probléme local de I'algorithme £DC. En méme temps, LDC
garantit un moindre coiit de calcul que le solveur grille uniforme.

Lors de ce stage, j’ai eu 'opportunitée de réaliser une quinzaine d’études et des tests
trés variés pour trouver le critére d’arrét le plus efficace pour assurer la convergence .

Ces études m’ont permis d’appréhender un certain nombre de difficultés comme les
problémes de convergence des schémas (instabilité dans le cas de schéma de Runge Kutta
4) ainsi que de déterminer le domaine physique pour lequel LDC est optimale ...
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APPENDIX A

LRESOLUTION D’EDP PAR UN SCHEMA EN TEMPS "PARAREEL"

On considére une équation d’évolution aux dérivées partielles (EDP)

0
0_1; + Au = f dans un intervalle de temps [0, 7]

avec des conditions initiales u(t = 0) = wuy et des conditions aux limites qu’il est
inutile de préciser ici.

Nous proposons dans cette note un schéma en temps compatible avec une résolution
en paralléle et avec une précision souhaitée. Pour cela, on choisit un entier N représentant,
le nombre de pas de temps et on note At = % le pas de temps et T™ = nAt pour

n=20,..., N et on résout, dans l'intervalle [T™, T""!] I’équation

ou,
ot

+ Auy = fo, fu = f ey

Pour commencer, on expose l'idée sur ’exemple simple d’une équation différentielle
linéaire

{ %(t) = —ay(t) sur [0,T]
y(t=0) = 1y

On considére le schéma d’Euler implicite
Yn+1 i Ve

OAt
Y' =y

+ aY"!t =0

puis on utilise les valeurs précédemment calculées pour résoudre de facon exacte, sur
chaque intervalle de temps [T, T"*1]

d n
e = —ay() sur [T T
yre=1") = ¥Y"

On propose maintenant une procédure itérative pour améliorer la précision de ce
schéma.

%)



On pose donc Y* = Y™ et, défini sur [T, 7], y7(t) = y™(t). Puis, supposant connus
Y et yp(t) sur |77, T

(i) on introduit les sauts Sp = yy '(T") — Y

(ii) puis on propage les sauts

St — o b et = Sip
5 Ato F At
k =
(iii) ensuite on pose Y, = yp '(T™) + 47 et on résout de fagon exacte, et
en paralléle
dyp
{ i) = —ayp(e) sur (77T
Y (t=T") = Y
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