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Notes de cours autorisées
Les trois problemes sont indépendants

Probleme 1

Soit A une matrice carrée réelle n x n inversible, b et ¢ deux vecteurs de dimension n
et d un réel, on considere la matrice B carrée (n+ 1) x (n+ 1) écrite (par blocs) comme :

A b
o= (2 )

ou ¢! désigne le vecteur ligne transposé du vecteur colonne c.
On suppose que A et B admettent chacune une décomposition LU (L triangulaire inférieure
a diagonale unité, U triangulaire supérieure), soit :

A:LAUA B:LBUB

On pose alors (méme découpage par blocs que pour la matrice B) :

M 0 V v
L= (o 1) oo )

1. Calculez M, m,V,v,w en fonction de L4, Uy, b,c,d.

2. Montrez que det B = wdet A. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour
que B soit inversible.
On supposera dans la suite que cette condition est remplie et que B est inversible

3. Démontrez la formule suivante :

4. Trouvez une formule similaire pour Ug"'.
5. En déduire une expression de B~! en fonction de A=, b,c et d.

6. Soit f un vecteur de dimension n et x la solution de Ax = f, soit g un réel, montrez
que la solution y du probleme
g

=5 ()

avec (5 un réel que I'on déterminera.

s’écrit sous la forme



Probléme 11

Soit A une matrice carrée réelle n x n non négative (A > 0, ¢’est a dire, Vi, j a;; > 0).
L’objet du probleme est de montrer le résultat suivant (pour v € R et p(A) le rayon
spectral de A) :

a>p(A) <= (al — A)est inversible et (a — A)~™" >0 (1)
1. Soit a un réel tel que a > p(A). Montrez que (ol — A) est inversible et que :
A
(al =A) ' =a"t ) ()
=0 ¢

On vérifiera que la série est convergente. En déduire que la matrice (af — A)~! est
non négative.

-1

Pour démontrer la réciproque, on suppose maintenant que (ol — A)~' est non

négative.

2. Soit e le vecteur de dimension n dont toutes les composantes sont égales a 1. On

pose :
d=(af —A)7te

Montrez que toutes les composantes de d sont strictement positives.

3. Soit D la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les composantes de
d. Montrez que le vecteur D~!(al — A)De a toutes ses composantes strictement
positives.

4. En déduire : .
Vi, a > (D'AD);; et a>|D'AD|x
j=1

5. Conclure la démonstration de (1).

Probleme II1

Soit A une matrice réelle, n x n, symétrique, définie positive.
Pour résoudre le systeme :

Ax=0b, bdonné dans R" (2)

on considere la méthode itérative suivante pour laquelle xy est arbitraire et ¢ est un
parametre réel :

Tpt1 = —0cA) x, +0b (3)
1. Montrez que la méthode (3) converge vers la solution du systéme (2) si et seulement
si o 5
g AN
p(A)

ou p(A) désigne le rayon spectral de A.

2. Montrez que la vitesse de convergence de la méthode (3) est maximale pour une
valeur de o que l'on exprimera en fonction de p(A) et p(A™1).



