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Exercice 1

Soit [a, b] un segment de R et xq, xy,- - ,z,, n+ 1 points distincts de [a, b]. Soit f une
fonction réelle définie et continue sur [a,b]. On note Py (z) le polynome d’interpolation de
Lagrange de f aux points xg, 21, - , Tk et f[xg, -+, x| le coefficient de son monome de
degré k, i.e.

Pi(z) = flxo, - 733k]3;k+...

1. Expliquez pourquoi f[xg, - - , zx] est indépendant de I'ordre de ses arguments xq, - - - , .

Corrigé : Le polynome d’interpolation P, est unique une fois les points d’interpo-
lation xg,- -,z donnés, il en est de méme de son coefficient de plus haut degré.

2. Montrez que :

By(x) = Pea(2) = flawo, -+ wp] (w = wo)(w — 21) -+ (2 = w1) (1)

Corrigé : Par construction les polynémes Py et P,y vérifient Py(x;) = Pp_1(x;) =
f(z;) pour 0 < i < k — 1, donc le polynéme P, — Py, de degré k a pour racines
les k points z; pour 0 < i < k — 1, il s’écrit donc a(z — x¢)(z — x1) -+ (x — zp—1),
mais son terme de plus haut degré est le méme que celui de P, d’ou le résultat.

3. En déduire que (formule de Newton) :

Po(x) = f(xo) + Y flwo,-- -, w4] (v = wo)(x — 21) -+~ (x — wp1) (2)

Corrigé : En ajoutant membre a membre la relation précédente pour k£ de 1 a n et
en remarquant que Py(x) = flxo] = f(z0) on obtient la relation demandée.

4. Soit k > 1, considérons le polynéome P ;(x) qui interpole f aux points xy,--- , g
et le polynome Q(x) défini par

(. —mo) Py () — (2 — l"k)Pk—l(l").
T — Lo

Qr(x) =




En étudiant les propriétés de Q) montrez que :

flev -] = flwo, -, wyi] (3)

T — Zo

f[xoj... 73%] =

Corrigé : On vérifie que : Qr(xo) = Pr—1(z0) = f(z0) et que Qx(zx) = P (zx) =
f(zg) et pour 1 < i <k —1comme P} ,(x;) = P1(x;) = f(2;) : Qr(z;) = f(a).
Et donc par unicité du polynome de Lagrange Q). = Py, la relation demandée s’en
déduit en examinant le coefficient du terme de plus haut degré de Q.

. Démontrez, en utilisant la formule (1), la formule d’erreur :

En(x) = f(x) = Po(z) = flwo, -, 2] (x — o) (x —21) -+ (x —wn)  (4)

Corrigé : De la formule (1) on déduit que I’expression
Py(x) + flxo, - ,xn, ] (x — x0) (. — 21) -+ (. — x)

est la valeur en  du polynome de degré (n+1) qui interpole f aux points xg, x1, - -, Z,
et x, et donc est égale a f(x), d’ou le résultat.

. En déduire que si f est k fois continiment dérivable sur [a, b], alors :

3 la.b, flro, - o] = 5 7OE)

Corrigé : Si 'on compare la formule (4) a la formule d’erreur vue en cours pour
une fonction f qui est (n + 1) fois continiiment dérivable, soit

) = IR TR 0

on déduit que pour z différent des x;, soit (n + 2) points différents, on a :

f[xﬂf" ’xn’x] =

1
mf(n+l)(5x)

d’ott le résultat pour k points différents quelconques.

. On suppose ici n = 3, décrire les calculs a mener pour passer des valeurs de la
fonction f en les points x; aux coefficients du polynome P3(x) dans son expression
de la formule (2).

Corrigé : D’apres la formule (3) les calculs a mener sont ceux indiqués sur la figure
1. Seuls les termes sur la ligne supérieure sont a garder pour former le polynome.
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>
f[x1, %] / F[XgXq, X, X5
f(x,) > \
e

F1G. 1 — Calcul des coefficients de la formule de Newton

Soit [a, b] un segment de R et xq, xy,- -+ ,z,, n+ 1 points distincts de [a, b]. Soit f une
fonction réelle définie et (n + 1) fois continiment dérivable sur [a,b]. On note P,(z) le
polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points xg, z1, -, z, et {l;(z), 0 <1 < n}
la base canonique de Lagrange de 1’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur au
égal a n associée aux points xg, 1, -, Tp.

1. Montrez que Vz, le(x) = 1.
=0

Corrigé : Rappel, le polynome d’interpolation P, de f aux (n+ 1) points x; s’écrit
P.(x) ="~ f(x;) l;(x) et il coincide avec f si f est un polynome de degré inférieur
ou égal a n. On obtient donc I'identité en question en considérant 'interpolation de
Lagrange de la fonction f(x) = 1.

n

2. Montrez que pour 1 < k <n : Vz, Z(zl —z)¥ I;(z) = 0.
i=0
Corrigé : Soit a un réel quelconque, considérons la fonction f(z)
un polynome de degré inférieur ou égal a n et donc (x — ) = >~
L’identité demandée s’en déduit en prenant oo = x.
3. En déduire que pour x €]a,b] :

n

Bo) = f0) - Po) = 30| [ S e ) )

1=0

Indication, on rappelle la formule de Taylor avec reste intégrale :

1) = 1@+ 3 U g + [T e

n!

Corrigé : En développant avec la formule de Taylor les f(z;) autour de x dans
I’expression du polynome P, on obtient :

Bua) = ) = 3 | o)+ 3 0+ [T B e gar) 1o



Compte tenu des relations obtenues précédemment pour les [; il reste :

B =3 | [ e v

— n!
4. Pour n = 1 et & €]z, 1|, retrouvez a 'aide de la formule (5) l'existence d’un
& €lxo, 1] tel que :
r—xp)(r—2
Bifr) = NI o

Corrigé : La formule (5) s’écrit dans ce cas particulier :

_ o [T e el T AL
Ei(z) = p— /xo (zo — t) P (t)dt + pom— /a01 (21 — ) fP(t)dt
et en utilisant le deuxieme théoreme de la moyenne, avec & €|xg, x| et & €|z, 4] :
Biw) = T2 ) [ o4 =) [ (o1 -y
_ (z — o) (z — 21) { (z — o) (2) (x1 — ) (2) }
9 (xl _ $0> f (50) + (301 _ mo) f (61)
ST

cette derniere égalité grace au théoreme des valeurs intermédiaires.

Exercice 111

Soit A une matrice n X n réelle symétrique et définie positive. On va étudier une
généralisation de la méthode des directions alternées pour la résolution du systeme linéaire
Az =0b.

On suppose que la matrice A peut s’écrire A= M — N = P — (), ou les matrices M et P
sont inversibles et on considere la méthode itérative :

Mz 1 = Nxp+b, (6)
Pxp., = QxH% + b. (7)
On pose :
ex = T — T, m. = M~ Aey,

— _ p-1
Cprl = Tyl — T M+l = P Aek+%

1. Vérifiez que nx = e, — Chpl
Corrigé :
Chyl = Tpyt —x:M_l[ka—l—b} —M_I[Nx—l—b} = M~ !'Ne,.

et
me=M""Ae, = (I = M™'N)ey = e — ej,.1.



2. Montrez que
2 2
legeg P = lleells == ((M + Ny (®)

ot ||.||, désigne la norme [ju||} = (Au,u) associée au produit scalaire défini par A
soit < u,v >= (Au,v).

lew, I3 = lleall?s = (A Hhk+)_m%&w
= (A €L — nk) — (A€k7 €k>

= —(4e, nk) (Ank, ex) + (Ami, ni)
= (An,n.) — 2(Ae,, 1) {car la matrice A est symétrique}

= (Ang,m,) —2(Mny,m,)  car {Ae, = Mn,}

Et puisque (Nz,z) = (2, Nz) = (N'z, 2), on a bien

lew I3 = lleall? = = (M + Ny, m,)

3. En déduire que

2
lewal?s = legss I = —((P+ @eeyo s ) ©)

Cette formule est identique a la précédente en échangeant les roles des matrices, M
et P d’une part et N et () d’autre part.

4. Montrez que si la matrice symétrique M + N' est définie positive et P + Q' semi-
définie positive

(a) La suite (||ek||i) rey €8t convergente.
Corrigé : D’apres les relations (8) et (9) on a
lewrald = llewld = = (M + N ) = ((P+ Qs imy 1) 0.

On en déduit que la suite (||e,||4)r est décroissante, comme elle est minorée
(par 0) elle est convergente, soit ¢ sa limite.

(b) La suite (||ek+% Hi) e est convergente de méme limite que la suite (HekHi)keN.
Corrigé : Comme (voir (8) et (9))
lexalla < e, sl < llexlls,

¢ est aussi la limite de la suite (H€k+%||3x>k-

5



(¢) En déduire que la suite 7, est convergente de limite nulle.

Corrigé : Comme 7, = M~ 'Aey, , la suite 7, est convergente et a pour limite
n = M~1A(. Passant a la limite dans (8), on voit que

<(M + Nt)n,n> =0

comme la matrice M + N' est définie positive, on a n = 0.
(d) Conclure.

Corrigé : Comme ¢ = A~'Mn on en déduit £ = 0, c’est & dire que l'erreur
er = xp — x a pour limite 0, la méthode est convergente.



