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Exercice 1 : méthodes itératives

Soit A € M,,(R) une matrice carrée n x n inversible telle que ses éléments diagonaux
soient tous non nuls et soit b un vecteur de R™. On souhaite résoudre le systeme linéaire
Ax = b en utilisant la méthode itérative suivante :

« étant un réel non nul et le vecteur zy € R™ étant donné, on construit la suite (g )xken
par la formule de récurrence

Thy1 = ([ — aDilA)SCk + OlDilb. (1)

ou I est la matrice identité et D la matrice diagonale constituée de la diagonale de A
(Dii = Aii).

1. Montrez que si la suite (xy)ren converge vers & € R” alors Z est solution du systeme

linéaire Az = b.

Corrigé : Supposons que la suite (7)o tende vers z. Alors (I —aD ' A)xy, tend
vers (I —aD 1A)z. A la limite, on a donc

T=(I—aD Az +aD'b

si bien que AZ = b puisque « est non nul.

2. Exprimez les coefficients de la matrice (I —aD ™' A) en fonction des coefficients de A.

Corrigé : On pose M = (I — aD tA). Alors

l—a sii=j,
Mij:

—adi ginon
A ’

3. On suppose que A est a diagonale strictement dominante et que 0 < a < 1. Montrez
que
|l —aD Al < 1. (2)

On rappelle qu'une matrice B € M,,(R) est dite a diagonale strictement dominante
si,
n
Vi € N, 1< <n, Z |Bi,j| < |Bz,z|

j=1,ji



Corrigé : Evaluons la norme infinie de M
[ Mz

M| = max )

n a n
=1 * =L

Donc, comme a >0, 1 —a > 0 et |z;| < ||z] V7,

(Ma)i] < [l (% S gl (1 —a))

il 55

La matrice étant & diagonale strictement dominante > 7, ., [A4; ;] < [Ai], on ob-
tient
|M|loo <a+(1—a)=1.

4. Montrez que, sous les hypotheses de la question précédente, la méthode itérative (1)
converge.
Corrigé : Comme ||[M|| < 1 le rayon spectral p(M) de la matrice d’itération est
strictement inférieur a 1 et la méthode itérative converge.

5. Quelle méthode étudiée en cours retrouve-t-on quand o =17

Corrigé : Quand o = 1 la méthode est celle de Jacobi, en effet (1) s’écrit Dxyq =
(D — aA)xy + ab et si l'on pose, comme en cours, A =D — E — F, avec « = 1 on
obtient Dz = (E + F)zg + b, la méthode de Jacobi.

Exercice 2 : résolution numérique des EDO

Soit f : R? — R une fonction continue, lipschitzienne dans sa deuxiéme variable, de
constante de Lipschitz L. On s’intéresse au probleme de Cauchy : trouver une fonction
y € C*([0,T)) telle que

y'(t) = f(t,y(t)) Vt€lo,T]
y(0) =y°

Pour une discrétisation réguliere t,, = nh, 0 <n < N, h = % du segment [0, 7], on sou-
haite calculer les approximations y, = y(t,) de la solution exacte par le schéma suivant :

(3)

Yn+1 :yn+%(f(tn:yn)+f(tn+layn+1>>a 1<n<N

yozyo

(4)

1. La méthode est-elle implicite ou explicite 7 Montrez que cette méthode est bien
définie si h < 2/L. Cette condition sera toujours supposée remplie dans la suite.
Corrigé : La méthode est implicite, pour calculer y,,14 il faut résoudre une équation
non linéaire. En effet, y,, 11 satisfait y,11 = ¢(Yn+1) (Yni1 est un point fixe de g) ou
la fonction g (qui dépend de y, de t, et de h) est donnée par

(f(tnsyn) + f(tn +hy)).



Si la fonction ¢ est contractante, alors I’équation de point fixe aura une unique
solution. Or, puisque f est lipschitzienne dans sa deuxieme variable,

h Lh
9(y) = 9(2)| = S1f(ta+hoy) = fta + D 2)] < —-ly — 2],
Autrement dit, si h < % alors g est contractante et le schéma numérique est bien
défini.
. Réécrivez le schéma (4) sous la forme générale d’'un méthode a un pas :
Ynt1 = Yn + h q)<tn7 Yn, h)

On explicitera la fonction .
Corrigé : Définissons la fonction ¢ par :

)tz d) =yt =t 2, d)
oty =2+ LAt 2) + f(t+dy)].
Comme vu a la question précédente, cette fonction est parfaitement définie des que

d < % A Taide de cette fonction, on voit que y,11 = ©(tn, Yn, k). Il s’en suit que le
schéma se réécrit comme une méthode a un pas

Yn+1 = YUn + hq)(tm Yn, h)
avec ®(t,y,h) = 3 [f(t,y) + f (t+h,o(t,y, h))].

. On considere un schéma perturbé :

Zn4+1 = Zn + % (f(tn7 Zn) + f(thrl; ZnJrl)) + Eny 1 S n S N

20=2"

(5)

Montrez que, sous la condition i < 2, il existe des constantes A(Lh) et B(Lh) telles

que :

A(Lh)" -1
_ < nl, i S
|20 — yn| < A(LR)"|z0 — yo| + B(Lh) ALh) 1 max ||

En déduire une propriété importante du schéma.

Corrigé : En soustrayant le schéma du schéma perturbé et en utilisant le caractere
lipschitzien de f on obtient :

Lh
‘ZnJrl - yn+1’ S |Zn - yn‘ + — (|Zn - yn’ + ’ZnJrl - yn+1’) + ’En’

2
d’ou
L |
]zn+1—yn+1| < 1_—ﬁ|2n_yn|+ _M‘gn’
2 2

Lh
et par récurrence en posant A(Lh) = ii et B(Lh) = 1—1Lh :

2 2

|20 — yn| < A(LR)"|20 — yo| + B(Lh)



Cette inégalité prouve la stabilité du schéma, en effet : Voo > 2, Jxg(a) < 1 tel que
£ < exp(ax) pour 0 < x < xo(«), ainsi A(Lh) < exp(aLh) pour h < hy(a) < 2,

soit A(Lh)" < exp(aLt,) et ainsi :

[2n = Yn| < exp(alitn)|zo = yo| +n B(Lh) exp(aLt,) max |ey|

. En utilisant (et citant) des théoremes vus en cours montrez que le schéma est consis-
tant et convergent.

Corrigé : On a vu en cours qu'un schéma a un pas est consistant si et seulement si
O(t,y,0) = f(t,y), Yy, ce qui est le cas ici, de plus on vient de démontrer la stabilité
du schéma et le théoreme de Lax et Richtmayer nous dit qu'un schéma stable et
consistant est convergent.

. On suppose que f € C®(R?) et on admet que la solution exacte est trés réguliere
sur [0, 7] (par exemple, y € C*([0,T])). Démontrez que I'erreur locale de troncature
T, Vvérifie

Y(tni1) — y(tn)
h

ou vous exprimerez K (,,) en fonction de dérivées de la fonction y. En déduire 'ordre
du schéma.

— B(ty, y(ty), h) = K(t,)h* + o(h?)

Ty =

Corrigé : A l'aide de développements de Taylor autour de ¢, , 1

r, = y(tN+1)h y(tn) . % (y'(tn) + y/(tn+1))

2 h2
:ymﬁy+§?ﬁ%%ﬁ>+dM>—(ywwp+~§¢®mw9+ow%)
_ " 2
= _Ey (tpi1) +o(h7)

Le schéma est donc d’ordre 2.
Note : Une majoration utilisant des développements de Taylor-Lagrange évite de
garder des o(h?) :

h? h?
o= ) + 0 tnsn) = () + G0t

h2
7| < 5 sup ly® ()]
t

. Donnez une majoration de l'erreur e, = |y(t,) — y,| explicitant la convergence de
la méthode.

Corrigé : En utilisant I'inégalité de stabilité et la majoration de 'erreur locale de
troncature on obtient la convergence de la méthode, pour h < hy(«) :

h2
ly(tn)—yn| < nB(Lh) exp(alLt,) max |hry] < B(Lh)t, exp(alLt,) {E sup |y (t)\]
<n ¢



Exercice 3 : polynome d’interpolation

Soit f une fonction réelle, continue et dérivable sur [—1,1] et o €]0, 1[.
Démontrez qu’il existe un unique polynome () de degré inférieur ou égal a 5 vérifiant :

Q(—zo) = f(—x0) Q0) = f(0) Q(x0) = f(x0)
Q'(—x0) = f'(=20) Q'(0) = f'(0) Q'(x0) = f'(0)

Attention : on ne demande pas de calculer ce polynome!

Corrigé : Soit Ps; l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 5.
Considérons 1'application ® de P5 dans RS qui & un polynome P associe le sextuplet
(P(—z0), P(0), P(xg), P'(—x0), P'(0), P'(x¢)). L'existence et I'unicité du polynome @ est
équivalente a la bijectivité de ®. L’application ® étant une application linéaire entre deux
espace vectoriels de méme dimension 6, elle est bijective si et seulement si elle est injective.
Pour vérifier I'injectivité de @ il faut vérifier que son noyau est réduit au polynome nul, or
si P € ker(®) alors —z¢, 0 et xy sont des racines doubles de P, P étant de degré inférieur
ou égal a 5 ce n’est possible que si P est le polynome nul.



