Nombres complexes, sous-groupe des unités et géométrie
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1. Construction de C et premiéres propriétés

1.1. Nombres complexes. —
Définition 1.1. — C est le corps de rupture sur R du polynome irréductible X2 + 1.

Remarque : le fait que X2 + 1 soit irréductible découle du fait qu’il ne prend que des valeurs
> 1. En désignant par i une racine quelconque de X? + 1 dans C, la famille (1,7) est alors
une base de C en tant que R espace vectoriel ; autrement dit tout nombre complexe z s’écrit
de maniére unique sous la forme x + iy. Le réel x (resp. y) s’appelle la partie réelle (resp. la
partie imaginaire) de z et se note Re (z) (resp. Im(z)).

Le corps C est aussi le corps de décomposition de X2 +1 sur R e sorte que 'extension C/R
est galoisienne (comme toute les extensions de degré 2 sur un corps de caractéristique nulle) :
son groupe de Galois est {Id, 7} ou 7(x + iy) = x — iy s’appelle la conjugaison complexe.

Définition 1.2. — Le module de z € C est la racine carrée positive du réel positif z7(z) =
22 +y?; on le note |z|.



Remarque : le module définit une norme sur C qui est multiplicative, i.e. |zZ/| = |z|.]Z/].
On en déduit en particulier que ’ensemble U des complexes de norme 1 est un sous-groupe

multiplicatif de C*.

Théoréme 1.3. — Toute extension du corps R est C ou le corps des quaternions.

1.2. L’exponentielle complexe. — Comme C munie de la norme |.| est complet, toute
suite de Cauchy y admet une limite. Appliquons cela a la série ano % qui est une série entiere
de rayon de convergence +o0o et appelons e® sa limite. On a alors les propriétés suivantes :

— 7(e?) = e™(®), |e*| = eRe % et e € U si et seulement si z € iR ;

— "t = e*e¥, pour €7 # 0, (e*)"t =77,

— la dérivée de I'application z — €7 est égale a e”.

Théoréme 1.4. — L’application e est un morphisme continu, surjectif et non injectif de
(C, +) dans (C*, x) dont la restriction a iR est surjective a valeurs dans U et de noyau 27
ot frm—em est le plus petit réel a > 0 tel que €' = 1.

Définition 1.5. — Pour z € C*, on note arg(z) 'antécédent de % dans R/27x7Z induit par

Bl

Iisomorphisme f : R/27Z ~ U; on I'appelle argument de z.
Corollaire 1.6. — tout morphisme continu de (R, +) dans (C*, x) est de la forme t — 't

On définit ensuite les fonctions cosinus et sinus :

6@',2 + efiz eiz _ efz'z
cosz = ———, sihz=—7-—
2 ’ 21
que 'on peut aussi exprimer sous forme de séries entieres. On vérifie alors les faits suivants :
— (cos)’ = —sin et (sin) = cos;
2 2

— cos“z+sin“z=1;
/2 est le plus petit réel a > 0 tel que cosa = 0;
I’ensemble des périodes des restrictions de sin et cos a R est 27Z.

1.3. Polynoémes et racines dans C. —
Théoréme 1.7. — (d’Alembert-Gauss) Pour tout P € C[X] il existe o € C tel que P(a) = 0.
Corollaire 1.8. — C est algébriquement clos.

Application : elles sont nombreuses, citons :
— les polynomes irréductibles de R[X] sont de degré 1 ou 2 et dans ce dernier cas avec un
discriminant strictement négatif;
— tout endomorphisme de C" est trigonalisable, ce qui permet en particulier de prouver le
théoreme de Cayley-Hamilton.

Définition 1.9. — Un nombre complexe z tel que Q[z] est une extension finie de Q est dit
algébrique, ce qui revient a dire qu’il est la racine d’un polynoéme a coeflicients dans Q.

La réunion des nombres algébriques forme un corps Q appelé la cloture algébrique de Q
dans C. L’ensemble des polynémes de degré n a coefficients dans Q étant dénombrable, chacun
possédant n racines dans C, on voit que Q est dénombrable. Les nombres complexes z non
algébriques sont dits transcendants ce qui revient & dire que le sous-corps Q(z) C C est
isomorphe & Q(X). Bien que les nombres transcendants soient < trés nombreux >, il n’est pas
si facile de les identifier,



Théoréme 1.10. — Le nombre réel ™ est transcendant.

Remarque : le résultat peut se déduire désormais du théoreme de Lindemann-Weierstrass,
car €™ = 1 est algébrique de sorte que im est transcendant. De la méme facon, le nombre
complexe i étant algébrique, d’apres le théoréme de Hermite-Lindemann, e’ est transcendant.
Citons alors le paradoxe amusant suivant du a Sierpinski et Mazurkiewicz.

Proposition 1.11. — Soit S = {P(e'), P € N[X|} CC et AC S (resp. B C S) le sous-
ensemble donné par les polynomes P tels que P(0) =0 (resp. P(0) #0). On a alors

S=A[[B, S=B-1, S=¢A

Preuve : En effet si P(X) = a, X" +---+ag avec a; > 0 et ap > 0 alors Q(X) = P(X) -1
est tel que Q(e?) € S et réciproquement tout z = Q(e?) € S s’obtient ainsi. De la méme facon
si P(X) est tel que P(0) = 0 alors P(X) = XQ(X) avec Q(e') = e *P(e') € S et tout point
de S s’obtient ainsi. O
Remarque : contrairement au paradoxe de Banach-Tarski, on n’utilise pas ici I'axiome du
choix, par contre 'ensemble S n’est pas borné. On ne sait pas s’il existe un tel sous-ensemble
S de C « paradoxal > qui soit borné.

2. Racines n-émes de 'unité

Dans la suite n désigne un entier naturel non nul.

2.1. Etude du groupe U. — On a vu que U ~ R/Z dont le sous-groupe de torsion est
Q/Z. Notons G = Q/Z qui est clairement de torsion et pas de type fini puisque tout groupe
de torsion de type fini est fini. On note U, = {z € C: 2" =1} ~ Z%Z/Z C Q/Z; muni de la
multiplication on obtient un groupe isomorphe a Z/nZ dont les générateurs sont appelés les
racines primitives n-emes de l'unité. L’ensemble des racines primitives n-eme de 'unité est
noté U, : il est de cardinal ¢)(n). Soit alors

1 1 1 1
Gy = —nZ/Z:EZ/ZC ?Z/ZC . C EZ/ZC
n>1
Lemme 2.1. — G), est l'unique pro-p-groupe de Sylow de G.
Preuve : Remarquons tout d’abord que G, est un groupe : soient z,y € G alors il existe n
et m tels que x € p—an/Z et y € p%Z/Z et donc pour r = max{n,m}, x,y € I%Z/Z qui est

un groupe et donc x —y € G). Par ailleurs si € G est d’ordre une puissance de p, alors
clairement x € G). O

Lemme 2.2. — Les sous-groupes stricts de G, sont les #Z/Z.
Preuve : Pour tout n > 0, pinZ/Z est un sous-groupe de G),. Réciproquement soit H un

sous-groupe de G, et supposons que H ne soit pas de la forme ﬁZ /Z de sorte que pour tout

n, il existe x ¢ p—iZ/Z. Soit m tel que = € p%Z/Z avec donc m > n de sorte que p™ "x est

un générateur de #Z/ Z et donc #Z/ Z C H et finalement H = G,,. O
Lemme 2.3. — Tout sous-groupe H de G est la somme directe de ses sous-groupes de Sylow

Hy=HNG,.



Prewve : Soit x € H et ntel que x € LZ/Z ~ T[] 3+7Z/Z o n = [I,p% et donc z = 3" xp

p p°P
avec T, = 1%:6 € HNG,. Ainsi H C EBp H,, I'inclusion réciproque étant évidente. O
Notation 2.4. — Le groupe G, ci-dessus est généralement noté iy~ et s’appelle le groupe
de Prufer.
2.2. Polynémes cyclotomiques. — Le n-éme polynome cyclotomique est
o,(X) = [[ (X -0,
Ceuy,

de sorte que X" — 1 =], Pa(X).

Ezemples On a @1(X) = X — 1, ®3(X) = X + 1, ®3(X) = X2+ X + 1, Dy(X) = X2 + 1,
Pe(X) = X2 -2z +1et Pg(X) = X+ 1.

Remarque : en utilisant la formule d’inversion de Moebius, on obtient

O (X) = [J(xm/4 = 1ypd,

din
Par ailleurs sin = pi*.--- .ple alors @, (X) = Oy, ... p, (Xp?il"“ 'pgrl) et si p premier ne divise
pas n alors :
P, (XP)
Qi (X) = ———=.
p n( ) (bn(sz—l)

Lemme 2.5. — Pour tout n > 1, on a ®, € Z[X].

X"-1
©4(X)

dln 4 n
®,(X) € Q[X]. En outre par récurrence les ®;(X) sont des polynémes de Z[X| unitaires,
de sorte que 'égalité précédente nous donne que P, (X) est aussi a coefficients dans Z et
unitaire. 0
Application : théoreme de Wedderburn : tout corps fini est commutatif.

Preuve : On calcule ®,, par récurrence en utilisant 1’égalité @, (X) = I et donc

Théoréme 2.6. — Pour tout n > 1, le polynéme ®,, est irréductible sur Z.

Remarque : la preuve consiste & montrer que ®,, est le polynéme minimal d’une (et donc de
toute) racine primitive n-éme de I'unité.

Application : version faible du théoreme de Dirichlet : il existe une infinité de nombres premiers
congrus a 1 modulo n.

Théoréme 2.7. — (Kronecker) Un polynéme unitaire de Z[X] dont les racines complexes
sont toutes de module inférieur ou égal a 1 alors ce sont des racines de l'unité.

2.3. Corps cyclotomiques. — Soit ¢, € U/, et notons K,, = Q[(,]. De l'irréductibilité de
®,,(X), on en déduit qu’il est le polynéme minimal de (, et donc [K,, : Q] = 1,,. Par ailleurs
tout élément o € Gal(K,/Q) est déterminé par o(¢,) € U’, qui est donc de la forme ¢* pour
kE An. On définit ainsi une injection Gal(K,, /Q) — (Z/nZ)* qui est donc surjectif par égalité
des cardinaux. On a donc montré la proposition suivante.

Proposition 2.8. — Le groupe de Galois de Q[(,]/Q est isomorphe a (Z/nZ)*.



Remarque : dans le cas particulier ol p est premier comme (Z/pZ)* est cyclique, il possede un
unique sous-groupe de cardinal 2 (resp. d’indice 2) et donc K,, posséde un unique sous-corps
K tel que [K : Q] = (p—1)/2 (resp. [K : Q] = 2) qui est égal a Q[cos(27/n)] (resp. Q|,/€,p]
oue,=1sip=1 mod4ete=—1sip=3 mod4).

Application : les polygones réguliers constructibles a la regle et au compas sont ceux dont le
nombre de cotés est n de la forme 25p; - - - p, ol les p; sont des nombres premiers de Fermat.
Remarque : si G est un groupe abélien fini, il est alors de la forme Z/n1Z x - - - X Z/n,Z de sorte
qu’en prenant des nombres premiers p; =1 mod n; et N = p1---p;, G est isomorphe a un
sous-groupe de (Z/NZ)*. Ainsi il existe K C Q[(n] tel que Gal(K/Q) ~ G. Réciproquement
on a le résultat suivant.

Théoréme 2.9. — (Kronecker-Weber) Toute extension K de Q tel que Gal(K/Q) est abélien,
est contenue dans une extension cyclotomique Q[(,] pour un certain entier n.

En ce qui concerne les entiers algébriques de Q[(,] on peut montrer que ce sont exactement
les éléments de Z[(,] ; nous nous proposons de montrer le cas n = p premier.

Proposition 2.10. — L’anneau des entiers O, de Q[(p] est Z[(p).

Preuve : L’inclusion Z[(,] C O, est évidente, il s’agit alors de montrer 'inclusion inverse.
La trace de ¢ est T((}) = T(G) = G+ (2 + -+ &' = —1 de sorte que

p—2 p—2 p—2
T() i) =(p—Vao— > ai=pag— > _a;
i=0 i=1 i=0

La norme de 1 — ¢, est N(1 — () = [[Z 1(1 — ) =2,(G) =p

Soit alors a = ag + a1y + -+ + ap—2Ch 2 € Ok et considérons och_k —agp. On a T(an_k —
alp) = T(aogp_l’C +otap+--+ ap,zg{i*’“*z —apCp — -+ — apfzcgfl) qui est donc égal &
pay — (ao + -+ -+ ap—2) — (—ag — - -+ — ap—2) = pay. Ainsi on obtient by = pay, € Z.

On pose A = 1 —(,, de sorte qu’en substituant 1 — X & ¢, dans pa = by + - - + bp_oCh~ % on
obtient

—2 p—2
Z DbieZ b= (-D'(})e;.
En particulier on a ¢g = bo + -+ - + by—2 = p(=T'(cv) + by) et donc plcy. Supposons alors que

pour k£ > 0, et pour tous i < k — 1, les ¢; sont divisibles par p. De I'égalité
p=N(1-¢)= )P H (I+G+-+ C;_l) =Nk

on en déduit que p appartient & I'idéal (A=) de O car k € Z[¢p] C Ok. On reprend alors
I'égalité pao = cog + --- + cp_g)\p_2 que 'on regarde modulo ()\k+1) ce qui donne ¢z \F = 0
mod (A¥*1) et donc ¢ = p) pour p € Ok. En prenant les normes on obtient cﬁ_l = pN(u)
et donc p divise ¢;. On en déduit alors que p divise by et donc ai € Z ce qui prouve que
Op C Z[(p] et donc I'égalité. O
Remarque : le dlscrlmlnant de Q[¢,] est égal & (—1)P~HP— 2)/QN(CIJ’ (¢p)) avec @, (X) = 5=

et donc @},(¢p) = 7p<>f’ de sorte que N (®},(¢p)) = pP~2.




2.4. Dual d’un groupe abélien fini. — Dans ce paragraphe bien que les groupes considérés
soient tous commutatifs, nous les noterons multiplicativement.

Définition 2.11. — Pour G un groupe abélien fini, on appelle caractere de G tout mor-
phisme de G dans C* et on note G I'ensemble des caractéres de G.

Remarque : si G est fini de cardinal n, tout élément x € G est & valeurs dans U,,. Par ailleurs
G est muni d’un loi de groupe commutatif par x.v(g) = x(g).¥(g). L’application qui & G
associe G est un foncteur contravariant, i.e. si u : G — H est un morphisme, 4 défini par
@(x) = x o u est un morphisme % : H—G.

Ezemples le groupe dual de ppe est I'anneau des entiers p-adiques Z,.

Proposition 2.12. — S5i G = H x K alors G~HxK.

Théoréme 2.13. — Tout groupe abélien fini est non canoniquement isomorphe a son dual.
1l est par contre canoniquement isomorphe a son bi-dual.

Remarque : si H est un sous-groupe de G alors tout ygy € H se prolonge en un éﬁégent
X € G. On note aussi H- c G l'ensemble des X tel que x;g = 1. On a alors H+ ~ G/H et
G/H- ~H.

Ezemples un caracteére de Dirichlet est un élément du groupe dual de (Z/nZ)*.

Remarque : on veillera a ne pas confondre les caractéres de ce paragraphe avec les caracteres
des représentations d’un groupe G non abélien. En général un groupe non abélien G possede
peu de caracteres de G. Par exemple les seuls caractéres du groupe symétrique sont 'identité
et la signature; pour le groupe alternée A, avec n > 5, A,, est réduit au caractére trivial.

2.5. Analyse harmonique sur un groupe abélien fini. — L’algebre C|[G] du groupe G
de cardinal n, qui s’identifie a ’ensemble des fonctions de GG dans C, est munie d’une structure
d’espace de Hilbert via la formule

a,b € C[G] — (alb) = % Z@b(g)-
geG

L’espace C[G] est munie d’une action linéaire R de G : pour g € G, R(g)f(h) = f(gh). On
vérifie que les opérateurs R(g) sont unitaires

1 _—— 1 _
(R(h)u, R(h)v) = — > [R(h)ul(9)[R(R)v](g) = - > ulg+h)o(g+h) = (u,v).
geG geq
Théoréeme 2.14. — L’ensemble G c C[G] forme une base orthonormale qui diagonalise

tous les R(g).

Remarque : autrement dit on a les relations suivantes

% > x(9)X'(9) = { Lsix=x

0 si
= ix#x

Dualement en raisonnant sur GG, on a aussi

1 ~ J1lsig=4d

xe@G




Définition 2.15. — La transformée de Fourier de a € C[g] est 'élément Fa € C[G] définie
par

xe@Hjﬁza<g>><<g>.

geG

Remarque : C[G] est munie d’une structure d’algebre via le produit de convolution a * b(g) =
>hec a(h)b(h™tg). On vérifie alors que Fa x b = Fa.Fb.
Application : Transformée de Fourier rapide : on identifie C[Z/nZ] avec C[X]/(X™ — 1) en
associant & la fonction qui & k — ag, le polynéme P(X)=ap+ -+ ap_1 X" ! de sorte
que P, = P, P,. L’idée pour multiplier deux polynomes est alors d’utiliser la transformée de
Fourier et 1’égalité Fa+b = Fa.Fb puis de réappliquer la transformation de Fourier. La tache
consistant a calculer la transformation de Fourier est facilité par le processus récursif suivant
que 'on utilise via I’écriture en base 2 de n.

Pour n = 2n/, on pose ¢ = ¢% et E' = A[X]/(X™ —1) et on définit F' et F' & Paide de ¢'.
Pour a € E, on note a°,a' € E' en posant ag = ag; et a} = agi+1-

Lemme 2.16. — Pour0<j<n'—1, ona
(Fa); = (Fa®); + ¢ (F'a'); et (Fa)ui; = (Fa); — ¢I(F'a");.

Remarque : en écrivant les entiers en base b, on obtient ainsi un algorithme de multiplication
des grands entiers plus efficace que I’algorithme naif, en O(r(In7)?) ot 7 est un majorant du
nombre de chiffres des entiers a multiplier.

Proposition 2.17. — (égalité de Parseval) La transformée de Fourier est une isométrie

~

entre les espaces de Hilbert C[G] et C[G].

Proposition 2.18. — (formule de Plancherel) Pour tout a € C[G], on a

a= \/15 Z Fa(x)x.

xeG

Remarque : autrement dit, en notant F la transformée de Fourier sur C[G], FoF =1d. De
méme on a aussi F o F = Id.

Proposition 2.19. — (formule sommatoire de Poisson) Pour H un sous-groupe de G de
cardinal m et a € C[G], on a

1 1
— alh) = Faly).
\/m};[ (h) = —== o X;f; (%)

Application : Sommes de Gauss : soit x un caractere de F que I'on prolonge en un élément
de C[F,] en posant x(0) = 0. Soit alors la transformée de Fourier G(x,.) de x; si ¢ est un
caractere de IF,,, on obtient la somme de Gauss :

Glx,v) = Y xl(@)p(z)
zng

laquelle peut étre utilisé, par exemple, pour prouver la loi de réciprocité quadratique.



2.6. Séries théta. — Dans la preuve de ’équation fonctionnelle de la fonction zéta de
Riemann, on utilise la fonction théta usuelle

9(2) _ Z ei7rn2z
neL

pour z = 1y, y > 0. Celle-ci définit une fonction holomorphe sur le demi-plan de Poincaré ; la
formule sommatoire de Poisson donne par prolongement analytique I’équation fonctionnelle

1
0(—-) = (=iz)"/%0(2)
z
ot (—iz)'/? est donné par la branche de la fonction sur H qui envoie iy sur VY- Cette relation
jointe & la relation évidente 0(z + 2) = 6(z) donne une regle de transformation pour f(vz)
pour tout v €< T2, S >C PSLy(Z) agissant sur H par homographies. De méme pour tout
k> 1, 0(2)* satisfait & des formules de transformation analogues. Par ailleurs les égalités

«9(2)k = Zrk(n)e”m

n>0

ou 7,(n) désigne le nombre de représentations de n comme somme de k carrés d’entiers,
justifient & elles seules, 'acharnement qu’ont subies ces séries. En particulier, on peut montrer
les identités suivantes :

ra(n) = 450 x4(d)
ra(n) =83 + (=1)") X g, d
re(n) = 16 de d2X4(%) —4 de d*x4(d)

— ds(n) ou di(m) (resp. dz(m)) est le nombre de diviseur d = 1 mod 4

avec x4(n) = di(n)
mod 4) de n.

(resp. d=3

3. Nombres complexes et géométrie

On choisit un point O du plan affine euclidien réel ainsi qu'une base orthonormale. Tout
point du plan de coordonnées (z,y) est repéré par le nombre complexe z = x + iy appelé
son affixe. La distance entre deux points du plan d’affixe respectives z1, zo sont a distance
|29 — 21].

3.1. Géomeétrie affine euclidienne. — Les vecteurs pointant vers deux points My et My
e . . R _ Z1 29

sont orthogonaux (resp. cohnealres) si et seulement si Ziz9 + 2129 = 0 (resp. P =
1 22

2122 — Z122 = 0). Trois points d’affixes zp, 21, 22 sont alignés si et seulement si

1 1 1
Z0 k1 *2 =0.
20 21 %22

Remarque : une fagon de le voir est d’écrire une équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 sous la
forme a5% + b2:2 + ¢ = 0 et de remarquer que le vecteur (c, (a — bi)/2, (a + bi)/2) est alors

un vecteur propre de la matrice ci-dessus. Une autre fagon de raisonner est de remarquer que

I’angle (Mml) est 'argument du complexe % Le déterminant précédent permet aussi
de donner une équation de la droite passant par 21 et z3. En outre l'aire du triangle zo, 21, 22
est égale a j fois le déterminant précédent.



3.1 — Géométrie du triangle : le triangle formés par trois points d’affixes respectives a, b, c est
isocele en A si et seulement si [a—b| = |a—c|; il est rectangle en A si et seulement si g:g € R;
il est équilatéral si et seulement si @+ bj +cj2 = 0 ou encore (a —b)? + (b—c)?+ (c—a)? = 0.
Application : si on se donne trois arcs du cercle unité de longueur /3 alors les milieux des
cordes extérieures forment un triangle équilatéral

Remarque : plus généralement un polygone Ay, --- , A, est régulier direct si et seulement si

n—1
VE=1,--,n—2 Y aif=0
i=0
ot ¢, = e¥m/™,
3.2 — Cocyclicité : quatre points distincts deux a deux : A, B, C, D d’affixe respective a, b, ¢, d
sont cocycliques ou alignés si et seulement si le birapport

c—a d—a

= : R.
[a, b, c,d] - d—be
Autrement dit si et seulement si
1 1 1 1
a b ¢ d
a b ¢ d |~ 0
aa bb cc dd

Remarque : comme précédemment le déterminant précédent permet de donner 1’équation du
cercle droite passant par les points d’affixe a, b, ¢ dont le centre se calcule en faisant le quotient
des coefficients de zZ et zZ soit

(b—)(la]* = [ef*) = (a =) (|b]* — *)

(b—c)@a—2e)—(a—c)(b—e)
De la méme fagon, I’équation de la conique passant par les 5 points d’affixe a,b, c,d, e est
donnée par

1 1 1 1 1

z a b ¢ d e

z a b ¢ d e
2 a2 o d2 e | 0
722 a? v @ & e
2Z aa bb cé dd

Application : Soit E Dellipse d’équation z—; + Z—j =1 ou a et b sont positifs distints et non
nuls. On appelle angle excentrique d’un point P € F un réel ¢ tel que P = (acost,bsint).
(1) Quatre points de E d’angles excentriques respectifs a;, i = 1,2, 3,4 sont cocycliques si
et seulement si la matrice 4 x 4 dont la i-eme ligne est
(1 cosa; sina; cos2qy)

est de déterminant nul.
(2) Le déterminant ci-dessus est égal a

i Qi —Qj
3QSIH(T) H sin( )

L 2
1<i<j<4
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(3) Avec les notations de (1) et en supposant les points distincts, ils sont cocycliques si et
seulement si la somme de leurs angles excentriques est un multiple entier de 27.
Preuve : (1) L’équation du cercle passant par les points P; = (z;,y;) pour i = 1,2, 3, est

1 =z oy 2242
2

1z oy ai4yl | _ 0
2, o | =

1 x2 y2 25+ Y3

1 23 ys 23+y3

En remplagant (z;,y;) par (acos a;,bsina;), on obtient une matrice dont la i-eme ligne est
2 ai)
Or a®cos? a; + b? sin? o; = 3(a® + b?) + $(a® — b%) cos(2q;). Le déterminant de cette matrice
est donc égal & [ab(a® — b?)/2]* fois le déterminant de la matrice dont la i-eme ligne est
(1 cosa; sina; cos2q;).

(2) Le déterminant précédent est la partie réelle du déterminant de (1 cosa; sinay;  €2%).
En utilisant les formules d’Euler pour le cos et le sin, on obtient

ab(l  cosa; sinaq; a® cos® a; + b? sin

1 . . .
iRe det(1 €' e " 622%)

En changeant 1'ordre des colonnes et en mettant e~*® en facteur dans chaque ligne, on fait
apparaitre un Vandermonde et on obtient

%Re (e_iz?ﬁaf H (eio"' — eio‘j))

1<i<j<4
En mettant en facteur et~ 2 pour chaque ¢ < j, on obtient le résultat.
(3) C’est une conséquence directe de ce qui précede. O

3.8 — Applications affines : la translation de vecteur a est z — z + a; ’homothétie de centre
w et de rapport k € R est z — kz + (1 — k)w; la rotation de centre w et d’angle 6 est
2z ez 4+ (1 — e?)w; la symétrie par rapport a la droite d’équation o(z — ¢) +v(Z —¢) =0
est z+— —2(Z—¢)+c.

3.4 — Géométrie du triangle : soient A, B, C trois points distincts du plan complexe. On note
A’ B',C' les milieux des cotés [BC|, [AC] et [AB]; G désigne 'isobarycentre du triangle, H
lorthocentre. L’homothétie de centre G et de rapport —1/2 transforme les hauteurs de ABC
en celles de A’B'C’ qui sont les médiatrices de ABC' de sorte que G—O> = -1/ 2.G—I>{ ; par

ailleurs le centre 2 du cercle circonscrit de A’B'C’ est tel que GO = —1 / 2.GO. La droite
joignant O, G, H,) s’appelle la droite d’Fuler. Notons A1, By, les pieds des hauteurs et
soient U, V,W les milieux de [A, H], [B, H] et [C, H]. Comme {2 est le milieu de [O, H],
il appartient & la médiatrice de [A’, A;] de sorte que A, B1,C; appartiennent au cercle C
circonscrit & A’, B, C"; en outre 'homothétie de centre H et de rapport 1/2 envoie le cercle
circonscrit & ABC sur celui de A’B'C’ et donc U, V,W appartiennent & C qui s’appelle le
cercle d’Fuler.
Droite de Simson : les pieds A1, By, (' des trois perpendiculaires menées d’un point P sur
les trois cotés d’un triangle sont alignés si et seulement si P appartient au cercle circonscrit.
Preuve : Supposons que P appartienne au cercle circonscrit; comme Aq, B,Cq, P sont
cocycliques on a

/\ S /\ /\
—

(PC,PA) = (BC, BA) = 7 — (BCy, BA,) = (PA,, PC}),
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— — — — — —
—_— =

(PA;, PC) = (PA;, PA) — (PC,PA) = (PA;, PA) — (PAy, PCy) = (PCy, PA).

—_— —_—
—

—_— =
Comme P, Ay, C, By sont cocycliques, on a (PA;, PC) = (B1A1, B1C) et comme P,C4, B, A
sont cocycliques,

|

— — — —_—

—_— —— — = —_— =
(BlA, BlCl) =TT — (PCI,PA) =TT — (PAl, PC) =TT — (BlAl, BlC) - (BlA, BlAl)
et donc A1, By, C} sont alignés. Réciproquement on remonte les calculs ci-dessus de sorte que

(P—C> , P—/i) = (B_C)‘ , B_j)él) et donc P appartient au cercle circonscrit. O

3.2. Géométrie conforme. — Les références classiques sont [?] §2 et [3]. En dimension 2,
il s’agit de la sphere de Riemann S? = P!(C), en dimension quelconque on prend le plan affine
euclidien E auquel on rajoute un point & l'infini £ = E U {o0} (on passe de I'une a l'autre
par la projection stéréographique) ; la topologie sur E est celle de E & laquelle on rajoute les
ouverts du type (E\K) U {oco} o K est un compact de E ; la projection stéréographique est
un homéomorphisme.

Définition 3.5. — L’inversion de pole w et de puissance y € R* est z — w + ﬁ ; ’homo-

graphie de P!(C) associée & A € PGLy(C) est z — Zzzig A conjugaison pres une homographie

possédant deux (resp. un) points fixes est une homothétie de centre O (resp. une translation).

Remarque : pour une similitude f du plan affine euclidien, on la prolonge en posant f(oc) =
00 ; les inversion et les similitudes de E engendrent un groupe appelé le groupe conforme ou
groupe des homographies ; la géométrie conforme est I’étude de 1’action du groupe conforme
sur E. Si on rajoute la conjugaison, on obtient le groupe circulaire qui vu comme automor-
phismes de S?, correspond aux automorphismes qui conservent les cercles tracés sur S2. Une
transformation circulaire droite (z +— gzzis) (resp. gauche z +— g;_rg) conserve (resp. change
en son opposé) les angles orientés de droites.

Remarque : 'action de PG Lo (R) sur le demi-point de Poincaré a pour domaine fondamental...
Définitions : - la puissance d’un point P par rapport a un cercle C(O, R) est la quantité
s = PA.PB, ou A, B sont les points d’intersection d’une droite quelconque passant par P
et coupant C aux points A, B. En introduisant le point A’ diamétralement opposé a A et en

—
utilisant que le triangle ABA’ est rectangle en B, on a s = PA.PA = PO?— R? et ne dépend
donc pas de la droite choisie.
- L’azxe radical de C,C" est I’ensemble des points d’égale puissance par rapport & C et C’
/ - ) /
donné par I’équation OM? — O'M? = R?> — R'? soit 2.0'M.0'O = R? — R? + 0’'0? qui est
donc la droite perpendiculaire & OO’ et passant par I € (00') tel que O'T = %.

Invariant conforme de deux cercles : soient C,C’ deux cercles de rayon respectifs R, R

2, pl2_ 2
., —d . . . .
et de centre 0,0’ avec d = OO0'. La quantité ¢ = % est invariante par inversion.

Preuve : Dans le cas out C et C’ s’intersectent en un point P, dans le triangle OO’P, on a
002 = PO? + PO'2 — 2.PO.PO’.cos OPO’ et donc I'invariant en question n’est autre que

que le cosinus de ’angle OPO' qui est aussi celui entre les tangentes en P de C et C’ lequel
est conservé par inversion.

Dans le cas général, soit P n’appartenant ni & C ni & C’ le pole de 'inversion et u son
rapport ; on note I' et I les cercles images de C et C’, de centre w,w’ et de rayon p, p’. On
rappelle que T (resp. I'') est I'image de C (resp. C’) par ’homothétie de centre S et de rapport
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122

" (resp. £) ol s (resp. s') est la puissance de S par rapport a C (resp. C’) de sorte que la

puissance de S par rapport a I" (resp. I') est 0 = “?2 (resp. o' = *8‘—,2) Dans les triangles POO’
et Pww’, on écrit

2

d? = PO* + PO? — 2.PO.PO’ . cos @, ww =62 = Pw?+ Pw? — 2Pw.Pw'. cos P&

avec a = OPO' = w/PU, de sorte que

R24+R?2-d? s+ —2PO.PO cosa  ss _ RR

pP2+p2-62 o040 —2PwPu . cosa  p2 pp

en utilisant % = 5—; = 58:113‘5,,. O
Remarque : C et C’ sont non sécants (resp. sécants, resp. tangents) si et seulement si ¢ >
(resp. ¢ < 1, resp. ¢ = 1).

Proposition : soient C(O, R) et C'(O’, R") deux cercles non sécant ; les cercles orthogonauz a
C et C' sont ceux centrés sur l'aze radical et passant par les points L, L' tels que LI* = L'I? =
10? - R?=10"% - R

Preuve : Soit C”(w, p) un tel cercle de sorte que R? + p? = Ow? et R? + p? = O'w? et donc
Ow? — R? = O'w? — R? = p? et donc w appartient & 'axe radical. Notons L, L' I'intersection
de C" N (OO : LI? + Iw? = Lw? = p?> = Ow? — R? et donc LI? = OI? — R? et de méme
L'I?=0'T> - R? avec LI = LT O
Corollaire : soient deuz cercles C,C' non sécants; il existe alors une inversion f telle que
f(C) et f(C") soient deux cercles concentriques.

Preuve : Soit f une inversion de pole L et de puissance u quelconque. Les images f(C) et
f(C’) sont des cercles qui sont orthogonales & tous les f(X) ott 3 est un cercle quelconque
centré sur I'axe radical de C,C’ et passant par L. Or les f(X) sont des droites qui passent
donc par les centres de f(C) et f(C’) lesquels sont donc dans I'intersection de tous les f(X)
et sont donc confondus. O

4. Quelques énoncés de géométrie

4.1. Porisme de Steiner. — Il s’agit d’un énoncé de géométrie conforme : soient C et C’
deuz cercles non sécants tels que C' soit a lintérieur de C. On construit alors une chaine de
cercles C,Ca, -+ - telle que Cy est tangent a C et C' quelconque, puis pour i > 2, C; est tangent
a C,C" et C;_y. La chaine est alors finie si et seulement si l'invariant conforme ¢ de C et C’
est de la forme

_R2+R?-d  1+sin®(np/k)

B 2RR' ~ cos?(mp/k)
ot p est le nombre de tours. En particulier cela ne dépend pas du choix du cercle C1 de départ.
Preuve : S’agissant clairement d’un énoncé de géométrie conforme, on applique une inver-

sion de sorte que C et C’ soient deux cercles concentriques : la figure étant alors clairement
invariante par rotation, on remarque bien que l'alternative, la chaine est finie ou infinie, est

indépendante du choix de Cy. La chaine sera finie si et seulement si ’angle % € Q. Notons

o= %OTO\OQ = O/lO\T ot T' est le point de contact entre C; et Ca : a = w%. On note p, p' les

rayons des deux cercles concentriques de sorte que d’aprés ce qui préceéde & = ¢+ 2 — 1

o
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avec sin o = z jrz " et donc ﬁ = %i‘:% soit
1+ sin 22
c+vVet—1= 7]“;,
1 —sin 3
ce qui donne le résultat. O
4.2. Théoréme de Miguel et applications. — Commencgons par une série de lemmes.
Lemme 4.1. — Soient S1, 59,53 et Sy quatre cercles du plan, tels que S1 coupe So en deux

0ints z1, w1, qui lui-méme coupe S3 en zo, wo, qui coupe Sy en z3, w3 qui coupe S1 en z4, Wy.
2 ) 2 )
On suppose que les points z1, za, 23, 24 sont alignés ou cocycliques, alors il en est de méme des
points wi, wo, W3, Wy.

Preuve : Par construction les birapports suivant sont réels

W (z1, w2, 22, w1), W22, ws, 23, w2), W(z3,ws, 24, w3), W(za, w1, 21, ws)

Lexpression W (z1,w2,22,w1). W(Zs,w4724,w3)

est donc réelle et se simplifie en W (z1, 23, 22, 24) W (w1, w3, wa, wy).
]

W (z2,w3,23,w2).W (z4,w1,21,w4)

N

Syl

Lemme 4.2. — Soient quatre droites en position générale : D1, Do, D3, Dy. On pose z; ; =
D; N Dj et S;;k le cercle circonscrit aux triangles formés par les droites D;, Dj, Dy,.
(z') S1,2,3 et 517274 qui se coupent en z12 ne sont pas tangents; on note 21234 le deuzieme
point d’intersection ;
(11) 21234 appartient au cercle So34 ;
(iit) les cercles S12.3,51,2.4,52,34,51,34 sont concourants en z123.4 ; on Uappellera le point
central des droites D1, Dy, D3, Dy.

Preuve : (i) En effet sinon D3 et Dy seraient paralléles : considérer une homothétie de centre
21,2

(ii) - S1,2,3 coupe D3 en 213 et 223

- D3 coupe Dy en oo et 234

- Dy coupe S124 €n z14 €t 224



14

- S12,4 coupe Si23 en 212 et z = 21234

Comme les quatres points 21 3, 00, 21 4, 21,2 sont alignés (sur Dy ), les quatre points 2 3, 23 4, 22,4, 2
sont alignés ou cocycliques; les trois premiers sont sur le cercle S»34 et distincts, de sorte
que z est sur 523 4.

(iii) De méme 2z 3,00, 22,4, 21,2 sont alignés (sur Dy) donc 213,234, 21,4, 2 sont cocyliques
sur Z 34 d’ott le résultat. (on peut aussi conclure par symétrie du probleme : si 3 cercles sont
concourants le quatrieme aussi!) O

Proposition 4.3. — Soient cing droites D1, --- , D5 en position générale. Les 5 points cen-
traur z12.3.4,%1,2,35, 21,2,4,5, 1,3,4,5 €t 22345 des cing quadruplets de droites sont cocycliques
ou alignés.

Preuve : - 21234 est I'intersection des cercles Si 34 et 5123, Iautre intersection étant le
point 21 3;
- 21,2,3,5 est I'intersection des cercles 5723 et Si 25, 'autre intersection étant le point z; 2 ;
- 21,2.4,5 est I'intersection des cercles S; 25 et S1 4,5, 'autre intersection étant le point z; 5 ;
- 21,345 est I'intersection des cercles Sy 45 et Si 34, 'autre intersection étant le point z; 4;
Comme (21,3, 21,2, 21,5, 21,4) sont alignés (sur D), les autres sont alignés ou cocylciques
Comme c’est vrai pour toute combinaison de quatre points parmi les cing... ]

Corollaire 4.4. — (Pékin 2000) Les intersections des cercles circonscrits auzx triangles
externes successifs d’une étoile a cing branches sont cocycliques.

Preuve : 11 s’agit du probleme posé par Yang Zemin au congres mondial (Pekin 2000) ; deux
branches successives correspondent au choix de 4 droites sur les cinq qui portent les cotés du
pentagone étoilé. L’intersection des cercles circonscrits (2 sur les 4) aux deux branches est
donc le point central des 4 droites en question ... (ils ne peuvent pas étre alignés) O

Théoréme 4.5. — < Pékin 2000 > : tout systeme de n droites en position générale avec n
pair (resp. impair) détermine un point central (resp. un cercle central) qui est lintersection
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des cercles centrauzr des n systémes possibles de n — 1 de ces droites (resp. qui passe par les
points centrauzr des n systémes possibles de ces droites).

4.3. Le théoréme des 7 cercles. —

4.4. Ellipse de Steiner. —

Théoréme 4.6. — (van der Berg cf. [5] p.14) Soit P € C[X] de degré 3 ; les racines de
P’ sont les foyers de Uellipse de Steiner du triangle formé par les racines de P.

Preuve : Notons que pour Q(z) = P(z — 2p) on a Q'(z) = P'(z — z) de sorte que I'on
peut placer I'origine en n’importe quel point. De méme pour Q(z) = P(re?z) on a Q'(z) =
ret P! (rew) on peut appliquer une similitude a la figure sans changer ’énoncé. Enfin comme
toute transformation affine est la composée d’une similitude avec une affinité de la forme
(z,y) — (x,ycos ), on peut supposer que les racines A, B, C de P sont les images des points
d’affixes 1, j, j2 par

z+z z-—Z 2 5

5 + 2 cosazzcos%—i—isin 3

Z

cos o
2

Les demi-axes a,b de D'ellipse considérée sont alors égaux a % et ; la distance entre les

foyers Fy, F5 est Va2 — b2 = % L’homothétie de rapport

i -1
(su;a)_l = (sin%cos %)

transforme alors Fj et F» en £1. La composition de cette homothétie avec ’affinité précédente
est la transformation z +— zcot § + Ztan § de sorte qu’en posant a = cot § le polynome de

racines A, B, C est
1 1 1
P(z) = (z—a—7><z—aj——,><z—aj2——,2)
a aj aj

et on vérifie que les racines de P'(z) = 322 + 35 + 352 = 322 — 3 sont bien +1. O

5. Développements

— condition d’alignement ou de cocyclicité en terme de birapport (thm des 6 rapports)

— constructibilité a la regle et au compas

— description des groupes O3 et O4 par les quaternions [4]

— thm de Morley (en précisant I'affixe des sommets du triangle équilatéral et en utilisant
les nombres complexes) [?] [?]

— action de GLy(R) sur le demi-plan de Poincaré [?] [1]

— applications conformes [2]

— paradoxe de Sierpinski-Mazurkiewicz

6. Questions

FEzxercice 6.1. — Transcendance de
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(i) Soit f un polynéme a coefficients réels de degré m. Montrez que pour tout nombre
compleze z, lintégrale complexe

1
I(f;2) = / 26”1 f(zu)dz
0
vérifie

m m
I(f;2)=e*>_ f9©0) = > f9(
J=0 J=0
ainst que la majoration
11(f;2)] < |2lel” sup |f(zu)|
u€(0,1]

(ii) Soit f un polynome a coefficients entiers. Montrez que pour tout n > 0, il existe un
polynéme f, & coefficients entiers tel que f™) = nlf,.

(iii) Pour un polynome f et g : C — C une fonction, on note Zf(a)zog(a) la somme
glar) + -+ glay) ou les a; sont les racines de f répétées autant de fois que leur
multiplicité. Montrez que si f est a coefficients entiers de coefficient a, alors pour tout
n>0,a" Zf(a):() o™ appartient o 7.

Indication : on pourra introduire une matrice dont la trace est a™ Zf(a):O .

(iv) Soit f un polynome a coefficients entiers tel que f(0) # 0 et de coefficient dominant
a. Pour p un nombre premier, soit g(z) = 2P~ fP(z) et J, = Zf(a):() I(g; ). Montrez
qu’il existe un entier M tel que

a™ P

(p—1)!
ou N = Zf(a):O e®. En déduire que N n’est pas un entier non nul.
(v) On veut montrer que T est transcendant. On raisonne par l’absurde : soit f un polynome

irréductible a coefficients entiers tel que f(im) =0 dont on note ay,--- ,a, les racines.
(a) En développant Uégalité [ ] ;,y—o(1 + €%) montrez que

Z e:r:p(z ejaj) =0.
ec{0,1}™

(b) Soit Q(X) = [[ceqoay (X — 2o €ja;). Montrer que Q(X) € Q[X].

(c) En utilisant la question (4), aboutissez a une contradiction.

Jp = a™ PN f(0) + pM

7. Solutions
6.1 (1) On integre par partie soit
I(f;2z) =[—e(=% f(zu)] —I—f 201 5 £ (zu) du

——J(2) + e S(0) 102
d’ou le résultat par récurrence sur le degré de f. Pour obtenir la majoration de |I(f;z2)], il
suffit d’intégrer sur [0, 1], 'inégalité

2”0 f(zu)| < Jzlel D7 |f(zu)l,
u€(0,1]

valable pour tout u € [0, 1].
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(2) Par linéarité, il suffit de considérer le cas de f = X™; f(™) =m(m —1)---(m —n +
1)X™~"™ Le polynome f, := C/"X™ ™ est a coefficients entiers et vérifie ) = nlf,.

(3) Soit m le degré de f et notons A la matrice compagnon du polynéme f/a. Par construc-
tion aA € M,,,(Z) de sorte que a” A™ est aussi a coefficients entiers ainsi que sa trace. Or les
valeurs propres de a” A™ sont les (ac)”, o parcourant les racines de f avec multiplicités.

(4) On a
Br=N(3g"0) =3 (X 9"@).

nf(@)=0

Si f(a) =0, a est un zéro d’ordre p de g et donc g™ (a) = 0 pour tout n < p. D’autre part
si n > p, d’aprés ce qui précede, g, = g™ /p! est un polynoéme & coefficients entiers de degré

m—n et
am " Z g(n) (Oé)
fa)=0

est entier, multiple de p!. En 0, on a g(™(0) = 0 pour n < p — 1 et pour n > p alors que

g7 V(0) = (p— 1)F(0)
Ainsi, il existe un entier M tel que

O — A PNFOP +pM
o J —=a
Le second membre de cette égalité est entier et si p ne divise pas aN f(0), il n’est pas multiple
de p; il est en particulier non nul et donc au moins égal a 1 en valeur absolue. Ainsi

Tl > (p—1)laP™™ = (p — 1)lpt—Pdes /S
P

Or la majoration de I'intégrale I dans (1) implique qu'’il existe un réel ¢ > 0 tel que |Jp| <
c? pour tout p. Quand p tend vers l'infini, la formule de Stirling rend ces deux inégalités
incompatibles, d’ou le résultat.

(5) (a) c’est clair

(b) Les > €ja; = 0 sont les racines du polynéme

R= J[ X-> ¢ay)

e€l0,1]" J

dont les coefficients s’expriment comme des polynomes symétriques en les «; : ce sont donc
des polynomes en les fonctions symétriques élémentaires des o, donc en les coefficients de f.
Ce sont donc des nombres rationnels.

(¢) Soit un entier N tel que NPy € Z[X] et soit ¢ > 1 la multiplicité del a racine 0 dans
Py. On pose P := NFy/X? : c’est un polynoéme & coefficients entiers avec P(0) # 0. De plus

on a
0 Z exp(Zgjozj)zq—i— Z e?
P(B)=0

e€[0,1]™ J

ce qui contredit (4).
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