S0764-4442(01)02083-3/FLA AID:2083 Vol.333(0) P.1(1-4)
CRAcad 2001/05/17 Prn:27/07/2001; 11:27 F:PXMA2083.tex by:JOL p. 1

C. R. Acad. Sci. Paris, t. 333, Série 1, p. 1-4, 2001
Analyse numérique/Numerical Analysis

Un algorithme discret de décomposition de domaines
pour I’équation des ondes en dimension 1

Martin GANDER ?, Laurence HALPERN P¢

? Department of Mathematics and Statistics, McGill University, Montreal, Canada
> Département de mathématiques, Université Paris-XIII, 93430 Villetaneuse, France

¢ CMAP, Ecole polytechnique, 91128 Palaiseau, France
Courriel : mgander @math.mcgill.ca; halpern @math.univ-paris13.fr

(Recu le 9 avril 2001, accepté apres révision le 2 juillet 2001)

Résumé. Nous avons introduit dans une Note précédente une variante sans recouvrement de
I’algorithme de Schwarz pour la propagation des ondes. Nous présentons ici un schéma
volumes finis non conforme et nous analysons la convergence de 1’algorithme discret.
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A discrete domain decomposition algorithm for the one dimensional
wave equation

Abstract. We have introduced in a previous Note a variant of the Schwarz algorithm without overlap
for wave propagation. We present here a nonconforming finite volume discretization of the
algorithm and analyze the convergence of the discrete algorithm. © 2001 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Nous avons proposé dans [6] une approche nouvelle pour résoudre un probléme d’évolution par
décomposition de domaines. Au lieu de discrétiser d’abord I’équation en temps, nous résolvons dans chaque
sous-domaine le probleme d’évolution sur tout ou partie de 1’intervalle de temps. Cela permet d’utiliser des
méthodes numériques différentes et/ou des grilles différentes en temps et en espace dans différents sous-
domaines. Elle permet également de minimiser le temps de communication entre processeurs puisque 1’on
ne communique les informations aux domaines voisins que par paquets d’étapes de temps. Nous avons
proposé pour I’équation des ondes monodimensionnelle un algorithme optimal avec des conditions de
transmission locales, de type transport. Nous présentons ici un schéma de discrétisation pour cet algorithme,
de type volumes finis, non conforme. Notre approche permet de prendre en compte les conditions de
transmission de facon naturelle, et meéne a une discrétisation non standard. Nous montrons que les
algorithmes discrets sont stables et convergent. Pour d’autres approches du raffinement de maillage en
espace et en temps voir [1,2].

Note présentée par Pierre-Louis LIONS.
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2. L’algorithme de Schwarz transitoire optimal

Dans [6], nous avons proposé un algorithme de décomposition de domaine sans recouvrement pour
I’équation des ondes dans Rx]0, T

1 9%u  O%u
oruotu 1
£lu) = c2(z) 02 022 / @)
Soient I sous-domaines §; =]a;,ai+1][, 1 < i< I, a; < a; pour j <i et a; = —00, ary1 = 00.
L algorithme s’écrit
L(uf™)=f dansQ;x]0,T],
()

B (uF ) (as,) = By (uf ) (as,): B (w1 (aign, ) = B (ub,1) (aigr,-) sur0, T,

k
avec les conditions initiales u¥ (-, 0) = u(,0), ag;t. (-,0) = 2%(.,0). Les opérateurs B sont donnés par

0,0, Bi=—- 10, 3)
c(a; ) ’ c(a ¢+1)

Nous avons montré que I’algorithme est optimal au sens suivant : si la vitesse est discontinue et
les discontinuités alignées avec les frontieres des sous-domaines de calcul, 1’algorithme converge en 2
itérations indépendamment du nombre de sous-domaines si I'intervalle de temps [0, Tp] is choisi tel que
Ty < min;(a;11 — a;)/c(a;"). De plus si la vitesse est continue, I’algorithme converge au sens de I’énergie.
Nous allons maintenant decr1re un schéma de discrétisation.

B =

7

3. L’algorithme discret

Dans le domaine de calcul €2;, les pas de temps et d’espace sont At; et Ax;. L’indice des points en espace
courtde 1 a J; + 1 et I’indice des points en temps de 1 a IV;. Nous utilisons une méthode de volumes finis
«vertex centered » [5] de fagcon a prendre plus aisément en compte les conditions aux limites. Nous notons
Uk(j,n) ’approximation de u¥(a; + jAz;,nAt;). A I'intérieur de chaque sous-domaine, cela méne au
schéma saute-mouton

avec les notations usuelles

D (U)(j,n) = A7 :

At ’

D} + D,
2

Dy (U)(,n) = D} =

“)
et parallelement pour la variable . C;(j) est une fonction discréte qui approche c(a; + jAx;).

Les conditions de transmission discretes sont obtenues par intégration de I’équation sur une demi cellule,
en utilisant la condition de transmission continue. Pour cela nous devons d’abord recoller les grilles dans
deux sous-domaines voisins. Soit I,, = |t,,, t,41[ une suite d’intervalles tels que U,fLV:O I,, =[0,T].L’espace
RY*1 est muni du produit scalaire (v, w) N1 = Zi\rzo [T, |vnwy, o |I,| est la longueur de I'intervalle 7,,.
Nous définissons 1’application F de RN*+! dans L2(0,7") qui 2 v associe la fonction f égale a vy, dans I,
pour 0 < n < N et I’opérateur E de L2(0,7) dans RN+ qui a f associe la suite des v,, = ‘I i f] t)dt.

Nous notons F; and E; les opérateurs correspondant a la grille dans €;, et nous définissons l’operateur
P; ;j : RVt 5 RN+ par

]P)i,j = Ej OIFi. (5)

Il est facile de voir que pour tout v dans RV:*! on a 1P jul| vy +1 < ||ul| v 41
Nous donnons dans [7] un algorithme rapide et efficace pour réaliser I’opération de projection/relevement
en dimension 1.
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Décomposition de domaines et équations d’ondes

Nous pouvons maintenant définir 1’algorithme discret par
(02( >D+D‘ D,ij) (UFY(on) =0, 1<j<J;, 1<n< N,

( Ar o B AtAx . . '
c2i) 2 () 6)
B;(Uikﬂ)(oa')ZPi—Liéf(Ui’il)(Jiq+1,-),

DID1> UF1)(5,0) -

B (UF) (i + 1) =Piya i B (U51) (0, ),

ou les opérateurs IP;+1 ; sont définis dans (5), les opérateurs de transmission discrets BijE sont pour n > 1

Ax; 1
Bf (U)(J; +1,n) = | =—5———D;" D; + D 7D0) U;)(Ji+1,n),
PO+ 1) = (gaor gy DD + D5+ gy DY) G0+ 1 )
Az 1
B; (U;)(0,n) = "D/ D; — D} + ——————D} ) (U;)(0
F0)0m) = (e DF D7 = D+ gy ) 0010,
et les opérateurs d’extraction éf sontpour n > 1
~ Az 1
B (Uit1)(0,n) = ( DDy 4+ Df + 7D0> Ui+1)(0,n),
z( +1)( ) 2022+1() [ ? Ci+1(0> t ( +1)( )
~ Al’ 1 1
B (Ui_1)(J;—1 4+ 1,n) = ————i————D+D_—[f’ S — ®)
i (Ul 1)(‘]& 1+ 7”) ( 20‘ 1( i 1+1> t Mt x +Ci—1(t]i—1+1> t>

X (Ui_1>(t]i—1 + 1,’[7,).

Les conditions de transmission pour n = 0 sont obtenues en remplagant DY par D} et D} D; /2 par
Dt+ /At, et en introduisant la vitesse initiale (pour les détails voir [7]). Notons que contrairement au cas
continu, on utilise des opérateurs différents dans une méme condition de transmission, et on introduit
de plus des opérateurs de projection qui sont non linéaires. D’autre part les quatre opérateurs sont des
approximations de type Lax—Wendroff des opérateurs continus (ils correspondent aux conditions aux
limites absorbantes discretes écrites dans [8]) .

4. Stabilité et convergence

Nous avons un premier résultat dans le cas d’une vitesse continue.

THEOREME 4.1.— Supposons la vitesse continue aux interfaces. Alors sous la condition de CFL ¢ =
SUP; ;<7 SUP1 <<, Ci(J)(ALi/Az;) < 1, algorithme discret est stable et converge au sens de I'énergie.

Les choses sont beaucoup plus compliquées ici que dans le cas continu. D’abord nous définissons
I’énergie potentielle discréte au moyen d’une forme bilinéaire sur R7*! :
s,

Z D, Dy (W)(5)- ©)
L’énergie totale discrete est alors donnée par En = FEgn+ Epnol

Ax 2 _ 2
EK,nZT 202(0) (D 0 n +ZCQ )( 75 )) +m(l)t (U)(J+1,n))

(10)
et Ep, =ap(U(n),U(n — 1)). On montre classiquement que E,, est bien une énergie, car pour tout 7 on
ak, > (1 - (Eﬁ—;) )EK n» €t sous la condition de CFL c < 1 le schéma est stable. Le théoréme repose
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sur une miraculeuse estimation d’énergie

RilBus = Bl + DY0)0.0) (D - 550504 D7 ) (0)0m) "
=DY(U)(J +1,n) (Dw + %DJD[) U)(J +1,n)

et son analogue au temps 0. On peut alors procéder comme dans le cas continu.

Remarque 1.— Des estimations d’énergie discretes ont été utilisées dans [8] pour des conditions aux
limites absorbantes discretes semblables a celles que nous utilisons ici comme conditions de transmission
et dans [2] pour raffiner en espace et en temps un schéma de discrétisation de I’équation des ondes
monodimensionnelle.

Rappelons que nous avons recommandé d’aligner les interfaces numériques sur les discontinuités. Nous
avons un résultat partiel dans le cas de deux sous-domaines quand le pas de temps est constant. Ce résultat
repose sur une transformation de Laplace discrete et de nombreux lemmes de calcul.

THEOREME 4.2. — Soit {UF(j,n)}i=1.2, la solution de ’algorithme discret & deux sous-domaines avec
conditions initiales et second membre nuls. Si (c1 — ¢2)(c1 AAxtl — 9 AA—IZ) > 0, il existe une constante

positive C telle que pour nAt suffisamment petit, on ait

ma [[UF]] < (1= CnAntE) max||U?

)

otl || - || est la norme [ discréte en temps et en espace, avec le poids exp(—nAt) en temps. Ce résultat
est lié a la théorie GKS (voir [11]). Remarquons que chacun des sous-problemes est seulement faiblement
bien posé au sens GKS, mais néanmoins 1’algorithme est convergent : chaque frontiere numérique crée des
ondes stationnaires, qui ne viennent cependant pas altérer la convergence de I’algorithme.
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