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But de I'exposé

Expliquer

Théoreme (Hoffbeck et Vespa)

) Lie :
Hielb(A, M) _ Tor*rsh (t, Lé;,e(A, M))

ou
@ Aalgebre de Lie
@ M A-module
@ HLet homologie de Leibniz
e rlie catégorie (enrichie linéairement)
e tet L foncteurs.
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Rappels

La catégorie I'

Objets : [n] = {0,...,n} ou n> 0 (avec 0 comme point base)
Morphismes : I'([n], [m]) applications pointées.

Exemple :
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Rappels

La catégorie I

Objets : [n] = {0,...,n} ou n > 0 (avec 0 comme point base)
Morphismes : I'([n], [m]) applications pointées.

Le foncteur de Loday

Pour A une algébre commutative unitaire et M un A-module,
L(AM): T — k-Mod
[n] — M & A®"
f:[n—[mw—f:Mx A" - M AST
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Rappels

Exemple pour le morphisme f € I'([5], [3]) décrit par

0 1 2 3 4 5

f(@®ar@a®az®as®as) =by @by ® by ® bs

ou
@ by = ap.a
@ by =a3 b = H a
@ by = a1asas jef-1(i)
@ bs=1
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Rappels

Théoreme (Pirashvili, Richter, Robinson, Whitehouse)

Pour A une algébre unitaire commutative et M un A-module,
Hm (A M) = Torf(t, £L(A,M)) sur un corps k de carac. 0

HE>=(A M) = Tor! (t, L(A, M)) dans le cas général.

Résultats similaires pour la E,-homologie (Livernet, Richter) d’algebres
commutatives et ’'homologie de Hochschild d’algébres associatives.
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Question naturelle

Peut-on trouver un théoreme similaire dans d’autre contextes ?
Par exemple pour les algebres sur une opérade ?

Premier cas a essayer : les algébres de Lie.
Une différence est que I'opérade Lie n’est pas ensembliste,
contrairement aux opérades As et Com.
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Dernier rappel

Une algebre de Lie A est un k-module muni d’un crochet [—, —]
antisymeétrique vérifiant [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = O.

Lhomologie de Leibniz d’'une algébre de Lie A a coefficients dans un
A-module M est donnée par 'homologie du complexe

(CLeP(A M) = M ® A®" d)
ou la différentielle est donnée par

d(ay®ai®...0ap) = Z taRar®...a_10[a, g]®...08®...®a,
1<i<j<n

+ Z tlap, @& ®...08®...® an.
1<j<n
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Produit tensoriel de foncteurs

Pour € une catégorie
F un foncteur €% — k-Mod (appelé C-module a droite)
G un foncteur € — k-Mod (appelé C-module a gauche)
Définition
F ®¢ G est le k-module défini par

F ®e G= (P F(c) @k G(c)/ ~

ceC

ou x @k G(f)(y) ~ F(f)(x) ®k y pour tout f : ¢ — ¢/, x € F(C') et
y € G(c).

Proposition

Le produit tensoriel de foncteurs est exact a droite en les deux
variables.
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Foncteur Tor entre foncteurs

Il existe une notion de résolutions projectives pour les C-modules.

Définition

Tor’(F, G) = H.(P, ¢ G)

ou P, est une résolution projective de F dans la catégorie des
C-modules a droite.

De plus, ces définitions se prolongent au cas ou C est une catégorie
enrichie linéairement.
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Ou en est-on ?

Rappel de I'objectif :

Théoreme (Hoffbeck et Vespa)

HLeL(A, M) = Tor*ré;f(t, Léﬂf(A, M))

On veut définir
e la catégorie rke
e le foncteur £LL(A, M) (de 'L vers k-Mod).

D’abord : définir une catégorie Igp,, similaire a ' mais avec moins de
symétries.
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La catégorie sy

Définition: La catégorie g,

Objets : [n] = {0, ...,n} pour n > 0 (pointés en 0)
Morphismes : T's([n], [M]) applications pointées surjectives shuffle, ie.
o telles que min(a='(i)) < min(a="(j)) pour i < j.

Exemple d’'un morphisme « dans I'g,([5], [2]):

0 1 2 3 4 5

0 1 2

Danscecas, 0 <1 < 3.
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La catégorie enrichie ', pour une opérade symétrique

P opérade symétrique réduite dans k-Mod (réduite signifie P(0) = 0)

Définition: la catégorie I't, (Hoffbeck et Vespa)
Objets : [n] = {0,...,n} pour n > 0 (pointés en 0)

Morphismes : I'F, ([n], [m]) = . €(|[9][ ])P(a—1(0)) ®...®P(a~1(m)).

Exemple de morphisme dans I'£, ([5], [2]):

0 2 1 3 4 5
N S \ \ \ /
f1 f2 f3
[ [ [
0 1 2

oufi e P(2),h e P(1),f3 € P(3).
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La catégorie enrichie 't/
But : expliciter la catégorie I'f, pour P = Lie.

Une base de I'opérade Lie, en arité n, est donnée par :

(1 0-(2) 3\

n> 1,0 permutation de {2,...,n}

a(n)

Note : Cette base correspond aux mots de Lie de la forme

[ (X1, X2, Xo3)]5 - - -5 Xo(m))-

E. Hoffbeck (Univ. Paris 13) HLeP — homologie de foncteurs 18/2/2013



AQOri i~hie [Lie
La catégorie enrichie I';;

On obtient une base de I'%([n], [m]) en décorant les foréts I'sn([n], [m])
par des éléments de la base de Lie.

Dans I'exemple précédent, 2 éléments de la base sont associés a
I'application shuffle «.

0 2 ] 3 4 5
N/
[_7 _] id

i
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A ] inhi Lie
La catégorie enrichie I'g;

On obtient une base de I'%([n], [m]) en décorant les foréts I'sn([n], [m])
par des éléments de la base de Lie.

Dans I'exemple précédent, 2 éléments de la base sont associés a
I'application shuffle «.

0\ /2 ] 3 4 5
[_7 _] /
l > (0,21[3,4,5)

]
| i
i f s (0,2[1]3,5,4)
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Le foncteur £LL8(A, M) : TLe — k-Mod

Pour une algebre de Lie A et un A-module M

Définition (Hoffbeck et Vespa)

Le foncteur LLe(A, M) : TLe — k-Mod est défini sur les objets par
CE(AM)([n) = M & A"

et pour un morphisme f = (a, fy, ..., fm) € FL([n], [m]), la fleche
induite £, : M @ A®" — M @ A®™ est donnée par

ffla®ai®...Q0ay)=b®...0 by

oub;=0(f® @ a) (0 estlévaluation).
jea=1(i)
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Comment obtenir le théoréeme

Théoreme (Hoffbeck et Vespa)

HLeL(A M) = Tor*ré;f(t, LLe(a M)

Définition : Homologie de Leibniz d’un foncteur ;¢ — k-Mod

Le complexe CeP(T) est T([n]) en degré n avec la différentielle
d: T([n]) = T([n— 1]) définie par T(Zogiqgn +d; ).

Pour T = LL®(A, M), on retrouve la définition de CLeP(A, M).

. . Lie .
Il reste & prouver H-e?(LLE(A M)) = Tor,*" (t, LLe(A, M))
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Comment obtenir le théoréeme

On montre pour tout foncteur T : T'L¢ — k-Mod

Lie

HLe(T) = Tor = (, T)

Lidée est d’utiliser

Caractérisation d’un foncteur homologique
Si H, est un foncteur d’'une catégorie € vers k-grMod tel que
@ Hy(F) estisomorphe a G ®¢ F pour tout F € C-mod

@ H.(—) envoie les suites exactes courtes de C-modules sur des
suites exactes longues

@ H;(F) = 0 pour tout projectif F eti >0
alors H;(F) = Torf(G, F) pour tout F et tout .
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La preuve du 3e point se base sur une filtration du complexe
Cie’b(ré;f([n], —)) (@ n fixé).

Facile d’obtenir une filtration comme k-module, indexée par des
n-uplets.

Probléme : montrer que cette filtration est compatible a la différentielle.
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Base de 'L([n], [m]) = foréts de m + 1 arbres décorés par une base
de Lie

o2 1 3 5 4
[_7_] '

(L If +— (0,2[1]3,5,4)

Un uplet découpé s’envoie sur un uplet en oubliant les barres

(0,2[13,5,4) — (0,2,1,3,5,4)

Les n-uplets peuvent étre ordonnés lexicographiquement.
= ordre partiel sur la base de @5 r5e([n], [m])

m
= une filtration (comme k-module) indexé par des n-uplets du
complexe CLeP(rLe((n], —)).
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Proposition

se décompose dans la base comme :

> Y

k=0 Sc{1,..,m},|S|=k

ou:

- les entrées de iy a i, sont dans le méme ordre qu’avant,
- jo esten (n+ 2 + k)-eéme position,

- les entrées entre i, et jp sontles jyou /€ S

- les entrées sous jy sont les j, ou ¢ ¢ S.
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On obtient dans le complexe gradué associé

C’est-a-dire (d0,1 )*(i07 i1 ’jo’j1 7j2aj3) = (i07 i1 7j07j1 aj27j3)'

Proposition

Dans le complexe gradué associé, la différentielle d = >~ +(dj )«
enléve les barres verticales.

d(0,2|1/3,5,4) =(0,2,1|3,5,4) £(0,2/1,3,5,4)
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Le complexe gradué associé se scinde en une somme de complexes
acycliques standards.

Corollaire
Le complexe CLe®(rLie([n], —)) est acyclique.

| A

\

Ceci conclut la preuve de

Théoreme (Hoffbeck et Vespa)

Hje’b(A, M) = Tor*réﬁ(t, Lé},e(A, M))
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