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Résumé - Soit (Bt, t ∈ [0, 1]) un mouvement Brownien linéaire issu de 0, et (Lt(x), t ≥
0, x ∈ IR) son temps local. On montre que pour tout t > 0 la trajectoire en espace du temps
local Brownien admet la même rǵularité Besov-Orlicz que le mouvement Brownien lui même.

(i.e. la fonction x → Lt(x) appartient presque sûrement à l’espace de Besov-Orlicz B
1
2
M2,∞

défini par la N -fonction M2(x) = e|x|
2 − 1). Notre résultat est optimal.

Besov-Orlicz regularity of the Brownian local time

Abstract - Let (Bt, t ∈ [0, 1]) be a linear Brownian motion starting from 0 and denote
(Lt(x), t ≥ 0, x ∈ IR) its local time. We prove that, the spatial trajectories of the Brownian
local time, has the same Besov-Orlicz regularity as the Brownian motion itself (i.e. for all

t > 0, a.s. the function x → Lt(x) belongs to the Besov-Orlicz space B
1
2
M2,∞ with M2(x) =

e|x|
2 − 1). Our result is optimal.

AMS Classifications: 41A15, 60J55, 60J65.

1 Introduction, notations et définitions

Pour la théorie de base des espaces de Besov-Orlicz nous renvoyons à [6]. Cependant nous
présentons un bref aperçu sur ces espaces.

Espaces Besov-Orlicz. Une fonction M : IR → IR+ est appelée N -fonction si elle est nulle
en 0, paire et convexe. Soit I un intervalle compact de IR, l’espace d’Orlicz L∗M(I) associé
à la N -fonction M est l’espace des fonctions f : I → IR, mesurables telles que :

‖ f ‖M := inf
λ>0

1

λ

[
1 +

∫

I
M( λ f(t) ) dt

]
< ∞.

Le module de continuité de f en norme d’Orlicz est

ω
(I)
M (f ; δ) = sup{ ‖∆hf‖M ; 0 < h < δ}, δ ≤ 1,
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où ∆hf(x) = Ih(x) [f(x + h) − f(x)] avec Ih fonction indicatrice de I ∩ (I − h). Soit
ωα(t) = |t|α pour t ∈ I, α ∈]0, 1[ . L’espace de Besov-Orlicz Bα

M,∞(I) est l’espace des
fonctions f de L∗M(I) telles que :

‖f‖α,M,∞ = ‖f‖M + sup
0<t<|I|

ω
(I)
M (f ; t)

ωα(t)
< ∞,

où |I| > 0, désigne la mesure de Lebesgue de l’intervalle I. C’est un espace de Banach
non séparable qui possède un sous espace fermé séparable Bα,0

M ,∞(I) constitué de fonctions

vérifiants en plus ω
(I)
M (f ; t) = o(ωα(t)) lorsque t → 0+. L’espace Lp(I), 1 ≤ p < ∞, est

l’espace de Lebesgue classique muni de la norme :

‖f‖Lp(I) =
( ∫

I
|f(t)|pdt

) 1
p

.

Remarque 1.1 Lorsque M(x) = |x|p/p, p ≥ 1, l’espace Bα
M,∞(I) cöıncide avec l’espace de

Besov standard Bα
p,∞(I) muni de la norme :

‖f‖α,p,∞ = ‖f‖Lp(I) + sup
0<t<|I|

ω(I)
p (f ; t)

ωα(t)
,

avec ω(I)
p (f ; t) = sup{‖∆hf‖Lp(I) : 0 < h < t}, dont le sous espace séparable correspondant

est noté Bα,0
p,∞(I). Lorsque p = ∞, l’espace Bα

∞,∞(I) est equivalent à l’espace Cα(I) des
fonctions Hölderiennes d’ordre α sur I. Voir [9] ou [11] pour plus de details sur les espaces
de Besov.

Espaces de Besov-Orlicz associés à des N -fonctions exponentiel. Considèrons les
N -fonctions (Mβ)0<β<∞ définies par :

Mβ(x) =

{
e|x|

β − 1, si 1 ≤ β < ∞,
Eβ(x)− Eβ(0), si 0 < β < 1,

où Eβ(−x) = Eβ(x) est l’extension de la partie convexe de exβ
sur (xβ,∞) par sa tangente

en xβ > 0, exβ
change de concavité au point xβ (Eβ(x) ≥ exp(xβ) pour tout x). Le théorème

3.4 de Ciesielski [5] nous donne une caractérisation de la norme ‖ · ‖Mβ
en terme de normes

Lp, c’est à dire que pour tout β, 0 < β < ∞, il existe une constante 0 < Cβ < ∞ telle que,
pour tout f ∈ L∗Mβ

(I) on a :

1

Cβ

sup
p≥1

‖f‖Lp(I)

p
1
β

≤ ‖f‖Mβ
≤ Cβ sup

p≥1

‖f‖Lp(I)

p
1
β

.

Il s’en suit l’équivalence des normes suivantes :

‖f‖α,Mβ ,∞ ∼ |f |α,Mβ
:= sup

p≥1

‖f‖Lp(I)

p
1
β

+ sup
0<t<|I|

sup
p≥1

ω(I)
p (f ; t)

ωα(t) p
1
β

, (1)

2



où ω(I)
p (f ; t) est défini dans Remarque 1.1.

Le mouvement Brownien, défini sur sur un espace de probabilité (Ω,A, P ) est un processus
stochastique Gaussien {Bt; t ≥ 0}, à trajectoires continues, caractérisé par sa covariance et
sa moyenne

cov(Bs, Bt) = min(s, t) et E(Bt) = 0, pour s, t ≥ 0.

Les espaces de Besov-Orlicz associés à ces N -fonctions sont isomorphes à des espaces de
suites réelles, ce qui permet de lire de manière simple les propriétés trajectorielles de cer-
tains processus gaussiens sur la covariance de suite de variables aléatoires gaussiennes, ainsi
Ciesielski a montré dans [5]:

Théorème A (Ciesielski). Pour le mouvement Brownien {Bt, t ∈ [0, 1]} on a

P (B. ∈ B
1
2
M2 ,∞([0, 1])) = 1 et P (B. ∈ B

1
2
,0

M2 ,∞([0, 1])) = 0.

Pour t ≥ 0, x ∈ IR, si l’on cherche à mesurer le nombre de visites du mouvement Brownien

en x, il ne sert à rien de considérer le temps passé en x puisque
∫ t

0
11(Bs=x)ds = 0, presque

sûrement, 11 étant la fonction indicatrice. La bonne approche sera d’étudier la densité de
temps d’occupation en x, définie par la limite suivante :

presque sûrement Lt(x) = lim
ε→0

1

2ε

∫ t

0
11(x−ε≤Bs≤x+ε) ds, t > 0.

Pour l’existence et les propriétés de cette limite nous renvoyons à Revuz-Yor [10]. La vari-
able Lt(x) est appelée temps local au niveau x, à l’instant t du mouvement Brownien B.
On note (Lt(x), t ≥ 0, x ∈ IR) une version presque sûrement continue du temps local (voir
Trotter [12] pour son existence).

La section suivante montre que la trajectoire spatiale du temps local Brownien admet la
même régularité que le Brownien lui même, c’est à dire qu’elle appartient presque sûrement

à l’espace de Besov-Orlicz B
1
2
M2,∞ (espace modelé sur l’ espace d’Orlicz associé à laN -fonction

M2(x) = e|x|
2 − 1 pour le module de continuité ω(t) =

√
t voir [6], c’est un espace de Ba-

nach contenu dans l’ensemble des fonctions Hölderiennes d’ordre α < 1
2
, s’injectant dans

une classe d’espace de Besov Bα
p,q, α < 1

2
voir [9]), ce qui généralise à la fois le résultat de

Boufoussi-Roynette dans [4], à savoir que cette trajectoire appartient presque sûrement à

l’espace de Besov B
1
2
p,∞ et celui de Boufoussi [3] qui étend ceci à l’espace de Besov-Orlicz

B
1
2
M1,∞ avec M1(x) = e|x| − 1.

Remarque 1.2 Notons les injections continues suivantes :

C 1
2

↪→ B
1
2
M2 ,∞ ↪→ B

1
2
M1 ,∞ ↪→ B

1
2
p,∞ ;
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qui montrent que notre résultat améliore clairement celui de Boufoussi [3] et par suite celui
de Boufoussi-Roynette [4].

2 Régularité Besov-Orlicz en la variable espace du temps

local Brownien

Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien réel défini sur (Ω,A, P ), issu de 0 et (Ft) la filtra-
tion canonique de B ( Ft est la tribu engendrée par (Bu, 0 ≤ u ≤ t)), (Lt(x), t ≥ 0, x ∈ IR)
une version presque sûrement continue de son temps local.

Théorème 2.1 – Pour tout t > 0, la trajectoire x → Lt(x) appartient presque sûrement à

l’espace de Besov-Orlicz B
1
2
M2 ,∞(I) pour chaque intervalle compact I ⊂ IR.

Preuve: Soit T1/2 un temps exponentiel, de paramètre 1/2 et indépendant du mouvement
Brownien B. La propriété de scaling pour le temps local permet d’écrire

(LT1/2
(x), x ∈ IR)

(loi)
=

(√
T1/2 L1

(
x/

√
T1/2

)
, x ∈ IR

)
.

Pour prouver le théorème 2.1 il suffit de montrer que x → LT1/2
(x) appartient presque

sûrement à B
1
2
M2 ,∞(I) pour chaque intervalle compact I ⊂ IR. Pour ce faire, il suffit de tra-

vailler avec un intervalle I de la forme I = [−b, c] avec b, c > 0. Rappelons le théorème de D.
R. Ray [8] pour le processus (LT1/2

(x), x ∈ IR), dont la version qui suit est due à Biane-Yor [1].

Théorème B (Biane-Yor). (i) Les variables LT1/2
(0) et BT1/2

sont indépendantes, et ont

pour distribution respectivement P (LT1/2
(0) ∈ ds) = e−sds ; P (BT1/2

∈ dx) = 1
2
e−|x|dx , x ∈

IR;
(ii) Conditionnellement à LT1/2

(0) = s, et BT1/2
= a > 0, le processus (LT1/2

(x), x ∈ IR)

est un processus de Markov inhomogène de générateur : 2x (d2/dx2)−2 (x− 11(0≤x≤a)) (d/dx).

Nous allons utiliser ce théorème pour établir que

P

(
x → LT1/2

(x) ∈ B
1
2
M2 ,∞(I)

∣∣∣∣LT1/2
(0) = s,BT1/2

= a

)
= 1 tout s > 0, a ∈ IR,

ce qui implique P (x → LT1/2
(x) ∈ B

1
2
M2 ,∞(I)) = 1, et par conséquent le théorème 2.1.

Sans perte de généralité on suppose que a > 0. Le résultat de Biane-Yor montre que la loi
conditionnelle de (LT1/2

(t), t ∈ IR) sachant (LT1/2
(0) = s,BT1/2

= a) est exactement celle de
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(Xt, t ∈ IR), solution (positive) de l’équation différentielle stochastique (avec la convention:∫ t
0 := − ∫ 0

t , si t ≤ 0):

Xt = s + 2
∫ t

0

√
Xu dYu − 2

∫ t

0
(Xu − 11(0≤Xu≤a; u>0)) du, t ∈ IR,

où (Yu, u ∈ IR) est un mouvement Brownien réel issu de 0, défini sur IR tout entier, c’est à
dire (Yu, u ≥ 0) et (Y−u, u ≥ 0) sont deux mouvements Browniens réels indépendants issus
de 0. Remarquons que le processus (Xt, t ≥ 0) (resp: (X−t, t ≥ 0)) est adapté à la filtration
naturelle de (Yt, t ≥ 0) (resp: (Y−t, t ≥ 0). Ainsi tout le problème consiste à montrer que

P

(
t → Xt ∈ B

1
2
M2 ,∞(I)

)
= 1.

Rappelons que I = [−b, c], et comme sup
s∈[−b,c]

Xs < ∞ presque sûrement (Xt étant positive et

continue), la partie drift
∫ t
0 est Lipschitzienne donc à fortiori appartient à B

1
2
M2 ,∞(I); quant

à la partie intégrale stochastique i.e.
∫ t

0

√
Xs dYs, pour −b ≤ t ≤ c, son appartenance à

l’espace B
1
2
M2 ,∞([−b, c]) est une conséquence immédiate du résultat suivant que Boufoussi [2]

a montré une version différente pour les espaces des fonctions définies sur IR.

Proposition. Soit (Ht, t ≥ 0) (resp: (H−t, t ≥ 0)) un processus réel progressivement
mesurable par rapport à la filtration naturelle de (Yt, t ≥ 0) (resp: (Y−t, t ≥ 0)) tel que
pour tout T > 0, sup

−T≤t≤T
|Ht| < ∞, presque sûrement, où (Yu, u ∈ IR) est un mouvement

Brownien réel issu de 0, défini sur IR tout entier. Alors la trajectoire s →
∫ s

0
Hu dYu

appartient presque sûrement à B
1
2
M2 ,∞(I) pour chaque intervalle compact I ⊂ IR.

Démonstration : L’idée de la preuve se base sur le changement du temps (voir aussi [2])
et sur le lemme suivant :

Lemme 2.2 Soit α ∈]0, 1[, 0 < β < ∞ et σ : IR → IR une fonction dérivable et strictement
croissante telle que pour chaque T > 0, 0 < inf

−T≤x≤T
σ′(x) ≤ sup

−T≤x≤T
σ′(x) < ∞. Si f : IR →

IR appartient à Bα
Mβ ,∞(I) pour chaque intervalle compact I ⊂ IR, alors la fonction f ◦ σ

vérifie la même régularité.

Preuve : La présente preuve est issue d’une suggestion du referee. D’après l’équivalence
(1), il suffit de travailler avec la norme |f |α,Mβ

, définie dans (1), et établir l’existence d’une
constante Cσ ne épendant pas de 1 ≤ p < ∞ telle que pour J = σ−1(I) et pour tout
f ∈ Lp(I) :

1

Cσ

‖f‖Lp(I) ≤ ‖f ◦ σ‖Lp(J) ≤ Cσ‖f‖Lp(I) (2)
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et pour 0 < t ≤ t0 (t0 independant de p) :

1

Cσ

ω(I)
p (f ; t) ≤ ω(J)

p (f ◦ σ; t) ≤ Cσ ω(I)
p (f ; t) . (3)

Les deux inégalités de (2) sont immédiates en utilisant le changement de variable σ(t) = s.
Pour montrer (3), nous allons utiliser l’équivalence entre ω(I)

p (f ; t) et la K-fonctionnelle
K(f, t, Lp(I), W 1

p (I)) définie par :

K(f, t, Lp(I), W 1
p (I)) = inf

g∈W 1
p (I)
{‖f − g‖Lp(I) + t‖g‖W 1

p (I)}, t ≥ 0 ,

où W 1
p (I) est l’espace de Sobolev d’ordre 1 correspondant à l’exposant p (espace de fonctions

définies sur I absolument continues dont la derivée est dans Lp), muni de la norme :

‖g‖W k
p (I) = ‖g‖Lp(I) + ‖g′‖Lp(I) .

On se refère à R. A. DeVore, G. G. Lorentz [7] (Chap 6), pour les K-fonctionnelles.
Le théorème de Johnen (voir [7], Theorem 2.4 page 177), montre l’existence de C1 > 0 et de
t0 > 0 ne dépendants pas de p telles que pour tout 0 < t ≤ t0,

ω(I)
p (f ; t)

C1

≤ K(f, t, Lp(I), W 1
p (I)) ≤ C1 ω(I)

p (f ; t),

ainsi, pour prouver (3), il suffit d’établir l’existence d’une constante Cσ > 0 ne dépendant
que de σ telle que :

K(f, t, Lp(I), W 1
p (I))

Cσ

≤ K(f ◦ σ , t, Lp(J), W 1
p (J)) ≤ Cσ K(f, t, Lp(I), W 1

p (I)) (4)

Or, h ∈ W 1
p (J) est équivaut à h̃ := h ◦ σ−1 ∈ W 1

p (I), sous l’hypothèse sur σ, et par suite

K(f ◦ σ, t, Lp(J), W 1
p (J)) = inf

h∈W 1
p (J)

{‖f ◦ σ − h‖Lp(J) + t‖h′‖Lp(J)}

= inf
h̃∈W 1

p (I)
{‖(f − h̃) ◦ σ‖Lp(J) + t‖(h̃′ ◦ σ) · σ′‖Lp(J)}

≤ max{1, ‖σ′‖L∞(I)} · ‖ 1

σ′
‖L∞(I) ·K(f, t, Lp(I), W 1

p (I)).

On obtient l’inégalité à droite de (4); quant à l’inégalité à gauche , il s’obtient de façon
similaire en remplaçant le maximum par l’infimum . Ceci achève alors la démonstration du
lemme 2.2.

Reprenons maintenant les notations du théorème ci-dessus, par un argument de localisation,
on peut supposer qu’il existe une constante C > 0 telle que sup

−∞<t<∞
|Ht| ≤ C. Ensuite

remarquons que par la représentation de Dubins-Schwarz (voir Revuz-Yor [10] pp. 173), on
a ∫ t

0
Hs dBs + (C + 1)Bt = βσ(t), t ∈ IR
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avec un mouvement Brownien réel (βu, u ∈ IR) issu de 0 défini sur IR tout entier, et σ(t) =∫ t

0
(H(s) + (C + 1))2 ds, t ∈ IR (avec convention

∫ t
0 = − ∫ 0

t si t < 0). Alors le résultat

cherché en découle du Lemme 2.2, en notant que le mouvement Brownien (βu, u ∈ IR) défini

sur IR tout entier appartient presque sûrement à B
1
2
M2 ,∞(I) pour chaque intervalle compact

I ⊂ IR. En fait, prenons sans perte de généralité I = [−b, c] avec b, c > 0; L’appartenance

de (βs,−b ≤ s ≤ c) ∈ B
1
2
M2 ,∞([−b, c]) est une conséquence directe du Théorème A et la

remarque que t ∈ [0, 1] → (β−b+(b+c)t − β−b)/
√

b + c est un mouvement brownien défini sur
[0, 1].

Remarque 2.3 Boufoussi-Roynette ([4]) ont montré que pour tout p > 2 et a > 0 ,

P
(
L1(.) ∈ B

1
2
,0

p ,∞([0, a])
)

= 0. Comme B
1
2
,0

M2 ,∞([0, a]) ⊂ B
1
2
,0

p ,∞([0, a]), on a

P
(
L1(.) ∈ B

1
2
,0

M2 ,∞([0, a])
)

= 0.

Notre résultat est donc optimal.

Remerciements: Nous tenons à remercier le referee anonyme pour ses nombreux
commentaires et suggestions pour la rédaction de ce papier, et ses diverses remarques judi-
cieuses dont la démonstration du lemme 2.2 en provient.
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