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1 Introdu
tion1.1 Contexte du stageLe CEA est un 
entre de re
her
he s
ienti�que français dont les a
tivités re
ouvrentde nombreux domaines tels que la défense, les te
hnologies de l'information, la santé etbien sûr l'énergie. Le CEA est fondé en o
tobre 1945 et devient o�
iellement en mars2010 le � Commissariat à l'énergie atomique et aux énergies alternatives �. Cet orga-nisme est implanté sur plusieurs 
entres dans toute la Fran
e. Si les équipes travaillantau CEA sont regroupées autour d'une thématique te
hnologique ou s
ienti�que, il est im-portant de noter qu'elles sont pluridis
iplinaires et regroupent des 
ompéten
es qui sontla modélisation des problèmes (biologie, mé
anique, astrophysique), l'analyse des modèles(mathématiques appliquées), la simulation, la réalisation d'expérien
es, et
....Parmi les a
tivités du CEA, les te
hnologies liées à la produ
tion d'énergie nu
léairesont un élément essentiel qui fait partie des missions originelles du CEA. Notre stagequi s'intéresse à la simulation numérique d'é
oulements de �uides s'ins
rit dans 
ettethématique.Les é
oulements de �uides sont nombreux dans les 
entrales nu
léaires. Rappelonsbrièvement le prin
ipe de fon
tionnement d'une 
entrale nu
léaire. Une 
entrale a pourbut de produire de l'éle
tri
ité. Pour 
ela, elle utilise la 
haleur issue de la �ssion de noyauxau sein de 
ombustibles 
omme l'uranium ou le plutonium pour faire tourner un alterna-teur qui produit de l'éle
tri
ité. Cette transformation thermomé
anique de l'énergie n'estrendue possible que par la 
ir
ulation du �uide 
aloporteur qui fait le lien entre le réa
teuret l'alternateur en 
ir
uit fermé. Ainsi, il est important pour l'étude du 
omportementd'un réa
teur en régime nominal (amélioration des performan
es) ou en régime a

identel(étude de sûreté) de pouvoir simuler les é
oulements de �uides au sein du réa
teur.1.2 Obje
tifs du stageLes obje
tifs relèvent de deux 
atégories. Il y a tout d'abord des obje
tifs de R&Dqui 
onsistent à étudier l'appli
ation de 
ertaines te
hniques d'approximation d'EDP. Lese
ond volet des obje
tifs 
on
erne les te
hniques de génie logi
iel, via l'apprentissage etl'utilisation de méthodes de programmation rigoureuses et des outils développés.1.2.1 Te
hniques d'approximation d'EDP par relaxationLes te
hniques d'approximation d'EDP par des méthodes de relaxation ont été l'objetde nombreux travaux 
es dernières années. Néanmoins, 
es te
hniques ne sont pas en
oretrès utilisées pour les simulations de thermohydrauliques 
omme 
elles qui 
on
ernent lesappli
ations du nu
léaire 
ivil.L'obje
tif de 
e stage 
onsiste à implémenter le s
héma de relaxation dé
rit dans [2℄ dansun 
ode 2D de 
al
ul qui permet de se rappro
her des 
onditions d'utilisation d'un 
oded'étude. A�n de respe
ter 
ette exigen
e, nous avons 
hoisi :� de travailler ave
 des maillages non-stru
turés de triangles ;� d'implémenter une version expli
ite et une version impli
ite en temps de l'algorithme
hoisi.
6



1.2.2 Génie logi
ielLes outils développés au 
ours de 
e stage sont destinés à une pérennité qui dépassele 
adre de 
ette étude que 
e soit pour leur utilisation ou leur développement.Soulignons d'abord que le développement du 
ode est parti d'une feuille blan
he : au
unestru
ture préexistante n'a été utilisée.Aussi, notre travail a été en
adré par des règles de programmation d'autant plus stri
tesque nous n'avions pas à 
omposer ave
 un système logi
iel préexistant. La liste des règlesadoptées sont les suivantes :� gestion de versions : tout le développement du 
ode a été � versionné � grâ
e au lo-gi
ielMer
urial. Le travail sous gestion de versions est parti
ulièrement utile lorsqu'ils'agit de stru
turer ou partager un travail 
ollaboratif entre plusieurs personnes ;� gestion de sytème de 
ompilation : l'outil CMake a été 
hoisi pour gérer toute la
ompilation du 
ode. Ce
i permet de bien dé
ouper le projet en modules de 
odemunis de leurs propres instru
tions de 
ompilation sans avoir à gérer les problèmes
omplexes de dépendan
es 
roisées ;� tests unitaires : utilisation quasi-systématique de tests unitaires au 
ours du déve-loppement. A 
ette �n, nous avons utilisé la librairie CUnit qui permet d'automatiserde manière simple la gestion de 
es tests ;� librairie PETS
 : la gestion de la résolution des systèmes linéaires est laissée à lalibrairie PETS
. Ce
i permet de béné�
ier d'un très large éventail d'algorithmes derésolution et de pré
onditionnement. Notons que le 
ode lui-même ne repose passur PETS
 et que les appels à PETS
 sont très � lo
alisés �. Ainsi, il est fa
ile de
ompiler le 
ode ne faisant pas appel aux inversions de systèmes sans PETS
 (solverexpli
ite par exemple) tout 
omme il est fa
ile de rempla
er les appels à PETS
 parses propres routines ;� stru
ture de données : attention parti
ulière à donner aux noms de fon
tions etde variables, dé
oupage des fon
tions prin
ipales en sous-routines sans pour autantdénaturer l'esprit de l'algorithme, respe
t d'une arbores
en
e 
lairement dé�nie desdossiers, réduire le plus possible le 
hamp d'a
tion des fon
tions pour des sou
is de�exibilité et de 
ohéren
e ;� modularité : volonté de rendre le 
ode le plus modulaire possible. Le 
ode est diviséen plusieurs librairies statiques qui produisent le programme �nal. Il est prévu demettre au point le 
hargement des solveurs et des 
onditions aux limites via deslibrairies dynamiques. Ce sou
i de modularité exige qu'un soin parti
ulier soit prispour la dé�nition des stru
tures de données du 
ode.2 Modélisation de l'é
oulementOn modélise les é
oulements d'un �uide par les équations d'Euler.
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2.1 Equations d'Euler en deux dimensionsLes équations d'Euler en deux dimensions s'é
rivent de la manière suivante :






∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
= 0

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
+

∂(ρuv)

∂y
= 0

∂(ρv)

∂t
+

∂(ρuv)

∂x
+

∂(ρv2 + p)

∂y
= 0

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρEu + pu)

∂x
+

∂(ρEv + pv)

∂y
= 0

(1)
ave
 p = p(ρ, ρe). On pose x = (x, y). On a don
 pour U = (ρ, ρu, ρv, ρE)t, F (U) =
(ρu, ρu2 + p, ρuv, ρEu + pu)t et G(U) = (ρv, ρuv, ρv2 + p, ρEv + pv)t :

∂tU + ∂xF (U) + ∂yG(U) = 0Les in
onnues sont ρ (masse volumique), ~v = (u, v) (vitesse), qui possède une 
omposante
u selon x et une 
omposante v selon y, et E (énergie totale). On notera aussi le volumespé
i�que τ 
omme étant l'inverse de la densité ρ. La première équation dé
oule de la
onservation de la masse, la deuxième et la troisième de la 
onservation de la quantité demouvement (la deuxième loi de Newton), et la dernière de la 
onservation de l'énergie.Toutefois, 
e système d'équations ne su�t pas pour 
ara
tériser le 
omportement du�uide 
ar il faut aussi 
onnaître son équation d'état qui fait intervenir la pression p.D'autres grandeurs peuvent être utilisées dans le 
adre des é
oulements de �uides 
ommela température T ou la vitesse du son c.Exemple Dans le 
as parti
ulier du gaz parfait diatomique la pression p et la vitessedu son c s'expriment de la manière suivante :

p(ρ, e) = (γ − 1)eρ

c(p, ρ) =

√
γp

ρ
ave
 γ = 1.4L'ensemble de 
es grandeurs sont ré
apitulées dans la �gure 1 ave
 leurs unités respe
tives.2.2 Propriétés mathématiques des équations d'Euler 1DAvant d'aborder dire
tement la question de l'approximation des équations d'Euleren 2D, rappelons 
ertains résultats théoriques dans le 
as 1D. Pour plus de détails, lespropriétés mathématiques des équations d'Euler 1D sont largement étudiées dans [4℄. Lesystème d'équations d'Euler en 1D se présente de la manière suivante :







∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
= 0

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
= 0

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρEu + pu)

∂x
= 0

(2)
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notation grandeur physique unité dimension
x longueur horizontale m L
y longueur verti
ale m L
t temps s T
ρ masse volumique kg.m−3 M.L−3

u 
omposante horizontale de la vitesse m.s−1 L.T−1

v 
omposante verti
ale de la vitesse m.s−1 L.T−1

τ =
1

ρ
volume spé
i�que m3.kg−1 L3.M−1

E énergie totale spé
i�que J.kg−1 L2.T−2

e = E −
u2 + v2

2
énergie interne spé
i�que J.kg−1 L2.T−2

p pression Pa M.T−2.L−1

c vitesse du son m.s−1 L.T−1

T température K θFig. 1 � Grandeurs physiques ren
ontrées pour les é
oulementsave
 p = p(ρ, ρe). Le système (2) 
orrespond à l'é
riture sous forme 
onservative deséquations d'Euler 1D et peut être ramené à 
ette é
riture ve
torielle :
∂tU + ∂xF (U) = 0ave
 U = (ρ, ρu, ρE)t et F (U) = (ρu, ρu2 + p, ρEu + pu)t2.2.1 Cas général : les gaz réelsMatri
e ja
obienne.Soit U ∈ R

3.
U =





ρ
ρu
ρE



Soit F : R
3 −→ R

3,
F (U) =





ρu
ρu2 + p

ρEu + pu



De plus,
p = p(ρ, e)

c2 =
∂p

∂ρ |e

+
p

ρ2

∂p

∂e |ρPar 
onséquent, ∇F : R
3 −→M3,3(R)

A(U) = ∇F (U) =





0 1 0
−u2 + K u(2− k) k
u(K −H) H − u2k u(1 + k)





9



ave

H = E +

p

ρ

k =
1

ρ

∂p

∂e |ρ

K = c2 + k(u2 −H)On peut alors montrer que A(U) a pour valeurs propres λ1 = u− c, λ2 = u et λ3 = u + casso
iées respe
tivement aux ve
teurs propres suivants :
K1 =





1
u− c

H − uc



 K2 =





1
u

H − c2

k



 K3 =





1
u + c

H + uc



Ondes du problème de Riemann asso
ié.Il existe 3 familles d'ondes possibles dans le système d'équations d'Euler (voir �gure 2).1. Dis
ontinuité de 
onta
t.Elle est asso
iée à la valeur propre λ2 = u. Dans 
e 
as, on arrive à montrer ave
les invariants de Riemann (3) que la vitesse et la pression restent 
onstantes tandisque seule la densité peut subir une dis
ontinuité :
dρ

1
=

d(ρu)

u
=

d(ρE)

H − c2

k

(3)
•

d(ρu)

u
=

udρ + ρdu

u
= dρ +

ρ

u
du et d(ρu)

u
= dρdon
 du = 0 soit u = 
onstante

• dp =
∂p

∂e |ρ
de +

∂p

∂ρ |e

dρ et e = E − u2

2

dp =
∂p

∂e |ρ
(dE − udu) +

∂p

∂ρ |e

dρ or du = 0

dp =
∂p

∂e |ρ
dE +

∂p

∂ρ |e

dρde plus, d(ρE) = dρ
(

H −
c2

k

) soit ρdE =
p

ρ
dρ−

c2dρ
1
ρ

∂p
∂e |ρdon
 dE =

( p

ρ2
−

c2dρ
∂p
∂e |ρ

)

dρdon
 dp =
( p

ρ2

∂p

∂e |ρ
− c2 +

∂p

∂ρ |e

)

dρ or c2 =
∂p

∂ρ |e

+
p

ρ2

∂p

∂e |ρdon
 dp = 0 soit p = 
onstante2. Onde de 
ho
Elle est asso
iée aux valeurs propres λ1 = u−c et λ3 = u+c. Dans 
e 
as, la densité,la vitesse et la pression peuvent subir une dis
ontinuité.3. Onde de raréfa
tionElle est asso
iée aux valeurs propres λ1 = u−c et λ3 = u+c. Dans 
e 
as, la densité,la vitesse et la pression peuvent subir une transition 
ontinue entre l'état gau
he etl'état droit. 10



Equation de la pression.Nous pouvons l'établir en manipulant les équations d'Euler :
∂p

∂t
=

∂e

∂t

∂p

∂e |ρ
+

∂ρ

∂t

∂p

∂ρ |e

=
∂(E − u2

2
)

∂t

∂p

∂e |ρ
−

∂(ρu)

∂x

∂p

∂ρ |e

=

(
∂E

∂t
− u

∂u

∂t

)
∂p

∂e |ρ
−

∂(ρu)

∂x

∂p

∂ρ |eOr la troisième équation de (2) permet d'é
rire :
∂tE =

1

ρ
[−∂x(ρEu + pu)− E∂tρ]La première équation de (2) permet la simpli�
ation suivante :

∂tE = −u∂xE −
1

ρ
∂x(pu) (4)Par ailleurs, la deuxième équation de (2) nous donne :

u∂tρ + ρ∂tu + 2ρu∂xu + u2∂xρ + ∂xp = 0En fa
torisant par u et ρ, on obtient :
u(∂tρ + ρ∂xu + u∂xρ) + ρ(∂tu + u∂xu +

1

ρ
∂xp) = 0On re
onnaît alors la première équation de (2), 
e qui nous permet de déduire que :

∂tu + u∂xu +
1

ρ
∂xp = 0 (5)Ainsi, les équations (4) et (5) donnent :

∂p

∂t
=

[

u
(

−
∂E

∂x
+ u

∂u

∂x

)

−
p

ρ

∂u

∂x

]
∂p

∂e |ρ
−

∂(ρu)

∂x

∂p

∂ρ |e

=

(

−u
∂e

∂x
−

p

ρ

∂u

∂x

)
∂p

∂e |ρ
− ρ

∂u

∂x

∂p

∂ρ |e

− u
∂ρ

∂x

∂p

∂ρ |e

= −u
∂p

∂x
− ρ

∂u

∂x

∂p

∂ρ |e

−
p

ρ

∂u

∂x

∂p

∂e |ρ

= −u
∂p

∂x
− ρ

∂u

∂x

(

∂p

∂ρ |e

+
p

ρ2

∂p

∂e |ρ

)

= −u
∂p

∂x
− ρc2∂u

∂xLa pression p obéit don
 à l'équation suivante :
∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ρc2 ∂u

∂x
= 0Connaissant la première équation du système (2), on arrive fa
ilement à établir que :

∂(ρp)

∂t
+

∂(ρpu + ρ2c2u)

∂x
= 011



2.2.2 Cas parti
ulier : les gaz parfaits.Matri
e ja
obienne.Soit U ∈ R
3.

U =





ρ
q
r



 =





ρ
ρu
ρE



Soit F : R
3 −→ R

3,
F (U) =






q
q2

ρ
3−γ

2
+ (γ − 1)r

γ rq
ρ
− (γ − 1) q3

2ρ2




 =





ρu
ρu2 + p

ρEu + pu



Par 
onséquent, ∇F : R
3 −→M3,3(R)

A(U) = ∇F (U) =






0 1 0
−q2(3−γ)

2ρ2

q(3−γ)
ρ

γ − 1
−γrq

ρ2 + (γ−1)q3

ρ3

γr
ρ
− 3(γ−1)q2

2ρ2

γq
ρ




La matri
e ja
obienne A(U) peut se réé
rire en fon
tion de c et de u :

A(U) =





0 1 0
1
2
(γ − 3)u2 (3− γ)u γ − 1

1
2
(γ − 2)u3 − c2u

γ−1
3−2γ

2
u2 + c2

γ−1
γu



On peut alors montrer que A(U) a pour valeurs propres λ1 = u− c, λ2 = u et λ3 = u + casso
iées respe
tivement aux ve
teurs propres suivants :
K1 =





1
u− c

ρE+p
ρ
− uc



 K2 =





1
u

1
2
u2



 K3 =





1
u + c

ρE+p
ρ

+ uc



Ondes du problème de Riemann asso
ié.Il existe 3 familles d'ondes possibles dans le système d'équations d'Euler (voir �gure 2).1. Dis
ontinuité de 
onta
t.Elle est asso
iée à la valeur propre λ2 = u. Dans 
e 
as, on arrive à montrer ave
les invariants de Riemann (6) que la vitesse et la pression restent 
onstantes tandisque seule la densité peut subir une dis
ontinuité :
dρ

1
=

d(ρu)

u
=

d(ρE)
1
2
u2

(6)
•

d(ρu)

u
=

udρ + ρdu

u
= dρ +

ρ

u
du et d(ρu)

u
= dρdon
 du = 0 soit u = 
onstante

• d(ρE) = ρudu +
u2

2
dρ + ρde + edρ et dp = (γ − 1)(ρde + edρ)don
 d(ρE) = ρudu +
u2

2
dρ +

dp

γ − 1
or d(ρE) =

u2

2
dρdon
 ρudu +

dp

γ − 1
= 0 or du = 0don
 dp = 0 soit p = 
onstante 12



2. Onde de 
ho
Elle est asso
iée aux valeurs propres λ1 = u−c et λ3 = u+c. Dans 
e 
as, la densité,la vitesse et la pression peuvent subir une dis
ontinuité.3. Onde de raréfa
tionElle est asso
iée aux valeurs propres λ1 = u−c et λ3 = u+c. Dans 
e 
as, la densité,la vitesse et la pression peuvent subir une transition 
ontinue entre l'état gau
he etl'état droit.Equation de la pression.L'équation de la pression dans le 
as du gaz parfait donne :
∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ργ(γ − 1)

(

E −
u2

2

)∂u

∂x
= 0ou en
ore

∂(ρp)

∂t
+

∂

∂x

(

ρpu + ρ2γ(γ − 1)
(

E −
u2

2

)

u

)

= 0

UL

U
∗
L U

∗
R

UR

t

x

u− c

u + c

u

Fig. 2 � Stru
ture de la solution à un problème de Riemann 
onstituée de trois ondespour le système d'équations d'Euler2.3 Approximation des équations d'Euler 1D par relaxationLa mise en ÷uvre de la méthode de relaxation présentée i
i reprend les idées et lesrésultats 
ontenus dans [2℄. Elle 
onsiste à travailler non pas dire
tement sur la solutiondu système (2) mais sur 
elle d'un système, qu'on dit relaxé et qui 
ontient une in
onnueet une équation supplémentaires par rapport à (2), que l'on fait tendre vers la solutionde (2) en appliquant une relaxation raide sur la nouvelle in
onnue.2.3.1 Le système d'équations d'Euler relaxéLa relaxation 
onsiste à rempla
er p par une nouvelle in
onnue π que l'on fait évoluerselon sa propre EDP. Celle-
i est 
hoisie de telle sorte que π soit pro
he de p. Idéalement,13



on utiliserait l'EDP propre à la pression pour faire évoluer π mais le fa
teur ρ2c2 n'étantpas linéaire, on préfèrera le rempla
er par a2 ave
 a une 
onstante positive dont le 
hoixest abordé un peu plus loin. Ainsi, le système d'équations d'Euler relaxé s'é
rit de lamanière suivante : 





∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
= 0

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2 + π)

∂x
= 0

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρEu + πu)

∂x
= 0

∂(ρπ)

∂t
+

∂(ρπu + a2u)

∂x
=

ρ

δ
(p− π)

(7)
ave
 1

δ
> 0 le 
oe�
ient de relaxation. Le système (7) peut être ramené à 
ette é
ritureve
torielle :

∂tu + ∂xf(u) =
1

δ
Z(u)ave
 u = (U, ρπ)t = (ρ, ρu, ρE, ρπ)t, f(u) = (ρu, ρu2 + π, ρEu + πu, ρπu + a2u)t et

Z(u) = (0, 0, 0, ρ(p − π))t. L'idée est maintenant de 
her
her la solution de 
e nouveausystème en faisant tendre δ vers zéro. Pour y arriver, nous adoptons une stratégie desplitting qui se de
ompose en deux étapes.2.3.2 Les deux étapes du splittingAu premier pas, on résout le problème de Riemann asso
ié au système relaxé (7) enomettant le se
ond membre, 
e qui revient à résoudre le système suivant :
∂tu+ ∂xf(u) = 0Au se
ond pas, on résout le système suivant en tenant 
ompte du se
ond membre ave
 δqui tend vers zéro :

∂tu =
1

δ
Z(u)3 Dis
rétisation par une méthode volumes �nis dans le
as 1D3.1 ConventionOn se donne un maillage 1D spatial qui suit 
ette 
onvention pour le segment [a, b]divisé en N 
ellules Ii :







Ii = [xi−1/2, xi+1/2] 
ellule
∆x = xi+1/2 − xi−1/2 = b−a

N
pas d'espa
e

xi+1/2 = a + i∆x, i ∈ {0, ..., N} interfa
e
xi = a + (i− 1/2)∆x, i ∈ {1, ..., N} 
entre des 
ellules

bb b

xixi−1 xi+1

xi+1/2xi−1/2

Ii+2∆xOn a besoin aussi d'une dis
rétisation temporelle : t0 = t0, t1 = t0 + ∆t, t2 = t1 + ∆t14



jusqu'à atteindre le temps �nal tf . On peut remarquer i
i que l'on prend en général un pasd'espa
e �xe mais il ne peut pas être de même pour le pas de temps qui doit respe
ter un
ritère qu'on appelle CFL. Cette question est abordée un peu plus tard dans le rapport.
t0 t1 t3t2 t4

∆tLe but de notre s
héma numérique sera de 
al
uler une approximation U
n
j de la moyennede la solution exa
te au temps t = tn sur 
ha
une des 
ellules Ij du domaine dis
rétisé etjusqu'au temps �nal t = tf :

U
n
j ≈

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

U(x, tn)dx3.2 Donnée initialeOn part d'une donnée initiale 
onnue U(x, 0) et on 
onsidère à la première itération :
U

0
j =

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

U(x, 0)dx3.3 Traitement spé
i�que de l'in
onnue πLa méthode numérique utilisée i
i se dé
ompose en deux étapes dans son passage de
tn à tn+1.
tn → tn+1−La première étape 
onsiste à appliquer une relaxation raide à l'in
onnue π. Pour 
ela,on résout le système suivant :







∂tρ = 0

∂t(ρu) = 0

∂t(ρE) = 0

δ∂t(ρπ) = p− π ave
 δ → 0Connaissant la donnée initiale U
n
j sur 
haque 
ellule Ij , on peut don
 établir que :







ρn+1− = ρn

(ρu)n+1− = (ρu)n

(ρE)n+1− = (ρE)n

πn+1− = p(ρn, En −
un2

2
)Cette étape nous permet de dé�nir uniquement π en utilisant la loi de pression p. Lesautres in
onnues ne bougent pas.

15



tn+1− → tn+1Pour 
e se
ond pas, on résout l'opérateur 
onve
tif ave
 
omme donnée initiale la solu-tion 
al
ulée dans le premier pas 
'est-à-dire U
n+1−
j sur 
haque 
ellule Ij :







∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + π) = 0

∂t(ρE) + ∂x(ρEu + πu) = 0

∂t(ρπ) + ∂x(ρπu + a2u) = 0Cette étape 
orrespond au paragraphe suivant : on applique la formule de mise à jour.3.4 Formule de mise à jourConsidérant U
n
j 
omme étant 
onnu, le but est de 
al
uler Uj au temps tn+1. Pour une
ellule donnée Ij , on intègre de la manière suivante le système (2) :

∫ tn+1

tn

∫ xj+1/2

xj−1/2

∂tU + ∂xF (U)dxdt = 0

∫ xj+1/2

xj−1/2

U(x, tn+1)− U(x, tn)dx +

∫ tn+1

tn
F (U(xj+1/2, t))− F (U(xj−1/2, t))dt = 0Le s
héma que nous employons i
i repose sur la résolution de problèmes de Riemann.Dans 
ette optique, on donne à la formule de mise à jour 
ette é
riture en utilisantl'approximation propre aux volumes �nis :

∆x(Un+1
j − U

n
j ) + ∆t(Gj+1/2 − Gj−1/2) = 0ave
 Gj+1/2 une approximation de la moyenne en temps du �ux à l'interfa
e xj+1/2 
al
uléeà l'aide d'une solution à un problème de Riemann. Au �nal, la formule de mise à jourdevient :

U
n+1
j = U

n
j −

∆t

∆x
(Gn

j+1/2 − G
n
j−1/2)3.5 Cal
ul du �ux à 
haque interfa
eAve
 la relaxation, les familles d'ondes asso
iées au système relaxé ne sont que desdis
ontinuités de 
onta
t. Il s'agit là du prin
ipal avantage de 
ette méthode : elle évitel'intervention des ondes de 
ho
 et de raréfa
tion dans la résolution du problème deRiemann. Bien sûr, on paie 
ette simpli�
ation en y ajoutant la relaxation raide de lapression dé
rite dans le paragraphe 3.3.

U(x/t; Uj, Uj+1) =







Uj si x
t

< σ1

U
∗
j si σ1 < x

t
< σ2

U
∗
j+1 si σ2 < x

t
< σ3

Uj+1 si σ3 < x
tEn observant la 
on�guration du problème du Riemann qui nous 
on
erne i
i, on remarquequatre états distin
ts où le �ux prend des valeurs di�érentes selon les trois dis
ontinuités.16



En superposant les 
ontributions de 
ha
une des trois ondes, on peut don
 re
onstruirele �ux numérique.
Gj+1/2 =

1

2
[F (Uj) + F (Uj+1)− |σ1|(U

∗
j − Uj)− |σ2|(U

∗
j+1 − U

∗
j)− |σ3|(Uj+1 −U

∗
j+1)]En plus, du résultat issu des invariants de Riemann, on peut établir la dé�nition des étatsétoiles grâ
e aux relations de Rankine-Hugoniot :







f(uj+1)− f(u∗
j+1) = σ3(uj+1 − u∗

j+1) ave
 σ3 = uj+1 + aj+1/2τj+1

f(u∗
j )− f(uj) = σ1(u∗

j − uj) ave
 σ1 = uj − aj+1/2τj

f(u∗
j+1)− f(u∗

j ) = σ2(u∗
j+1 − u∗

j) ave
 σ2 = u∗Les états étoiles sont don
 dé�nis de la manière suivante :
πj = p(ρj , Ej −

u2
j

2
)

σ1 = uj − aj+1/2τj

σ2 = u∗ = 1
2
(uj + uj+1) + 1

2a
(πj − πj+1)

σ3 = uj+1 + aj+1/2τj+1

π∗ = 1
2
(πj + πj+1)−

aj+1/2

2
(uj+1 − uj)

τ ∗
j = τj +

u∗−uj

aj+1/2
τ ∗
j+1 = τj+1 −

u∗−uj+1

aj+1/2

ρ∗
j = 1

τ∗

j
ρ∗

j+1 = 1
τ∗

j+1

u∗
j = u∗ u∗

j+1 = u∗

E∗
j = Ej +

πjuj−π∗u∗

aj+1/2
E∗

j+1 = Ej+1 −
πj+1uj+1−π∗u∗

aj+1/2A�n d'assurer théoriquement la 
onvergen
e des solutions du système (7) vers les solutionsdu système (2), il est montré dans la littérature que la 
onstante a, qui a pour vo
ationde rempla
er ρc, doit être 
hoisie stri
tement plus grande que ρc (
ondition de Whitham).Numériquement, nous avons fait le 
hoix d'un a lo
alisé à 
haque interfa
e et valant :
aj+1/2 = 1.01×max(ρjcj , ρj+1cj+1)3.6 Cal
ul du pas de temps à 
haque itérationLe 
hoix du pas de temps ∆t doit respe
ter une 
ondition CFL né
essaire pour as-surer la stabilité de l'algorithme. L'idée est de re
oller les solutions aux problèmes deRiemann posés aux interfa
es. Toutefois, la solution lo
ale du problème de Riemann à

xj+1/2, U(
x−xj+1/2

t−tn
; Un

j , U
n
j+1), peut être re
ollée à la solution du problème de Riemannvoisin à 
ondition d'éviter toute intera
tion des ondes. Posons σn la vitesse maximale depropagation des ondes issues de l'ensemble des interfa
es du domaine au temps tn :

σn = max
j={0,...,N}

(|un
j − an

j+1/2τ
n
j |, |u

n
j+1 + an

j+1/2τ
n
j+1|)En se basant sur la �gure 4, dans le 
as extrême où l'on prend la vitesse de l'onde allantde gau
he à droite issue de xj−1/2 égale à σn et la vitesse de l'onde allant de droite àgau
he issue de xj+1/2 égale à −σn, on obtient :

• x− xj−1/2 = σn(t− tn)
• x− xj+1/2 = −σn(t− tn)17



t

x

uj

u∗
j u∗

j+1 uj+1 =

(
Uj+1

(ρπ)j+1

)

σ1 = uj − aj+1/2τj

σ3 = uj+1 + aj+1/2τj+1

σ2 = u∗

Fig. 3 � Stru
ture de la solution à un problème de Riemann pour le système relaxé 1D

xj−1/2

U
n
j U

n
j+1

xj+1/2 xj+3/2

U
n+1
j+1

∆x

∆t

Fig. 4 � Choix du pas de temps en 1D
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e

W

E

~i

~j

~ne

~n⊥
e

Fig. 5 � Con�guration d'une arêteEn �tant à la première ligne la se
onde, on 
onstate l'égalité suivante :
∆x = 2σn(t− tn)On en déduit que le pas de temps doit être pris stri
tement positif tout en respe
tantl'inégalité suivante :

∆t ≤
1

2

∆x

σn4 Dis
rétisation par une méthode de volumes �nis dansle 
as 2D4.1 Présentation du problème4.1.1 ConventionSoit Ω un ouvert borné 
onnexe de R
2. Considérons Th =

NbCells⋃

k=1

Tk un maillage trian-gulaire de Ω 
'est-à-dire une famille de triangles Tk qui respe
tent les propriétés suivantes :� l'interse
tion de deux triangles distin
ts est vide ou réduite à une arête ou à unsommet ;� les triangles ne sont pas dégénérés (ie l'aire de 
haque triangle est non nulle).Soient e une arête et W , E les 
ellules situées de part et d'autre de e et appartenant à
Th. Par 
onvention, le sens de la normale ~ne à l'arête e est toujours de W vers E (voir�gure 5). Les ve
teurs ~ne = (nx, ny) et ~n⊥

e = (n⊥
x , n⊥

y ) sont exprimés dans la base {~i,~j}.
~ne,W est la normale à e sortante de W . Ainsi, le produit s
alaire 〈~ne,W , ~ne〉 vaut 1 alorsque 〈~ne,E, ~ne〉 vaut -1 
ar ~ne,E = −~ne,W . |e| est la longueur de e et |W | l'aire de W .4.1.2 In
onnues du problèmePour mettre en ÷uvre la méthode des volumes �nis, en plus de dis
rétiser le domainespatial, nous dis
rétisons le temps t en n instants espa
és de ∆t tel que tn = n × ∆t.19



Notre ve
teur d'in
onnues U
n
K pour la 
ellule K au temps n est dé�ni pour que U

n
K ≈

1

|K|

∫

K

U(x, tn)dx. Autrement dit U
n
K est une approximation de la valeur moyenne de lasolution exa
te sur le volume de 
ontr�le K à l'instant tn.4.1.3 Condition initialeOn suppose 
onnue la donnée initialeU(x, 0) du problème. On part don
 de la 
onditioninitiale suivante :

∀K, U
0
K =

1

|K|

∫

K

U(x, 0)dxL'enjeu de la méthode réside maintenant dans le fait d'établir une relation de ré
urren
e
(Un+1

K = φ(Un
K)) pour 
onnaître l'évolution de U dans le temps.4.2 S
héma expli
ite4.2.1 Formule de mise à jourOn réalise une double intégration du système (1) en temps entre les instants tn et tn+1et en espa
e sur une 
ellule K :

∫ tn+1

tn

∫

K

∂tU(x, t) + div

(
F (U(x, t))
G(U(x, t))

)

dxdt = 0En utilisant le théorème de Green-Ostrogradski, on obtient :
∫

K

U(x, tn+1)dx− ∫
K

U(x, tn)dx+

∫ tn+1

tn

∫

∂K

(
F (U(x, t))
G(U(x, t))

)

.~n∂KdΓdt = 0ave
 ~n∂K , ve
teur normé et normal à la frontière de K, dirigé vers l'extérieur. Notre 
ellule
K étant i
i un triangle, on peut réé
rire 
ette égalité de la manière suivante :

∫

K

U(x, tn+1)dx− ∫
K

U(x, tn)dx+
∑

e⊂∂K

∫ tn+1

tn

∫

e

(
F (U(x, t))
G(U(x, t))

)

.~ne,KdΓdt = 0ave
 ~ne,K , ve
teur normé et normal à l'arête de K, dirigé vers l'extérieur. Considérons lesapproximations suivantes :






∫

K

U(x, tn)dx ≈ |K|Un
K

∫

K

U(x, tn+1)dx ≈ |K|Un+1
K

∫ tn+1

tn

∫

e

(
F (U(x, t))
G(U(x, t))

)

.~ne,KdΓdt ≈ ∆t|e|Gn
e 〈~ne, ~ne,K〉

Ge désigne i
i le �ux numérique 
al
ulé selon la normale ~ne de sorte que 〈~ne, ~ne,K〉 assureune orientation 
orre
te du �ux.On en déduit la formule générale de mise à jour de U
n
K pour 
haque 
ellule K en fon
tiondes �ux numériques Gn

e 
al
ulés à 
haque arête e de K :
U

n+1
K = U

n
K −

∆t

|K|

∑

e⊂∂K

|e|Gn
e 〈~ne, ~ne,K〉Il n'y a que le �ux numérique Ge qui 
hange d'une méthode à l'autre (Godunov exa
te,Roe, relaxation parmi d'autres). 20



4.2.2 Changement de baseConsidérons les ve
teurs ~ne et ~n⊥
e :

~ne =

(
nx

ny

) et ~n⊥
e =

(
n⊥

x

n⊥
y

)

=

(
−ny

nx

)En exprimant ~v = ū ~ne + v̄ ~n⊥
e dans la base lo
ale {~ne, ~n

⊥
e }, on obtient :

{
u = ūnx + v̄n⊥

x

v = ūny + v̄n⊥
yCe qui donne sous forme matri
ielle, l'égalité suivante :

(
u
v

)

=

(
nx n⊥

x

ny n⊥
y

)(
ū
v̄

)Notons R(~ne) la rotation qui passe de la base {~ne, ~n
⊥
e } à la base {~i,~j}. Soit Ū

n
K =

(ρn
K , (ρū)n

K , (ρv̄)n
K , (ρE)n

K). L'image de Ū
n
K par la rotation R(~ne) donne U

n
K . On a U

n
K =

R(~ne)Ū
n
K ou Ū

n
K = R−1(~ne)U

n
K ave

R(~ne) =







1 0 0 0
0 nx n⊥

x 0
0 ny n⊥

y 0
0 0 0 1







R−1(~ne) =







1 0 0 0
0 nx ny 0
0 n⊥

x n⊥
y 0

0 0 0 1







~i

~j~ne~n⊥
e

R−1

R4.2.3 Passage à un problème quasi-1DOn peut don
 dé�nir Gn
e en 
onsidérant que Gn

e = R(~ne)Ḡ
n
e ave
 Ḡn

e le �ux numérique
orrespondant au modèle quasi-1D suivant :






∂ρ

∂t
+

∂(ρū)

∂x̄
= 0

∂(ρū)

∂t
+

∂(ρū2 + p)

∂x̄
= 0

∂(ρv̄)

∂t
+

∂(ρūv̄)

∂x̄
= 0

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρEū + pū)

∂x̄
= 0

(8)
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U
n
W U

n
ESous forme ve
torielle, le système (8) s'é
rit alors :

∂tŪ + ∂x̄F (Ū) = 0On réalise alors la relaxation sur 
e 
as 1D pour déterminer Ḡn
e . Ensuite, on applique larotation R(~ne) pour retomber sur Gn

e . Sans surprise, le système quasi-1D relaxé s'é
rit dela manière suivante : 





∂ρ

∂t
+

∂(ρū)

∂x̄
= 0

∂(ρū)

∂t
+

∂(ρū2 + π)

∂x̄
= 0

∂(ρv̄)

∂t
+

∂(ρūv̄)

∂x̄
= 0

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρEū + πū)

∂x̄
= 0

∂(ρπ)

∂t
+

∂(ρπū + a2ū)

∂x̄
=

ρ

δ
(p− π)

(9)
Le système (9) é
rit sous forme ve
torielle devient :

∂tu + ∂xf(u) =
1

δ
Z(u)ave
 u = (Ū, ρπ)t = (ρ, ρū, ρv̄, ρE, ρπ)t, f(u) = (ρū, ρū2 + π, ρūv̄, ρEū + πū, ρπū + a2ū)tet Z(u) = (0, 0, 0, ρ(p− π))t. Comme pré
édemment l'in
onnue π est traitée séparémentdes autres in
onnues 
ontenues dans Ū.4.2.4 Constante de relaxation asso
iée à 
haque arêteComme pour le 
as 1D, la 
onstante de relaxation qui a vo
ation à rempla
er ρc est
hoisie lo
alement à 
haque arête e de sorte que :

ae = 1.001×max(ρW cW , ρEcE)4.2.5 Choix du pas de temps
∆t ≤

1

4
max
K∈Th

θKave
 





θK =
PK

|K|
max
e⊂∂K

Ae

Ae = max(|uW − aeτW |, |uE + aeτE|)

PK =
∑

e⊂∂K

|e| 22



t

x

uW =

(
ŪW

(ρπ)W

)

u∗
W =

(
Ū

∗
W

(ρπ)∗W

) u∗
E uE =

(
ŪE

(ρπ)E

)

σ1 = ūW − aeτW

σ3 = ūE + aeτE

σ2 = ū∗

Fig. 6 � Stru
ture de la solution à un problème de Riemann pour le système relaxéquasi-1D4.2.6 Cal
ul du �uxComme en 1D, on retrouve le �ux en superposant les 
ontributions des trois ondes :
Ḡe(ŪW , ŪE) =

1

2

(

F (ŪW ) + F (ŪE)
)

−
|σ1|

2
(Ū∗

W − ŪW )

−
|σ2|

2
(Ū∗

E − Ū
∗
W )−

|σ3|

2
(ŪE − Ū

∗
E)4.2.7 Dé�nition des états étoilésLe problème de Riemann asso
ié au sytème d'équations d'Euler relaxé nous amène àla 
on�guration suivante :Les trois dis
ontinuités de 
onta
t nous permettent d'utiliser les relations de Rankine-Hugoniot : 





f(uE)− f(u∗
E) = σ3(uE − u∗

E)
f(u∗

W )− f(uW ) = σ1(u∗
W − uW )

f(u∗
E)− f(u∗

W ) = σ2(u∗
E − u∗

W )De plus, 
omme pour le système d'équations d'Euler non relaxé, on sait montrer en ma-nipulant les invariants de Riemann que :
{

ū∗
W = ū∗

E = ū∗

π∗
W = π∗

E = π∗

23



Tout est don
 réuni pour déterminer fa
ilement les états étoilés :
ū∗ = 1

2
(ūW + ūE) + 1

2ae
(πW − πE)

π∗ = 1
2
(πW + πE)− ae

2
(ūE − ūW )

σ1 = ūW − aeτW

σ2 = ū∗ = 1
2
(ūW + ūE) + 1

2a
(πW − πE)

σ3 = ūE + aeτE

τ ∗
W = τW + ū∗−ūW

ae
τ ∗
E = τE −

ū∗−ūE

ae

ρ∗
W = 1

τ∗

W
ρ∗

E = 1
τ∗

E

v̄∗
W = v̄W v̄∗

E = v̄E

E∗
W = EW + πW ūW−π∗ū∗

ae
E∗

E = EE −
πE ūE−π∗ū∗

ae4.3 S
héma impli
ite4.3.1 Impli
itation du �ux par linéarisationL'idée de départ de la méthode impli
ite est de 
al
uler les U
n+1
K en utilisant des termesde �ux qui sont eux-mêmes au temps tn+1, 
e qui donne :

U
n+1
K = U

n
K −

∆t

|K|

∑

e⊂∂K

|e|Gn+1
e 〈~ne, ~ne,K〉Pour y arriver, on aimerait utiliser la formule de Taylor pour linéariser le �ux impli
ite

Gn+1
e ou plus exa
tement Ḡn+1

e . Toutefois, 
e �ux, tel qu'il est dé�ni, n'est pas di�érentiablenotamment à 
ause des valeurs absolues. On introduit don
 un �ux numérique qu'onappelle Ḡn+1
e,d di�érentiable pro
he de Ḡn+1

e . Soient b = max
e∈Th

(|σ1|, |σ2|, |σ3|) et B = bI4.Posons ∆Ū
n+1
K = Ū

n+1
K − Ū

n
K et R = R(~ne). Replaçons nous au niveau d'une arête (voir�gure 5). On a établi pré
édemment que :

Gn+1
e = RḠn+1

eDe la même manière, notre �ux de substitution donne :
Gn+1

e,d = RḠn+1
e,dave


Ḡn+1
e,d =

1

2

(

F (Ūn+1
W ) + F (Ūn+1

E )
)

−
1

2
B(Ūn+1

E − Ū
n+1
W )En utilisant la formule de Taylor, on peut 
onsidérer que :

Ḡn+1
e,d ≈ 1

2

(
F (Ūn

W ) + F (Ūn
E)
)

+ 1
2
∇F (Ūn

W )∆Ū
n+1
W

+1
2
∇F (Ūn

E)∆Ū
n+1
E − 1

2
B(Ūn+1

E − Ū
n+1
W )On ajoute et on retran
he de manière arti�
ielle le terme 1

2
B(Ūn

E − Ū
n
W ) au membre degau
he 
e qui nous permet d'é
rire :

Ḡn+1
e,d ≈ Ḡn

e,d + 1
2

(
∇F (Ūn

W )∆Ū
n+1
W +∇F (Ūn

E)∆Ū
n+1
E

)

−1
2
B(Ūn+1

E − Ū
n+1
W ) + 1

2
B(Ūn

E − Ū
n
W )

Ḡn+1
e,d ≈ Ḡn

e,d + 1
2

[
∇F (Ūn

W ) + B
]
∆Ū

n+1
W

+1
2

[
∇F (Ūn

E)− B
]
∆Ū

n+1
E24



En multipliant par R l'expression pré
édente on obtient :
Gn+1

e,d ≈ Gn
e,d + 1

2
R
[
∇F (Ūn

W ) + B
]
∆Ū

n+1
W

+1
2
R
[
∇F (Ūn

E)− B
]
∆Ū

n+1
EEn utilisant le fait que ∆Ū

n+1
W = R−1∆U

n+1
W , on peut établir que :

Gn+1
e,d ≈ Gn

e,d + 1
2
R
[
∇F (Ūn

W ) + B
]
R−1∆U

n+1
W

+1
2
R
[
∇F (Ūn

E)−B
]
R−1∆U

n+1
EEn posant : {

Me
W = 1

2
R
[
∇F (Ūn

W ) + B
]
R−1

Me
E = 1

2
R
[
∇F (Ūn

E)− B
]
R−1on aboutit don
 à :

U
n+1
K = U

n
K −

∆t

|K|

∑

e⊂∂K

|e|(Gn
e,d + Me

W ∆U
n+1
W + Me

E∆U
n+1
E )〈~ne, ~ne,K〉Pour gagner en pré
ision, nous préférons rempla
er le �ux de substitution Gn

e,d par le vrai�ux Gn
e . La formule de mise à jour devient alors :

U
n+1
K = U

n
K −

∆t

|K|

∑

e⊂∂K

|e|(Gn
e + Me

W ∆U
n+1
W + Me

E∆U
n+1
E )〈~ne, ~ne,K〉Dès lors, nous pouvons deviner la stru
ture de la matri
e et les blo
s qui la 
omposent.4.3.2 Gradient de F
as du gaz réelNous ne 
onnaissons pas la loi d'état régissant la pression p mais nous savons qu'elledépend de ρ et de e :

p = p(ρ, e) ave
 e = E −
u2 + v2

2Ainsi,
∂p

∂ρ
=

∂p

∂ρ |e

+
∂e

∂ρ

∂p

∂e |ρ

∂p

∂ρ
=

∂p

∂ρ |e

+
(−E

ρ
+

u2

ρ
+

v2

ρ

)∂p

∂e |ρOr
c2 =

∂p

∂ρ |e

+
p

ρ2

∂p

∂e |ρDon

∂p

∂ρ
= c2 +

1

ρ

∂p

∂e |ρ

(

u2 + v2 − E −
p

ρ

)Par ailleurs,
∂p

∂(ρu)
=

∂e

∂(ρu)

∂p

∂e |ρ

∂p

∂(ρu)
= −

u

ρ

∂p

∂e |ρ25



Et de même,
∂p

∂(ρv)
=

∂e

∂(ρv)

∂p

∂e |ρ

∂p

∂(ρv)
= −

v

ρ

∂p

∂e |ρEn�n,
∂p

∂(ρE)
=

∂e

∂(ρE)

∂p

∂e |ρ

∂p

∂(ρE)
=

1

ρ

∂p

∂e |ρUne fois les dérivées partielles de p établies, nous pouvons dé�nir ∇F .
∇F : R

4 −→M4,4(R)

∇F (U) =







0 1 0 0
−u2 + K u(2− k) −vk k
−uv v u 0

u(K −H) H − u2k −uvk u(1 + k)





ave


H = E +
p

ρ

k =
1

ρ

∂p

∂e |ρ

K = c2 + k(u2 + v2 −H)
as du gaz parfaitSoit U ∈ R
4.

U =







ρ
ρu
ρv
ρE





Soit F : R

4 −→ R
4,

F (U) =







ρu
ρu2 + p

ρuv
ρEu + pu







=








ρu
(ρu)2

ρ
+ (γ − 1)(ρE − (ρu)2

2ρ
− (ρv)2

2ρ
)

(ρu)(ρv)
ρ

(ρE)(ρu)
ρ

+ ρu
ρ

(γ − 1)(ρE − (ρu)2

2ρ
− (ρv)2

2ρ
)






Par 
onséquent, ∇F : R

4 −→M4,4(R)

∇F (U) =








0 1 0 0
(γ−3)u2+(γ−1)v2

2 (3 − γ)u (1− γ)v γ − 1
−uv v u 0

−γEu + (γ − 1)u(u2 + v2) γE − (γ−1)(3u
2
−v

2)
2 (1− γ)uv γu







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4.3.3 Assemblage de la matri
eSoient iW et iE les indi
es des 
ellules W et E. Nous savons que la matri
e est de taille
(4× NbCells)× (4× NbCells). Me

E et Me
W sont des matri
es de taille 4× 4 tandis que I4désigne la matri
e identité de taille 4× 4. A[i, j] désigne l'empla
ement du blo
 matri
ielde taille 4× 4 tel que

A[i, j] =







A[4i, 4j] A[4i, 4j+ 1] A[4i, 4j+ 2] A[4i, 4j+ 3]
A[4i + 1, 4j] A[4i + 1, 4j+ 1] A[4i+ 1, 4j+ 2] A[4i+ 1, 4j+ 3]
A[4i + 2, 4j] A[4i + 2, 4j+ 1] A[4i+ 2, 4j+ 2] A[4i+ 2, 4j+ 3]
A[4i + 3, 4j] A[4i + 3, 4j+ 1] A[4i+ 3, 4j+ 2] A[4i+ 3, 4j+ 3]





L'algorithme d'assemblage de la matri
e se présente alors de la manière suivante :Fun
tion A←AssembleMatrix()Loop for ea
h edge eA[iW,iW℄ ← ∆t

|W |
|e|Me

W + A[iW,iW℄A[iW,iE℄ ← ∆t

|W |
|e|Me

E + A[iW,iE℄A[iE,iE℄ ← −∆t

|E|
|e|Me

E + A[iE,iE℄A[iE,iW℄ ← −∆t

|E|
|e|Me

W + A[iE,iW℄End loop for ea
h edge eLoop for ea
h 
ell KA[iK,iK℄← I4 + A[iK,iK℄End loop for ea
h 
ell KEnd fun
tion4.3.4 Constru
tion du se
ond membreSoient iW et iE les indi
es des 
ellules W et E. Nous savons que le se
ond membre estun ve
teur de taille (4×NbCells). Gn
e est un ve
teur de taille 4. b[i] désigne l'empla
ementdu blo
 ve
toriel de taille 4 tel que

b[i] =







b[4i]
b[4i + 1]
b[4i + 2]
b[4i + 3]





L'algorithme d'assemblage du se
ond membre du système linéaire se présente alors de lamanière suivante :Fun
tion b←BuildRightHandVe
tor()Loop for ea
h edge eb[iW℄ ← − ∆t

|W |
|e|Gn

e + b[iW℄b[iE℄ ← ∆t

|E|
|e|Gn

e + b[iE℄End loop for ea
h edge eEnd fun
tion 27



5 Initialisation5.1 Maillage 2D5.1.1 Création du maillageAvant même de penser à lan
er les 
al
uls propres à l'algorithme, il est indispensable degénérer un maillage et d'en ré
upérer les données. Pour 
ela, nous avons dé
idé d'utiliserle programme Triangle (voir [3℄ pour plus de renseignements). Nous allons montrer sur unexemple simple 
omment on peut générer un maillage d'un domaine de dimension 2 ave

et outil. Prenons le 
as d'un 
arré dont les sommets sont indi
és de 0 à 3 et ayant pour
oordonnées respe
tivement (0.0,0.0) (0.0,1.0) (1.0,0.0) (1.0,1.0). Ces derniers délimitentla frontière du maillage. On peut dé
ider d'imposer un sommet à l'intérieur de 
elui-
i
omme le sommet 4 de 
oordonnées (0.5,0.5). Nous avons don
 eu besoin de 5 sommetspour dé�nir notre maillage. A 
haque sommet il est possible d'attribuer (en plus de sonpropre indi
e de 0 à 3) un indi
e de région (on a utilisé 5 dans notre exemple) mais 
elareste fa
ultatif. Si on veut établir plusieurs marqueurs de région, le nombre de marqueursest �xé à 1 , 0 si on se 
ontente d'un marqueur unique. Pour que Triangle puisse générerle maillage il faut aussi lui pré
iser la manière dont sont reliés les sommets. I
i, nous
onstruisons 4 bords en reliant les quatres sommets du 
arré. A 
haque bord il est demandéd'attribuer (en plus de son propre indi
e de 0 à 3) un marqueur de frontière. Si on veutétablir plusieurs marqueurs de frontières, le nombre de marqueurs est �xé à 1 , 0 si on se
ontente d'un marqueur unique. Par exemple, on peut prendre 1 pour le bord 0 reliant lessommets 0 et 1, 1 pour 
elui reliant les sommets 3 et 2, 2 pour 
elui reliant les sommets
1 et 3 et en�n 2 pour 
elui reliant les sommets 2 et 0. En�n, il faut pré
iser à Triangle lenombre de 
avités 
ontenues dans le domaine que l'on veut dis
rétiser. Ce nombre vauti
i 0. Il est possible d'asso
ier des attributs aux sommets mais nous n'utilisons pas 
etteoption i
i et �xons le nombre d'attribut à 0 . Toutes 
es informations sont alors utiliséesdans le �
hier que l'on nommera square.poly qui se présentera de la manière suivante :5 2 0 10 0.0 0.0 51 0.0 1.0 52 1.0 0.0 53 1.0 1.0 54 0.5 0.54 10 0 1 11 1 3 22 3 2 13 2 0 20Une fois le �
hier 
réé, Triangle génère un maillage en tapant la ligne de 
ommandesuivante :

$./triangle − nez square.polyLes 
ommandes -n et -e obligent Triangle à générer les �
hiers .neigh et .edge tandisque -z impose une numérotation des éléments en partant de 0 au lieu de 1 
e qui estpréférable i
i 
ar nous avons fait le 
hoix d'utiliser le langage C. Quatres �
hiers (.node,.ele, .edge, .neigh) sont alors 
réés 
ontenant les informations propres au maillage quivient d'être 
onstitué. Dans 
e 
as là, Triangle se 
ontente de travailler ave
 les sommets28



dé�nis dans le �
hier .poly et n'en génère pas de lui-même. Pour ra�ner le maillage, onpeut utiliser la 
ommande -a suivie de la valeur de l'aire maximale désirée pour les mailles
onsidérées 
omme par exemple :
$./triangle − neza0.005 square.polyOn obtient alors les maillages suivants ave
 les deux 
ommandes données pré
édemment :

5.1.2 Présentation des �
hiers générés par le mailleurNous avons vu que Triangle génère quatre �
hiers pour la 
réation d'un maillage 2D.Nous allons présenter le 
ontenu de 
es �
hiers dans le 
as parti
ulier du maillage 
réépré
édemment sans ra�nement.Fi
hier square.node5 2 0 10 0.0 0.0 51 0.0 1.0 52 1.0 0.0 53 1.0 1.0 54 0.5 0.5 0Les informations 
ontenues dans 
e �
hier sont ré
apitulées sur la �gure 7.Fi
hier square.edge8 10 1 0 11 0 4 02 4 1 03 4 2 04 2 3 15 3 4 06 0 2 27 3 1 2Les informations 
ontenues dans 
e �
hier sont ré
apitulées sur la �gure 8.Fi
hier square.ele4 3 00 1 0 41 4 2 32 2 4 0 29
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Fig. 9 � Informations 
ontenues dans le �
hier square.ele3 4 3 1Les informations 
ontenues dans 
e �
hier sont ré
apitulées sur la �gure 9.Fi
hier square.neigh4 30 2 3 -11 -1 3 22 0 -1 13 -1 0 1Les informations données i
i sont redondantes. Elles permettent toutefois de 
onnaîtredire
tement les indi
es des 
ellules voisines de 
haque 
ellule numérotée de 0 à 3. Le
hi�re −1 signi�e que la 
ellule possède une arête appartenant à la frontière du domaine.5.2 Initialisation des donnéesL'initialisation des données 
'est-à-dire le 
al
ul des valeurs du ve
teur U
0
K pour 
haque
ellule K du maillage 
onsidéré au temps initial n'est pas assurée par le 
ode mais parun s
ript é
rit en Python qui é
rit ensuite 
es valeurs dans un �
hier de type vtk ave
pour nom de �
hier data000.vtk. Le 
ode se 
ontente alors de lire 
e �
hier vtk pour
onnaître les valeurs asso
iées à 
haque 
ellule au temps t = 0.5.3 Fi
hier de 
on�gurationCe �
hier appelé 
onfig.tms est lu par le 
ode pour déterminer 
e qu'il doit a

omplirlors de son exé
ution. Parmi les informations présentes, on y trouve :� la valeur du temps �nal ;� le nombre de sauvegardes à e�e
tuer avant d'arriver au temps �nal ;� le nom des quatres �
hiers générés par le mailleur Triangle ;� le nom du solveur que l'on souhaite utiliser (relaxation impli
ite ou relaxation ex-pli
ite) ;� la valeur de la 
� ; 31



� pré
iser la nature du gaz (gaz parfait par exemple) et la valeur des 
onstantes liées(γ, cv pour l'exemple du gaz parfait) ;� nombre de frontières maximales.6 Programmation en C6.1 CompilationLe 
ode étant relativement long (notamment à 
ause des tests unitaires) et amené àsubir des modi�
ations/ajouts, la gestion manuelle des make�les peut très vite devenirdi�
ile vu le nombre de �
hiers à manipuler. Un moyen qui permet de 
ontourner 
eproblème est d'utiliser un outil qui traite lui-même la 
ompilation, l'utilisateur se 
onten-tant de lui donner uniquement le 
hemin des �
hiers sour
es. Le générateur automatiquede �
hiers make�les qu'on a utilisé i
i s'appelle CMake. L'avantage est un gain de tempsindéniable. Notons que 
ette solution exige, bien entendu, que CMake soit installé sur lama
hine où se fait la 
ompilation.6.1.1 Compilation du 
odeSupposons que le dossier 
ontenant le projet TriMeshSolver a pour 
hemin :
/home/user/project − TriMeshSolverPour générer l'exe
utable, il faut 
réer un dossier qui le 
ontiendra :

$ mkdir /home/user/exe/buildEnsuite on se met dans le dossier 
réé :
$ cd /home/user/exe/buildA 
e niveau, l'utilisateur peut utiliser deux modes de 
ompilation :� 
ompiler l'exe
utable prin
ipal et l'ensemble des tests unitaires présents dans leprojet :

$ cmake −DCOMPIL_TEST_EXEC = 1 /home/user/project − TriMeshSolver/src� 
ompiler uniquement l'exe
utable prin
ipal :
$ cmake /home/user/project − TriMeshSolver/srcUne fois le 
hoix dé�ni, l'exe
utable est généré ave
 la 
ommande suivante :

$ makeMaintenant, on peut lan
er le programme en pré
isant le 
hemin où se trouvent 
ertainesdonnées 
omme les �
hiers propres au maillage. Une fois présent dans le dossier 
ontenantl'exe
utable, on tape don
 par exemple :
$ ./TMS.exe /path_data/DataSodShock
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6.1.2 Insertion d'un nouveau 
ode dans le projetImaginons qu'on ait 
odé en plus des solveurs de relaxation expli
ite et impli
ite unautre solveur. Comment peut-on l'in
lure dans le projet TriMeshSolver ? A l'intérieur durépertoire 
ontenant le projet, se trouve le répertoire src :
/home/user/project − TriMeshSolver/srcCe dernier 
ontient plusieurs éléments notamment :sr
 /CMakeLists.txt
ommon......meshsolverRelaxsolverRelaxImptemplateIntroduire le nouveau solveur 
onsiste à 
opier le dossier template toujours dans le mêmedossier et à lui donner le nom du solveur qui sera i
i solverNew. Dans 
e nouveau dossier, ilsu�t d'insérer les �
hiers sour
es .
 et .h qui 
ontiennent les routines propres au nouveausolveur. Le 
ontenu du dossier pourrait donner par exemple :solverNew /CMakeLists.txtsolverNew.
solverNew.hsolverNew_types.hLes �
hiers sour
es étant en pla
e, il faut modi�er les paramètres de 
ompilation du projetpour qu'ils prennent en 
ompte le nouveau solveur. Pour 
ela, il faut modi�er le �
hierCMakeLists.txt 
ontenu dans le dossier solverNew. Les modi�
ations à apporter sontprésentées 
i-dessous en rouge :PROJECT( solverNew )SET( lib_NAME solverNew )SET( lib_SRC_FILES solverNew.
 )ADD_LIBRARY( ${lib_NAME} STATIC ${lib_SRC_FILES} )TARGET_LINK_LIBRARIES(${lib_NAME} ${TriMeshSolver_LIBS})IF(COMPIL_TEST_EXEC)ADD_SUBDIRECTORY( test )ENDIF(COMPIL_TEST_EXEC)Il faut ensuite remonter d'un 
ran pour se repla
er dans le dossier parent sr
 pour ajouterune ligne à deux endroits dans le �
hier CMakeLists.txt qui s'y trouve :� premier ajout 33



SET( TriMeshSolver_LIBS $PETSC_LIBRARIESm
unitglobals.........solverRelaxsolverRelaxImpsolverNewmain)� se
ond ajoutADD_SUBDIRECTORY( 
ommon )ADD_SUBDIRECTORY( mesh )ADD_SUBDIRECTORY( debug ).........ADD_SUBDIRECTORY( solverRelax )ADD_SUBDIRECTORY( solverRelaxImp )ADD_SUBDIRECTORY( solverNew )ADD_SUBDIRECTORY( main )Tout est maintenant réuni pour réaliser la 
ompilation (voir paragraphe pré
édent) entenant 
ompte du nouveau solveur.6.2 Conne
tivitéLa gestion de la 
onne
tivité du maillage a été dé
omposée en deux étapes. La pre-mière phase a 
onsisté à re
ueillir les informations propres au maillage dire
tement dis-ponibles dans les �
hiers .neigh, .ele, .edge et .node générés par Triangle. On ré
u-père par exemple les 
oordonnées des sommets et leurs indi
es. Ensuite, une étape depost-traitement de 
es données a été réalisée pour dégager des données supplémentairesné
essaires à l'algorithme. Parmi les tâ
hes réalisées pendant 
ette phase, on est amené à
al
uler la normale à 
haque arête ou en
ore à évaluer la longueur de 
es dernières. Unefois 
es deux étapes 
orre
tement réalisées, on peut 
onsidérer que la stru
ture mesh_t aété 
omplètement remplie.stru
t mesh_t {int nbVerti
es;int nbCells;int nbEdges;vertex_t *vertex;
ell_t *
ell;edge_t *edge;real_t minCellArea;}; 34



La stru
ture mesh_t 
on
entre toutes les informations relatives au maillage.
nbVertices 
orrespond au nombre de sommets
nbCells 
orrespond au nombre de 
ellules
nbEdges 
orrespond au nombre d'arêtes
∗vertex donne l'adresse du premier élément de type vertex_t (leur nombre total estégal à nbVerti
es)
∗cell donne l'adresse du premier élément de type 
ell_t (leur nombre total est égal ànbCells)
∗edge donne l'adresse du premier élément de type edge_t (leur nombre total est égal ànbEdges)stru
t vertex_t {int id;point_t 
oord;int region;};ave
stru
t point_t {real_t x; /* x-
oordinate */real_t y; /* y-
oordinate */};La stru
ture vertex_t 
ontient les informations relatives à un sommet.
id 
orrespond à son indi
e
coord désigne ses 
oordonnées
region établit l'appartenan
e ou non du sommet à une frontière (region=0 si le sommetn'appartient à au
une frontière, region>0 sinon)stru
t edge_t {int id;int region;
ell_t *p
ellW;
ell_t *p
ellE;vertex_t *pvertN;vertex_t *pvertS;ve
t_t normal; /* from west to east */real_t length;};ave
typedef stru
t point_t ve
t_t;La stru
ture edge_t 
ontient les informations relatives à une arête.
id 
orrespond à son indi
e 35
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e ou non de l'arête à une frontière (region=0 si l'arête n'ap-partient à au
une frontière, region=1 si l'arête appartient à la frontière 1 et ainside suite)
∗pcellW désigne la 
ellule Ouest (W) de l'arête
∗pcellE désigne la 
ellule Est (E) de l'arête
∗pvertN désigne le sommet Nord (N) de l'arête
∗pvertS désigne le sommet Sud (S) de l'arête
normal 
orrespond à la normale à l'arête toujours orientée de l'Ouest vers l'Est, voir�gure 10
length donne la longueur de l'arête.stru
t 
ell_t {int id;vertex_t *pvertex[3℄;
ell_t *pneighbor[3℄;edge_t *pedge[3℄;int normalOrientation[3℄; /* +1 or -1 */point_t 
enter;real_t area;}; 36



La stru
ture cell_t 
ontient les informations relatives à une 
ellule.
id 
orrespond à son indi
e
∗pneighbor[3] désigne les trois voisins de la 
ellule
∗pedge[3] désigne les trois arêtes de la 
ellule
normalOrientation[3] donne l'orientation des normales à 
ha
une des trois arêtes de la
ellule (pour i={0,1,2}, normalOrientation[i℄=1 si la normale de l'arête i estsortante pour la 
ellule ounormalOrientation[i℄=-1 sinon, voir �gure 11)
center désigne son 
entre de gravité
area donne l'aire de la 
ellule6.3 Utilisation de ma
rosPour fa
iliter la prise en main du 
ode, 
ertaines ma
ros sont utilisées pour masquerles spé
i�
ités propres au langage C a�n de se rappro
her le plus possible de la réda
tionen pseudo-
ode. Voi
i quelques unes de 
es ma
ros utilisées fréquemment dans le 
ode :
• A

éder aux informations générales du maillage/* en supposant ppbm 
orre
tement alloué */int n ;problem_t *ppbm ;ma
ro équivalent en Cn=GetMeshNbCells(ppbm) n=ppbm->pmesh->nbCellsn=GetMeshNbVerti
es(ppbm) n=ppbm->pmesh->nbVerti
esn=GetMeshNbEdges(ppbm) n=ppbm->pmesh->nbEdges
• A

éder à un objet du maillage/* en supposant mesh, vertex, edge, 
ell 
orre
tement alloués */mesh_t *mesh ;int rank ;vertex_t *vertex ;edge_t *edge ;
ell_t *
ell ;ma
ro équivalent en Cvertex=GetMeshVertex(mesh,rank) vertex=&(mesh->vertex[rank℄)
ell=GetMeshCell(mesh,rank) 
ell=&(mesh->
ell[rank℄)edge=GetMeshEdge(mesh,rank) edge=&(mesh->edge[rank℄)
• A

éder à un objet lié à un autre/* en supposant vertex, edge et 
ell 
orre
tement alloués */int rank ;vertex_t *vertex ;edge_t *edge ;
ell_t *
ell ; 37



ma
ro équivalent en Cvertex=GetEdgeVertN(edge) vertex=edge->pvertNvertex=GetEdgeVertS(edge) vertex=edge->pvertS
ell=GetEdgeCellW(edge) 
ell=edge->p
ellW
ell=GetEdgeCellE(edge) 
ell=edge->p
ellEedge=GetCellEdge(
ell,rank) edge=
ell->pedge[rank℄vertex=GetCellVertex(
ell,rank) vertex = 
ell->pvertex[rank℄
• Automatiser les bou
les généralesEn é
rivant les lignes suivantes dans un �
hier header utilisé par tout le 
ode :#define Ea
hMeshCell(m,i) (i) = 0 ; (i) < (m)->nbCells ; (i)++#define Ea
hMeshEdge(m,e) (e) = 0 ; (e) < (m)->nbEdges ; (e)++#define Ea
hMeshVertex(m,v) (v) = 0 ; (v) < (m)->nbVerti
es ; (v)++on peut obtenir les simpli�
ations suivantes :ma
ro équivalent en Cfor(Ea
hMeshCell(mesh,i)){ for(i=0 ;i<mesh->NbCells ;i++){... ...} }for(Ea
hMeshEdge(mesh,i)){ for(i=0 ;i<mesh->NbEdges ;i++){... ...} }for(Ea
hMeshVertex(mesh,i)){ for(i=0 ;i<mesh->NbVerti
es ;i++){... ...} }6.4 Solveur de relaxation expli
iteLe fon
tionnement du solveur de relaxation expli
ite sur un pas de temps (ie évaluer
U

n+1
K à partir de U

n
K ∀K ∈ Th) peut se dé
omposer en trois grandes étapes :� 
al
ul des �ux asso
iés à 
haque arête du maillage sans se sou
ier de l'orientationdes normales. L'opération est assurée par la routine ComputeFluxForEa
hEdge()qui gère la double éventualité � l'arête appartient à la frontière / l'arête n'appartientpas à la frontière � qui induit des 
al
uls di�érents. Le 
÷ur du solveur se trouvedans 
ette fon
tion 
ar 
'est i
i que s'opère, entre autre, la résolution du problèmede Riemann asso
ié à 
haque arête dans la fon
tion ComputeFlux(). Les rotationsévoquées pré
édemment sont opérées par les fon
tions ComputeLo
alCoord() etComputeGlobalCoord() ;� 
al
ul de la somme des �ux asso
iée à 
haque 
ellule en tenant 
ompte de l'orienta-tion des normales. Cette étape est réalisée par la fon
tionComputeSumFluxForEa
hCell(). Cette étape ne repose sur au
un résultat théoriquefort 
omme le demandait l'étape pré
édente et ne fait que respe
ter la propriété de
onservation de �ux suivante :

Gn
e 〈~ne, ~ne,W 〉 = −Gn

e 〈~ne, ~ne,E〉ave
 E et W les 
ellules Est et Ouest de l'arête e ;� mise à jour des valeurs des variables asso
iées à 
haque 
ellule à partir des �ux 
al-
ulés grâ
e à la fon
tion ValuesUpdateForEa
hCell(). Le 
al
ul étant terminé,38




ette étape ne fait que mettre à jour les variables 
ontenues dans la stru
tureeulerData_t.6.5 Solveur de relaxation impli
ite6.5.1 Fon
tionnement général du solveurLe fon
tionnement du solveur de relaxation impli
ite sur un pas de temps peut sedé
omposer en quatre grandes étapes :� 
al
ul des �ux asso
iés à 
haque arête du maillage sans sou
ier de l'orientation desnormales. L'opération est exa
tement la même que pour la méthode expli
ite ;� 
al
ul de la somme des �ux asso
iée à 
haque 
ellule en tenant 
ompte de l'orienta-tion des normales. Cette étape est réalisée de la même manière que pour la relaxationexpli
ite ;� 
onstru
tion et résolution du système linéaire résultant de l'impli
itation du �uxlinéarisé. Il s'agit de la seule étape qui marque une di�éren
e ave
 la méthodeexpli
ite. Elle est détaillée dans le paragraphe suivant ;� mise à jour des valeurs des variables asso
iées à 
haque 
ellule 
omme 
ela a été faiten expli
ite.6.5.2 Systèmes linéaires ave
 PETS
Contrairement à la version expli
ite du solveur, on a besoin i
i d'utiliser des stru
turesmatri
ielle et ve
torielle 
ar la méthode impli
ite exige la résolution de systèmes linéaires.Nous avons don
 eu re
ours à PETS
 (Portable, Extensible Toolkit for S
ienti�
 Computation,voir [1℄) qui permet la manipulation de matri
es et la résolution de systèmes linéairesà partir d'un 
ode en C. PETS
 o�re bien d'autres possibilités 
omme la gestion de
al
uls parallèles mais 
ela ne nous intéresse pas i
i. En 
e qui nous 
on
erne, PETS
n'est véritablement utilisé qu'à 3 niveaux :� assemblage de la matri
e A assuré par la fon
tionAssembleMatrixBlo
k() ;� 
onstru
tion du se
ond membre b opérée par la fon
tionBuildRightHandVe
torBlo
k() ;� résolution du système Ax = b ave
 la fon
tion SolveLinearSystem() qui utilise lesméthodes de Krylov.7 Visualisation des données7.1 Fi
hier vtkPour la visualisation des résultats donnés par le 
ode, on a 
hoisi le logi
iel ParaViewqui impose une 
onvention dans la le
ture des données. Tout d'abord, le nom du �
hier qui
ontient les résultats a pour extension .vtk. Dans notre situation, le 
ode donne 
ommenom, data00x.vtk, à notre �
hier qui 
orrespond à la x-ième sauvegarde des résultats(x=1, x=2, ...). Observons dans un 
as parti
ulier le 
ontenu d'un �
hier de 
e type situédans le dossier où se trouvent les �
hiers né
essaires à l'initialisation du 
ode :# vtk DataFile Version 3.1TMS data at instant t=0.00935618ASCII 39



DATASET UNSTRUCTURED_GRIDPOINTS 16 FLOAT # 16 points (x, y, z) defining the grid# remark : z is always equal to 0 as we solve 2D problems0 0 0 # x0 y0 z00.5 0 0 # x1 y1 z11 0 01 0.1 00.5 0.1 00 0.1 00.5 0.05 00.25 0 00.75 0 00.375 0 00.75 0.1 00.625 0 00.25 0.1 00.625 0.1 00.375 0.1 00.125 0.05 0 # x15 y15 z15# we have 16 
ells and we need 4 values to define ea
h 
ell so there are# 4 × 16 = 64 values neededCELLS 16 64# ea
h 
ell is a triangle so there are 3 points needed to define it with# their index.3 7 15 03 6 1 113 6 9 13 7 12 153 11 13 63 3 8 23 11 8 103 4 6 133 14 6 43 5 0 153 8 3 103 14 12 93 9 12 73 11 10 133 6 14 93 12 5 15CELL_TYPES 165 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 # ea
h 
ell has 5 variablesCELL_DATA 16SCALARS rho float 1 # rho is the first variableLOOKUP_TABLE default
40



1 # ρ00.783807 # ρ11.0036210.750.750.750.7838071.0036210.75110.751 # ρ141 # ρ15SCALARS pressure float 1 # pressure is the se
ond variableLOOKUP_TABLE default1 # p00.666667 # p1110.6666670.6666670.6666670.666667110.666667110.6666671 # p141 # p15VECTORS velo
ity float # velo
ity 
ontains the last three variables# u,v and w# velo
ity is a ve
tor : (u,v,w) where w is always equal to 0.0# as we solve 2D problems
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1.03874e-17 0 0.0 # u0 v0 w0-0.265219 -7.96213e-14 0.0 # u1 v1 w1-0.00467767 0 0.0-0 0 0.0-0.333333 0 0.0-0.333333 -4.16052e-14 0.0-0.333333 -4.16329e-14 0.0-0.265219 7.96213e-14 0.0-0.00467767 0 0.0-1.03874e-17 0 0.0-0.333333 4.16052e-14 0.0-0 0 0.0-0 0 0.0-0.333333 4.16329e-14 0.0-0 0 0.0 # u14 v14 w14-0 0 0.0 # u15 v15 w15Les résultats présents dans le �
hier 
i-dessus sont visualisables sur la �gure 12 à l'aidede ParaView.7.2 Options de visualisationUn grand avantage que propose ParaView 
'est le traitement des données qui permetpar exemple, de 
al
uler les valeurs aux noeuds du maillage à partir des valeurs asso
iéesà 
haque 
ellule ave
 l'option Cell Data to Point Data (voir �gure 13). Une fois lesvaleurs ramenées aux noeuds, on peut observer en 3D, la répartition des grandeurs s
alairesen fon
tion de x et y ave
 Warp By S
alar (voir �gure 14). Par ailleurs, on peut aussiobserver dans une 
oupe 1D l'évolution des grandeurs s
alaires selon une dire
tion ave
l'option Plot Over Line (voir �gure 15).8 Résultats numériques8.1 Tests quasi-1DLes tests suivants sont réalisés sur des domaines quasi-1D selon x (y étant très petitdevant x). Certains d'entre eux ont été employés dans [4℄ ou [2℄. Les �gures qui sontprésentées dans 
e paragraphe sont des 
ourbes 1D à y �xé.8.1.1 Test 1Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour
tf = 0.15, (voir �gures 16, 17 et 18) :

(ρ, u, v, p) =

{
(1, 0, 0, 1) si x ≤ 0.5
(0.125, 0, 0, 0.1) si x > 0.5Ce test a pour nom le tube à 
ho
 de Sod.
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Fig. 12 � Valeurs de la densité, de la pression et de la norme de la vitesse selon le �
hiervtk
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Fig. 13 � Valeurs de la densité asso
iées aux 
ellules et asso
iées aux noeuds du maillage
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Fig. 14 � Visualisation des valeurs de la densité en 2D et en 3D
45



Fig. 15 � Visualisation en 
oupe 1D à y = 1 d'un problème où (x, y) ∈ [0, 2]× [0, 2]
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Fig. 16 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄
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Fig. 17 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄47
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Fig. 18 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄8.1.2 Test 2Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour
tf = 0.2, (voir �gures 19, 20 et 21) :

(ρ, u, v, p) =

{
(1, 0.75, 0, 1) si x ≤ 0.3
(0.125, 0, 0, 0.1) si x > 0.3Ce test est une version modi�ée du tube à 
ho
 de Sod utilisé pour le test 1.8.1.3 Test 3Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour

tf = 0.15, (voir �gures 22, 23 et 24) :
(ρ, u, v, p) =

{
(1,−2, 0, 0.4) si x ≤ 0.5
(1, 2, 0, 0.4) si x > 0.58.1.4 Test 4Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour

tf = 0.012, (voir �gures 25, 26 et 27) :
(ρ, u, v, p) =

{
(1, 0, 0, 1000) si x ≤ 0.5
(1, 0, 0, 0.01) si x > 0.548
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Fig. 19 � Test 2 : ρ, p, u et v à tf = 0.2 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄
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Fig. 20 � Test 2 : ρ, p, u et v à tf = 0.2 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄49
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Fig. 23 � Test 3 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄
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Fig. 24 � Test 3 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄51
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imp cfl=50Fig. 27 � Test 4 : ρ, p, u et v à tf = 0.012 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄8.1.5 Test 5Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour

tf = 0.035, (voir �gures 28, 29 et 30) :
(ρ, u, v, p) =

{
(5.99924, 19.5975, 0, 460.894) si x ≤ 0.4
(5.99242,−6.19633, 0, 46.0950) si x > 0.48.1.6 Test 6Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour

tf = 0.012, (voir �gures 31, 32 et 33) :
(ρ, u, v, p) =

{
(1,−19.59745, 0, 1000) si x ≤ 0.8
(1,−19.59745, 0, 0.01) si x > 0.88.1.7 Test 7Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour

tf = 0.1, (voir �gures 34, 35 et 36) :
(ρ, u, v, p) =

{
(0.9, 3, 0, 2) si x ≤ 0.2
(0.5, 2, 0, 1) si x > 0.253
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imp cfl=50Fig. 36 � Test 7 : ρ, p, u et v à tf = 0.1 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄8.1.8 Test 8Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour

tf = 0.13, (voir �gures 37, 38 et 39) :
(ρ, u, v, p) =

{
(1, 1, 0, 2) si x ≤ 0.25
(2, 2, 0, 2) si x > 0.258.1.9 Test 9Pour un domaine D = [0, 1]× [0, 0.002], on prend les 
onditions initiales suivantes pour

tf = 0.035, (voir �gures 40, 41 et 42) :
(ρ, u, v, p) =

{
(1, 0, 0, 0.01) si x ≤ 0.5
(1, 0, 0, 100) si x > 0.5
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Fig. 42 � Test 9 : ρ, p, u et v à tf = 0.035 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄61



8.2 Tests 2D8.2.1 Test 1Pour un domaine 
arré D = [0, 2] × [0, 2], on prend les 
onditions initiales suivantespour tf = 0.15 :
(ρ, u, v, p) =







(1, 0, 0, 1) si r ≤ 0.5
(0.125, 0, 0, 0.1) si r > 0.5
r le rayon du 
er
le de 
entre (1, 1)Le premier maillage utilisé pour 
e test 
ontient 20402 mailles, 30805 arêtes et 10408sommets (voir �gures 43, 45, 46, 47 et 48). Le se
ond maillage 
ontient 80802 mailles,121605 arêtes et 40808 sommets (voir �gures 44, 49, 50, 51 et 52).9 Con
lusionPour arriver au lan
ement de l'exe
utable issu du projet, il a fallu fran
hir plusieursgrandes étapes 
omme la gestion du maillage, la 
onstru
tion des stru
tures en C, le dé-veloppement en C proprement dit du solveur, l'initialisation de la résolution du problèmeà partir d'un �
hier et en�n la visualisation des résultats du 
ode. La suite du travaila été 
onsa
rée à la validation du 
ode fraî
hement élaboré sur des 
as tests 
onnus. Letemps utilisé à 
oder le solveur a été 
ourt tandis que 
ertaines tâ
hes 
omme la ré
upé-ration des données du maillage et le post-traitement qui suit ou la phase de validationdu 
ode ont demandé bien plus de patien
e et de temps. Il a don
 fallu déjouer les bugsqui parfois dé
oulent d'un problème de syntaxe. Mais ils peuvent aussi être le fruit d'uneerreur de raisonnement. Dans le premier 
as, des bonnes habitudes de réda
tion ou desoutils 
omme Valgrind ou gdb sont alors d'un grand se
ours. Dans la se
onde éventualité,le programmeur doit éplu
her les étapes de son 
al
ul et s'assurer ligne par ligne qu'il nes'é
arte pas du � bon � 
hemin. C'est sans doute l'exer
i
e le plus di�
ile sur l'ensembledu travail à fournir. L'expérien
e a
quise pendant 
e stage permet de mesurer l'inertiequ'il existe entre l'idée émise et sa mise en appli
ation e�e
tive.
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Fig. 43 � Test 1 : ρ et p à tf = 0.15 en expli
ite ave
 20402 mailles
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Fig. 44 � Test 1 : ρ et p à tf = 0.15 en expli
ite ave
 80802 mailles
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Fig. 45 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 1 et x ∈ [0, 2] ave
 20402 mailles
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Fig. 46 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour x = 1 et y ∈ [0, 2] ave
 20402 mailles65
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Fig. 47 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = x et x ∈ [0, 2] (la première diagonale)ave
 20402 mailles
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Fig. 48 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = −x + 2 et x ∈ [0, 2] (la se
ondediagonale) ave
 20402 mailles
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Fig. 49 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 1 et x ∈ [0, 2] ave
 80802 mailles
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Fig. 50 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour x = 1 et y ∈ [0, 2] ave
 80802 mailles68
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Fig. 51 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = x et x ∈ [0, 2] (la première diagonale)ave
 80802 mailles
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Fig. 52 � Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = −x + 2 et x ∈ [0, 2] (la se
ondediagonale) ave
 80802 mailles
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A Cal
uls liés aux trianglesA.1 Cal
ul de l'aire d'un triangleLa manière 
lassique pour 
al
uler l'aire d'un triangle est de multiplier la longueur desa base par 
elle de sa hauteur et de la diviser par deux. Mais si l'on 
onnaît uniquementles 
oordonnées de ses sommets, on peut dire
tement retrouver 
e résultat à l'aide du
al
ul d'un déterminant. Soit ABC un triangle quel
onque et A son aire. On désigne par
xA l'abs
isse de A et yA l'ordonnée de A. ~u ∧ ~v représente le produit ve
toriel de ~u par ~vet ||~u|| la norme de ~u.

A =
1

2
|| ~AB ∧ ~AC||

=
1

2

∣
∣
∣
∣
det

(
xB − xA xC − xA

yB − yA yC − yA

)∣
∣
∣
∣

=
1

2
|xByC − yBxC − xAyC + xCyA + xAyB − xByA|A.2 Centre de gravité d'un triangleUne manière de 
ara
tériser le 
entre de gravité G d'un triangle ABC est d'utiliserl'égalité ve
torielle

~GA + ~GB + ~GC = ~0De 
ette égalité dé
oule les deux égalités s
alaires suivantes :
xA − xG + xB − xG + xC − xG = 0
yA − yG + yB − yG + yC − yG = 0On a don
 :

xG = 1
3
(xA + xB + xC)

yG = 1
3
(yA + yB + yC)A.3 Cal
ul de l'intégrale d'une surfa
eDans l'initialisation du 
ode développé i
i, on est amené à évaluer des intégrales surdes triangles. Pour le triangle ABC d'aire A, on appro
he une intégrale de surfa
e de lamanière suivante :

∫

ABC

f(x, y)dxdy ≈
A

3
[f(xA, yA) + f(xB, yB) + f(xC , yC)]Cette formule d'approximation est exa
te pour les polyn�mes de degré inférieur ou égalà 1.B Détermination de l'orientation d'une normaleIl nous faut à une étape du 
ode établir l'orientation des normales aux arêtes pour
haque 
ellule du maillage. A 
e moment pré
is, nous ne 
onnaissons que les ve
teursnormaux et les triangles et par 
onséquent leurs arêtes. Plaçons-nous dans la situationd'un triangle qu'on appelle K. Soient e l'une de ses arêtes, ~ne la normale à e, ~ne,K lanormale à e orientée par rapport à K (ie sortante de K), P le sommet opposé à e et I le71



~neP

I

e

K

Fig. 53 � Orientation d'une normalemilieu de e. Voir �gure 53.La pro
édure pour évaluer l'orientation est la suivante : on réalise le produit s
alaire entrela normale et le ve
teur ~PI et on ré
upère son signe. On a alors ~ne,K = sign(〈~ne, ~P I〉)~neC Position des triangles partageant la même arêteUne autre étape du 
ode exige de 
onnaître le positionnement des 
ellules W (Ouest) etE (Est) pour 
haque arête du maillage. Nous ne 
onnaissons alors que les deux triangles etl'arête qu'ils ont en 
ommun. Plaçons-nous dans la situation d'une arête qu'on appelle e.Soient K et K ′ les deux triangles situés de part et d'autre de e. P et P ′ sont respe
tivementles sommets opposés à e et appartenant à K et K ′. Par défaut, la normale ~ne à e a uneorientation qui va de l'Ouest vers l'Est.Cas où l'arête n'est pas horizontale.En se basant sur un produit s
alaire du même type que le paragraphe pré
édent, onpeut don
 situer le positionnement de K. En e�et, si (〈~ne, ~IP 〉 < 0), alors {K = W et
K ′ = E} sinon {K = E et K ′ = W}.Attention, on pourrait 
roire qu'on peut simpli�er le 
ritère d'identi�
ation en se 
onten-

~ne

P P ′

I

e

K

K ′

〈~ne, ~IP 〉 < 0, K = W et 〈~ne, ~IP ′〉 > 0, K ′ = EFig. 54 � Identi�
ation des 
ellules W et E par rapport à etant de 
omparer l'abs
isse de P ave
 
elle de P ′ pour déterminer qui sont E et W : si(xP < xP ′) alors {K = W et K ′ = E} sinon {K = E et K ′ = W}. Ce test semblemar
her si on se base sur la �gure 54 mais des 
ontre-exemples existent 
omme l'exemple72



de la �gure 55. De la même manière e�e
tuer 
e test en se �ant non pas à P et P ′ maisaux 
entres de gravité de K et K ′ n'est pas une bonne solution non plus.

e

P

P ′

K ′

K

b

b

~i

~j

xP > xP ′ mais K = W et K ′ = E

Fig. 55 � Identi�
ation des 
ellules W et E : 
ontre-exempleCas où l'arête est horizontale.Dans 
e 
as parti
ulier, la normale non orientée ~ne est toujours 
al
ulée as
endante parrapport à ~j, allant toujours de l'Ouest vers l'Est. Le 
ritère le plus naturel est don
 : si(yP ′ > yP ) alors {K = W et K ′ = E} sinon {K = E et K ′ = W}.D Utilisation de PETS
D.1 Création d'une matri
eOn peut 
réer une matri
e de di�érentes façons ave
 PETS
. On va évoquer i
i deuxpossibilités dans le 
adre des matri
es 
reuses.Cas général.Dans le 
as où on ne 
onnaît pas la stru
ture de la matri
e (ie on ne sait pas où sont
e

~neK

K ′

P

P ′

b

b

~i

~jFig. 56 � Identi�
ation des 
ellules W et E pour une arête horizontale73



pla
és les éléments non nuls de la matri
e), une manière de dé
larer une matri
e est lasuivante :Mat A ;int matrixSize=1000 ;int blo
kSize=5 ;MatCreate(PETSC_COMM_WORLD,&A) ;MatSetSizes(A,PETSC_DECIDE,PETSC_DECIDE,matrixSize,matrixSize) ;MatSetFromOptions(A) ;MatSetBlo
kSize(A,blo
kSize) ;L'utilisation de la fon
tion MatCreate() est liée à la fon
tion MatSetFromOptions() quipermet de 
on�gurer le type de matri
e attendue (
reuse, dense, séquentielle, parallèle).I
i, nous faisons appel à une matri
e 
reuse pour une utilisation séquentielle. Néanmoins
ette formulation présente un in
onvénient : PETS
 ne 
onnaît pas à 
ette étape la pla
emémoire que va prendre la matri
e pendant l'exe
ution du 
ode. C'est au fur et à mesure del'assemblage, que PETS
 devra prévoir l'agrandissement de l'espa
e d'allo
ation à 
haqueajout d'un élément dans la matri
e. Par ailleurs, la dernière ligne permet une manipulationpar blo
 de la matri
e, 
e qui nous 
onvient i
i 
ar nous 
onstruisons la matri
e par ajoutssu

essifs de matri
es-blo
s.Cas optimisé.On peut éviter le désavantage du 
as pré
édent en utilisant la 
ommandeMatCreateSeqBAIJ(), 
e qui suppose bien entendu de 
onnaître la stru
ture de la matri
e.Mat A ;int matrixSize=1000 ;int blo
kSize=5 ;int nonZeroBlo
ks=3 ;MatCreateSeqBAIJ(PETSC_COMM_SELF,Blo
kSize,matrixSize,... matrixSize,nonZeroBlo
ks,PETSC_NULL,&A) ;return A ;Tout l'enjeu est alors de situer l'empla
ement des matri
es-blo
s dans la matri
e �nale.Dans notre problème, 
haque 
ellule a au plus 3 voisins. Nous avons don
 à prévoir auplus pour 
haque 
ellule i l'empla
ement de 4 matri
es-blo
s de taille 4 × 4 (nk désignel'indi
e de la 
ellule voisine k de la 
ellule i ave
 k ∈ {0, 1, 2}) :... 


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







︸ ︷︷ ︸

A[i,n0]

... 


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







︸ ︷︷ ︸

A[i,i]

... 


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







︸ ︷︷ ︸

A[i,n1]

... 


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







︸ ︷︷ ︸

A[i,n2]

...Dès lors, la dé
laration d'une matri
e dans le 
adre de notre projet peut se faire de lamanière suivante :Mat A ;int nbCells=100 ;int blo
kSize=4 ;int matrixSize=blo
kSize*nbCells ;int nonZeroBlo
ks=4 ;MatCreateSeqBAIJ(PETSC_COMM_SELF,blo
kSize,matrixSize,... matrixSize,nonZeroBlo
ks,PETSC_NULL,&A) ;74



return A ;Ave
 
ette dé
laration, toute la mémoire exigée pour 
onstruire la matri
e est allouéedire
tement, 
e qui permet un gain de temps dans l'assemblage de la matri
e. On peutremarquer 
ependant qu'une partie de la mémoire n'est pas utilisée 
ar il existe des 
ellulespour qui le nombre de voisins est inférieur à 3.D.2 Assemblage d'une matri
e par blo
Pour 
omprendre l'assemblage par blo
 d'une matri
e ave
 PETS
 faisons appel à unexemple. Soit A la matri
e que l'on souhaite 
onstruire. Supposons que notre matri
e-blo
est de taille 3× 3 dont les valeurs ont été 
opiées (ligne par ligne) dans un tableau d'uneligne de taille 9 qu'on appelle b. La 
ommande :MatSetValuesBlo
ked(Mat A,int 1,int* i,int 1,int* j,... Pets
S
alar b[℄,ADD_VALUES) ;a alors pour équivalent en pseudo-
ode :
A[ 3i , 3j ] ← b(0) + A[ 3i , 3j ]
A[ 3i , 3j + 1 ] ← b(1) + A[ 3i , 3j + 1 ]
A[ 3i , 3j + 2 ] ← b(2) + A[ 3i , 3j + 2 ]
A[ 3i + 1 , 3j ] ← b(3) + A[ 3i + 1 , 3j ]
A[ 3i + 1 , 3j + 1 ] ← b(4) + A[ 3i + 1 , 3j + 1 ]
A[ 3i + 1 , 3j + 2 ] ← b(5) + A[ 3i + 1 , 3j + 2 ]
A[ 3i + 2 , 3j ] ← b(6) + A[ 3i + 2 , 3j ]
A[ 3i + 2 , 3j + 1 ] ← b(7) + A[ 3i + 2 , 3j + 1 ]
A[ 3i + 2 , 3j + 2 ] ← b(8) + A[ 3i + 2 , 3j + 2 ]D.3 Création d'un ve
teurLa manipulation des ve
teurs est similaire à 
elle des matri
es ave
 la question sur le
ara
tère � 
reux � de l'objet en moins. On peut les dé
larer de la manière suivante :Ve
 x ;int ve
Size=1000 ;int blo
kSize=4 ;Ve
Create(PETSC_COMM_WORLD, &x) ;Ve
SetSizes(x,PETSC_DECIDE, ve
Size) ;Ve
SetFromOptions(x) ;Ve
SetBlo
kSize(x,blo
kSize) ;return x ;L'utilisation de la fon
tion Ve
Create() impose l'utilisation de la fon
tionVe
SetFromOptions() qui fait appel à un ve
teur � 
lassique � ou la fon
tion Ve
SetType()qui permet de dé�nir d'autres types de ve
teur. I
i, nous travaillons uniquement en séquen-tiel il n'est don
 pas ne
essaire de faire appel à Ve
SetType() qui permet, par exemple,de gérer la 
on�guration d'un ve
teur adapté au 
al
ul parallèle (mpi).D.4 Remplissage d'un ve
teur par blo
Nous allons évoquer le remplissage d'un ve
teur par blo
 sur un exemple. On supposele blo
 de taille 3. val est un tableau d'une ligne de taille 3 qui 
ontient les valeurs dublo
. La 
ommande : 75



Visualisation
ParaView

E
riture�
hier résultat
solveurimpli
ite (PETSc)solveurexpli
ite

E
riture�
hiers initialisation
Maillage
Triangle

Fig. 57 � Prin
ipales étapes du projetVe
SetValuesBlo
ked(Ve
 b,int 1,int* i,Pets
S
alar val[℄,... INSERT_VALUES) ;a alors pour équivalent en pseudo-
ode :
b[ 3i ] ← val[ 0 ]
b[ 3i + 1 ] ← val[ 1 ]
b[ 3i + 2 ] ← val[ 2 ]

76



Table des �gures1 Grandeurs physiques ren
ontrées pour les é
oulements . . . . . . . . . . . . 92 Stru
ture de la solution à un problème de Riemann 
onstituée de troisondes pour le système d'équations d'Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 Stru
ture de la solution à un problème de Riemann pour le système relaxé1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 Choix du pas de temps en 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 Con�guration d'une arête . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 Stru
ture de la solution à un problème de Riemann pour le système relaxéquasi-1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 Informations 
ontenues dans le �
hier square.node . . . . . . . . . . . . . 308 Informations 
ontenues dans le �
hier square.edge . . . . . . . . . . . . . 309 Informations 
ontenues dans le �
hier square.ele . . . . . . . . . . . . . . 3110 Situations possibles des normales à une arête . . . . . . . . . . . . . . . . . 3611 Orientation des normales aux arêtes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3612 Valeurs de la densité, de la pression et de la norme de la vitesse selon le�
hier vtk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4313 Valeurs de la densité asso
iées aux 
ellules et asso
iées aux noeuds du maillage 4414 Visualisation des valeurs de la densité en 2D et en 3D . . . . . . . . . . . . 4515 Visualisation en 
oupe 1D à y = 1 d'un problème où (x, y) ∈ [0, 2]× [0, 2] . 4616 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ 4717 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ . 4718 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ 4819 Test 2 : ρ, p, u et v à tf = 0.2 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ . 4920 Test 2 : ρ, p, u et v à tf = 0.2 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ . 4921 Test 2 : ρ, p, u et v à tf = 0.2 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ . 5022 Test 3 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5023 Test 3 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ . 5124 Test 3 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5125 Test 4 : ρ, p, u et v à tf = 0.012 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5226 Test 4 : ρ, p, u et v à tf = 0.012 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5227 Test 4 : ρ, p, u et v à tf = 0.012 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5328 Test 5 : ρ, p, u et v à tf = 0.035 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5429 Test 5 : ρ, p, u et v à tf = 0.035 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5430 Test 5 : ρ, p, u et v à tf = 0.035 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5531 Test 6 : ρ, p, u et v à tf = 0.012 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5532 Test 6 : ρ, p, u et v à tf = 0.012 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5633 Test 6 : ρ, p, u et v à tf = 0.012 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 5634 Test 7 : ρ, p, u et v à tf = 0.1 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ . 5735 Test 7 : ρ, p, u et v à tf = 0.1 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ . 5736 Test 7 : ρ, p, u et v à tf = 0.1 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ . 5837 Test 8 : ρ, p, u et v à tf = 0.13 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ 5938 Test 8 : ρ, p, u et v à tf = 0.13 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ . 5939 Test 8 : ρ, p, u et v à tf = 0.13 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [2℄ 6040 Test 9 : ρ, p, u et v à tf = 0.035 pour y = 0.005 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 6077



41 Test 9 : ρ, p, u et v à tf = 0.035 pour y = 0.01 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 6142 Test 9 : ρ, p, u et v à tf = 0.035 pour y = 0.015 et x ∈ [0, 1], réalisé dans [4℄ 6143 Test 1 : ρ et p à tf = 0.15 en expli
ite ave
 20402 mailles . . . . . . . . . . 6344 Test 1 : ρ et p à tf = 0.15 en expli
ite ave
 80802 mailles . . . . . . . . . . 6445 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 1 et x ∈ [0, 2] ave
 20402 mailles . 6546 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour x = 1 et y ∈ [0, 2] ave
 20402 mailles . 6547 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = x et x ∈ [0, 2] (la premièrediagonale) ave
 20402 mailles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6648 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = −x + 2 et x ∈ [0, 2] (la se
ondediagonale) ave
 20402 mailles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6749 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = 1 et x ∈ [0, 2] ave
 80802 mailles . 6850 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour x = 1 et y ∈ [0, 2] ave
 80802 mailles . 6851 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = x et x ∈ [0, 2] (la premièrediagonale) ave
 80802 mailles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6952 Test 1 : ρ, p, u et v à tf = 0.15 pour y = −x + 2 et x ∈ [0, 2] (la se
ondediagonale) ave
 80802 mailles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7053 Orientation d'une normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7254 Identi�
ation des 
ellules W et E par rapport à e . . . . . . . . . . . . . . 7255 Identi�
ation des 
ellules W et E : 
ontre-exemple . . . . . . . . . . . . . . 7356 Identi�
ation des 
ellules W et E pour une arête horizontale . . . . . . . . 7357 Prin
ipales étapes du projet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

78



Référen
es[1℄ S. Balay, K. Bus
helman, W. D. Gropp, D. Kaushik, M. G. Knepley, L. C. M
Innes,B. F. Smith, and H. Zhang. PETS
 Web page, 2009. http ://www.m
s.anl.gov/pets
.[2℄ C. Chalons and J.-F. Coulombel. Relaxation approximation of the euler equations.2007.[3℄ J. R. Shew
huk. Triangle : Engineering a 2D Quality Mesh Generator and DelaunayTriangulator, 1996. http ://www.
s.
mu.edu/ quake/triangle.html.[4℄ E. F. Toro. Riemann Solvers and Numeri
al Methods for Fluid Dynami
s. Springer,1999.

79


