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IRS[N] - Sup'Galilée 1 INTRODUCTION

1 Introdu
tion

Le 
hoix du nu
léaire en Fran
e pour la produ
tion d'éle
tri
ité a été fait à la suite des


ho
s pétroliers des années 70, dans le but d'a

roître l'indépendan
e énergétique du pays

(taux avoisinant les 50% en 2005 selon le CEA). Si le par
 des 
entrales nu
léaires de la

Fran
e s'avère moindre que 
elui des Etats-Unis, respe
tivement se
ond et premier ave
 59

et 104 réa
teurs, notre pays apparaît, ave
 une part de 76%, 
omme 
elui qui dépend le

plus de 
e mode de produ
tion d'éle
tri
ité.

Ce dernier génère bien des problèmes, dont un des plus importants peut être la géné-

ration des dé
hets, et par 
onséquent leur gestion. En e�et deux types de dé
hets existent,

selon la durée de demi-vie radioa
tive : 
eux de faible et moyenne a
tivité, d'une part,

et 
eux de haute et moyenne a
tivité à vie longue, d'autre part. C'est surtout la gestion

de 
ette dernière 
atégorie qui est en 
ours d'élaboration. L'ANDRA (Agen
e Nationale

pour la gestion des Dé
hets Radioa
tifs) est 
hargée d'étudier la 
on
eption et l'implanta-

tion d'un 
entre permettant de traiter 
es dé
hets, via un sto
kage à grande profondeur.

C'est dans 
e 
adre là notamment que l'IRSN (Institut de Radioprote
tion et de Sûreté

Nu
léaire) 
her
he à développer des outils en interne, a�n de modéliser les 
ou
hes géo-

logiques et d'y simuler les systèmes hydrogéologiques ainsi que la migration éventuelle de

polluants radioa
tifs, les radionu
léides.

Cette modélisation, i.e. la dis
rétisation d'un volume généralement 
onséquent du sous-

sol et l'approximation des équations s'y exerçant, peut engendrer un nombre très élevé de

données, et 
e
i malgré les simpli�
ations déjà réalisées. Les temps d'obtention des résultats

pouvaient être démesurés et par 
onséquent limiter les 
al
uls, réduisant ainsi la possibilité

d'analyse de sensibilité du modèle à des variations de valeurs des di�érents paramètres.

Des méthodes d'Estimateurs a posteriori ont don
 été mises en pla
e a�n d'optimiser le

maillage tout en garantissant une 
ertaine pré
ision sur les résultats.

Le sujet initial du stage 
onsistai à étudier 
ette version du 
ode, a�n de déterminer

si possible les règles de 
omportement vis-à-vis des nouveaux paramètres de 
al
ul, dans

le 
adre du 2D. Les premiers tests ont montré des erreurs de programmation ainsi que

quelques in
ompréhensions au niveau algorithmique ; 
elles-
i ont alors orienté le sujet

vers la 
orre
tion et la véri�
ation des nouvelles fon
tions introduites a�n de valider la

méthodologie mise en pla
e. C'est pourquoi la réalisation de tests à partir de fon
tions

analytiques permettra la validation de 
ette méthode de ra�nement par rapport à des

ra�nements uniformes, notamment grâ
e à la 
omparaison des erreurs 
al
ulées.
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2 L'IRSN, son r�le, ses missions

2.1 Création et missions

Etablissement publi
 à 
ara
tère industriel et 
ommer
ial, 
'est dans une démar
he

d'indépendan
e et de transparen
e que l'Institut de Radioprote
tion et de Sûreté Nu
léaire

(IRSN) voit le jour. Sa 
réation remonte au 9 mai 2001 et son fon
tionnement est pré
isé en

2002, lors de la fusion entre l'Institut de Prote
tion et de Sûreté Nu
léaire (IPSN), d'une

part, et l'O�
e de Prote
tion 
ontre les Rayonnements Ionisants (OPRI), d'autre part.

L'IRSN est pla
é sous la tutelle 
onjointe de 
inq Ministères di�érents.

Disposant d'un 
ontrat d'obje
tifs ave
 l'Etat, l'IRSN voit ses missions organisées en

trois domaines prin
ipalement, que l'on peut détailler de la manière suivante :

� Re
her
he et missions de servi
e publi
 :

- Dé�nition et mise en oeuvre de programmes de re
her
he, nationaux et internatio-

naux, destinés à maintenir et développer les 
ompéten
es né
essaires

- Formations et enseignements en radioprote
tion, sûreté et sé
urité nu
léaires, dis-

pensés notamment aux professionnels de santé et aux personnes professionnellement

exposées

- Veille permanente en matière de radioprote
tion grâ
e à la surveillan
e radiologique

de l'environnement, à la gestion des données dosimétriques relatives aux travailleurs

exposés aux rayonnements ionisants et à la gestion des sour
es radioa
tives

- Contribution à l'information du publi
 sur les risques nu
léaires et radiologiques (pu-

bli
ations, Internet, expositions, 
olloques...)

� Appui et 
on
ours te
hnique et opérationnel aux pouvoirs publi
s et aux

autorités :

- Appui te
hnique en matière de risques nu
léaires et radiologiques pour les installa-

tions, les transports de substan
es radioa
tives, l'appli
ation des traités sur le 
ontr�le

des matières nu
léaires et sensibles, la prote
tion physique et la sé
urité des appli
a-

tions industrielles et médi
ales

- Appui opérationnel en 
as de 
rise ou de situation d'urgen
e radiologique proposé

aux pouvoirs publiques et aux autorités pour assurer la prote
tion de la population,

des travailleurs et de l'environnement, et pour rétablir la sé
urité des installations

� Prestations 
ontra
tuelles d'expertise, de re
her
he et de mesure :

- Réalisation d'expertises, re
her
hes, analyses, mesures ou dosages pour des orga-

nismes publi
s ou privés, français ou non
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2.2 Organisation

Pour faire fa
e à 
ette diversité de missions, l'IRSN regroupait en 2011 1718 
olla-

borateurs (54% d'hommes, 46% de femmes), présents sur 11 sites en Fran
e. 74% de 
e

personnel sont des ingénieurs, des 
her
heurs ou des 
adres, les autres étant des te
hni
iens

et employés de support te
hnique ou administratif. En e�et 40% du budget de l'IRSN (293

millions d'euros de re
ettes, 282 millions de dépenses) sont 
onsa
rés à la re
her
he.

Hormis la Dire
tion générale et les Dire
tions fon
tionnelles et de support (Ressour
es

humaines, Communi
ation...), la répartition des employés est réalisée sur 3 p�les (
f. AN-

NEXE 1 : Organigramme) :

� Défense, sé
urité et non-prolifération

� Sûreté nu
léaire

� Radioprote
tion, environnement, dé
hets et 
rise

Cha
un de 
es p�les 
omporte plusieurs dire
tions, 
omprenant 
ha
une plusieurs ser-

vi
es, qui sont 
omposés eux-mêmes de plusieurs bureaux ou laboratoires.

Le stage a don
 eu lieu dans 
e dernier p�le, "P�le RadioProte
tion", dans la dire
tion

"Dé
hets-GEosphère" (PRP-DGE), dans le "Servi
e d'Expertise des Dé
hets RAdioa
tifs

et de la radioa
tivité Naturelle" (SEDRAN), et �nalement au sein du "Bureau d'Expertise

et de Re
her
he sur les Installations de Sto
kage" (BERIS). Ce
i donne l'ar
hite
ture sui-

vante pour le stage : PRG-DGE/SEDRAN/BERIS.

Le BERIS est 
omposé de onze personnes, hors se
rétaires et stagiaires, dont le sta-

tut pour la majorité est Ingénieur-Cher
heur. En e�et hormis 
ette dernière 
atégorie, se

trouve Mme Delphine Pellegrini, Chef de bureau, et deux 
hargés d'a�aires.

C'est a�n de pourvoir à sa mission de 
ontr�le et de véri�
ation que l'IRSN 
rée dans

ses bureaux et ses laboratoires, ses propres outils. C'est notamment le 
as au BERIS où le

logi
iel MELODIE est développé en interne.
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2.3 MELODIE : outil de simulation numérique

Modèle d'Evaluation à LOng terme des Dé
hets Irradiants Enterrés

L'IRSN a 
réé et 
ontinue à développer le logi
iel MELODIE a�n de disposer d'un outil

interne pour évaluer la sûreté à long terme d'un sto
kage de dé
hets radioa
tifs. Cet outil

est utilisé notamment pour appré
ier les performan
es des sites de sto
kage proposés par

l'ANDRA, organisme 
hargé de la gestion des dé
hets radioa
tifs. Ainsi l'IRSN a pu, ave


l'utilisation du logi
iel entre autres, rédiger un avis sur le dossier "Argile" de l'ANDRA en

2005.

Fig. 1 � S
héma de prin
ipe d'une ar
hite
ture de sto
kage (ANDRA, dossier Argile 2005)

Le modèle 
onsidéré dansMELODIE est formé d'un système 
ouplé : une équation ellip-

tique stationnaire pour l'é
oulement et une équation de type di�usion-
onve
tion-réa
tion

pour l'a
tivité des radionu
léides (
f. ANNEXE 2).

Pour la résolution de 
es équations, MELODIE est 
onstituée de plusieurs modules :

� MELOMAIL & MELOBUILD : à partir d'un �
hier s
énario initial, 
omposé de


ommandes simples pour la réalisation du maillage du domaine à étudier ou en
ore

pour la dé�nition des paramètres à prendre en 
ompte pour le 
al
ul souhaité, 
es

modules permettent de retourner un �
hier qui est ensuite pris en entrée par le 
ode

de 
al
ul.

� MELO : 
ode de 
al
ul du logi
iel, permettant la simulation des é
oulements et/ou

du transport de radionu
léides. Ce sera sur les fon
tions de 
e programme, rédigées

en FORTRAN (77-90), que la méthodologie des estimateurs a posteriori interviendra.

� MELOVIEW : module permettant la visualisation de données issues des �
hiers

résultats de MELO.
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MELODIE permet don
 une modélisation globale d'un site de sto
kage en tenant


ompte des prin
ipaux phénomènes physi
o-
himiques en a
tion dans 
e type d'ouvrage,

sous une forme simpli�ée, a�n que puissent être traitées les grandes é
helles, à la fois en

espa
e et en temps lorsque 
e dernier intervient.

L'é
helle spatiale pour modéliser le relâ
hement de radionu
léides en sous-sol entraîne un

problème sur le volume des données à traiter. En e�et le site de sto
kage représente déjà

un domaine assez étendu, qui se 
ompte en km2 par exemple pour le dossier pré
édem-

ment 
ité (
oupe horizontale) et don
 en millions de mailles. Mais en 
as de migration des

radionu
léides, 
es derniers ne restent pas 
antonnés à l'installation de sto
kage et il faut

don
 représenter une partie 
onséquente du sous-sol a�n de pouvoir avoir une vue globale

de 
ette migration.

C'est pourquoi il est impératif d'avoir un maillage adaptatif, 
on
entré aux endroits né-


essaires et qui, 
omme son nom l'indique, s'adapte au 
omportement du transport des

radionu
léides.

Deux notions sont né
essaires au 
al
ul de migration des radionu
léides à travers un

milieu saturé : les 
ara
téristiques hydrologiques de l'eau dans un milieu poreux et le


omportement d'un soluté dans 
e même milieu. Cela signi�e don
 plusieurs équations et

don
 plusieurs estimateurs a posteriori à implémenter, 
es derniers dépendant de l'équation


onsidérée.
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3 L'é
oulement permanent

3.1 Des
ription du problème

3.1.1 Equation 
onsidérée

Le premier problème traité sera l'équation de l'é
oulement en milieu saturé, sans 
onsi-

dération temporelle. En e�et la solution de 
ette équation nous permet d'obtenir la vitesse

de Dar
y, né
essaire au 
al
ul de transport de radionu
léides. Or 
haque équation possède

des estimateurs qui lui sont propres. Une analyse est alors né
essaire a�n de déterminer

quel estimateur régissant le maillage, 
elui issu de l'équation d'é
oulement ou de l'équa-

tion du transport, sera déterminant au temps t. Pour s'a�ran
hir de 
ela, on 
onsidère don


dans un premier temps un é
oulement en régime permanent, donné par le système suivant :











−div(K∇h) = f dans Ω

h = 0 sur ΓD

K∇h.~n = g sur ΓN

ave
 :

h : 
harge hydraulique

ρ : masse volumique de l'eau

g : a

élération de la pesanteur

ν : vis
osité dynamique de l'eau

Kr =

(

axx axy

axy ayy

)

perméabilité intrinsèque et K = ρ∗g
ν Kr tenseur de perméabilité

La vitesse de Dar
y ~U est alors obtenue par la relation :

~U = −K∇h

Le fait de 
hoisir une solution a�ne par triangle pour la 
harge hydraulique permet

d'obtenir une vitesse de Dar
y 
onstante sur 
haque maille.

On 
hoisira de plus Kr 
onstant par élément (
haque 
omposante 
onstante) et notons

alors KT 
e tenseur 
onstant sur le triangle T .

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 8/52



IRS[N] - Sup'Galilée 3 L'ÉCOULEMENT PERMANENT

3.1.2 Estimateur : un théorème mathématique

Dé�nissons quelques variables :

hT : grandeur 
ara
téristique du triangle T (rayon du 
er
le ins
rit ou diamètre de T )

hE : longueur de l'arête E
~nE : normale sortante à l'arête E (pour un triangle donné)

KT : rayon spe
tral du tenseur de perméabilité sur l'élément T

µT = hT ∗ K
−1/2
T

µE = hE ∗ (max{KT ′ ; ∂T ′ ∋ E})−1

En notant ||.||T et ||.||E les normes L2 sur T et E respe
tivement, et [.].~nE le saut sur

l'arête E, on peut dé�nir les grandeurs suivantes :

rT (uh) = f + div(K∇uh)

rE(uh) =











−[K∇uh].~nE

g −K∇uh.~nE

0

si E ∈ Eh,int

si E ∈ Eh,N

si E ∈ Eh,D

où [[.]].~nE est le saut normal à travers l'arête E.

Notons �nalement uh,T := uh|T

Le théorème mathématique, dont la démonstration peut être trouvée dans [1℄, nous

assure l'inégalité suivante :

||u − uh||K ≤ Cη

où ||u||2K =

∫

Ω
(K∇u,∇u) est la norme d'énergie de u, C une 
onstante ne dépendant ni

du tenseur ni du domaine, et où �nalement l'estimateur d'erreur a posteriori η est dé�ni

par :

η =





∑

T∈Th

µ2
T ||rT (uh)||2T +

∑

E∈Eh

µE ||rE(uh)||2E





1/2

Remarque : l'estimateur est 
onstruit à partir de la solution numérique uh uniquement

Nous allons voir dans la partie suivante 
omment peut être utilisé 
e théorème pour la

mise en pla
e d'un maillage adaptatif.
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3.1.3 Utilisation du théorème

Le théorème pré
édent nous donne une majoration de l'erreur pour la norme d'énergie,

majoration appelée "Estimateur a posteriori". Cet estimateur est 
onstruit à partir des

données géométriques du maillage et de la solution numérique obtenue. De plus, lorsque

le nombre de sommets devient assez élevé, 
ette 
onstru
tion a un 
oût négligeable par

rapport à la résolution du système linéaire.

Mathématiquement 
e n'est pas l'erreur qui nous intéresse mais l'erreur relative, qui

est donnée simplement par :

||u − uh||K
||u||K

ou bien par
||u − uh||K
||uh||K

Si la première a l'avantage de se baser sur la solution exa
te, et don
 "meilleure" mais

malheureusement in
onnue a priori, la se
onde prend en 
ompte la solution numérique au

dénominateur, dont la norme est 
al
ulable. C'est don
 
ette dernière expression de l'erreur

relative qui est utilisable numériquement.

En e�et si le théorème des estimations a posteriori nous garantit que l'erreur en norme

K est bornée par η, don
 que l'erreur relative est bornée par
η

||uh||K
, et si 
e dernier terme

est plus petit qu'une grandeur, appelons-la ǫ, alors a fortiori l'erreur relative sera elle-même

plus petite que 
et ǫ :

||u − uh||K
||uh||K

≤
η

||uh||K
≤ ǫ (1)

Cet ǫ représente la pré
ision souhaitée. En e�et si nous arrivons à 
onstruire un

algorithme tel qu'au bout d'un 
ertain nombre d'itérations on ait :

η ≤ ǫ ∗ ||uh||K

alors 
ela signi�era que la dernière inégalité (1) sera respe
tée, i.e. que la pré
ision ǫ sera

atteinte, quel que soit ǫ.
Nous appellerons ǫ ∗ ||uh||K la toléran
e dans la suite de 
ette partie.

Grâ
e au ra�nement de maillage, l'erreur et l'estimateur vont dé
roître. L'idée, 
omme

on le verra dans la partie suivante ave
 l'algorithme du programme, sera alors de séle
-

tionner les éléments qu'on souhaite ra�ner dans le but de faire dé
roître l'estimateur, a�n

qu'il passe sous la toléran
e voulue et don
 de garantir la pré
ision souhaitée pour l'erreur

relative.
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3.2 Mise en pla
e d'un maillage adaptatif

3.2.1 Algorithme

Nous allons dé
rire l'algorithme mis en pla
e pour le maillage adaptatif. Nous prendrons

un nombre d'itérations maximum, �xé par l'utilisateur, a�n de garantir la terminaison de

l'algorithme. En e�et si la pré
ision souhaitée est trop petite, on peut mettre beau
oup de

temps pour atteindre le 
ritère d'arrêt, ou en
ore la déformation des triangles lors du ra�-

nement peut altérer le bon déroulement du pro
essus. Voi
i une des
ription des variables,

lues sur le �
hier Re�ne_perm.data pris en entrée :

nb_raff_lim : nombre d'itérations maximum de la pro
édure

Tolmax : pré
ision souhaitée sur la norme d'énergie

nloop : fréquen
e d'appel à la pro
édure de déra�nement

Notons que le 
hoix des 
oe�
ients coeff1 et coeff2, utilisés respe
tivement pour le

ra�nement et le déra�nement, méritent une étude plus approfondie a�n d'optimiser la

pro
édure. Nous prendrons pour les premiers tests coeff1 = 0.25. Quant à coeff2, il ne

sera pas utilisé puisque nous ne ferons pas de déra�nement immédiatement. En e�et nous

voulons nous assurer dans un premier temps que le ra�nement seul nous permet une dé-


roissan
e de l'erreur.

Entrées : nb_raff_lim,Tolmax, nloop
Sortie : données relatives au maillage et résultats

POUR ilevel = 1 à nb_raff_lim
. Assemblage et résolution du système linéaire

. Toléran
e = Tolmax ∗ ||uh||K

. Cal
ul des estimateurs ηT sur 
haque élément T et ηmax = max{ηT ; T ∈ Th}

. Estimateur global : η =
√

∑

T ηT

. SI η ≤Toléran
e ALORS

. . FIN : la pré
ision souhaitée est garantie

. SINON

. . On ra�ne les éléments T tel que ηT > coeff1 ∗ ηmax

. . On adapte les 
onditions aux limites et les valeurs (interpolation linéaire)

. . SI ilevel est un multiple de nloop ALORS

. . . On déra�ne les éléments T tel que ηT < coeff2 ∗ ηmax

. . FIN SI

. FIN SI

FIN POUR

Enregistrement des résultats

Remarque : on peut prendre en 
ompte d'autres variables, telles que i_choice (= 0 ou 1)
et nmu_ini qui permettent de �xer une limite au déra�nement (on ne peut pas détruire

les noeuds dont le numéro est inférieur ou égal à nmu_ini), iTyp_ref qui indique le

type de ra�nement à utiliser, ou en
ore surf_limit qui impose une surfa
e maximale

pour les éléments du maillage.
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3.2.2 Ra�nement et déra�nement de maillage

Le maillage a un r�le 
lé dans le bon déroulement du 
al
ul. En e�et il est important

que les mailles véri�ent 
ertains 
ritères pour assurer un bon 
omportement de la solution.

En 2D le 
ritère à respe
ter est 
elui de Delaunay : soit T un triangle du maillage, alors

seuls les sommets formant T sont 
ontenus à l'intérieur du 
er
le 
ir
ons
rit à T (illustra-

tion 
i-dessous).

A�n que 
e 
ritère soit respe
té (le plus possible), une fon
tion est mise en pla
e. Elle

se 
harge d'intervertir, si besoin, l'arête 
ommune entre deux triangles voisins (FIG. 2 ).

Fig. 2 � Réa�e
tation d'arête en vue de véri�er le 
ritère de Delaunay

Le ra�nement de maillage, tout 
omme le déra�nement, est assez déli
at, puisqu'il

s'agit d'une modi�
ation d'une géométrie qui, a priori, 
orrespondait bien. Un ra�nement

lo
alisé engendre for
ément plus de problèmes puisque la géométrie initiale des triangles

ne peut pas être gardée dans le 
adre des maillages 
onformes.

Plusieurs méthodes de ra�nement ont été testées, et voi
i une présentation de 
elle qui

sera utilisée dans le 
adre de MELODIE.

Si un triangle a besoin d'être ra�né, 
elui-
i sera séparé en 3 en joignant le 
entre de

gravité aux sommets. Cette méthode a été 
hoisie de par sa simpli
ité de mise en pla
e,

malgré l'engendrement de déformations assez importantes du triangle. Une fon
tion, voir


i-dessous, permettra de bouger les arêtes si besoin a�n que le 
ritère de Delaunay soit

respe
té pour un maximum de triangles.

Si le triangle à ra�ner présente une arête au bord, on peut séparer le nouveau triangle

du bord en 
réant un nouveau sommet au milieu de l'arête en question et en reliant 
e

nouveau sommet ave
 le 
entre de gravité (FIG 3 ). Cela permet d'avoir une géométrie plus

adaptée au 
ritère de Delaunay : les triangles sont en e�et moins déformés.
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Fig. 3 � Ra�nement d'un triangle au bord

Les valeurs né
essaires aux points 
réés sont obtenus par interpolation linéaire des 2

(pour le point 
réé au bord) ou des 3 (pour le sommet 
réé au 
entre de gravité) sommets

déjà existant.

Pour déra�ner un triangle, il va falloir trouver l'ensemble de ses voisins (triangles ayant

un sommet et/ou une arête en 
ommun). On 
réera ensuite un noeud au 
entre de gravité

du triangle et on joindra les noeuds qui étaient reliés à un des noeuds du triangle, au 
entre

de gravité. On détruira �nalement les noeuds du triangle, à moins qu'un des noeuds ne

fasse parti du bord, auquel 
as il sera relié au 
entre de gravité.

Comme pour le ra�nement, les valeurs au 
entre de gravité seront obtenues par interpo-

lation linéaire des valeurs aux sommets et si le déra�nement entraine l'appararition d'un

triangle au bord, 
e dernier pourra être redé
oupé en 2 triangles.

Fig. 4 � Méthode de déra�nement
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3.2.3 Cal
ul des estimateurs

Fon
tion metri
.f : il s'agit de la fon
tion qui 
al
ule l'estimateur a posteriori. Le 
al
ul

de la norme K de la solution numérique, don
 de la toléran
e, et les 
al
uls des erreurs

dans le 
adre des solutions analytiques, sont e�e
tués eux aussi dans 
ette fon
tion.

� Séparation des 
al
uls de rT et rE :

Une première 
hose possible pour améliorer la vitesse du 
ode est de faire les 
al
uls

de 
haque estimateur, rT et rE , dans des bou
les séparées (bou
les sur les triangles).

En e�et pour obtenir rE , on doit par
ourir 
haque élément T et pour 
ha
un de

ses voisins T ′, on doit e�e
tuer le 
al
ul de KT ′

∇uh,T ′ a�n de déterminer le saut à

travers les arêtes de T . On 
al
ulera don
 n fois KT∇uh,T (n = 1, 2 ou 3, n étant le

nombre de voisins de T ).
On peut s'a�ran
hir de 
ela en gardant dans un tableau les 
omposantes deKT∇uh,T

pour 
haque élément, lors d'une première bou
le où l'on 
al
ule les rT .

Dans l'implémentation, 
e tableau est appelé Kgradh et est par 
onséquent de taille

2 x nbre d'éléments.

� Estimateurs de résidu rT :

∑

T∈Th

µ2
T ||rT (uh)||2T =

∑

T∈Th

µT

∫

T
[f + div(K∇uh)]2

La solution étant prise d'ordre 1, i.e. un plan sur 
haque triangle, f+div(K∇uh) := f .
Don
 la 
ontribution sur 
haque triangle T du résidu est réduit à l'expression

µ2
T

∫

T
f2

Si f est 
onnue analytiquement, 
e terme peut être 
al
ulé en même temps que
∫

Ci
f


omme on le verra par la suite PAGE A METTRE POUR SUIVRE. En e�et la

pré
ision de 
es intégrales est primordiale pour la pré
ision de la solution numérique.

En revan
he si f est seulement 
onnue aux sommets du maillage, l'intégrale sur T
de 
e terme au 
arré peut être appro
hée à partir des 3 sommets par la formule de

Hammer, exa
te pour un polyn�me d'ordre 2. En notant d1, d2 et d3 les moyennes

du résidu sur 
haque arête du triangle T (en l'o

uren
e les moyennes de f, puisque

le terme en divergen
e est nul), et AT son aire, on a la formule suivante :

∫

T
[f + div(K∇uh)]2 =

∫

T
f2 = AT ∗ (d2

1 + d2
2 + d2

3)/3

De plus, on peut prendre pour hT le rayon du 
er
le ins
rit, fa
ilement 
al
ulable par

la formule :

r =
2 ∗ AT

pT
ave
 pT est le périmètre de T et AT son aire

ou alors le diamètre du triangle : la plus grande distan
e entre 2 points du triangle,

i.e. la plus longue arête du triangle.
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� Estimateurs de saut rE :

On bou
le sur les éléments et pour 
haque élément on teste pour 
haque arête a�n

de déterminer si on a la présen
e d'un voisin (tableau nvois). Le 
al
ul de ||rE(uh)||E
est alors très simple si on 
onsidère la solution uh a�ne par élément, 
ar dans 
e 
as

KT∇uh,T est un ve
teur 
onstant sur T , don
 a fortiori sur l'arête du triangle.

Dans le 
as d'un voisin présent sur l'arête, on s'assure d'abord que l'indi
e du voisin

T ′ est bien supérieur à T . En e�et le par
ours des éléments ayant été fait par ordre


roissant, si T ′ < T alors le 
al
ul des sauts aura déjà été fait pré
édemment, à l'élé-

ment T ′. On garde l'idée de mettre la moitié de la 
ontribution du saut dans 
haque

élément.

On a alors la formule suivante dans le 
as d'une arête interne (i.e présen
e d'un voi-

sin) :

µE ||rE(uh)||2E = µE

∫

E
rE(uh)2

= µE

∫

E
(−[[K∇uh]].~nE)2

= µE

∫

E
((KT∇uh,T −KT ′

∇uh,T ′).~nE)2

= µE ∗ hE ∗ ((KT∇uh,T −KT ′

∇uh,T ′).~nE)2

Bien sûr dans le 
as d'une arête au bord, la formule est similaire :

µE ||rE(uh)||2E =

{

µE ∗ hE ∗ (g −KT∇uh,T .~nE)2

0

si E ∈ Eh,N

si E ∈ Eh,D

� Toléran
e :

La toléran
e est dé�nie par :

Tol = ǫ ∗ ||uh||K

où ǫ est la pré
ision souhaitée, lue dans 'Re�ne_perm.data' (Tolmax ).

Le 
al
ul de la norme d'énergie (au 
arré) peut se faire dans la même bou
le que

le 
al
ul de rT . En e�et tous les éléments né
essaires au 
al
ul de la norme sont


onstants par élément :
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||uh||
2
K =

∫

Ω
(K∇uh,∇uh)Ω

=
∑

T∈Th

∫

T
(K∇uh,∇uh)T

=
∑

T∈Th

∫

T
(KT∇uh,T ).(∇(uh,T )

=
∑

T∈Th

AT ∗ (KT∇uh,T ).(∇uh,T )

On transformera ensuite 
ette norme d'énergie en toléran
e, en prenant la ra
ine de

la norme et en la multipliant 
ette dernière par la pré
ision.

Cette toléran
e, 
omme nous avons pu le voir pré
édemment, nous servira a dé�nir

notre 
ritère d'arrêt lié à la pré
ision souhaitée.

La pré
ision atteinte par rapport à la pré
ision souhaitée sera à étudier lors des 
as-

tests suivants réalisés à partir de soutions analytiques.

� Tenseur :

On peut garder dans un tableau le tenseur qui est 
onstant par élément. On évite

ainsi de devoir re
al
uler les 3 termes propres à 
haque triangle, 
omme 
e qui avait

été mis en pla
e pour le tenseur de perméabilité dans le 
adre de l'équation du trans-

port.

On peut alors 
al
uler le rayon spe
tral KT de KT et le garder lui aussi dans un

tableau, appelé Kspe
 dans le 
ode. On aura en e�et besoin d'avoir a

ès aux rayons

spe
traux des 2 triangles séparant une arête interne a�n de pouvoir prendre le maxi-

mum pour le 
al
ul de µE .
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3.3 Comparaisons ave
 ra�nements uniformes de maillage

3.3.1 Comportement des erreurs

Quelques tests de Ben
hmark ont déjà été réalisés pour le logi
iel MELODIE et sa

validation. Nous allons nous inspirer de 
es derniers a�n de 
omparer les résultats de pré-


ision obtenue grâ
e aux ra�nements issus des estimateurs a posteriori, par rapport à des

ra�nements de maillage uniformes utilisés pour le Ben
hmark.

Les tests sont tous réalisés sur le 
arré unité Ω = [0, 1]x[0, 1]. Le tenseur de perméabilité

est pris 
omme K =

(

1.5 0.5
0.5 1.5

)

. Nous allons 
al
uler en plus de l'erreur relative d'éner-

gie eK = ||(u−uh)||K
||uh||K

et l'erreur relative L2 eL2 =
||u−uh||L2

||u||
L2

. En e�et la première nous permet

de nous assurer que la pré
ision est bien respe
tée, tandis que la se
onde nous permet une


omparaison ave
 les valeurs des tests du Ben
hmark notamment. Les résultats attendus

sont les suivants : une dé
roissan
e d'ordre 1 pour l'erreur relative en norme K et un ordre

2 pour l'erreur relative en norme L2.

� 1er test :

u(x, y) = 16x(1 − x)y(1 − y)

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

16*x*(1−x)*y*(1−y)

y

Fig. 5 � Solution analytique
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Fig. 6 � Solution numérique obtenue
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Fig. 7 � Maillage obtenu
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Fig. 8 � Convergen
e des normes

On remarque sur la FIG. 8 que l'ordre de l'erreur eL2 est retrouvé par rapport à un

ra�nement uniforme de maillage, même si les valeurs de 
ette norme sont légèrement

plus faibles pour un maillage uniforme, à nombre de noeuds égal. Cela peut venir du

fait que l'estimateur est 
onstruit par rapport à la norme d'énergie ||.||K et non pas

par rapport à la norme L2, ou en
ore par le fait que la fon
tion est assez régulière,

et que don
 un maillage uniforme l'appro
hera for
ément mieux.

A 
e sujet on peut aussi remarquer grâ
e à la FIG. 7 que le maillage obtenu est assez

uniforme sur le domaine Ω.
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Fig. 9 � Comparaison des pré
isions

La FIG. 9 permet d'illustrer le 
omportement de l'estimateur ave
 le ra�nement : il

dé
roît toujours. La valeur de ||uh||K se stabilisant ave
 le ra�nement, la toléran
e

apparait 
omme un palier que l'estimateur arrive, de par son 
omportement, à at-

teindre (rappel : Tol = ǫ ∗ ||uh||K).

On peut alors essayer de voir quelle est la pré
ision réelle obtenue par rapport à la

pré
ision �xée. Cette dernière est obtenue par la division de l'estimateur par la norme

d'énergie à 
haque itération. On remarque que 
e rapport est à peu près 
onstant :

3.0e−01 environ (
ette 
onstante sera retrouvée pour les tests suivants).

Fig. 10 � Comparaison des pré
isions
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� 2me test

u(x, y) = sin[(1 − x)(1 − y)] + (1 − x)3(1 − y)2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1

0

0.5

1

1.5

2

x

sin((1−x)(1−y)) + (1−x)3 (1−y)2

y

Fig. 11 � Solution analytique
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Fig. 12 � Solution numérique obtenue
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Fig. 13 � Maillage obtenu
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Fig. 14 � Convergen
e des normes

Sur le résultat de 
e test (FIG. 11 ), si on retrouve globalement les ordres de 
onver-

gen
e des normes du test pré
édent, il semblerait que le maillage adaptatif permet

une légère amélioration par rapport à un ra�nement uniforme. En e�et les deux er-

reurs relatives obtenues par un ra�nement adaptatif sont légèrement plus faibles que

leurs homologues uniformes. Ce
i semble possible grâ
e aux premières itérations qui

permettent d'avoir un ordre plus élevé que 
elui attendu. Une étude de l'obtention

d'ordres plus élevés peut être très intéressante, notamment par la mise en pla
e de

plusieurs tests sur le ra�nement. On peut par exemple penser à évaluer le 
ompor-

tement selon le pour
entage d'éléments ra�nés.

Le maillage obtenu (FIG. 13 ) est très intéressant : il semble être adapté à la géométrie

de la fon
tion puisqu'il est ra�né autour de l'origine, là où la pente de la fon
tion

est la plus forte, alors qu'autour du point (1,1) les éléments sont bien plus grands

(pente pro
he de zéro dans 
ette région). Le maillage adaptatif semble 
onvenir pour

une fon
tion qui possèderaient de fortes variations. Nous allons don
 nous intéresser

à une fon
tion présentant 
ette 
ara
téristique dans le 
as-test suivant.
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� 3me test

u(x, y) = exp(−200(x −
1

2
)2 − 200(y −

1

2
)2)

Cette fon
tion a été 
hoisie par rapport au fait qu'elle soit très lo
alisée dans le

domaine Ω. On espère ainsi pouvoir avoir des résultats bien meilleurs en terme de

pré
ision ave
 un ra�nement adaptatif de maillage par rapport à un maillage uni-

forme sur l'ensemble du domaine.
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Fig. 15 � Solution analytique
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Fig. 16 � Solution numérique obtenue
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Fig. 17 � Maillage obtenu
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Fig. 18 � Convergen
e des normes

On peut remarquer que le maillage obtenu FIG. 17 est tel qu'on l'attendait : 
entré

sur le point (0.5,0.5), là où la fon
tion atteint son maximum, et restreint globalement

au support de la fon
tion (domaine sur lequel la fon
tion est non nulle).

On aperçoit de plus un très bon 
omportement des erreurs, à la fois en norme d'éner-

gie et en norme L2. Elles sont en e�et toujours régulières, et inférieures, à nombre de

noeuds égal, à leur homologue respe
tive issu d'un ra�nement de maillage uniforme.

La tendan
e que possède 
ette dernière 
ourbe pour l'erreur L2, i.e. de se rappro
her de
la 
ourbe étalon d'ordre 2, est expli
able par la manière dont les erreurs ont été 
al
ulées.

En e�et il a fallu appro
her 
es valeurs et le niveau de pré
ision dans l'approximation des

intégrales a varié ave
 le nombre de noeuds.
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3.3.2 Né
essité de pré
ision

Pour obtenir les résultats 
i-dessus, il a fallu pouvoir 
al
uler très pré
isément les in-

tégrales pour le système linéaire. En e�et une approximation grossière du se
ond membre,
∫

Ci
f , ne permet pas de retrouver les ordres de dé
roissan
e. Le 
omportement de l'erreur

relative peut être extrèmement irrégulier.

A�n d'évaluer assez pré
isément 
ette intégrale de f sur Ci (Ci étant le volume de


ontr�le asso
ié au noeud i, 
f. ANNEXE 2) peut être dé
omposée 
omme l'intégrale de f
sur tous les Qi,T = Ci ∩ T . Les Qi,T seront alors eux-mêmes dé
omposés en 2 triangles, en


onsidérant une "arête virtuelle" entre le sommet i et le 
entre de gravité de T . Aisément,

une fon
tion ré
ursive peut être utilisée a�n d'appro
her la valeur de l'intégrale sur 
es

triangles formant Qi,T . Si l'aire du triangle est assez petite (
omparaison ave
 une valeur

rentrée par l'utilisateur : l'aire-palier), on e�e
tue une quadrature d'ordre 1. En revan
he

si l'aire est supérieure à 
ette aire-palier, on applique la fon
tion ré
ursive sur 
ha
un des

sous-triangles (
f. FIG. 19 ). Ainsi l'algorithme d'une telle fon
tion se présente ainsi :

x : tableau des abs
isses des sommets du triangle

y : tableau des ordonnées des sommets du triangle

if : valeur de l'intégrale de f (initialisée à 0 avant le 1er appel)

Entrées : x, y, if

Sauvegarde dans des variables tampons des 
oordonnées

Cal
ul de l'aire du triangle AT SI AT < aire-palier

. Evaluation de f aux 3 sommets → f1, f2, f3

. Quadrature (ordre 1) pour l'intégrale : if = if + AT

3 ∗ (f1 + f2 + f3)
SINON

. Cal
ul des 
oordonnées des milieux des arêtes

. Appel ré
ursif de la fon
tion sur 
haque sous-triangle

. Réattribution des bonnes 
oordonnées pour x et y
FIN SI

Fig. 19 � Si l'aire du triangle n'est pas assez petite, on le "dé
oupe" en 4
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Pro
édure : 
ette fon
tion sera utilisée en par
ourant l'ensemble des triangles 
om-

posant le maillage du domaine. On séparera le triangle 
ourant en 3 quadrilatères, soit

en 6 sous-triangles sur lesquels la fon
tion ré
ursive sera appelée. On pré
ise que la der-

nière étape de la fon
tion ré
ursive, à savoir la réattribution des bonnes 
oordonnées, est

indispensable si à la suite de la fon
tion ré
ursive, un a

ès aux tableaux x et y doit être fait.

Après la dé�nition de 
et outil, nous pouvons illustrer l'in�uen
e de l'approximation de

f , et don
 l'approximation de son intégrale, sur l'erreur relative L2.
Prenons la fon
tion u(x, y) = exp(−200(x− 1

2)2 − 200(y − 1
2)2). Nous allons 
onsidérer les

approximations suivantes :

� f est 
onstante sur 
haque volume de 
ontr�le Ci

� f est d'ordre 1 sur 
haque triangle 
omposant le quadrilatère Qi,T

� Utilisation d'une aire-palier égale à 10−4

� Utilisation d'une aire-palier égale à 10−8

Fig. 20 � In�uen
e de l'approximation de f

La FIG. 20 nous permet de nous rendre 
ompte de l'importan
e de l'approximation de

l'intégrale de f sur la pré
ision du résultat.

La première méthode qui 
onsiste à 
onsidérer que f est 
onstante sur le volume de 
ontr�le

Ci (méthode initialement implémentée dans le 
ode) entraine un 
omportement irrégulier

de l'erreur relative. Cette dernière est même supérieure à 1 au début et augmente à plu-

sieurs reprises alors qu'on ra�ne. On peut même rajouter qu'une mauvaise approximation

amène à des valeurs négatives de la solution numérique, qui doit représenter une exponen-

tielle. Cela est un élément important à prendre en 
ompte, notamment pour la simulation

du transport de radionu
léides où on peut avoir des a
tivités négatives. Une meilleure ap-

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 28/52



IRS[N] - Sup'Galilée 3 L'ÉCOULEMENT PERMANENT

proximation du terme sour
e peut améliorer le 
ode de 
e point de vue là.

Ave
 l'amélioration de l'approximation de l'intégrale de f , on 
onstate une amélioration

aussi du 
omportement de l'erreur : en 
hoisissant une aire-palier de 10−8, l'erreur relative

de la solution numérique dé
roît toujours aux 
ours des ra�nements.

Bien évidemment une telle approximation n'est possible que si le se
ond membre est


onnu analytiquement. Si jamais 
e n'est pas le 
as et que f est 
onnu seulement aux

noeuds du maillage, il peut être alors intéressant de 
onsidérer le fait que f soit a�ne par

triangle plut�t que 
onstante par volume de 
ontr�le. En e�et 
'est l'approximation simple

la plus forte qu'on puisse faire, et qui ne né
essite pas de grandes modi�
ations au niveau

de l'implémentation, pour un résultat nettement meilleur.

On peut aussi regarder l'in�uen
e de l'aire-palier sur la pré
ision du 
al
ul. Pour 
ela

nous allons 
onsidérer la fon
tion u(x, y) = 16x(1 − x)y(1 − y) et 
al
uler l'erreur relative
entre l'intégrale de f sur le domaine [0, 1]x[0, 1] et la somme 
umulée des intégrales de

f sur les volumes de 
ontr�le Ci par la fon
tion ré
ursive. La FIG. 21 illustre bien le


omportement de l'erreur, qui dé
roît de manière assez linéaire ave
 l'aire-palier.

Fig. 21 � In�uen
e de l'aire-palier

C'est 
ette même fon
tion ré
ursive qui est utilisée pour le 
al
ul des erreurs. Adaptée,

elle prend alors en argumant les valeurs de la solution numérique aux sommets.

L'aire permettant d'obtenir les 
ourbes dans la partie pré
édente a été prise égale à

10−8. Cela signi�e qu'il faut un nombre 
onséquent de 
al
uls pour d'une par l'approxi-

mation de
∫

Ci
avant la résolution du système linéaire, et d'autre part pour le 
al
ul des

erreurs. La ma
hine sur laquelle le stage a été e�e
tué, et don
 les tests, disposait de 4


oeurs et 8 pro
esseurs. Cela a en
ouragé à paralléliser 
es opérations.
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3.3.3 Parallélisation de fon
tions

Les 
ara
téristiques te
hniques de la ma
hine, le langage de programmation, le 
al
ul

sur des triangles de manière indépendante : tous les éléments étaient réunis pour dévelop-

per un 
al
ul de 
es intégrales,
∫

f et 
al
ul des erreurs K et L2, grâ
e à OpenMP en

parallélisant l'utilisation de 
ette fon
tion ré
ursive dé�nie pré
édemment.

Pour s'aper
evoir des gains de temps, nous allons 
onsidérer les 3 fon
tions pré
é-

demment utilisées et nous allons tester les temps mis par rapport au nombre de threads

(pro
essus 
al
ulant indépendemment une partie du 
ode).

� u(x, y) = 16x(1 − x)y(1 − y)

Pour véri�er la validité de la méthode, nous allons aussi 
al
uler l'erreur relative

obtenue entre le 
al
ul analytique de
∫

Ω f et la valeur 
umulée des intégrales appro-


hées, toujours ave
 une aire-palier de 10−8). Voi
i les résultats obtenus :

Nbr Threads Tps CPU (s) Tps d'exé
ution (s) Err relative

1 55.4 55.2 1.07 e-12

8 59.4 11.4 2.44 e-13

16 58.4 7.6 2.00 e-13

32 58.5 7.3 2.00 e-13

40 58.4 7.3 2.00 e-13

64 58.3 7.3 1.33 e-13

128 58.3 7.3 1.33 e-13

� u(x, y) = sin((1 − x)(1 − y)) + (1 − x)3(1 − y)2

Nbr Threads Tps CPU (s) Tps d'exé
ution (s)

1 230.0 229.9

8 241.9 45.5

16 242.3 31.0

32 243.9 30.8

40 242.2 30.8

64 242.3 30.4

128 242.2 30.4

� u(x, y) = exp(−200(1 − x)2 − 200(1 − y)2)

Nbr Threads Tps CPU (s) Tps d'exé
ution (s)

1 199.4 200.1

8 209.6 39.6

16 210.0 27.0

32 210.1 26.7

40 210.2 26.7

64 210.3 26.5

128 210.2 26.5
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On remarque globalement le même 
omportement quelle que soit la fon
tion utilisée :

un palier apparait à partir de 32 threads utilisés et on obtient un même 
oe�
ient du gain

de temps, soit 7, 5 environ. Ce 
oe�
ient est bien sûr à mettre en rapport ave
 le nombre

de pro
esseurs, 8 dans notre 
as. On peut aussi noter qu'il vaut mieux 
hoisir un nombre

de threads supérieur au nombre de pro
esseurs, et non pas égal 
omme on pourrait le pen-

ser initialement. Con
ernant l'erreur pour la première fon
tion, un 
omportement étrange

apparaît : plus le nombre de threads est élevé, plus l'erreur est petite. On peut penser que


ela est dû au fait que les erreurs sur l'approximation numérique se 
umulent moins. Quoi

qu'il en soit, ave
 une aire-palier de 10−8, l'erreur 
ommise sur l'approximation de
∫

f est

négligeable.

Cette utilisation du 
al
ul parallèle sera indispensable pour le transport : en e�et non

seulement le maillage 
hangera, mais le temps interviendra lui aussi. Il va falloir à de

nombreuses reprises évaluer
∫

Ci
f . La parallélisation va permettre d'obtenir les résultats

bien plus rapidement.
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4 Le transport de radionu
léides

4.1 Des
ription du problème

4.1.1 Equation 
onsidérée

Le transport d'un soluté non réa
tif en milieu poreux peut être modélisé, sur l'inter-

valle en temps ]0, T [ et sur le domaine Ω, par l'équation de 
onve
tion-réa
tion-di�usion

suivante :















∂a

∂t
− div(D∇a − ~ua) + λa = f dans Ωx]0, T [

a = 0 sur Γx]0, T [

a(•, 0) = a0(•) dans Ω

ave
 :

a : a
tivité du soluté

~u : vitesse de Dar
y, obtenue grâ
e à la résolution de l'équation d'é
oulement

λ : 
onstante de dé
roissan
e radioa
tive

f : terme sour
e

D = α|~u| + ωd ∗ I2 : tenseur de dispersion

d : 
oe�
ient de di�usion du soluté

ω : porosité du milieu

α =

(

αL 0
0 αT

)

: tenseur de dispersivité (longitudinale et transversale par rapport à ~u)

Pour le 
adre traité, a�n que l'on puisse appliquer le théorème des estimations a poste-

riori (3) de la partie suivante, les hypothèses faites sur le modèle sont les suivantes :

(H1) Les grandeurs autres que l'a
tivité sont 
onsidérées 
omme 
onstantes en temps

(H2) Impli
ation immédiate de H1, D = D(x) et ~u = ~u(x)
(H3) D est symétrique dé�ni positif

(H4) f ∈ L2(0, T ; Ω)
(H5) a0 ∈ H1(Ω)

Nous 
hoisirons d'appliquer un s
héma impli
ite lors de la dis
rétisation en temps. En

e�et s'il ne possède pas la pré
ision de Crank-Ni
holson, il s'a�ran
hit de toute CFL.

L'intervalle de temps ]0, T ] sera dis
rétisé et les (ti)i=0..N formeront 
ette dis
rétisation.

On notera τi = ti − ti−1∀i ∈ 1..N . Le 
ode de 
al
ul retournera alors les di�érents ui
h,

approximation a�ne par triangle de la solution au temps ti.

La solution numérique uh,τ sera 
onstruite à partir des ui
h par linéarité en temps, i.e. à

l'instant t tel que ti−1 < t < ti, la fon
tion uh,τ sera dé�nie par la relation suivante :

uh,τ (t) = ui
h −

ti − t

τi
(ui

h − ui−1
h ) (2)

ou bien, de manière équivalente, par

uh,τ (t) = ui−1
h −

t − ti−1

τi
(ui

h − ui−1
h )
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4.1.2 Estimateur a posteriori

Les estimateurs présentés dans 
ette partie sont issus du rapport �nal de mon prédé-


esseur (réf. [1℄), basé sur les travaux [2℄ et [3℄.

On dé�nit le saut à travers une arête E par : [•.~nE ] et la norme d'énergie [[•]] par :

[[u]]2(t) = ||u(t)||2L2(Ω) +

∫ t

0
(||D1/2∇u(s)||2L2(Ω) + λ||u(s)||2L2(Ω))ds

On a alors les quantités suivantes (adaptées au s
héma impli
ite), et le théorème des

estimations a posteriori lié à l'équation 
onsidérée :

� Estimateur spatial :

Dé�nissons les estimateurs résiduel et de sauts inter-éléments par :

Rn
h|Q = fn

h −
an

h − an−1
h

τn
+ div(Dn

h∇an
h − ~unan

h)

rn
h |E = [Dn

h∇an
h.~nE ]

zn
h |γ = ~un−1

.~nγ(an−1
h (xi) − an−1

h (xj))

Les indi
ateurs lo
aux de l'erreur en espa
e sont alors dé�nis par :

(ηn
R)2 =

∑

V ∈V

∑

Q∈V α2
Q||R

n
h||

2
L2(Q)

(ηn
r )2 = D

−1/2
min

∑

E∈E
αE ||r

n
h ||

2
L2(E)

(ηn
z )2 = D

−1/2
min

∑

γ∈Γn
h

αγ ||z
n
h ||

2
L2(γ)

où αS = min( hSD
−1/2
min , λ−1/2) pour S = Q, E ou γ.

L'estimateur spatial est �nalement donné par :

(ηn)2 = (ηn
R)2 + (ηn

r )2 + (ηn
z )2

� Estimateur temporel :

(θn)2 =
τn

3
(||(Dn

h)1/2∇(an
h − an−1

h )||2L2(Ω) + ||div(~un(an
h − an−1

h ))||2L2(Ω)

+||λ1/2(an
h − an−1

h )||2L2(Ω))

� Théorème :

[[u − uh,τ ]](tn) ≤ C ∗

(

n
∑

m=1

{(ηm)2τm + (θm)2}

)1/2

(3)
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4.2 Maillage adaptatif

4.2.1 Algorithme

Les premiers tests e�e
tués dans le 
adre du stage, les questions de mon maître de

stage sur le r�le de la toléran
e notamment, et la le
ture de la do
umentation du travail

de mon préde
esseur, m'ont amené à entrer dans le 
ode a�n de véri�er l'implémentation

des diverses fon
tions ainsi que l'algorithme. Légèrement modi�é par rapport au pré
édent,

voi
i l'algorithme, adapté de [3℄, qui est dorénavant utilisé :

Nsp/Ntm nombres maximaux de ra�nements en espa
e/temps

tn−1 = t0 temps antérieur au 
al
ul

tn = tn−1 + τ temps du 
al
ul

Tolnh = 0 toléran
e spatiale, dé�nition page suivante

Tolnt = 0 toléran
e temporelle, dé�nition page suivante

(ηn)2 = Tolnh + 1 estimateur spatial

nsp = 0 nombre de ra�nements en espa
e e�e
tués

ntm = 0 nombre de ra�nements en temps e�e
tués

TANT QUE tn < tN

. Estimateur spatial

. TANT QUE nsp < Nsp et que (ηn)2 > Tolnh

. . Résolution du système linéaire → uh,τ (tn)

. . Cal
ul de la toléran
e spatiale Tolnh et de la toléran
e temporelle Tolnt

. . (
f. page suivante pour la dé�nition et le détail des 
al
uls des toléran
es)

. . Cal
ul de l'estimateur spatial ηn

. . SI ηn > Tolnh

. . . Stratégie de ra�nement en espa
e, nsp = nsp + 1

. . FIN SI

. FIN TANT QUE

. Estimateur temporel

. Cal
ul de l'estimateur temporel θn

. SI ntm < Ntm et que θn > Tolnt

. . Ra�nement en temps :

. . τ = τ/2

. . ntm = ntm + 1

. SINON SI θn ≤ Tolnt

. . On passe alors au pas de temps suivant ave
 une a

élération :

. . τ = 2 ∗ τ

. . tn−1 = tn

. . ntm = ntm − 1

. SINON

. . nombre maximal de ra�nements temporels atteint

. . On passe au pas de temps suivant par défaut : pas d'a

élération

. . tn−1 = tn

. FIN SI

. tn = tn−1 + τ

FIN TANT QUE
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4.2.2 Détails de l'implémentation

Nous verrons dans 
ette partie l'implémentation des di�érents termes né
essaires à la

mise en pla
e du ra�nement adaptatif.

� Dé�nition et 
al
ul des toléran
es :

Comme il a été pré
isé par l'équation (2), uh,τ est linéaire en temps et dé�nie

entre 2 instants de dis
rétisation ti−1 et ti. Ainsi, les fon
tions v1 := u2
h,τ et v2 :=

(Dh∇uh,τ ,∇uh,τ ) sont d'ordre 2 en temps. On peut expli
iter 
es 2 fon
tions ∀t ∈
[ti−1, ti] (en tenant 
ompte du fait que le tenseur dis
rétisé Dh est symétrique) :

v1(t) = (ui
h)2 +

(

ti − t

τi
(ui

h − ui−1
h )

)2

− 2
ti − t

τi
(ui

h − ui−1
h )

v2(t) =
(

Dh∇ui
h,∇ui

h

)

− 2
ti − t

τi

(

Dh∇ui
h,∇(ui

h − ui−1
h )

)

+

(

ti − t

τi

)2
(

Dh∇(ui
h − ui−1

h ),∇(ui
h − ui−1

h )
)

On intègre 
ha
une de 
es deux fon
tions sur [ti−1, ti] et on obtient les résultats

suivants :

∫ ti

ti−1

v1(t)dt =
ti − ti−1

3

(

(ui
h)2 + (ui−1

h )2 + ui
h ∗ ui−1

h

)

∫ ti

ti−1

v2(t)dt =
ti − ti−1

3

[

(Dh∇ui
h,∇ui

h) + (Dh∇ui−1
h ,∇ui−1

h ) + (Dh∇ui
h,∇ui−1

h )
]

On utilisera 
es derniers résultats pour le 
al
ul de la toléran
e. En e�et on a :

[[uh,τ ]]
2(tn) − ||uh,τ (tn)||2L2(Ω) =

∫ tn

0

(

||D
1/2
h ∇uh,τ (s)||

2
L2(Ω) + λ||uh,τ (s)||

2
L2(Ω)

)

ds

= I(tn)

Dé
omposons alors I(tn) :

I(tn) =
n

∑

m=1

∫ tm

tm−1

(

||D
1/2
h ∇uh,τ (s)||

2
L2(Ω) + λ||uh,τ (s)||

2
L2(Ω)

)

ds

=
n

∑

m=1

∫

Ω

∫ tm

tm−1

(v2(s) + λv1(s)) ds

=
n

∑

m=1

τm

3
{(||um

h ||2L2(Ω) + ||um−1
h ||2L2(Ω) +

∫

Ω
um

h um−1
h )λ

+||um
h ||2K + ||um−1

h ||2K +
∫

Ω(Dh∇um
h ,∇um−1

h )}

=

n
∑

m=1

αm
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A partir d'une pré
ision souhaitée ǫ, on peut dé�nir la toléran
e temporelle Tolmt et

la toléran
e spatiale Tolmh , pour tout temps tm de la dis
rétisation temporelle, par :

Tolmt = ǫ2 ∗
αm

2

Tolmh = ǫ2 ∗
αm

2τm

Si on arrive à avoir (ηm)2 ≤ Tolmh et (θm)2 ≤ Tolmt , alors ∀m ∈ 1..n :

(ηm)2 ∗ τm + (θm)2 ≤ ǫ2 ∗

(

αm

2τm
τm +

αm

2

)

≤ ǫ2 ∗ αm

Don
 en sommant :

n
∑

m=1

(

(ηm)2 ∗ τm + (θm)2
)

≤ ǫ2
n

∑

m−1

αm

≤ ǫ2 ∗ I(tn)

≤ ǫ2 ∗ I(tn) + ǫ2||uh,τ ||
2
L2Ω

≤ ǫ2 ∗ [[uh,τ ]]
2(tn)

Et en utilisant �nalement le théorème (3) :

[[u − uh,τ ]]
2(tn) ≤ C

(

n
∑

m=1

((ηm)2 ∗ τm + (θm)2)

)

≤ C ∗ ǫ2 ∗ [[uh,τ ]]
2(tn)

ou en d'autres termes :

[[u − uh,τ ]](tn)

[[uh,τ ]](tn)
≤ C ∗ ǫ

A 
haque pas de temps tm, il faudra 
al
uler

∫

Ω
um

h um−1
h ,

∫

Ω
(Dh∇um

h ,∇um−1
h ),

||um
h ||2L2(Ω) et ||Dh∇um

h ,∇um
h ||2L2(Ω). On gardera en mémoire 
es 2 dernières normes

au 
arré a�n d'éviter leur 
al
ul au pas de temps suivant.

Si seul αm est utile pour dé�nir les toléran
es spatiale et temporelle à un temps tm,

on gardera néanmoins dans le 
adre des solutions analytiques la quantité
∑

αm,

qu'on transmettra au pas de temps suivant a�n de pouvoir 
al
uler l'erreur relative

en norme d'énergie à tous les temps.

Les intégrales sur Ω pré
édemment 
itées seront bien entendu 
al
ulées à partir des

intégrales sur les triangles 
omposant le maillage, les deux fon
tions, um
h et um−1

h ,

étant a�nes par sur 
ha
un de 
es éléments.

Dans la dé�nition des toléran
es, le 
oe�
ient pris de 1/2 est arbitraire. Il permet

de pouvoir équilibrer les 
ontributions liées à l'estimateur spatial et à l'estimateur

temporel.
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� Estimateurs temporel et spatiaux

Les di�éren
es ren
ontrées et don
 les 
hangements apportés au 
ode initial sont

visibles en annexe (ANNEXE 5). Une 
omparaison détaillée entre 
e qui avait été

programmé et la 
orre
tion apportée, sur le 
al
ul de l'estimateur résiduel et la théo-

rie des éléments de référen
e notamment, y a été réalisée.

L'implémentation des estimateurs spatiaux est similaire à 
e qui a pu être dé
rit pour

l'é
oulement permanent, à la di�éren
e près qu'il est né
essaire d'avoir les valeurs du

temps pré
édent.

Con
ernant l'estimateur temporel, on y faisait appel que selon une fréquen
e donnée.

Si nous voulons respe
ter le 
ritère d'arrêt tel qu'il est dé
rit dans la des
ription de

l'algorithme, par rapport à la pré
ision souhaitée, 
et estimateur temporel doit être


al
ulé à 
haque pas de temps. C'est lui qui permet de dé
ider si le ra�nement en

temps doit avoir lieu.

Le 
al
ul de 
et estimateur est réalisé dans "Con
ErrTime2.f". Les modi�
ations ap-

portées à 
ette fon
tion étaient légères : il s'agissait prin
ipalement d'un nettoyage

du 
ode et de regrouper les éléments déjà 
al
ulés et don
 gardés en mémoire (vitesse

de Dar
y, tenseur...) plut�t que de refaire les 
al
uls.

Finalement on peut rappeler la parallélisation e�e
tuée, via OpenMP, pour le 
al-


ul des estimateurs, de manière similaire à 
e qui a pu être fait dans le 
adre de

l'é
oulement permanent.
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4.3 Comparaisons ave
 ra�nement uniforme de maillage

CETTE PARTIE EST EN COURS DE TRAVAIL A LA REMISE DE CETTE 1ERE

VERSION DE RAPPORT

4.3.1 Utilisation d'une solution analytique

Nous allons nous pla
er sur le domaine [0, 30]x[0, 20]. Nous utiliserons la fon
tion sui-

vante pour la solution de l'équation de transport :

u(x, y, t) = exp

(

−
1

4
(x − 10 − t)2 −

1

2
(y − 10)2

)

Par
e qu'il s'agit d'un d�me toujours positif, 
ette fon
tion parait en e�et parti
ulièrement

adaptée à la modélisation d'une a
tivité radioa
tive (dép�t de 
olis + migration d'une

quantité de polluant).

IMAGE A METTRE

L'erreur sera 
al
ulée en norme d'énergie. Pour 
ela il faudra 
al
uler l'intégrale sui-

vante :

Ie(tn) =

∫ tn

0

(

||(u − uh,τ )(s)||K + ||(u − uh,τ )(s)||L2(Ω)

)

ds

=
n

∑

m=1

∫ tm

tm−1

(

||(u − uh,τ )(s)||K + ||(u − uh,τ )(s)||L2(Ω)

)

ds

=

n
∑

m=1

Ie,m

Contrairement à 
e qui avait été fait pour dé�nir et 
al
uler les toléran
es, un 
al
ul

exa
t est di�
ilement envisageable pour les Ie,m. On va don
 appro
her 
es intégrales en

dis
rétisant [tm−1, tm], par exemple par les (sm,i)i=0..M , où sm,0 = tm−1 et sm,M = tm.

On 
al
ulera alors pour 
haque sm,i (i ∈ 1..M) les 
ontributions u(sm,i) − uh,tau(sm,i) =

u(sm,i)− um
h +

tm − sm,i

τm

(

um
h − um−1

h

)

, ainsi que les gradients respe
tifs, aux sommets du

triangle T 
onsidéré. On e�e
tuera la formule de quadrature simple pour avoir les normes

K et L2 sur le triangle T (même fon
tion utilisée que pour le 
al
ul des normes d'erreur

dans le 
as permanent, 
f. p27, ave
 dé
oupage du triangle en 4 si l'aire est trop grande).

On multipliera 
ha
une des normes par le pas de 
ette nouvelle dis
rétisation en temps,
tm−tm−1

M et on les additionnera, 
e qui 
orrespond à une approximation par la méthode des

re
tangles à gau
he.
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Ie(tn) =
n

∑

m=1

Ie,m

=
n

∑

m=1

M
∑

i=1

(sm,i − sm,i−1)
(

||(u − uh,τ )(sm,i)||K + ||(u − uh,τ )(sm,i)||L2(Ω)

)

=
n

∑

m=1

M
∑

i=1

τm

M

∑

T

(

||(u − uh,τ )(sm,i)||K(T ) + ||(u − uh,τ )(sm,i)||L2(T )

)

Les résultats i
i sont mitigés.

En e�et si l'estimateur temporel a un bon 
omportement (dé
roit lorsque le nombre de

noeuds augmente, et don
 devient à 
haque temps inférieur à sa toléran
e), l'estimateur

temporel reste en revan
he dans tous les 
as inférieur à sa toléran
e : on a don
 toujours

une a

élération du pas de temps, mais jamais de ra�nement en temps. Cela 
onduit à

avoir un pas de temps �nal très grand, qui peut expliquer le fait que la pré
ision �xée n'est

pas atteinte au dernier pas de temps (alors qu'elle l'était à tous les pas pré
édents).

On peut aussi remarquer que la 
onstante C du théorème (3) dépend du temps.
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4.3.2 Cas de dép�t de 
olis dans un milieu hétérogène

Pour 
e 
as "réel", dans le sens où nous allons simuler un relâ
hement de radionu
léides

d'après les données de 
es derniers et non plus utiliser une solution analytique, nous allons


onsidérer des milieux ne possédant pas les mêmes propriétés physiques et étudier le 
om-

portement obtenu.

Nous n'allons plus pouvoir 
al
uler la norme de l'erreur, puisque nous n'utiliserons

pas de solution analytique. La pré
ision obtenue par rapport à un ra�nement de maillage

uniforme sera don
 évaluée de la sorte : nous allons 
onsidérer, à un temps donné, les valeurs

des di�érents estimateurs issus d'un maillage adaptatif et nous allons 
her
her pour quel

niveau de ra�nement de maillage uniforme 
es valeurs sont retrouvées. Nous 
omparerons

alors le nombre de mailles né
essaires et nous pourrons déterminer ainsi le gain, ou la perte

(les tests n'ayant pas en
ore été lan
és à l'heure de remise de 
ette version du rapport), de

"pré
ision" obtenu(e) par l'utilisation de la méthode de ra�nement adaptative.
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5 Con
lusion provisoire

Grâ
e à 
e stage au sein de l'IRSN, j'ai pu approfondir mes 
onnaissan
es en analyse

numérique et me familiariser ave
 un langage de programmation très présent dans les 
odes

de 
al
ul industriels : FORTRAN. J'ai eu l'opportunité de mettre en oeuvre des algorithmes

permettant un ra�nement de maillages adaptatifs, basés sur les théorèmes mathématiques

des estimations a posteriori, pour un logi
iel utilisé dans un 
adre professionnel. Ce stage

aura don
 été pour moi un premier aperçu du monde du travail, et plus parti
ulièrement du

domaine du développement de 
odes de 
al
ul s
ienti�ques, dans lequel je 
ompte exer
er

et développer mes 
ompéten
es dans ma 
arrière à venir.

Si le sujet du stage initial, qui 
on
ernait l'étude des 
omportements du 
ode et la re-


her
he des paramètres optimaux d'utilisation de 
elui-
i, n'a pas, ou très peu, été abordé

et par 
onséquent reste un problème entier, la 
orre
tion des algorithmes et des fon
tions

mises en pla
e par mon prédé
esseur était né
essaire en vue de laisser un 
ode de 
al
ul

fon
tionnel, 
orre
t, propre et, je l'espère, 
ompréhensible. J'ai en e�et pu voir que la do
u-

mentation était pré
ieuse et avait besoin d'être pré
ise, a�n que les personnes qui prennent

la suite d'un travail e�e
tué puissent 
omprendre le plus rapidement et le plus 
lairement

possible 
e qui a été fait.

Les résultats obtenus par la mise en pla
e de solutions analytiques ont été, globalement,

satisfaisants et ont illustré le gain en pré
ision sur l'erreur relative notamment, que permet-

tait 
ette nouvelle méthode de ra�nement mise en pla
e, par rapport à des ra�nements

uniformes menés sur le maillage.

Plusieurs aspe
ts peuvent être traités pour le travail à e�e
tuer à la suite du stage.

Tout d'abord les premiers résultats obtenus dans le 
adre de l'équation de transport ave


solution analytique ne sont pas entièrement satisfaisants. Il pourrait être intéressant de

revoir la démonstration du théorème des estimations a posteriori liées à 
ette équation,

voire d'en implémenter de nouvelles, 
omme par exemple 
elles données par [4℄.

Ensuite le sujet initial du stage pourrait être à nouveau évoqué. En e�et si le gain en

pré
ision a pu être démontré - dans le 
adre de l'équation d'é
oulement pour le moment -


elui en temps reste à étudier. La méthode des estimations a posteriori multipliant les as-

semblages de systèmes linéaires et leur résolution, il faut impérativement essayer de limiter


es derniers a�n que le temps de 
al
ul ne soit pas démesuré. Outre la mise en pla
e d'une

résolution de système linéaire par utilisation de 
al
uls parallèles, on pourrait, et 
'était

l'axe de départ du stage, e�e
tuer une analyse de sensibilité des paramètres, par exemple

à l'aide d'indi
es de Sobol.
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6 Annexes

6.1 Annexe 1 : Organigramme de l'IRSN
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6.2 Annexe 2 : Equations gérées par MELODIE

L'é
oulement permanent

L'équation générale de l'é
oulement (4) a pour origine la loi de Dar
y (5) et la loi de


onservation de masse. Elle s'é
rit de la manière suivante :

div (K∇h) = Ss
∂h

∂t
+ q (4)

où les quantités sont dé�nies par :

Ss : 
oe�
ient d'emmagasinement

h : 
harge hydraulique

q : débit d'eau inje
tée ou prélevée par m3

K : tenseur de perméabilité

Et ~U la vitesse de Dar
y est donnée par :

~U = −K∇h (5)

Le transport

Le transport d'un soluté dans un milieux poreux est dé
rit par l'équation de trans-

port (6) qui relie la 
on
entration du soluté et les di�érents phénomènes physiques liés au

polluant :

div ((D− ωdI)∇ci − ~u ci) = ω′Ri
∂ci

∂t
+ λiRiω

′ci − λjRjω
′cj

Mi

Mj
(6)

ave
 :

~u : vitesse de Dar
y

D : tenseur de dispersion

d : 
oe�
ient de di�usion

I : matri
e identité 
orrespondant à la dimension traitée

ω : porosité totale

ω′ : porosité 
inématique

ck : 
on
entration volumique de l'élément k (k = i ou j)
Rk : 
oe�
ients de retard de l'élément k
λk : 
onstante de dé
roissan
e radioa
tive de l'élément k
Mk : masse de l'élément k

On pourra transformer 
ette dernière équation du transport (6) en 
onsidérant non plus

la 
on
entration c d'un soluté mais son a
tivité massique A dé�nie par A = λ
N

ρM
c (ave


ρ masse volumique de l'eau et N le nombre d'Avogadro). L'a
tivité massique 
orrespond

au nombre de désintégration par se
onde de l'élément par unité de masse.
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La résolution des équations

La méthode de résolution des équations utilisée dans le 
adre du stage aura été la

méthode FVFE (Finite Volumes Finite Elements). Cette méthode né
essite notamment

la 
réation d'un maillage dual. Ce dernier sera obtenu en joignant le 
entre de gravité de


haque triangle ave
 les milieux des arêtes le 
omposant (on peut aussi 
hoisir de 
onsidérer

le point de 
on
ours des médiatri
es plut�t que le 
entre de gravité). On 
rée ainsi un volume

de 
ontr�le CP pour 
haque noeud P du maillage (
f. FIG. 22 ).

Fig. 22 � Représentation du maillage dual et d'un volume de 
ontr�le

Considérons l'équation de transport satisfaite par un soluté non réa
tif :

div (D∇A − ~uA) = ω
∂A

∂t
+ q (7)

On appelle Nj les fon
tions de base utilisées dans le développement de Galerkin et

dé�nies de la manière suivante :











Nj(xj) = 1

Nj(xi) = 0

Nj(x) linéaire entre xj et xi

Alors en utilisant un développement de Galerkin et en intégrant sur Ci l'équation de

transport (7), on obtient pour 
haque volume Ci et après intégration par parties :

∫

∂Ci

D





∑

j

∇NjAj



 .~ndσ −

∫

∂Ci



~u
∑

j

∇NjAj



 .~ndσ =

∫

Ci

ω
∂

∑

j NjAj

∂t
dx +

∫

Ci

qdx

où ~n représente la normale sortante au 
ontour ∂Ci.

L'approximation du terme temporel est faite à l'aide d'un s
héma d'Euler :

∫

Ci

∂A

∂t
dx ≃

∑

T ;i∈T

∑

j

An+1 − An

tn+1 − tn

∫

Ci∩T
Njdx

L'approximation du �ux di�usif se fera sur un s
héma impli
ite :

∫

∂Ci

D





∑

j

∇NjAj



 .~ndσ ≃
∑

T ;i∈T

∫

Ci∩T
DT

∑

j

∇NjA
n+1
j .~ndσ
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où DT est une approximation du tenseur de di�usion-dispersion sur T .

Le traitement du �ux 
onve
tif sera e�e
tué sur des s
hémas d'approximation de type

Godunov semi-impli
ite ou impli
ite :

∫

∂Ci



~u
∑

j

∇NjAj



 .~ndσ ≃
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6.3 Annexe 3 : Théorie des éléments de référen
e

Le 
al
ul de l'estimateur résiduel (estimateur spatial) se fait sur les Q = Ci ∩ T , qui
sont des quadrangles. Une méthode pour 
al
uler la norme L2 sur 
es quadrangles peut

être de passer par des éléments de référen
e, et en l'o

uren
e le 
arré Q̂ formé par les

points Â1(−1,−1), Â2(1,−1), Â3(1, 1) et Â4(−1, 1).

La transformation FQ permettant de passer de Q̂ à Q est dé�nie par :

FQ

(

x̂
ŷ

)

=

(

x
y

)

et x =
4

∑

i=1

xiφ̂i(x̂, ŷ), y =
4

∑

i=1

yiφ̂i(x̂, ŷ)

ave


φ̂1(x̂, ŷ) = 1
4(1 − x̂)(1 − ŷ),

φ̂2(x̂, ŷ) = 1
4(1 + x̂)(1 − ŷ),

φ̂3(x̂, ŷ) = 1
4(1 + x̂)(1 + ŷ),

φ̂4(x̂, ŷ) = 1
4(1 − x̂)(1 + ŷ)

et où les xi, yi sont les 
oordonnées des Ai, points du quadrangle Q.

La matri
e ja
obienne de FQ est alors donnée par :

BQ =

(

∂x
∂x̂

∂x
∂ŷ

∂y
∂x̂

∂y
∂ŷ

)

Il est su�sant d'avoir un déterminant non nul pour BQ a�n que FQ soit inversible.

Cette 
ondition est notamment satisfaite si Q est 
onvexe, 
e qui sera toujours notre 
as.

On a alors :

|det(BQ)(x̂, ŷ)| = 1
16 |{(x2 − x1)(1 − ŷ) + (x3 − x4)(1 + ŷ)} ∗ {(y4 − y1)(1 − x̂) + (y3 − y2)(1 + x̂)}
−{(y2 − y1)(1 − ŷ) + (y3 − y4)(1 + ŷ)} ∗ {(x4 − x1)(1 − x̂) + (x3 − x2)(1 + x̂)}|

En posant û := u(FQ), on a ∀X ∈ Q,∀X̂ ∈ Q̂ :

u(X) = u(FQ(X̂)) = û(X̂)

Don
 en parti
uler û(Âi) = u(Ai) pour i = 1..4

La méthode des éléments de référen
e nous permet d'avoir, ave
 f̂ := û
√

|det(BQ)| :

∫

Q
u2(X)dX =

∫

FQ(Q̂)
u2(X) dX

=

∫

Q̂
u2(FQ(X̂)) |det(BQ)(X̂)| dX̂

=

∫

Q̂
û2(X̂) |det(BQ)(X̂)| dX̂

=

∫

Q̂
f̂2(X̂) dX̂

La quadrature qu'on devait réaliser sur Q peut alors être réalisée sur Q̂ à l'aide des

valeurs de f̂ évaluées aux sommets Âi pour i = 1..4 (il reste don
 à évaluer le déterminant

de la Ja
obienne puisque les valeurs de û aux Âi sont les mêmes que 
elles de u aux Ai).
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6.4 Annexe 4 : Changements apportés pour l'é
oulement permanent

� Comme on l'a déjà vu, les 
ontributions données par rT et rE peuvent être 
al
ulées

dans 2 bou
les di�érentes : on évite ainsi de devoir refaire pour 
haque triangle les


al
uls des quantités (tenseur, aire, gradient,...) propres à ses voisins.

� L'estimateur résiduel rT (uh) = f + div(K∇uh) = f ne peut pas être tiré du système

linéaire. En e�et le système linéaire représente l'intégrale de l'équation, don

∫

Ci
f ,

alors que nous avons besoin de la norme L2 de rT , don

∫

T f2.

� Les 
al
uls des estimateurs résiduel et des sauts ne sont pas bien réalisés. Même si

f n'est 
onnu que pon
tuellement, i.e. que le 
al
ul de l'intégrale n'est pas possible

exa
tement et qu'il faut par 
onséquent utiliser une formule de quadrature, les 
al
uls

implémentés ne sont pas bons. Le des
riptif des 
al
uls et des formules de quadrature


orre
ts peut être trouvé dans la partie sur l'implémentation du 
al
ul de l'estimateur

(Page à pré
iser).

Ce qui avait été rentré pour l'approximation de la norme L2 de rT (outre le fait que

rT n'est pas le résidu du système linéaire) est de la forme :

||rT ||
2
L2(T ) =

∫

r2
T ≃

(

AT

3

)2

∗ (r1 + r2 + r3)
2 (8)

Cette approximation est fausse. On peut le 
onstater en prenant une fon
tion 
onstante :

la norme L2 (au 
arré) d'une fon
tion 
onstante rT := 1 est don
 égale à l'aire du

triangle AT , tandis que par la formule A indiquer, 
ela donnerait A2
T . On utilisera la

quadrature des points milieux, ou formule de Hammer, donnée page A INDIQUER

et exa
te pour un polyn�me d'ordre 2.

Con
ernant la formule utilisée pour le 
al
ul de la norme L2 de rE (l.249 à 254),

elle s'avère elle aussi inexa
te. xgradh représente la première 
omposante du ve
teur

KT∇uh,T tandis que ygradh représente la se
onde. La formule à appliquer est alors

la di�éren
e entre les ve
teurs KT∇uh,T et KT ′

∇uh,T ′ qui retourne don
 un ve
teur,

dont on 
al
ule le produit s
alaire ave
 la normale, entrante ou sortante, 
ela n'a pas

d'importan
e puisque �nalement on prend le 
arré de 
e produit s
alaire. On doit

don
 avoir :

((xgradh − xgradh′) ∗ xnorm + (ygradh − ygradh′) ∗ ynorm)2

Autrement dit il s'agit du 
arré du produit s
alaire (
arré de somme) et non pas la

somme des termes du produit s
alaire au 
arré.

� On remarquera aussi qu'il n'est pas né
essaire de garder pour 
haque élément les 3

KT ′

∇uh,T ′ (6 
omposantes don
), mais qu'on peut garder dans un tableau les deux


omposantes de KT∇uh,T pour 
haque triangle T . On repèrera quels sont les voisins

de 
haque triangle T grâ
e au tableau des voisins nvois. On gardera l'idée de mettre

la moitié de la 
ontribution à l'élément ainsi qu'à son voisin. Par 
onséquent on aura

besoin de savoir si le 
al
ul a déjà été réalisé a�n de ne pas le refaire. Cela est possible

en 
onsidérant le fait que les triangles sont traités par ordre 
roissant (bou
le sur les

indi
es des triangles), don
 si le voisin d'un triangle a un numéro d'identi�
ation plus

petit que le sien, le 
al
ul aura déjà été fait.
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� De manière similaire à 
e qui a été fait pour l'équation de transport, où les 
ompo-

santes du tenseur de di�usion-dispersion est gardé en mémoire pour 
haque triangle,

la sauvegarde du tenseur de perméabilité doit être réalisée a�n de ne pas avoir à

re
al
uler les trois 
omposantes par triangle à 
haque fois.

� Le "diamètre" du triangle hT tel qu'il est 
al
ulé (diam dans metri
.f (l.244) : dis-

tan
e entre le 
entre de gravité et le premier sommet du triangle) peut paraitre


omme non rigoureux : il dépend en e�et du premier sommet entré dans la liste des

sommets de 
haque triangle. Puisque 
e terme doit apparaître au numérateur dans

l'expression de µT , il est plus avisé de prendre le diamètre du triangle (i.e. la plus

grande longueur d'arête). S'il avait été au dénominateur, le rayon du 
er
le 
ir
ons-


rit au triangle aurait été plus approprié.

� Finalement il n'est pas utile de 
onsidérer un ve
teur sqestimator qui a les 
ontri-

butions en ra
ine 
arré de 
haque estimateur (résiduel ou des sauts). En e�et toutes

les 
onsidérations qu'on peut faire sur sqestimator sont possibles sur estimator, et

l'estimateur global η est bien la somme des 
ontributions dire
tement (sans 
al
ul de

la ra
ine 
arré).

� La fon
tion "relative_err.f" n'est pas du tout adaptée, ne serait-
e que par son nom.

Cette fon
tion doit retourner la norme K de la solution numérique ||uh||K , et pas du

tout l'erreur relative qui est
||u − uh||K
||uh||K

. De plus, tous les éléments présents au 
al
ul

de 
ette norme sont présents dans la fon
tion qui 
al
ule l'estimateur("metri
.f").

Finalement 
ette norme n'est utile que pour 
al
uler la toléran
e qui est, rappelons-

le, le 
ritère d'arrêt du 
ode lorsque l'estimateur lui est inférieur. Don
 nous pouvons

nous servir de la toléran
e qui sera la somme 
umulée des ||uh||
2
K,T (norme K au


arré de la solution numérique sur le triangle T ). Il su�ra, une fois les bou
les �nies

(pour le 
al
ul de rT et rE), de prendre sa ra
ine 
arré et de la multiplier par la

pré
ision souhaitée ǫ, pour avoir la toléran
e et ainsi la 
omparer ave
 l'estimateur.

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 48/52



IRS[N] - Sup'Galilée 6 ANNEXES

6.5 Annexe 5 : Changements apportés pour le transport

Estimateur temporel

� A ne pas oublier : la division par 3 de l'intervalle de temps ainsi que la multipli
ation

par la ra
ine de la 
onstante de dé
roissan
e radioa
tive pour le terme de réa
tion

"Trea
".

� Normalement il n'est pas né
essaire de garder pour 
et estimateur temporel un ta-

bleau ave
 les 
ontributions lo
ales. En e�et seule la valeur �nale (somme 
umulée

des 
ontributions) sera né
essaire pour l'algorithme : on ne ra�ne pas les triangles

en se basant sur 
et estimateur, mais on détermine le pas de temps (pas de temps

suivant ou refaire le 
al
ul mais pour un pas de temps plus 
ourt).

En revan
he, il peut être intéressant de voir 
e que 
ela donnerait si on se basait sur


et estimateur pour le ra�nement en espa
e.

Estimateurs spatiaux

� Une fois en
ore l'estimateur résiduel n'est pas le résidu du système linéaire. Il faut

don
 faire appel aux données dire
tement.

� La valeur au 
entre de gravité du résidu (appelé, à tort, se
mgr dans la fon
tion

"Con
ErrSpa
e.f") peut être bien plus simplement 
al
ulée (pas besoin des f
tbase-


entre) par la moyenne pondérée des valeurs aux 3 sommets :

secmgr =
1

3

3
∑

i=1

secm(n(i))

En e�et on a seulement besoin d'une approximation linéaire puisque la solution nu-

mérique, elle, est simplement a�ne par élément.

� Les surfa
es duales (surfa
e des Qi) valent le tiers de l'aire du triangle, 
al
ul immé-

diat don
 et qu'on peut mettre en fa
teur (entré une seule fois pour 
haque triangle).

� Les 3 
ontributions dans Tresidual ne doivent pas être mises au 
arré 
ar se
mTri


ontient déjà les 2nd membres au 
arré.

Comme pour l'estimateur des sauts dans le 
as de l'é
oulement permanent la for-

mule de quadrature n'est pas bonne (problème entre somme des 
arrés et 
arré des

sommes), et son 
al
ul peut se faire dans une nouvelle bou
le. On aura en e�et enre-

gistré les grandeurs né
essaires de 
haque triangle plut�t que de faire le 
al
ul pour


ha
un des voisins.

Finalement le αQ du théorème n'est pas l'aire du quadrilatère. Con
ernant hQ,

puisque 
e dernier est au numérateur, on prendra le diamètre de Q, soit la plus

grande des diagonales de Q. S'il avait été au dénominateur, on aurait pu dé
omposer

Q en deux triangles, et prendre pour hq le rayon du 
er
le ins
rit à un de 
es triangles

par exemple.

� Mauvaise utilisation de la théorie des éléments de référen
e.

L'estimateur résiduel ηn
R se fait sur les quadrangles Q = Ci ∩ T . Plusieurs méthodes

peuvent être utilisées a�n d'appro
her la norme L2 de Rn
h sur Q, 
omme on le verra
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par la suite.

La 
ontribution de l'estimateur résiduel sur le triangle T sera donnée par la somme

des 
ontributions sur 
haque Qi (i = 1..3) 
omposant T . On doit évaluer la 
ontribu-

tion sur 
haque Qi 
ar 
ette dernière est 
omposée d'un poids, αQi
, propre à 
haque

quadrangle.

La méthode pré
édemment mise en pla
e pour le 
al
ul de 
ette norme sur Q est une

méthode par élément de référen
e (
f. ANNEXE 3). Cette méthode ne présente que

peu d'intérêt : en e�et même si on se ramène au 
arré de référen
e Q̂, une approxi-

mation de l'intégrale sur 
e nouvel élément va être né
essaire, en plus de l'évaluation

du déterminant de la Ja
obienne BQ aux sommets de 
e 
arré de référen
e. Autant

réaliser alors une formule de quadrature sur le quadrangle Q.

Il s'est avéré de plus que 
ette méthode est mal implémentée dans le 
ode, et qu'une

fois 
orrigée, la pré
ision est moindre que les 2 méthodes qui suivent.

Con
ernant la quadrature dire
te, on peut 
hoisir de dé
ouper Q en 2 triangles T1, T2

et d'e�e
tuer une approximation des intégrales sur 
haque triangle T1, T2 par la mé-

thode des points milieux, et �nalement sommer 
es 2 valeurs. Cette manière de faire

né
essite l'approximation (
al
ulée par la moyenne) du résidu aux points milieux des

arêtes des triangles Mi, au 
entre de gravité du triangle et aux points milieux des

arêtes de 
haque triangle T1, T2 (en
ore une fois moyenne des extrémités).

On peut �nalement dé
ider de réaliser une formule de quadrature sur le quadrangle

Q, réalisée en
ore aux points milieux de Q. On évite ainsi l'approximation du résidu

entre le 
entre de gravité et 
ha
un des sommets du triangle T , pour une très légère
perte de pré
ision.

En e�et une véri�
ation de toutes 
es formules a été réalisée. Prenons le 
as-test

suivant :

Considérons u(x, y) := x + y et 
al
ulons

∫

T
u2 =

3
∑

i=1

∫

Qi

u2
où T est le triangle

dé�ni par les sommets (0 ;0), (1 ;0) et (1 ;1). Les valeurs respe
tives en 
ha
un des

sommets étant alors de 0, 1 et 2. Le 
al
ul analytique de 
ette intégrale nous donne
∫

T
u2 =

7

12
= 0.583333.... Notons dans le tableau suivant les résultats renvoyés

par les di�érentes méthodes. Le résultat brut est renvoyé sur la première ligne et le

pour
entage d'erreur par rapport à la solution analytique sur la se
onde ligne. En

première 
olonne �gure les valeurs renvoyées par la méthode implémentée dans le


ode, dans la se
onde apparaissent les résultats de la nouvelle méthode par éléments

de référen
e, suivis par les quadratures en séparant tout d'abord Q en deux triangles,

puis �nalement en appliquant dire
tement la quadrature sur Q :

Elmt réf. 1 Elmt réf. 
orrigé T1 + T2 Q

Résultat 0.056071 0.573831 0.583333 0.583333

Erreur (%) -90.6488 -1.6289 0.0000 0.0000

La résolution de l'équation du transport sur un domaine maillé Ω = [0, 30]x[0, 20] et
sur plusieurs 
as de fon
tions-test (solution analytique 
onnue) montrera que les

valeurs obtenues sur 
haque triangle par les deux methodes de quadrature,

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 50/52



IRS[N] - Sup'Galilée 6 ANNEXES

appliquées soit dire
tement à Q, soit à 
ha
un des triangles de Q, sont les mêmes à

10−14 près. On peut don
 
onsidérer que seules les erreurs numériques sont

responsables de l'é
art.

Quant à la méthode par éléments de référen
e 
orrigée, les valeurs restent 
omprises

entre 1 et 2% des valeurs retournées par les méthodes de quadrature. La pré
ision

semble don
 être moindre, ave
 plus de 
al
uls né
essaires.

En 
on
lusion on 
hoisira la première méthode de quadrature (sur Q) pour 
al
uler

l'estimateur résiduel, 
ar elle est légèrement plus rapide que la se
onde, ave
 une

pré
ision tout-à-fait similaire.

Toléran
es

Le 
al
ul des toléran
es se ferait dans "relative_err.f" (qui porte en
ore mal son nom,

puisqu'il s'agit i
i du 
al
ul de la norme d'énergie de la solution numérique). On peut en-


ore une fois intégrer 
e 
al
ul dans 
elui de l'estimateur spatial global : tous les éléments

né
essaires apparaissent dans la fon
tion "Con
ErrSpa
e2(_moi).f".

On peut remarquer que les intégrales en temps sur les termes u2
h et (D∇uh,∇uh) sont

appro
hées (méthode des re
tangles à gau
he) alors que le 
al
ul de 
es intégrales peut être

fait de manière exa
te (voir le détail de la toléran
e PAGE A METTRE). Cela entraine

alors le passage en argument des valeurs du temps antérieur, ainsi que la somme 
umulée

des αm pour pouvoir 
al
uler l'erreur relative dans le 
adre des solutions analytiques.
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