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1 Introduction

Le choix du nucléaire en France pour la production d’électricité a été fait a la suite des
chocs pétroliers des années 70, dans le but d’accroitre I’indépendance énergétique du pays
(taux avoisinant les 50% en 2005 selon le CEA). Si le parc des centrales nucléaires de la
France s’avére moindre que celui des Etats-Unis, respectivement second et premier avec 59
et 104 réacteurs, notre pays apparait, avec une part de 76%, comme celui qui dépend le
plus de ce mode de production d’électricité.

Ce dernier génére bien des problémes, dont un des plus importants peut étre la géné-
ration des déchets, et par conséquent leur gestion. En effet deux types de déchets existent,
selon la durée de demi-vie radioactive : ceux de faible et moyenne activité, d’une part,
et ceux de haute et moyenne activité a vie longue, d’autre part. C’est surtout la gestion
de cette derniére catégorie qui est en cours d’élaboration. L’ANDRA (Agence Nationale
pour la gestion des Déchets Radioactifs) est chargée d’étudier la conception et I'implanta-
tion d’un centre permettant de traiter ces déchets, via un stockage a grande profondeur.
C’est dans ce cadre 1a notamment que 'IRSN (Institut de Radioprotection et de Sareté
Nucléaire) cherche a développer des outils en interne, afin de modéliser les couches géo-
logiques et d’y simuler les systémes hydrogéologiques ainsi que la migration éventuelle de
polluants radioactifs, les radionucléides.

Cette modélisation, i.e. la discrétisation d’un volume généralement conséquent du sous-
sol et ’approximation des équations s’y exercant, peut engendrer un nombre trés élevé de
données, et ceci malgré les simplifications déja réalisées. Les temps d’obtention des résultats
pouvaient étre démesurés et par conséquent limiter les calculs, réduisant ainsi la possibilité
d’analyse de sensibilité du modéle & des variations de valeurs des différents paramétres.
Des méthodes d’Estimateurs a posteriori ont donc été mises en place afin d’optimiser le
maillage tout en garantissant une certaine précision sur les résultats.

Le sujet initial du stage consistai a étudier cette version du code, afin de déterminer
si possible les régles de comportement vis-a-vis des nouveaux parameétres de calcul, dans
le cadre du 2D. Les premiers tests ont montré des erreurs de programmation ainsi que
quelques incompréhensions au niveau algorithmique; celles-ci ont alors orienté le sujet
vers la correction et la vérification des nouvelles fonctions introduites afin de valider la
méthodologie mise en place. C’est pourquoi la réalisation de tests a partir de fonctions
analytiques permettra la validation de cette méthode de raffinement par rapport a des
raffinements uniformes, notamment grace a la comparaison des erreurs calculées.
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2 L’IRSN, son roéle, ses missions

2.1 Création et missions

Etablissement public a caractére industriel et commercial, c’est dans une démarche
d’indépendance et de transparence que I'Institut de Radioprotection et de Stireté Nucléaire
(IRSN) voit le jour. Sa création remonte au 9 mai 2001 et son fonctionnement est précisé en
2002, lors de la fusion entre I'Institut de Protection et de Streté Nucléaire (IPSN), d'une
part, et ’Office de Protection contre les Rayonnements Ionisants (OPRI), d’autre part.
L’IRSN est placé sous la tutelle conjointe de cing Ministéres différents.

Disposant d’un contrat d’objectifs avec I’'Etat, 'TRSN voit ses missions organisées en
trois domaines principalement, que l'on peut détailler de la maniére suivante :

— Recherche et missions de service public :

- Définition et mise en oeuvre de programmes de recherche, nationaux et internatio-
naux, destinés & maintenir et développer les compétences nécessaires

- Formations et enseignements en radioprotection, stireté et sécurité nucléaires, dis-
pensés notamment aux professionnels de santé et aux personnes professionnellement
exposées

- Veille permanente en matiére de radioprotection grace a la surveillance radiologique
de I'’environnement, a la gestion des données dosimétriques relatives aux travailleurs
exposés aux rayonnements ionisants et a la gestion des sources radioactives

- Contribution a I'information du public sur les risques nucléaires et radiologiques (pu-
blications, Internet, expositions, colloques...)

Appui et concours technique et opérationnel aux pouvoirs publics et aux
autorités :

- Appui technique en matiére de risques nucléaires et radiologiques pour les installa-
tions, les transports de substances radioactives, ’application des traités sur le controle
des matiéres nucléaires et sensibles, la protection physique et la sécurité des applica-
tions industrielles et médicales

- Appui opérationnel en cas de crise ou de situation d’urgence radiologique proposé
aux pouvoirs publiques et aux autorités pour assurer la protection de la population,
des travailleurs et de I’environnement, et pour rétablir la sécurité des installations

— Prestations contractuelles d’expertise, de recherche et de mesure :

- Reéalisation d’expertises, recherches, analyses, mesures ou dosages pour des orga-
nismes publics ou privés, francais ou non

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 4
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2.2 Organisation

Pour faire face & cette diversité de missions, 'IRSN regroupait en 2011 1718 colla-
borateurs (54% d’hommes, 46% de femmes), présents sur 11 sites en France. 74% de ce
personnel sont des ingénieurs, des chercheurs ou des cadres, les autres étant des techniciens
et employés de support technique ou administratif. En effet 40% du budget de I'TRSN (293
millions d’euros de recettes, 282 millions de dépenses) sont consacrés a la recherche.

Hormis la Direction générale et les Directions fonctionnelles et de support (Ressources
humaines, Communication...), la répartition des employés est réalisée sur 3 poles (cf. AN-
NEXE 1 : Organigramme) :

— Défense, sécurité et non-prolifération
— Streté nucléaire
— Radioprotection, environnement, déchets et crise

Chacun de ces poles comporte plusieurs directions, comprenant chacune plusieurs ser-
vices, qui sont composés eux-mémes de plusieurs bureaux ou laboratoires.
Le stage a donc eu lieu dans ce dernier pole, "Pole RadioProtection", dans la direction
"Déchets-GEosphére" (PRP-DGE), dans le "Service d’Expertise des Déchets RAdioactifs
et de la radioactivité Naturelle" (SEDRAN), et finalement au sein du "Bureau d’Expertise
et de Recherche sur les Installations de Stockage" (BERIS). Ceci donne I’architecture sui-
vante pour le stage : PRG-DGE/SEDRAN /BERIS.

Le BERIS est composé de onze personnes, hors secrétaires et stagiaires, dont le sta-
tut pour la majorité est Ingénieur-Chercheur. En effet hormis cette derniére catégorie, se
trouve Mme Delphine Pellegrini, Chef de bureau, et deux chargés d’affaires.

C’est afin de pourvoir a sa mission de controle et de vérification que 'IRSN crée dans
ses bureaux et ses laboratoires, ses propres outils. C’est notamment le cas au BERIS o le
logiciel MELODIE est développé en interne.
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2.3 MELODIE : outil de simulation numérique
Modeéle d’Evaluation a LOng terme des Déchets Irradiants Enterrés

L’IRSN a créé et continue & développer le logiciel MELODIE afin de disposer d’un outil
interne pour évaluer la streté a long terme d’un stockage de déchets radioactifs. Cet outil
est utilisé notamment pour apprécier les performances des sites de stockage proposés par
PANDRA, organisme chargé de la gestion des déchets radioactifs. Ainsi 'TRSN a pu, avec
I'utilisation du logiciel entre autres, rédiger un avis sur le dossier "Argile" de ’TANDRA en
2005.

Installations
de surface

Installations souterraines

Alveéoles

F1G. 1 — Schéma de principe d’une architecture de stockage (ANDRA, dossier Argile 2005)

Le modéle considéré dans MELODIE est formé d’un systéme couplé : une équation ellip-
tique stationnaire pour I’écoulement et une équation de type diffusion-convection-réaction
pour l'activité des radionucléides (cf. ANNEXE 2).

Pour la résolution de ces équations, MELODIE est constituée de plusieurs modules :

— MELOMAIL & MELOBUILD : a partir d’un fichier scénario initial, composé de
commandes simples pour la réalisation du maillage du domaine a étudier ou encore
pour la définition des paramétres a prendre en compte pour le calcul souhaité, ces
modules permettent de retourner un fichier qui est ensuite pris en entrée par le code
de calcul.

— MELO : code de calcul du logiciel, permettant la simulation des écoulements et/ou
du transport de radionucléides. Ce sera sur les fonctions de ce programme, rédigées
en FORTRAN (77-90), que la méthodologie des estimateurs a posteriori interviendra.

— MELOVIEW : module permettant la visualisation de données issues des fichiers
résultats de MELO.

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 6
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MELODIE permet donc une modélisation globale d’'un site de stockage en tenant
compte des principaux phénomeénes physico-chimiques en action dans ce type d’ouvrage,
sous une forme simplifiée, afin que puissent étre traitées les grandes échelles, a la fois en
espace et en temps lorsque ce dernier intervient.

L’échelle spatiale pour modéliser le relachement de radionucléides en sous-sol entraine un
probléme sur le volume des données a traiter. En effet le site de stockage représente déja
un domaine assez étendu, qui se compte en km? par exemple pour le dossier précédem-
ment cité (coupe horizontale) et donc en millions de mailles. Mais en cas de migration des
radionucléides, ces derniers ne restent pas cantonnés a l'installation de stockage et il faut
donc représenter une partie conséquente du sous-sol afin de pouvoir avoir une vue globale
de cette migration.

C’est pourquoi il est impératif d’avoir un maillage adaptatif, concentré aux endroits né-
cessaires et qui, comme son nom l'indique, s’adapte au comportement du transport des
radionucléides.

Deux notions sont nécessaires au calcul de migration des radionucléides a travers un
milieu saturé : les caractéristiques hydrologiques de I'’eau dans un milieu poreux et le
comportement d’un soluté dans ce méme milieu. Cela signifie donc plusieurs équations et
donc plusieurs estimateurs a posteriori & implémenter, ces derniers dépendant de I’équation
considérée.

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 7



IRS[N] - Sup’Galilée 3 L’ECOULEMENT PERMANENT

3 L’écoulement permanent

3.1 Description du probléme
3.1.1 Equation considérée

Le premier probléme traité sera I’équation de I’écoulement en milieu saturé, sans consi-
dération temporelle. En effet la solution de cette équation nous permet d’obtenir la vitesse
de Darcy, nécessaire au calcul de transport de radionucléides. Or chaque équation posséde
des estimateurs qui lui sont propres. Une analyse est alors nécessaire afin de déterminer
quel estimateur régissant le maillage, celui issu de I’équation d’écoulement ou de I’équa-
tion du transport, sera déterminant au temps t. Pour s’affranchir de cela, on considére donc
dans un premier temps un écoulement en régime permanent, donné par le systéme suivant :

—div(KVh) = f dans

h = 0 sur Ip
KVhn = g sur I'y
avec :
h : charge hydraulique
p : masse volumique de l'eau
g : accélération de la pesanteur
v : viscosité dynamique de 'eau
a a e e e
K, = < am aﬂcy perméabilité intrinséque et K = 29K, tenseur de perméabilité
zy  Oyy

La vitesse de Darcy U est alors obtenue par la relation :

U =_KVh

Le fait de choisir une solution affine par triangle pour la charge hydraulique permet
d’obtenir une vitesse de Darcy constante sur chaque maille.

On choisira de plus K, constant par élément (chaque composante constante) et notons
alors KT ce tenseur constant sur le triangle 7.
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3.1.2 Estimateur : un théoréme mathématique

Définissons quelques variables :

hp : grandeur caractéristique du triangle T' (rayon du cercle inscrit ou diamétre de T')
hg : longueur de I'aréte F

nip : normale sortante a 'aréte E (pour un triangle donné)

K7 : rayon spectral du tenseur de perméabilité sur 1’élément T°

Hr = hT * K;l/z

pe = hg * (max{K7p;0T' > E})~!

En notant ||.||7 et ||.||g les normes L2 sur T' et E respectivement, et [.].7iig le saut sur
I’aréte F, on peut définir les grandeurs suivantes :

rr(up) = f+ div(KVuy)
—[KVup].ig si. E € Epint
Y’E(’U,h) = g — KVuh.ﬁE si Fe Eh,N
0 si Fe Eh,D
ou [[.]].7ig est le saut normal & travers 'aréte E.

Notons finalement up, 7 = up|r

Le théoréme mathématique, dont la démonstration peut étre trouvée dans |1], nous
assure 'inégalité suivante :

[u —un||x < Cn

ot ||ul|% = / (KVu, Vu) est la norme d’énergie de u, C' une constante ne dépendant ni

du tenseur ni du domaine, et ot finalement 'estimateur d’erreur a posteriori n est défini
par :

1/2

= Y_ wrllrrn)liz + Y pellre(un)

TeT) EcEy

Remarque : 'estimateur est construit a partir de la solution numérique u; uniquement

Nous allons voir dans la partie suivante comment peut étre utilisé ce théoréme pour la
mise en place d’'un maillage adaptatif.

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 9
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3.1.3 Utilisation du théoréme

Le théoréme précédent nous donne une majoration de l'erreur pour la norme d’énergie,
majoration appelée "Estimateur a posteriori". Cet estimateur est construit & partir des
données géométriques du maillage et de la solution numérique obtenue. De plus, lorsque
le nombre de sommets devient assez élevé, cette construction a un cotit négligeable par
rapport a la résolution du systéme linéaire.

Mathématiquement ce n’est pas l'erreur qui nous intéresse mais 'erreur relative, qui
est donnée simplement par :

l|u — unl| K
[Jull &

||u — unl| ke

ou bien par
[lunllx

Si la premiére a I’avantage de se baser sur la solution exacte, et donc "meilleure" mais
malheureusement inconnue a priori, la seconde prend en compte la solution numérique au
dénominateur, dont la norme est calculable. C’est donc cette derniére expression de I'erreur
relative qui est utilisable numériquement.

En effet si le théoréme des estimations a posteriori nous garantit que I’erreur en norme
K est bornée par 7, donc que lerreur relative est bornée par W, et si ce dernier terme
est plus petit quune grandeur, appelons-la €, alors a fortiori I’erreur relative sera elle-méme
plus petite que cet € :

HU—uhHKS N (1)
|[un|lx [[unl| ke

Cet € représente la précision souhaitée. En effet si nous arrivons a construire un
algorithme tel qu’au bout d’un certain nombre d’itérations on ait :

n < e x [|upl|k

alors cela signifiera que la derniére inégalité (1) sera respectée, i.e. que la précision € sera
atteinte, quel que soit e.
Nous appellerons € * ||uy ||k la tolérance dans la suite de cette partie.

Grace au raffinement de maillage, 'erreur et 'estimateur vont décroitre. [.’idée, comme
on le verra dans la partie suivante avec ’algorithme du programme, sera alors de sélec-
tionner les éléments qu’on souhaite raffiner dans le but de faire décroitre I'estimateur, afin
qu’il passe sous la tolérance voulue et donc de garantir la précision souhaitée pour I'erreur
relative.

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 10
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3.2 Mise en place d’un maillage adaptatif
3.2.1 Algorithme

Nous allons décrire ’algorithme mis en place pour le maillage adaptatif. Nous prendrons
un nombre d’itérations maximum, fixé par I'utilisateur, afin de garantir la terminaison de
I’algorithme. En effet si la précision souhaitée est trop petite, on peut mettre beaucoup de
temps pour atteindre le critére d’arrét, ou encore la déformation des triangles lors du raffi-
nement peut altérer le bon déroulement du processus. Voici une description des variables,
lues sur le fichier Refine_perm.data pris en entrée :

nb_raff lim :nombre d’itérations maximum de la procédure
Tolmax : précision souhaitée sur la norme d’énergie
nloop : fréquence d’appel a la procédure de déraffinement

Notons que le choix des coefficients coef fi et coef fo, utilisés respectivement pour le
raffinement et le déraffinement, méritent une étude plus approfondie afin d’optimiser la
procédure. Nous prendrons pour les premiers tests coef fi = 0.25. Quant & coef fa, il ne
sera pas utilisé puisque nous ne ferons pas de déraffinement immédiatement. En effet nous
voulons nous assurer dans un premier temps que le raffinement seul nous permet une dé-
croissance de l'erreur.

Entrées : nb_raff lim,Tolmax, nloop
Sortie : données relatives au maillage et résultats

POUR ilevel =1 anb_raff lim
Assemblage et résolution du systéme linéaire
Tolérance = Tolmazx * ||up||k
Calcul des estimateurs np sur chaque élément T' et Nyax = max{np;T € Ty}
Estimateur global : n = />, nr
SI n <Tolérance ALORS
FIN : la précision souhaitée est garantie
SINON
On raffine les éléments T tel que nr > coef f1 * Nmax
On adapte les conditions aux limites et les valeurs (interpolation linéaire)
SI ilevel est un multiple de nloop ALORS
On déraffine les éléments T' tel que nr < coef fo * Nmax
. FIN SI
. FIN SI
FIN POUR

Enregistrement des résultats

Remarque : on peut prendre en compte d’autres variables, telles que i choice (=0 ou 1)
et nmu__ini qui permettent de fixer une limite au déraffinement (on ne peut pas détruire
les noeuds dont le numéro est inférieur ou égal & nmu_ini), iTyp ref qui indique le
type de raffinement & utiliser, ou encore surf limit qui impose une surface maximale
pour les éléments du maillage.
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3.2.2 Raffinement et déraffinement de maillage

Le maillage a un role clé dans le bon déroulement du calcul. En effet il est important
que les mailles vérifient certains critéres pour assurer un bon comportement de la solution.
En 2D le critére a respecter est celui de Delaunay : soit T un triangle du maillage, alors
seuls les sommets formant T sont contenus a lintérieur du cercle circonscrit o T (illustra-
tion ci-dessous).

Afin que ce critére soit respecté (le plus possible), une fonction est mise en place. Elle
se charge d’intervertir, si besoin, 'aréte commune entre deux triangles voisins (FIG. 2).

NON RESPECT DU CRITERE RESPECT DU CRITERE

Fia. 2 — Réaffectation d’aréte en vue de vérifier le critére de Delaunay

Le raffinement de maillage, tout comme le déraffinement, est assez délicat, puisqu’il
s’agit d’une modification d’une géométrie qui, a priori, correspondait bien. Un raffinement
localisé engendre forcément plus de problémes puisque la géométrie initiale des triangles
ne peut pas étre gardée dans le cadre des maillages conformes.

Plusieurs méthodes de raffinement ont été testées, et voici une présentation de celle qui
sera utilisée dans le cadre de MELODIE.

Si un triangle a besoin d’étre raffiné, celui-ci sera séparé en 3 en joignant le centre de

gravité aux sommets. Cette méthode a été choisie de par sa simplicité de mise en place,
malgré I'engendrement de déformations assez importantes du triangle. Une fonction, voir
ci-dessous, permettra de bouger les arétes si besoin afin que le critére de Delaunay soit
respecté pour un maximum de triangles.
Si le triangle a raffiner présente une aréte au bord, on peut séparer le nouveau triangle
du bord en créant un nouveau sommet au milieu de 'aréte en question et en reliant ce
nouveau sommet avec le centre de gravité (FIG 3). Cela permet d’avoir une géométrie plus
adaptée au critére de Delaunay : les triangles sont en effet moins déformés.

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 12
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= Aré&te du bord

-=-=-- Arétes acréer

Nouvelle aréte a créer
d{ au bord

FiGc. 3 — Raffinement d’un triangle au bord

Les valeurs nécessaires aux points créés sont obtenus par interpolation linéaire des 2
(pour le point créé au bord) ou des 3 (pour le sommet créé au centre de gravité) sommets
déja existant.

Pour déraffiner un triangle, il va falloir trouver I'ensemble de ses voisins (triangles ayant
un sommet et/ou une aréte en commun). On créera ensuite un noeud au centre de gravité
du triangle et on joindra les noeuds qui étaient reliés a un des noeuds du triangle, au centre
de gravité. On détruira finalement les noeuds du triangle, & moins qu'un des noeuds ne
fasse parti du bord, auquel cas il sera relié au centre de gravité.

Comme pour le raffinement, les valeurs au centre de gravité seront obtenues par interpo-
lation linéaire des valeurs aux sommets et si le déraffinement entraine 'appararition d’un
triangle au bord, ce dernier pourra étre redécoupé en 2 triangles.

L Triangle a supprimer

g
=

TRAVAIL A EFFECTUER RESULTAT FINAL

— Arétes initiales
(& supprimer)

—— Arétes a créer

F1G. 4 — Méthode de déraffinement

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 13
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3.2.3 Calcul des estimateurs

Fonction metric.f : il s’agit de la fonction qui calcule I'estimateur a posteriori. Le calcul
de la norme K de la solution numérique, donc de la tolérance, et les calculs des erreurs
dans le cadre des solutions analytiques, sont effectués eux aussi dans cette fonction.

— Séparation des calculs de rp et rg :

Une premiére chose possible pour améliorer la vitesse du code est de faire les calculs
de chaque estimateur, rp et rg, dans des boucles séparées (boucles sur les triangles).
En effet pour obtenir rg, on doit parcourir chaque élément T et pour chacun de
ses voisins 17, on doit effectuer le calcul de KT/Vuh,T/ afin de déterminer le saut a
travers les arétes de T'. On calculera donc n fois KTVuh,T (n=1,2 ou 3, n étant le
nombre de voisins de T').

On peut s’affranchir de cela en gardant dans un tableau les composantes de KTVuh’T
pour chaque élément, lors d’une premiére boucle ot I'on calcule les rp.

Dans I'implémentation, ce tableau est appelé Kgradh et est par conséquent de taille
2 x nbre d’éléments.

— Estimateurs de résidu r7 :

> wllrr(nlit = 3 pr [ 1 +dio(vu,)?

TET, TET),

La solution étant prise d’ordre 1, i.e. un plan sur chaque triangle, f+div(KVuy) := f.
Donc la contribution sur chaque triangle 7" du résidu est réduit a ’expression

u%/sz

Si f est connue analytiquement, ce terme peut étre calculé en méme temps que |, i f
comme on le verra par la suite PAGE A METTRE POUR SUIVRE. En effet la
précision de ces intégrales est primordiale pour la précision de la solution numérique.
En revanche si f est seulement connue aux sommets du maillage, l'intégrale sur T’
de ce terme au carré peut étre approchée a partir des 3 sommets par la formule de
Hammer, exacte pour un polynéme d’ordre 2. En notant dy, da et ds les moyennes
du résidu sur chaque aréte du triangle 7' (en 'occurence les moyennes de f, puisque
le terme en divergence est nul), et A7 son aire, on a la formule suivante :

/[f+dw KVuy,))? /f2 Ar+ (d3 +d5 +d3)/3

De plus, on peut prendre pour hp le rayon du cercle inscrit, facilement calculable par
la formule :

i Q*AT
pr

avec pr est le périmeétre de T' et Ap son aire

ou alors le diamétre du triangle : la plus grande distance entre 2 points du triangle,
i.e. la plus longue aréte du triangle.
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— Estimateurs de saut rg :

On boucle sur les éléments et pour chaque élément on teste pour chaque aréte afin
de déterminer si on a la présence d’un voisin (tableau nvois). Le calcul de ||rg(up)||
est alors trés simple si on considére la solution uy, affine par élément, car dans ce cas
KTVuh,T est un vecteur constant sur 7', donc a fortiori sur I'aréte du triangle.

Dans le cas d’un voisin présent sur ’aréte, on s’assure d’abord que 'indice du voisin
T’ est bien supérieur a T. En effet le parcours des éléments ayant été fait par ordre
croissant, si 77 < T alors le calcul des sauts aura déja été fait précédemment, a 1’élé-
ment 7’. On garde I'idée de mettre la moitié de la contribution du saut dans chaque

¢lément.
On a alors la formule suivante dans le cas d’une aréte interne (i.e présence d'un voi-
sin) :
2 _ 2
pellreun)lle = pe | re(un)
E

= — u .ﬁE2
- ME[E< [(KVun]].iip)

= g / (KTVupr — KT Vuy ). iig)?
E
= UER* hE * ((KTVU}MT — KT/Vuh,T/).ﬁE)Z

Bien siir dans le cas d’une aréte au bord, la formule est similaire :

T ~ \2 .
o Jue*xhpx*(g— K Vupr.ip) si EFeFEyN
pellre(un)||y = {0 si. E<€ Epp

— Tolérance :
La tolérance est définie par :
Tol = € ||uhHK
ou € est la précision souhaitée, lue dans 'Refine perm.data’ (Tolmaxz).
Le calcul de la norme d’énergie (au carré) peut se faire dans la méme boucle que

le calcul de r7. En effet tous les éléments nécessaires au calcul de la norme sont
constants par élément :
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lunl% = /Q (KVup, Vun)a

= Z /T(KVU}L,Vuh)T

TETh

= Z /T(KTVUh,T)-(V(Uh,T)

TETh

= > Arx (K'Vunr).(Vunr)

TeTy,

On transformera ensuite cette norme d’énergie en tolérance, en prenant la racine de
la norme et en la multipliant cette derniére par la précision.

Cette tolérance, comme nous avons pu le voir précédemment, nous servira a définir
notre critére d’arrét lié a la précision souhaitée.

La précision atteinte par rapport & la précision souhaitée sera a étudier lors des cas-
tests suivants réalisés & partir de soutions analytiques.

— Tenseur :

On peut garder dans un tableau le tenseur qui est constant par élément. On évite
ainsi de devoir recalculer les 3 termes propres & chaque triangle, comme ce qui avait
été mis en place pour le tenseur de perméabilité dans le cadre de I’équation du trans-
port.

On peut alors calculer le rayon spectral Kr de K" et le garder lui aussi dans un
tableau, appelé Kspec dans le code. On aura en effet besoin d’avoir accés aux rayons
spectraux des 2 triangles séparant une aréte interne afin de pouvoir prendre le maxi-
mum pour le calcul de ug.
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3.3 Comparaisons avec raffinements uniformes de maillage
3.3.1 Comportement des erreurs

Quelques tests de Benchmark ont déja été réalisés pour le logiciel MELODIE et sa
validation. Nous allons nous inspirer de ces derniers afin de comparer les résultats de pré-
cision obtenue grace aux raffinements issus des estimateurs a posteriori, par rapport a des
raffinements de maillage uniformes utilisés pour le Benchmark.

Les tests sont tous réalisés sur le carré unité 2 = [0, 1]x[0, 1]. Le tenseur de perméabilité

) 1.5 0.5 . ,
est pris comme K = 05 15 ) Nous allons calculer en plus de 'erreur relative d’éner-
gie e = % et erreur relative L? e;2 = % En effet la premiére nous permet
L

de nous assurer que la précision est bien respectée, tandis que la seconde nous permet une
comparaison avec les valeurs des tests du Benchmark notamment. Les résultats attendus
sont les suivants : une décroissance d’ordre 1 pour 'erreur relative en norme K et un ordre
2 pour l'erreur relative en norme L2.

— 1°" test :
u(z,y) = 162(1 —2)y(1 —y)

16"x*(1-x)"y*(1-y)

114,000 ,{"/ 2% e v.n\\v

0, %!
el OSSN
Sisasin

AT
7 LAY
TSI \\““‘\‘\‘:““‘&\‘&\“““““
OSSN “““\“ MY
AT
%

AN
I/}l/l,/l[,,l[/ (XK
)

FiG. 5 — Solution analytique
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Aprés 10 itérations

1.4

1.2

N NN
.v.ﬁV‘ V;‘VA‘EB N
PRPERNRY
)

.
L S

KNI,
W ”""’(F‘Vr’”""@"%‘“ﬁ«“
/ ’” g A‘}

RN
gL A SRR
% \‘WNMS}‘«‘M":

R

ROV
i ‘=~ug!§mvm :

Wi

Whi 7 PR N

v RN R Y
N

Fia. 6 — Solution numérique obtenue
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F1G. 7 — Maillage obtenu
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u = 16x(1-x)y(1-y)

1,00E+00

1,00E-01

1,00E-02

—+—Erreur L2
1,00E-03 —=— Erreur K
Erreur L2 Uniforme

Erreur K uniforme

Norme de lerreur

1,00E-04

1,00E-05

1,00E-08

Nombre de sommets

Fia. 8 — Convergence des normes

On remarque sur la FIG. 8 que lordre de l'erreur e;2 est retrouvé par rapport a un
raffinement uniforme de maillage, méme si les valeurs de cette norme sont légérement
plus faibles pour un maillage uniforme, & nombre de noeuds égal. Cela peut venir du
fait que l'estimateur est construit par rapport a la norme d’énergie ||.||x et non pas
par rapport a la norme L?, ou encore par le fait que la fonction est assez réguliére,
et que donc un maillage uniforme 'approchera forcément mieux.

A ce sujet on peut aussi remarquer grace a la FIG. 7 que le maillage obtenu est assez
uniforme sur le domaine 2.
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6,00E-01

5,00E-01

4,00E-01

3,00E-01

2,00E-01

1,00E-01

0,00E+00

|Estimateur a posteriori &

| Tolérance |

—— Estimateur
—=— Tol, pour eps = 0,01

Tol. pour eps = 0,1

—— Tol. pour eps = 0,05

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 156 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Mombre d'itérations

Fic. 9 — Comparaison des précisions

La FIG. 9 permet d’illustrer le comportement de ’estimateur avec le raffinement : il
décroit toujours. La valeur de ||up||x se stabilisant avec le raffinement, la tolérance
apparait comme un palier que 'estimateur arrive, de par son comportement, a at-

teindre (rappel : Tol = € * ||up]|x).

On peut alors essayer de voir quelle est la précision réelle obtenue par rapport a la
précision fixée. Cette derniére est obtenue par la division de ’estimateur par la norme
d’énergie & chaque itération. On remarque que ce rapport est & peu prés constant :
3.0e—01 environ (cette constante sera retrouvée pour les tests suivants).

2,50E-02

2,00E-02

1,50E-02

1,00E-02

5,00E-03

0,00E+00
0 200000

—=— Précision réelle

Precision souhaitee®0,3

400000 600000 800000 1000000 1200000 1400000

Nombre de noeuds

FiG. 10 — Comparaison des précisions
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— 2™ test

sin[(1 —2)(1 —y)] + (1 - 2)°(1 - y)°

u(,y)

sin((1-x)(1-y)) + (1-%)® (1-y)?

ot 9
SIS
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F1G. 11 — Solution analytique
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Fia. 12 — Solution numérique obtenue
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Fi1Gc. 13 — Maillage obtenu
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u = sin((1-x)(1-y)) + (1-x)*3 (1-y) "2

1,00E+00

1,00E-01

1,00E-02

1,00E-03
—+—Erreur L2

—=—Erreur K
Erreur L2 unif.
Erraur K unif.

Norme de lerreur

1,00E-04

1,00E-05

1,00E-08

1,00E-07

Nombre de sommets

FiG. 14 — Convergence des normes

Sur le résultat de ce test (FIG. 11), si on retrouve globalement les ordres de conver-
gence des normes du test précédent, il semblerait que le maillage adaptatif permet
une légére amélioration par rapport a un raffinement uniforme. En effet les deux er-
reurs relatives obtenues par un raffinement adaptatif sont légérement plus faibles que
leurs homologues uniformes. Ceci semble possible grace aux premiéres itérations qui
permettent d’avoir un ordre plus élevé que celui attendu. Une étude de I'obtention
d’ordres plus élevés peut étre trés intéressante, notamment par la mise en place de
plusieurs tests sur le raffinement. On peut par exemple penser a évaluer le compor-
tement selon le pourcentage d’éléments raffinés.

Le maillage obtenu (FIG. 13) est trés intéressant : il semble étre adapté a la géométrie
de la fonction puisqu’il est raffiné autour de l'origine, 1a ot la pente de la fonction
est la plus forte, alors qu’autour du point (1,1) les éléments sont bien plus grands
(pente proche de zéro dans cette région). Le maillage adaptatif semble convenir pour
une fonction qui posséderaient de fortes variations. Nous allons donc nous intéresser
a une fonction présentant cette caractéristique dans le cas-test suivant.
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— 3™¢ test
Lo Lo
u(z,y) = exp(=200(z — 5)” — 200(y — 5)°)
Cette fonction a été choisie par rapport au fait qu’elle soit trés localisée dans le
domaine ). On espére ainsi pouvoir avoir des résultats bien meilleurs en terme de
précision avec un raffinement adaptatif de maillage par rapport & un maillage uni-
forme sur 'ensemble du domaine.

exp( —200(x-0.5)2 —200(y—0.5)2 )

FiG. 15 — Solution analytique
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Apres 9 itérations

1.2 0.9

F1G. 16 — Solution numérique obtenue

Aprés 9 itérations

Fi1Gc. 17 — Maillage obtenu

ot
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DO
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1,00E+00

1,00E-01

1,00E-02

Erreurs

1,00E-03

1,00E-04

1,00E-05

u = exp( -200(x-0.5)? - 200(y-0.5)2 )

Nombre de noeuds

—+—Erreur L2
—s—Erreur K
Ordre 1
“— Ordre 2
—s— Erreur L2 unif

——Erreur K unif

Fia. 18 — Convergence des normes

On peut remarquer que le maillage obtenu FIG. 17 est tel qu'on l'attendait : centré
sur le point (0.5,0.5), 14 ot la fonction atteint son maximum, et restreint globalement
au support de la fonction (domaine sur lequel la fonction est non nulle).

On apergoit de plus un trés bon comportement des erreurs, a la fois en norme d’éner-
gie et en norme L2. Elles sont en effet toujours réguliéres, et inférieures, & nombre de
noeuds égal, & leur homologue respective issu d’un raffinement de maillage uniforme.

La tendance que posséde cette derniére courbe pour I'erreur L2, i.e. de se rapprocher de
la courbe étalon d’ordre 2, est explicable par la maniére dont les erreurs ont été calculées.
En effet il a fallu approcher ces valeurs et le niveau de précision dans I'approximation des
intégrales a varié avec le nombre de noeuds.
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3.3.2 Nécessité de précision

Pour obtenir les résultats ci-dessus, il a fallu pouvoir calculer trés précisément les in-
tégrales pour le systéme linéaire. En effet une approximation grossiére du second membre,
fCi f, ne permet pas de retrouver les ordres de décroissance. Le comportement de I'erreur
relative peut étre extrémement irrégulier.

Afin d’évaluer assez précisément cette intégrale de f sur C; (C; étant le volume de
controle associé au noeud i, cf. ANNEXE 2) peut étre décomposée comme l'intégrale de f
sur tous les Q; 7 = C; NT. Les Q; T seront alors eux-mémes décomposés en 2 triangles, en
considérant une "aréte virtuelle" entre le sommet i et le centre de gravité de T'. Aisément,
une fonction récursive peut étre utilisée afin d’approcher la valeur de l'intégrale sur ces
triangles formant ;7. Si I'aire du triangle est assez petite (comparaison avec une valeur
rentrée par 'utilisateur : l'aire-palier), on effectue une quadrature d’ordre 1. En revanche
si l'aire est supérieure a cette aire-palier, on applique la fonction récursive sur chacun des
sous-triangles (cf. FIG. 19). Ainsi I'algorithme d’une telle fonction se présente ainsi :

T :  tableau des abscisses des sommets du triangle
Y : tableau des ordonnées des sommets du triangle
if : valeur de 'intégrale de f (initialisée a 0 avant le ler appel)

Entrées : z, y, iy

Sauvegarde dans des variables tampons des coordonnées
Calcul de l'aire du triangle Ap SI A7 < aire-palier
Evaluation de f aux 3 sommets — f1, fa, f3
Quadrature (ordre 1) pour I'intégrale : iy =i + ATT * (f1 + fo+ f3)
SINON
Calcul des coordonnées des milieux des arétes
Appel récursif de la fonction sur chaque sous-triangle
Reéattribution des bonnes coordonnées pour z et y
FIN SI

F1G. 19 — Si I'aire du triangle n’est pas assez petite, on le "découpe" en 4
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Procédure : cette fonction sera utilisée en parcourant ’ensemble des triangles com-
posant le maillage du domaine. On séparera le triangle courant en 3 quadrilatéres, soit
en 6 sous-triangles sur lesquels la fonction récursive sera appelée. On précise que la der-
niére étape de la fonction récursive, a savoir la réattribution des bonnes coordonnées, est
indispensable si a la suite de la fonction récursive, un acces aux tableaux x et y doit étre fait.

Aprés la définition de cet outil, nous pouvons illustrer I'influence de I'approximation de
f, et donc 'approximation de son intégrale, sur I’erreur relative L2.
Prenons la fonction u(z, y) = exp(—200(z — 3)* — 200(y — 3)?). Nous allons considérer les
approximations suivantes :

— f est constante sur chaque volume de contréle Cj

f est d’ordre 1 sur chaque triangle composant le quadrilatére Q; 7
Utilisation d’une aire-palier égale a 10~%

— Utilisation d’une aire-palier égale a 1078

Comportement de l'erreur en fonction de I'approximation de f

1,00E+01

1,00E+00

1,00E-01

—+—f constante sur Ci
—=—f d'ordre 1 par triangle
1,00E-02 Aire-palier = 1e-04

~ Ajre-palier = 1e-08

Erreur relative

—+—Etalon Ordre 2

1,00E-03

1,00E-04

1,00E-05

Nombre de sommets

F1G. 20 — Influence de 'approximation de f

La FIG. 20 nous permet de nous rendre compte de 'importance de ’approximation de
I'intégrale de f sur la précision du résultat.
La premiére méthode qui consiste & considérer que f est constante sur le volume de controle
C; (méthode initialement implémentée dans le code) entraine un comportement irrégulier
de lerreur relative. Cette derniére est méme supérieure & 1 au début et augmente a plu-
sieurs reprises alors qu’on raffine. On peut méme rajouter qu'une mauvaise approximation
ameéne a des valeurs négatives de la solution numérique, qui doit représenter une exponen-
tielle. Cela est un élément important a prendre en compte, notamment pour la simulation
du transport de radionucléides ol on peut avoir des activités négatives. Une meilleure ap-
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proximation du terme source peut améliorer le code de ce point de vue la.

Avec l'amélioration de I'approximation de l'intégrale de f, on constate une amélioration
aussi du comportement de I’erreur : en choisissant une aire-palier de 1078, ’erreur relative
de la solution numérique décroit toujours aux cours des raffinements.

Bien évidemment une telle approximation n’est possible que si le second membre est
connu analytiquement. Si jamais ce n’est pas le cas et que f est connu seulement aux
noeuds du maillage, il peut étre alors intéressant de considérer le fait que f soit affine par
triangle plutot que constante par volume de controle. En effet ¢’est ’approximation simple
la plus forte qu’on puisse faire, et qui ne nécessite pas de grandes modifications au niveau
de I'implémentation, pour un résultat nettement meilleur.

On peut aussi regarder 'influence de aire-palier sur la précision du calcul. Pour cela
nous allons considérer la fonction u(x,y) = 16x(1 — x)y(1 — y) et calculer I’erreur relative
entre U'intégrale de f sur le domaine [0,1]z[0,1] et la somme cumulée des intégrales de
f sur les volumes de controle C; par la fonction récursive. La FIG. 21 illustre bien le
comportement de 'erreur, qui décroit de maniére assez linéaire avec I’aire-palier.

Erreur relative en fonction de l'aire-palier

2,00E-03

1,80E-03

1,60E-03

1,40E-03

1,20E-03

1,00E-03

Erreur relative

8,00E-04

6,00E-04

4,00E-04

2,00E-04

0,00E+00
0,00E+00 2,00E-04 4,00E-04 6,00E-04 8,00E-04 1,00E-03 1,20E-03

Aire-Palier

Fi1G. 21 — Influence de 'aire-palier

C’est cette méme fonction récursive qui est utilisée pour le calcul des erreurs. Adaptée,
elle prend alors en argumant les valeurs de la solution numérique aux sommets.

L’aire permettant d’obtenir les courbes dans la partie précédente a été prise égale a
1078, Cela signifie qu’il faut un nombre conséquent de calculs pour d’une par approxi-
mation de fCi avant la résolution du systéme linéaire, et d’autre part pour le calcul des
erreurs. La machine sur laquelle le stage a été effectué, et donc les tests, disposait de 4
coeurs et 8 processeurs. Cela a encouragé a paralléliser ces opérations.
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3.3.3 Parallélisation de fonctions

Les caractéristiques techniques de la machine, le langage de programmation, le calcul
sur des triangles de maniére indépendante : tous les éléments étaient réunis pour dévelop-
per un calcul de ces intégrales, f f et calcul des erreurs K et L2, grace & OpenM P en
parallélisant 1'utilisation de cette fonction récursive définie précédemment.

Pour s’apercevoir des gains de temps, nous allons considérer les 3 fonctions précé-
demment utilisées et nous allons tester les temps mis par rapport au nombre de threads
(processus calculant indépendemment une partie du code).

- u(w,y) = 16z(1 — 2)y(1 —y)

Pour vérifier la validité de la méthode, nous allons aussi calculer I'erreur relative
obtenue entre le calcul analytique de fQ f et la valeur cumulée des intégrales appro-
chées, toujours avec une aire-palier de 10_8). Voici les résultats obtenus :

Nbr Threads | Tps CPU (s) | Tps d’exécution (s) | Err relative

1 55.4 55.2 1.07 e-12
8 59.4 11.4 2.44 e-13
16 58.4 7.6 2.00 e-13
32 58.5 7.3 2.00 e-13
40 58.4 7.3 2.00 e-13
64 58.3 7.3 1.33 e-13
128 58.3 7.3 1.33 e-13

~u(z,y) = sin((1-2)(1-y))+ (1 —2)°(1 —y)?

Nbr Threads | Tps CPU (s) | Tps d’exécution (s)

1 230.0 229.9

8 241.9 45.5

16 242.3 31.0

32 243.9 30.8

40 242.2 30.8

64 242.3 30.4
128 242.2 30.4

— u(z,y) = exp(—200(1 — )% — 200(1 — y)?)

Nbr Threads | Tps CPU (s) | Tps d’exécution (s)

1 199.4 200.1

8 209.6 39.6

16 210.0 27.0

32 210.1 26.7

40 210.2 26.7

64 210.3 26.5
128 210.2 26.5
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On remarque globalement le méme comportement quelle que soit la fonction utilisée :
un palier apparait a partir de 32 threads utilisés et on obtient un méme coefficient du gain
de temps, soit 7,5 environ. Ce coeflicient est bien siir & mettre en rapport avec le nombre
de processeurs, 8 dans notre cas. On peut aussi noter qu’il vaut mieux choisir un nombre
de threads supérieur au nombre de processeurs, et non pas égal comme on pourrait le pen-
ser initialement. Concernant l'erreur pour la premiére fonction, un comportement étrange
apparait : plus le nombre de threads est élevé, plus I'erreur est petite. On peut penser que
cela est dii au fait que les erreurs sur ’approximation numérique se cumulent moins. Quoi
qu’il en soit, avec une aire-palier de 1078, Perreur commise sur approximation de [ f est
négligeable.

Cette utilisation du calcul paralléle sera indispensable pour le transport : en effet non
seulement le maillage changera, mais le temps interviendra lui aussi. Il va falloir a de
nombreuses reprises évaluer fCi f. La parallélisation va permettre d’obtenir les résultats
bien plus rapidement.
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4 Le transport de radionucléides

4.1 Description du probléme
4.1.1 Equation considérée

Le transport d’un soluté non réactif en milieu poreux peut étre modélisé, sur I'inter-
valle en temps 0, 7| et sur le domaine 2, par I’équation de convection-réaction-diffusion
suivante :

% —div(DVa —ia) +  a = f dans Qx]0, T'[
a = 0 sur I'x]0, T'[
a(e,0) = ap(e) dans

avec :

: activité du soluté

: vitesse de Darcy, obtenue grace a la résolution de I’équation d’écoulement
: constante de décroissance radioactive

: terme source

= a|t] + wd I : tenseur de dispersion

d : coefficient de diffusion du soluté

w : porosité du milieu

O > =19

0 . . e .
o= ( OE)L N ) : tenseur de dispersivité (longitudinale et transversale par rapport a )
T

Pour le cadre traité, afin que ’on puisse appliquer le théoréme des estimations a poste-
riori (3) de la partie suivante, les hypothéses faites sur le modéle sont les suivantes :

(H1) Les grandeurs autres que 'activité sont considérées comme constantes en temps
(H2) Implication immédiate de H1, D = D(z) et @ = u(z)

(H3) D est symétrique défini positif

(H4) f € L*(0,T;9Q)

(H5) ap € H(Q)

Nous choisirons d’appliquer un schéma implicite lors de la discrétisation en temps. En
effet §’il ne posséde pas la précision de Crank-Nicholson, il s’affranchit de toute CFL.
L’intervalle de temps |0, 7] sera discrétisé et les (¢;);—o.n formeront cette discrétisation.
On notera 7; = t; — t;—1Vi € 1..N. Le code de calcul retournera alors les différents uﬁL,
approximation affine par triangle de la solution au temps ;.

La solution numérique uy, » sera construite a partir des u}l par linéarité en temps, i.e. a
I'instant ¢ tel que t;_1 <t < t;, la fonction uy, » sera définie par la relation suivante :

t—t

Ti

up(t) = uy — (u} — uz_l) (2)

ou bien, de maniére équivalente, par
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4.1.2 Estimateur a posteriori

Les estimateurs présentés dans cette partie sont issus du rapport final de mon prédé-
cesseur (réf. [1]), basé sur les travaux [2] et [3].
On définit le saut a travers une aréte E par : [e.7ig] et la norme d’énergie [[e]] par :

[u]](t) = [lu(®)]1 72y +/0 (IID25u(s)I7 20y + Allu(s)l[72())ds

On a alors les quantités suivantes (adaptées au schéma implicite), et le théoréme des
estimations a posterior: lié a ’équation considérée :

— Estimateur spatial :

Définissons les estimateurs résiduel et de sauts inter-éléments par :

a? —al !
Rilo = fi —=—"—+div(D}Vaj —i"ap)
n
rhle = [DyVaj.iig]

2y =

E

iy (ap (@) — ag (25)

Les indicateurs locaux de I'erreur en espace sont alors définis par :

(777]:2)2 = ZVEV/ ZQGV aé||RZ|’%2(Q)
—1/2

(n)? = Dmi7/L ZEegaEIITzH%?(E)
—1/2

(1) = Dopil? Sern aqll2fl 20,

ot avg = min( hstl/Z A1/2) pour S = Q, E ou .

min
L’estimateur spatial est finalement donné par :

(") = () + () + (n)?

— Estimateur temporel :

Tn n n n— . -n/ . n n—
O = IOV (af — a7z + [[div(@ (af; — ap )72

FINY2 (@ — a7 a)

— Théoréme :

n 1/2
[[u = uns]l(tn) < C % <Z {7 + (9m)2}> (3)
m=1

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 33



IRSIN] - Sup’Galilée

4 LE TRANSPORT DE RADIONUCLEIDES

4.2 Maillage adaptatif
4.2.1 Algorithme

Les premiers tests effectués dans le cadre du stage, les questions de mon maitre de
stage sur le role de la tolérance notamment, et la lecture de la documentation du travail
de mon prédecesseur, m’ont amené a entrer dans le code afin de vérifier I'implémentation
des diverses fonctions ainsi que I'algorithme. Légérement modifié par rapport au précédent,
voici l'algorithme, adapté de [3], qui est dorénavant utilisé :

Nsp/Ntm
tn—1

ln

Toly
Toly
(n")?
Ngp

Nim

TANT QUE ¢, < ty

Estimateur spatial
TANT QUE nyg, < N, et que ()% > Tol?!

Résolution du systéme linéaire — uy, - (t5,)

Calcul de la tolérance spatiale T'ol}’ et de la tolérance temporelle T'ol}
(cf. page suivante pour la définition et le détail des calculs des tolérances)
Calcul de l'estimateur spatial ™

SI n"™ > Toly
Stratégie de raffinement en espace, ng, = ng, + 1

FIN SI

FIN TANT QUE

Estimateur temporel

nombres mazimauz de raffinements en espace/temps
temps antérieur au calcul

temps du calcul

tolérance spatiale, définition page suivante

tolérance temporelle, définition page suivante
estimateur spatial

nombre de raffinements en espace effectués

nombre de raffinements en temps effectués

Calcul de 'estimateur temporel 0"
SI 14 < Ni, et que 0™ > Tol}?
Raffinement en temps :
T=1/2

Ngm = Ngm + 1

SINON SI 0™ < Tolp

On passe alors au pas de temps suivant avec une accélération :

T=2x%xT

tn—1 =1tn

Nim = N — 1

SINON

nombre mazimal de raffinements temporels atteint
On passe au pas de temps suivant par défaut : pas d’accélération

. ln—1=1n
FIN SI
th =tp—1+7

FIN TANT QUE
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4.2.2 Détails de 'implémentation

Nous verrons dans cette partie 'implémentation des différents termes nécessaires a la
mise en place du raffinement adaptatif.

— Définition et calcul des tolérances :

Comme il a été précisé par I’équation (2), up, est linéaire en temps et définie
entre 2 instants de discrétisation t; 1 et t;. Ainsi, les fonctions vy := u% L et vy =
(DpVup, -, Vuy, ;) sont d’ordre 2 en temps. On peut expliciter ces 2 fonctions Vt €
[ti—1,t;] (en tenant compte du fait que le tenseur discrétisé Dy, est symétrique) :

A L—t . 2 .
w0 = P+ () -2t )
T; T
_ i i ti—t i i el
vo(t) = (DpVuj, Vuj,) — 2 - (DpVuj, V(uj —uy )
2 (2
t—t S L
(5 V-, 9 - i)
i
On intégre chacune de ces deux fonctions sur [¢t;_1,t;] et on obtient les résultats
suivants :
b _ o ti—ticr g0 i—1N2 i
v (t)dt = T((uh) + (ug, )"+ up )
ti—1
ti ti—ti . . . . . .
/ w@d = "L (LY, V) + (D Ve Vi) + (DY, Vuj )]
ti—1

On utilisera ces derniers résultats pour le calcul de la tolérance. En effet on a :

tn
[an, o)1 (ta) = futn,r () 32 /O (1D > Tt (5) 12y + Allunr ()2 ) s

= I(tn)

Décomposons alors I(ty) :

n tm
1) = 3 [ (DY Vsl + Alun (9 e ds
m=1 -1

_ ;:I/Q/: (va(s) + Avi (s)) ds

n

Tm m m— m, m—
= 30 BT ey + 1 ey + [ A
m=1

|l + =I5 + foDrVup', Vui' =)}
n

= > am
m=1
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A partir d’une précision souhaitée €, on peut définir la tolérance temporelle T'olj"* et
la tolérance spatiale T'ol}", pour tout temps t,, de la discrétisation temporelle, par :

«
Tol* = €% 2
2
«
Toly" = €2 x
2Tm,

Si on arrive a avoir (n™)? < Tolj et (6™)? < Tol}", alors Vm € 1..n :

2, [ Om Xm
€ *<2Tm7m+ 9 >

< ez*am

(") 5 T (67

IN

Donc en sommant :

Z ((nm)2 * Ty + (Hm)Q) < € Z O

m=1 m—1
< E@xI(ty)
< ExI(tn) + €llunrll72q
< e [uns]* (tn)

Et en utilisant finalement le théoréme (3) :

n

[[w — uns))*(tn) < C (Z((nm)2 * T+ (Hm)2)) < Cx € x [[uns]] (t)

m=1

ou en d’autres termes :

[[u = unr])(tn)
[[un1](tn)

A chaque pas de temps t,,, il faudra calculer /gluzlu?_l, /Q(DhVu;L”,Vuzn_l),

<Cxe

HuhmH%Q(Q) et |[DyVuy, VuhmH%Q(Q). On gardera en mémoire ces 2 derniéres normes
au carré afin d’éviter leur calcul au pas de temps suivant.

Si seul «, est utile pour définir les tolérances spatiale et temporelle & un temps t,,,
on gardera néanmoins dans le cadre des solutions analytiques la quantité Zam,
qu’on transmettra au pas de temps suivant afin de pouvoir calculer 'erreur relative
en norme d’énergie a tous les temps.

Les intégrales sur 2 précédemment citées seront bien entendu calculées & partir des
intégrales sur les triangles composant le maillage, les deux fonctions, uy' et u?_l,

étant affines par sur chacun de ces éléments.

Dans la définition des tolérances, le coefficient pris de 1/2 est arbitraire. Il permet
de pouvoir équilibrer les contributions liées a l'estimateur spatial et a I’estimateur
temporel.
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— Estimateurs temporel et spatiaux

Les différences rencontrées et donc les changements apportés au code initial sont
visibles en annexe (ANNEXE 5). Une comparaison détaillée entre ce qui avait été
programmeé et la correction apportée, sur le calcul de 'estimateur résiduel et la théo-
rie des éléments de référence notamment, y a été réalisée.

L’implémentation des estimateurs spatiaux est similaire a ce qui a pu étre décrit pour
I’écoulement permanent, a la différence prés qu’il est nécessaire d’avoir les valeurs du
temps précédent.

Concernant I'estimateur temporel, on y faisait appel que selon une fréquence donnée.
Si nous voulons respecter le critére d’arrét tel qu’il est décrit dans la description de
I’algorithme, par rapport & la précision souhaitée, cet estimateur temporel doit étre
calculé & chaque pas de temps. C’est lui qui permet de décider si le raffinement en
temps doit avoir lieu.

Le calcul de cet estimateur est réalisé dans "ConcErrTime2.f". Les modifications ap-
portées & cette fonction étaient légéres : il s’agissait principalement d’un nettoyage
du code et de regrouper les éléments déja calculés et donc gardés en mémoire (vitesse
de Darcy, tenseur...) plutot que de refaire les calculs.

Finalement on peut rappeler la parallélisation effectuée, via OpenMP, pour le cal-
cul des estimateurs, de maniére similaire & ce qui a pu étre fait dans le cadre de
I’écoulement permanent.
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4.3 Comparaisons avec raffinement uniforme de maillage

CETTE PARTIE EST EN COURS DE TRAVAIL A LA REMISE DE CETTE 1ERE
VERSION DE RAPPORT

4.3.1 Utilisation d’une solution analytique

Nous allons nous placer sur le domaine [0, 30]x[0, 20]. Nous utiliserons la fonction sui-
vante pour la solution de I’équation de transport :

u(z,y,t) = exp <—i($ —10—1t)% - %(y - 10)2>

Parce qu’il s’agit d’'un dome toujours positif, cette fonction parait en effet particuliérement
adaptée a la modélisation d’une activité radioactive (dépdt de colis + migration d’une
quantité de polluant).

IMAGE A METTRE

L’erreur sera calculée en norme d’énergie. Pour cela il faudra calculer 'intégrale sui-
vante :

L(t,) = / " (11 = )l + 11— ) (3) |2y s

= 3 [ (= wn )l + = )6 120) s
m=1"tm-1

n
= E Ie,m
m=1

Contrairement a ce qui avait été fait pour définir et calculer les tolérances, un calcul
exact est difficilement envisageable pour les I ,,. On va donc approcher ces intégrales en
discrétisant [ty,—1,tm], par exemple par les (Sp;)i=0. M, O Spmo = tm—1 €t Sy = tm.
On calculera alors pour chaque s,,; (i € 1..M) les contributions wu(sm ;) — up tau(Sm,i) =

tm — Sm.i _ .. . .
u(smyi) —up' + % (uZ1 — u;L” 1), ainsi que les gradients respectifs, aux sommets du

triangle T’ considéré. On effectuera la formule de quadrature simple pour avoir les normes
K et L2 sur le triangle T' (méme fonction utilisée que pour le calcul des normes d’erreur
dans le cas permanent, cf. p27, avec découpage du triangle en 4 si l'aire est trop grande).
On multipliera chacune des normes par le pas de cette nouvelle discrétisation en temps,
tm=tm-1 ot on les additionnera, ce qui correspond & une approximation par la méthode des

M
rectangles a gauche.
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o
—
~
S
~—

I
(]
&

3

3
I

M
(5mi = sm.i—1) (1w = wnr) (sma)ll i + [[(w = unr) (smi)ll2())

I
M=

—_

1=

3
I

I
NE

M
Tm
ZMZ [[(w — up,7)( sz)HK +H(U_Uh,T)(Sm,i)HLQ(T))
T

i=1

3
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Les résultats ici sont mitigés.
En effet si Pestimateur temporel a un bon comportement (décroit lorsque le nombre de
noeuds augmente, et donc devient a chaque temps inférieur a sa tolérance), I’estimateur
temporel reste en revanche dans tous les cas inférieur & sa tolérance : on a donc toujours
une accélération du pas de temps, mais jamais de raffinement en temps. Cela conduit a
avoir un pas de temps final trés grand, qui peut expliquer le fait que la précision fixée n’est
pas atteinte au dernier pas de temps (alors qu’elle I’était a tous les pas précédents).

On peut aussi remarquer que la constante C' du théoréme (3) dépend du temps.
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4.3.2 Cas de dépo6t de colis dans un milieu hétérogéne

Pour ce cas "réel", dans le sens ol nous allons simuler un relachement de radionucléides
d’aprés les données de ces derniers et non plus utiliser une solution analytique, nous allons
considérer des milieux ne possédant pas les mémes propriétés physiques et étudier le com-
portement obtenu.

Nous n’allons plus pouvoir calculer la norme de l’erreur, puisque nous n’utiliserons
pas de solution analytique. La précision obtenue par rapport a un raffinement de maillage
uniforme sera donc évaluée de la sorte : nous allons considérer, a un temps donné, les valeurs
des différents estimateurs issus d'un maillage adaptatif et nous allons chercher pour quel
niveau de raffinement de maillage uniforme ces valeurs sont retrouvées. Nous comparerons
alors le nombre de mailles nécessaires et nous pourrons déterminer ainsi le gain, ou la perte
(les tests n’ayant pas encore été lancés a I’heure de remise de cette version du rapport), de
"précision" obtenu(e) par I'utilisation de la méthode de raffinement adaptative.
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5 Conclusion provisoire

Grace a ce stage au sein de I'IRSN, j’ai pu approfondir mes connaissances en analyse
numérique et me familiariser avec un langage de programmation trés présent dans les codes
de calcul industriels : FORTRAN. J’ai eu 'opportunité de mettre en oeuvre des algorithmes
permettant un raffinement de maillages adaptatifs, basés sur les théorémes mathématiques
des estimations a posteriort, pour un logiciel utilisé dans un cadre professionnel. Ce stage
aura donc été pour moi un premier apercu du monde du travail, et plus particuliérement du
domaine du développement de codes de calcul scientifiques, dans lequel je compte exercer
et développer mes compétences dans ma carriére a venir.

Si le sujet du stage initial, qui concernait ’étude des comportements du code et la re-

cherche des paramétres optimaux d’utilisation de celui-ci, n’a pas, ou trés peu, été abordé
et par conséquent reste un probléme entier, la correction des algorithmes et des fonctions
mises en place par mon prédécesseur était nécessaire en vue de laisser un code de calcul
fonctionnel, correct, propre et, je 'espére, compréhensible. J’ai en effet pu voir que la docu-
mentation était précieuse et avait besoin d’étre précise, afin que les personnes qui prennent
la suite d’un travail effectué puissent comprendre le plus rapidement et le plus clairement
possible ce qui a été fait.
Les résultats obtenus par la mise en place de solutions analytiques ont été, globalement,
satisfaisants et ont illustré le gain en précision sur l'erreur relative notamment, que permet-
tait cette nouvelle méthode de raffinement mise en place, par rapport a des raffinements
uniformes menés sur le maillage.

Plusieurs aspects peuvent étre traités pour le travail & effectuer a la suite du stage.

Tout d’abord les premiers résultats obtenus dans le cadre de 1’équation de transport avec
solution analytique ne sont pas entiérement satisfaisants. Il pourrait étre intéressant de
revoir la démonstration du théoréme des estimations a posteriori liées a cette équation,
voire d’en implémenter de nouvelles, comme par exemple celles données par [4].
Ensuite le sujet initial du stage pourrait étre & nouveau évoqué. En effet si le gain en
précision a pu étre démontré - dans le cadre de I’équation d’écoulement pour le moment -
celui en temps reste a étudier. La méthode des estimations a posteriori multipliant les as-
semblages de systémes linéaires et leur résolution, il faut impérativement essayer de limiter
ces derniers afin que le temps de calcul ne soit pas démesuré. Outre la mise en place d’une
résolution de systéme linéaire par utilisation de calculs paralléles, on pourrait, et c’était
I’axe de départ du stage, effectuer une analyse de sensibilité des paramétres, par exemple
a laide d’indices de Sobol.
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6 Annexes
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6.2 Annexe 2 : Equations gérées par MELODIE

L’écoulement permanent

L’équation générale de I’écoulement (4) a pour origine la loi de Darcy (5) et la loi de
conservation de masse. Elle s’écrit de la maniére suivante :

. oh
div (KVh) = SSE +q (4)
ou les quantités sont définies par :
Ss  :  coefficient d’emmagasinement
h charge hydraulique
g : débit d’eau injectée ou prélevée par m>
K tenseur de perméabilité
Et U la vitesse de Darcy est donnée par :
U=-KVh (5)

Le transport

Le transport d’un soluté dans un milieux poreux est décrit par I’équation de trans-
port (6) qui relie la concentration du soluté et les différents phénomeénes physiques liés au
polluant :

0 i Mi
div (D — wdl)Ve; — @ ¢;) = w’Ria—ct + NiRiw'c; — /\jij,CjM (6)
j

U vitesse de Darcy

D tenseur de dispersion

d . coefficient de diffusion

1 matrice identité correspondant a la dimension traitée
w porosité totale

W' porosité cinématique

¢~ : concentration volumique de I’élément k (k =i ou j)
R;,  : coefficients de retard de I’élément k

py? . constante de décroissance radioactive de 1’élément k
M : masse de I’élément k

On pourra transformer cette derniére équation du transport (6) en considérant non plus
la concentration ¢ d’un soluté mais son activité massique A définie par A = )\—Mc (avec

p masse volumique de 'eau et N le nombre d’Avogadro). L’activité massique correspond
au nombre de désintégration par seconde de I’élément par unité de masse.
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La résolution des équations

La méthode de résolution des équations utilisée dans le cadre du stage aura été la
méthode FVFE (Finite Volumes Finite Elements). Cette méthode nécessite notamment
la création d’un maillage dual. Ce dernier sera obtenu en joignant le centre de gravité de
chaque triangle avec les milieux des arétes le composant (on peut aussi choisir de considérer
le point de concours des médiatrices plutot que le centre de gravité). On crée ainsi un volume
de controle Cp pour chaque noeud P du maillage (cf. FIG. 22).

D Volume de
contréle Cp

FiG. 22 — Représentation du maillage dual et d'un volume de controle
Considérons 'équation de transport satisfaite par un soluté non réactif :
0A

On appelle Nj les fonctions de base utilisées dans le développement de Galerkin et
définies de la maniére suivante :

Nj(a;) = 1
Nj(zi) = 0
Nj(x) linéaire entre z; et x;

Alors en utilisant un développement de Galerkin et en intégrant sur C; I’'équation de
transport (7), on obtient pour chaque volume C; et aprés intégration par parties :

03 N;A;
/ D | Y VN4 .ﬁda—/ 7Y VN;A; .ﬁda:/wzf“dwr/ qdz

ot 71 représente la normale sortante au contour 9C;.

L’approximation du terme temporel est faite a I’aide d’un schéma d’Euler :

7de > ZAM A Njda

—tn )
T4eT tnt1 c;NT

L’approximation du flux diffusif se fera sur un schéma implicite :

/ Z VN;A;j | dido ~ / Dy Y VN A iido
J

TiieT Y CGiNT
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ou D7 est une approximation du tenseur de diffusion-dispersion sur 7.

Le traitement du flux convectif sera effectué sur des schémas d’approximation de type
Godunov semi-implicite ou implicite :

/ ’LTZ VNJ'A]‘ ﬁda ~
aC; J

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 45



IRSIN] - Sup’Galilée 6 ANNEXES

6.3 Annexe 3 : Théorie des éléments de référence

Le calcul de l'estimateur résiduel (estimateur spatial) se fait sur les Q@ = C; NT, qui
sont des quadrangles. Une méthode pour calculer la norme L? sur ces quadrangles peut
étre de passer par des éléments de référence, et en 'occurence le carré Q formé par les
points Ay (—1,—1), Ay(1,—1), A3(1,1) et Ay(—1,1).

La transformation Fy permettant de passer de Q a Q est définie par :

R 4
xr xr A A
FQ<Q>:<y>etx:§$z¢zx y_§yz¢zxy
=1

hi@.g) = L1-2)1-9).
bo(d,g) = H1+)1-9),
B8 - L1+ 2)(1+3).

baldg) = L0-8)(1+9)

et ol les x;, y; sont les coordonnées des A;, points du quadrangle Q.

La matrice jacobienne de Fg est alors donnée par :

dr Oz

o oz 0y
Bo=1| 9% &
or 0y

Il est suffisant d’avoir un déterminant non nul pour Bg afin que Fj soit inversible.
Cette condition est notamment satisfaite si () est convexe, ce qui sera toujours notre cas.
On a alors :

|det(BQ)(2,9)] = 1l{(z2 —21)(1 =) + (x3 = 2) (L + 9)} * {(ya —y)(1 = &) + (y3 — y2) (1 + &
{2 —y)(A=9) + (g3 —ya) A+ 9)} + {(za —21)(1 = 2) + (23 — 22)(1 + )}

En posant 4 := u(Fg), on a VX € QVX eq:
u(X) = u(Fo(X)) = a(X)
Donc en particuler G(A;) = u(A;) pour i = 1..4

La méthode des éléments de référence nous permet d’avoir, avec f := ii/|det(Bg)] :

/uQ(X)dX = / (X)) dX
Q Fo(Q)

u?(F(X)) |det(Bq)(X)| dX

= /Z 4% (X) |det(Bg)(X)| dX

= /@ FAX) dX

La quadrature qu’on devait réaliser sur () peut alors étre réalisée sur () a l'aide des
valeurs de f évaluées aux sommets A; pour ¢ = 1..4 (il reste donc a évaluer le déterminant
de la Jacobienne puisque les valeurs de @ aux A; sont les mémes que celles de u aux A;).
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6.4 Annexe 4 : Changements apportés pour I’écoulement permanent

— Comme on I’a déja vu, les contributions données par rr et rp peuvent étre calculées
dans 2 boucles différentes : on évite ainsi de devoir refaire pour chaque triangle les
calculs des quantités (tenseur, aire, gradient,...) propres & ses voisins.

— L’estimateur résiduel rp(up) = f 4 div(KVuy) = f ne peut pas étre tiré du systéme
linéaire. En effet le systéme linéaire représente I'intégrale de 1’équation, donc fCi f,
alors que nous avons besoin de la norme L2 de rp, donc fT f2.

— Les calculs des estimateurs résiduel et des sauts ne sont pas bien réalisés. Méme si
f n’est connu que ponctuellement, i.e. que le calcul de I'intégrale n’est pas possible
exactement et qu’il faut par conséquent utiliser une formule de quadrature, les calculs
implémentés ne sont pas bons. Le descriptif des calculs et des formules de quadrature
corrects peut étre trouvé dans la partie sur 'implémentation du calcul de I’estimateur
(Page a préciser).

Ce qui avait été rentré pour ’approximation de la norme L2 de rp (outre le fait que
rr n’est pas le résidu du systéme linéaire) est de la forme :

A 2
Il = [ 78 (5F) = ract r? ®)

Cette approximation est fausse. On peut le constater en prenant une fonction constante :
la norme L2 (au carré¢) d’une fonction constante rp := 1 est donc égale a I'aire du
triangle Ap, tandis que par la formule A indiquer, cela donnerait A%. On utilisera la
quadrature des points milieux, ou formule de Hammer, donnée page A INDIQUER
et exacte pour un polynéme d’ordre 2.

Concernant la formule utilisée pour le calcul de la norme L2 de rg (1.249 a 254),
elle s’avére elle aussi inexacte. xgradh représente la premiére composante du vecteur
KTVuh,T tandis que ygradh représente la seconde. La formule & appliquer est alors
la différence entre les vecteurs KTVuh’T et KT Vuy, 7 qui retourne donc un vecteur,
dont on calcule le produit scalaire avec la normale, entrante ou sortante, cela n’a pas
d’importance puisque finalement on prend le carré de ce produit scalaire. On doit
donc avoir :

((zgradh — zgradh) * znorm + (ygradh — ygradh') x ynorm)?

Autrement dit il s’agit du carré du produit scalaire (carré de somme) et non pas la
somme des termes du produit scalaire au carré.

— On remarquera aussi qu’il n’est pas nécessaire de garder pour chaque élément les 3
KT/VuhyT/ (6 composantes donc), mais qu’'on peut garder dans un tableau les deux
composantes de KTVuh,T pour chaque triangle T. On repérera quels sont les voisins
de chaque triangle T" grace au tableau des voisins nvois. On gardera 'idée de mettre
la moitié de la contribution a I’élément ainsi qu’a son voisin. Par conséquent on aura
besoin de savoir si le calcul a déja été réalisé afin de ne pas le refaire. Cela est possible
en considérant le fait que les triangles sont traités par ordre croissant (boucle sur les
indices des triangles), donc si le voisin d’un triangle a un numeéro d’identification plus
petit que le sien, le calcul aura déja été fait.
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— De maniére similaire a ce qui a été fait pour ’équation de transport, ot les compo-
santes du tenseur de diffusion-dispersion est gardé en mémoire pour chaque triangle,
la sauvegarde du tenseur de perméabilité doit étre réalisée afin de ne pas avoir a
recalculer les trois composantes par triangle & chaque fois.

— Le "diamétre" du triangle hp tel qu’il est calculé (diam dans metric.f (1.244) : dis-
tance entre le centre de gravité et le premier sommet du triangle) peut paraitre
comme non rigoureux : il dépend en effet du premier sommet entré dans la liste des
sommets de chaque triangle. Puisque ce terme doit apparaitre au numérateur dans
I'expression de pr, il est plus avisé de prendre le diamétre du triangle (i.e. la plus
grande longueur d’aréte). S'il avait été au dénominateur, le rayon du cercle circons-
crit au triangle aurait été plus approprié.

— Finalement il n’est pas utile de considérer un vecteur sqestimator qui a les contri-
butions en racine carré de chaque estimateur (résiduel ou des sauts). En effet toutes
les considérations qu’on peut faire sur sgestimator sont possibles sur estimator, et
I'estimateur global 7 est bien la somme des contributions directement (sans calcul de
la racine carré).

— La fonction "relative err.f" n’est pas du tout adaptée, ne serait-ce que par son nom.
Cette fonction doit retourner la norme K de la solution numeérique ||uy||x, et pas du
u—u
tout 'erreur relative qui est H”HhHK De plus, tous les éléments présents au calcul
Uh || K
de cette norme sont présents dans la fonction qui calcule 'estimateur("metric.f").

Finalement cette norme n’est utile que pour calculer la tolérance qui est, rappelons-
le, le critére d’arrét du code lorsque I'estimateur lui est inférieur. Donc nous pouvons
nous servir de la tolérance qui sera la somme cumulée des ||Uh||%<7T (norme K au
carré de la solution numérique sur le triangle 7). Il suffira, une fois les boucles finies
(pour le calcul de rp et rg), de prendre sa racine carré et de la multiplier par la
précision souhaitée €, pour avoir la tolérance et ainsi la comparer avec I’estimateur.

Stage Ingénieur 2012 A. Rivet - M. Bourgeois 48



IRSIN] - Sup’Galilée 6 ANNEXES

6.5 Annexe 5 : Changements apportés pour le transport

Estimateur temporel

— A ne pas oublier : la division par 3 de I'intervalle de temps ainsi que la multiplication
par la racine de la constante de décroissance radioactive pour le terme de réaction
"Treac".

— Normalement il n’est pas nécessaire de garder pour cet estimateur temporel un ta-
bleau avec les contributions locales. En effet seule la valeur finale (somme cumulée
des contributions) sera nécessaire pour ’algorithme : on ne raffine pas les triangles
en se basant sur cet estimateur, mais on détermine le pas de temps (pas de temps
suivant ou refaire le calcul mais pour un pas de temps plus court).

En revanche, il peut étre intéressant de voir ce que cela donnerait si on se basait sur
cet, estimateur pour le raffinement en espace.

Estimateurs spatiaux

— Une fois encore 'estimateur résiduel n’est pas le résidu du systéme linéaire. Il faut
donc faire appel aux données directement.

— La valeur au centre de gravité du résidu (appelé, a tort, secmgr dans la fonction
"ConcErrSpace.f") peut étre bien plus simplement calculée (pas besoin des fetbase-
centre) par la moyenne pondérée des valeurs aux 3 sommets :

3

secmgr = % Z secm(n(i))

i=1

En effet on a seulement besoin d’une approximation linéaire puisque la solution nu-
mérique, elle, est simplement affine par élément.

— Les surfaces duales (surface des );) valent le tiers de I’aire du triangle, calcul immé-
diat donc et qu’on peut mettre en facteur (entré une seule fois pour chaque triangle).

— Les 3 contributions dans Tresidual ne doivent pas étre mises au carré car secrn1ri
contient déja les 2nd membres au carré.
Comme pour l'estimateur des sauts dans le cas de I’écoulement permanent la for-
mule de quadrature n’est pas bonne (probléme entre somme des carrés et carré des
sommes), et son calcul peut se faire dans une nouvelle boucle. On aura en effet enre-
gistré les grandeurs nécessaires de chaque triangle plutot que de faire le calcul pour
chacun des voisins.
Finalement le ag du théoréme n’est pas l'aire du quadrilatére. Concernant hg,
puisque ce dernier est au numérateur, on prendra le diamétre de @, soit la plus
grande des diagonales de @). S’il avait été au dénominateur, on aurait pu décomposer
@ en deux triangles, et prendre pour hg le rayon du cercle inscrit & un de ces triangles
par exemple.

— Mauvaise utilisation de la théorie des éléments de référence.
L’estimateur résiduel n} se fait sur les quadrangles @ = C; N T'. Plusieurs méthodes
peuvent étre utilisées afin d’approcher la norme L2 de R} sur (), comme on le verra
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par la suite.

La contribution de I’estimateur résiduel sur le triangle 71" sera donnée par la somme
des contributions sur chaque @; (i = 1..3) composant 7". On doit évaluer la contribu-
tion sur chaque @); car cette derniére est composée d'un poids, ag,, propre a chaque
quadrangle.

La méthode précédemment mise en place pour le calcul de cette norme sur @Q est une
méthode par élément de référence (cf. ANNEXE 3). Cette méthode ne présente que
peu d’intérét : en effet méme si on se raméne au carré de référence Q, une approxi-
mation de l'intégrale sur ce nouvel élément va étre nécessaire, en plus de I’évaluation
du déterminant de la Jacobienne Bg aux sommets de ce carré de référence. Autant
réaliser alors une formule de quadrature sur le quadrangle Q.

Il s’est avéré de plus que cette méthode est mal implémentée dans le code, et qu’une
fois corrigée, la précision est moindre que les 2 méthodes qui suivent.

Concernant la quadrature directe, on peut choisir de découper @ en 2 triangles 17,75
et d’effectuer une approximation des intégrales sur chaque triangle 717,75 par la mé-
thode des points milieux, et finalement sommer ces 2 valeurs. Cette maniére de faire
nécessite 'approximation (calculée par la moyenne) du résidu aux points milieux des
arétes des triangles M;, au centre de gravité du triangle et aux points milieux des
arétes de chaque triangle 77, Ty (encore une fois moyenne des extrémités).

On peut finalement décider de réaliser une formule de quadrature sur le quadrangle
@, réalisée encore aux points milieux de (). On évite ainsi I'approximation du résidu
entre le centre de gravité et chacun des sommets du triangle T', pour une trés légére
perte de précision.

En effet une vérification de toutes ces formules a été réalisée. Prenons le cas-test
suivant :

3
Considérons u(z,y) := x + y et calculons / u? = Z/ u? ou T est le triangle
T i=1 i

défini par les sommets (0;0), (1;0) et (1;1). Les valeurs respectives en chacun des
sommets étant alors de 0, 1 et 2. Le calcul analytique de cette intégrale nous donne

7
/ u? = 5= 0.583333.... Notons dans le tableau suivant les résultats renvoyés
T

par les différentes méthodes. Le résultat brut est renvoyé sur la premiére ligne et le
pourcentage d’erreur par rapport a la solution analytique sur la seconde ligne. En
premiére colonne figure les valeurs renvoyées par la méthode implémentée dans le
code, dans la seconde apparaissent les résultats de la nouvelle méthode par éléments
de référence, suivis par les quadratures en séparant tout d’abord () en deux triangles,
puis finalement en appliquant directement la quadrature sur Q) :

Elmt réf. 1 | Elmt réf. corrigé | 17 + T» Q
Résultat 0.056071 0.573831 0.583333 | 0.583333
Erreur (%) | -90.6488 -1.6289 0.0000 0.0000

La résolution de I'équation du transport sur un domaine maillé Q = [0, 30]x][0, 20] et
sur plusieurs cas de fonctions-test (solution analytique connue) montrera que les
valeurs obtenues sur chaque triangle par les deux methodes de quadrature,
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appliquées soit directement a @), soit a chacun des triangles de @, sont les mémes &
10~ prés. On peut donc considérer que seules les erreurs numériques sont
responsables de ’écart.

Quant a la méthode par éléments de référence corrigée, les valeurs restent comprises
entre 1 et 2% des valeurs retournées par les méthodes de quadrature. La précision
semble donc étre moindre, avec plus de calculs nécessaires.

En conclusion on choisira la premiére méthode de quadrature (sur @) pour calculer
Iestimateur résiduel, car elle est légérement plus rapide que la seconde, avec une
précision tout-a-fait similaire.

Tolérances

Le calcul des tolérances se ferait dans "relative err.f" (qui porte encore mal son nom,
puisqu’il s’agit ici du calcul de la norme d’énergie de la solution numérique). On peut en-
core une fois intégrer ce calcul dans celui de 'estimateur spatial global : tous les éléments
nécessaires apparaissent dans la fonction "ConcErrSpace2( _moi).f".

On peut remarquer que les intégrales en temps sur les termes u? et (DVuy, Vuy,) sont
approchées (méthode des rectangles a gauche) alors que le calcul de ces intégrales peut étre
fait de maniére exacte (voir le détail de la tolérance PAGE A METTRE). Cela entraine
alors le passage en argument des valeurs du temps antérieur, ainsi que la somme cumulée
des «,, pour pouvoir calculer I’erreur relative dans le cadre des solutions analytiques.
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