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GLOSSAIRE

a : demi-grand axe, il correspond au « rayon » de l'orbite, et est égal a la moitié de la longueur du
grand axe.

ADS : Automatic Domain Splitting

ADSP : Automatic Domain Splitting a posteriori

ASE : Aerospace and Science Engineering

CCR : Centre de Compétences Régional

CCL : Centre de Compétences Local

Coordonnée Képlérienne : coordonnée représentant une orbite cf. Annexes

e : excentricité de l'orbite (entre 0 et 1). Elle exprime I'écart de forme entre l'orbite et le cercle parfait
dont I'excentricité est nulle.

FD: Flight Dynamics
GEO : orbite géostationnaire (Geostationnary Eath Orbit)

GOM : (grand oméga) Q est la longitude du nceud ascendant: il s'agit de I'angle entre la direction du
point vernal (position du soleil lors de I'équinoxe de printemps) et la ligne des nceuds, c'est-a-dire de
l'intersection entre le plan de l'orbite considéré et du plan de référence, le nceud ascendant étant le
point ou le corps céleste passe au nord du plan de référence.

GTO : orbite de transfert géostationnaire (Geostationnary Transfert Orbit)

| : inclinaison (entre 0 et 180 degrés) est I'angle que fait le plan orbital avec un plan de référence,
qui pour les orbites planétaires dans le systéme solaire est en général le plan de I'écliptique, c'est-a-
dire le plan de l'orbite terrestre

IHM : interaction homme-machine
LEO : orbite basse (Low Earth Orbit)
LOM : Logiciel Orienté Machine

LOS : Loi sur les Opérations Spatiales

M : 'anomalie moyenne, notée M, il s'agit d'un parameétre dynamique, directement lié a l'aire
balayée par le rayon vecteur reliant I'astre au foyer de l'orbite.

POM : (petit oméga) w est 'argument du périastre, il s'agit de I'angle formé par la ligne des nceuds
et la direction du périastre, dans le plan orbital.

SSO : orbite héliosynchrone (Sun Synchronous Orhbit)

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
cet effet par ladite Société © THALES
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1 Introduction

1.1 Présentation de I'entreprise

1.1.1 Le groupe Thales

Partout ou des décisions critiques doivent étre prises, Thales est présent. Sur les marchés que le
Groupe sert (aéronautique, espace, transport terrestre, sécurité, défense), ses équipements et
systemes aident ses clients a choisir la meilleure option et a agir en conséquence.

L'expertise de ses 64 000 collaborateurs et sa présence opeérationnelle dans 56 pays en font ainsi
un acteur clé de la sécurité des citoyens, des infrastructures et des Etats.

Le Groupe est en particulier reconnu pour sa longue expérience du développement en synergie des
technologies duales civiles et militaires impliquant un réseau mondial de chercheurs et ingénieurs
de haut niveau

Le Groupe constitue un ensemble cohérent, irrigué par une expertise technologique transverse qui
lui permet d’'opérer sur 'ensemble de la chaine de valeur en fonction des besoins de ses clients
civils et militaires : maitrise d’ceuvre, intégration de systémes, fourniture d’équipements a haute
valeur ajoutée, activités de services. La diversité des champs d’interventions est présentée dans la
Figure 1.

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
cet effet par ladite Société © THALES
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Systémes d’information & de Systémes terrestres Systémes de mission
communications sécurisés & aériens de défense

Produits de radiocommunication Radar de surface Systemes navals de combat de surface

Securité des technologies de Gestion du trafic aérien Systemes sous-marins

Iinformation Opérations militaires aériennes Systémes de combat électroniques

Systémes de réseaux et
diinfrastructures

Systemes de protection
Systemes d'information critiques

Systémes d'armes avanceés Renseignement, Surveillance,
Electronique de missiles Reconnaissance

Optronique

Armement & munitions

Vehicules protéges

Systemes de transport

Avionique
iq terresire
Avionique civile Telécoms Signalisation ferroviaire grandes lignes
Avionique militaire Observation Signalisation ferroviaire pour réseaux
Avioni | = i ferres urbains
que Helicopteres Exploration Crati ’

Ny Lo stemes intégrés de communication
Mulh.medlal de bord Navigation &?de supervisign
Systemes électriques

Systemes de billettique
Formation et simulation

Sous-systemes hyperfréquence &
dimagerie

Figure 1 : Domaines d'activités du groupe Thales

Voici I'équipe dirigeante du groupe Thales :

m

o = A ‘\%‘ P 7'\ .
Marc Damon Alex Cresswell Pierre Eric Pommellet Gil Michielin Jean-Loic Galle Millar Crawford

Directeur gen

Systémes de

A

int

ur général adioint Sint Directeur général acljoint Directe al acljoint

Dire:
S

Yinformartion et Sy Avionique
de communica Défense
) Patrice Caine
Président-directeur général
& >
C; O 2
: 9
- < i
. - . 5 .
Michel Mathieu Pascale Sourisse Pascal Bouchiat Isabelle Simon Philippe Keryer
i Direeteut dir sl Friance Sec éral Directe: ! adjoint
ot Systemes d’lnformation Strc

Figure 2 : Organisation du group Thales

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
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1.1.2 Thales services

Au sein de l'entreprise Thales, dans la division « systéme d’information et de communication
sécurisés », se trouve l'entreprise Thales services dans laquelle s’est déroulé mon stage.
L’'organigramme de la société est le suivant :

~08 000 employees

THALES
Patrice CAINE

~7200 employess

Space GBU
THALES Alenia Space

JL GALLE

SIX GEU

Secure Communicdtions &Information System:

Marc DARMON

THERESIS
Catherine SIMON

Laurent MAURY

Sdles France Dir. :
Claude SCAVATIA} -

N Technical Dir.
Thales Services Denis ATTAL

~150 employees

SBU CE

~500 employees

Senzel llon € s Laurent MAURY
Stanislas DE MAUPEQU Joél DERRIEN (deputy) Quality Dir.
Vincent CHABOT

Figure 3 : Organigramme de Thales services

L’organisation de Thales Services est une organisation matricielle constituée de :

e Podles -> Affaires (finance, etc.)
e Centres de compétences (CCR) -> Ingénierie (technique)

Les péles et les centres de compétences sont gérés de maniere indépendante.

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué & des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a

cet effet par ladite Société © THALES
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PRESIDENCE / DIRECTION GENERALE

AXE;gm:g:; CENTRES DE COMPETENCES
Logiciel Logiciel Consell, Opération
Orienté Orienté Technologie Informatique &
Utilisateur Machine & Expertise Cybersécurité

AXE BUSINESS
Région TRANSVERSE

Région PARIS & OUEST

Région SUD OUEST

o Région EST

8 8,0 O _
i) et b

Réegion Sud-Ouest
P 4

| CCRIOU SO 1 CCRLOM SO L Cybersécurite [ CCROIC SO
atrick MORAN J ¢ [ Fréscde ~ - Frdcddticc RRUN

Bripite FEBRIER reistophe AVARGUES iic GARIADOR écdén

JNE

Figure 4 : L’organisation matricielle de Thales services

1.1.3 Le service Dynamique du Vol spatial

Mon stage s’est déroulé au sein du service dynamique du vol spatial de Thales services. Ce service
est constitué d’'une trentaine de personnes ; il fait partie du CCR LOM.

Les activités de ce service se scindent en deux catégories :

- assistance technique chez le client :

o analyse de mission,

o étude technique,

o opérations de mise a postes

o assistance a maitrise d’ouvrage/d’ceuvre
- développement de projets sur le site Thales :

o Centre Mécanique Spatiale,
orbitographie fine,
librairies de guidage en attitude
logiciels de gestion de fin de vie de satellite,
librairie de Mécanique Spatiale.
Détermination d’altitude
Surveillance de I'espace

O O O O O O

\®\s|§ Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
e reproduit, ni communiqué & des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
cet effet par ladite Société © THALES
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1.2 Présentation du stage

1.2.1 Sujet

Le sujet du stage porte l'intitulé suivant :
« Amélioration de Il'utilisation de 'algébre de Taylor pour les applications spatiales »

Depuis plusieurs années Thales services méene des travaux visant & améliorer les performances de
logiciels scientifigues complexes utilisant des simulations Monte-Carlo par l'utilisation de nouvelles
méthodes mathématiques liées a 'algébre de Taylor. Ceci est particulierement pertinent dans le
cadre des propagations de systémes dynamiques non linéaires et avec des incertitudes sur les
mesures des conditions initiales.

Dans plusieurs stages et deux R&T [2][3], il est apparu des problémes de précision lors de
I'application de l'algébre de Taylor. L'objectif du présent stage est donc de résoudre (au moins
partiellement) ces probléme d’'imprécision en améliorant :

- L’estimation de I'erreur commise au cours du calcul
- Le mécanisme de gestion de la précision basé sur cette erreur estimée (Automatic Domain
Splitting (ADS)).

Ces améliorations seront congues, implémentées puis validées d’abord sur des cas mathématiques
simples puis a terme sur des cas physiques plus complexes (logiciels).

1.2.2 Objectifs pédagogiques

Aprés 2 années et demi d’études scientifiques a I'école d’'ingénieur Sup Galilée, ce stage de fin
d’études est I'occasion pour moi de mettre en application mes compétences acquises en troisieme
cycle dans un projet réel en entreprise touchant a des domaines variés: mathématiques
appliquées, mécanique spatiale, programmation Java...

Le stage de fin d’étude étant le premier pas vers la vie active et le travail d’ingénieur, les objectifs
d’apprentissages sont les suivants :

Sur le plan technique :

- Mettre en ceuvre les connaissances techniques apprises au cours de mon parcours scolaire,
notamment dans le langage JAVA,

- Prolonger mes connaissances en me familiarisant notamment avec l'algébre de Taylor ainsi
que la méthode de 'ADS,

- Remplir les objectifs du stage et arriver a des résultats satisfaisants et utiles a I'entreprise.

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
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Sur le plan organisationnel :

Gérer l'organisation temporelle des activités afin de fournir les informations ou dossiers
utiles a I'entreprise en temps et en heure,

Mener une recherche bibliographique efficace via Internet et les livres disponibles dans
I'entreprise,

Comprendre rapidement les lignes directrices des logiciels déja présents (mis sous forme de
polynébmes de Taylor),

Utiliser les ressources de I'entreprise,

Rédiger des rapports scientifiques.

Sur le plan humain :

123

Découvrir et assimiler la facon de travailler des ingénieurs Thales et la philosophie de
I'entreprise,

Apporter ma contribution au fonctionnement de I'entreprise en présentant des résultats a la
fin du stage,

Assumer et étre capable de discuter ces résultats et les choix opérés pendant le stage.

Plan de travail et planning

Ce stage sera réalisé en 4 étapes séquentielles :

Partie | : Montée en compétence sur les méthodes et logiciel liés a I'algébre de Taylor, et
prise de connaissance des logiciels qui serviront de cas d’évaluation. (6 semaines)

Partie 1l : Mise en place du banc d’essai. (4 semaines)
Partie 1l : Amélioration de la précision de I'erreur estimée. (6 semaines)

Partie VI : Amélioration de la précision de ’Automatic Domain Splitting. (9 semaines)

Le rapport de stage sera rédigé au cours du stage.

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
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2 Partie | : Montée en compétence

Dans un premier temps, il faut comprendre ce qui a été fait précédemment ([2] [3]) et comprendre
les bases mathématiques utilisées (Algébre de Taylor 2.2, ADS2.2.3.5).

2.1 Contexte et Problématique

2.1.1.1 Contexte

De maniére pratique, de nombreux systemes dynamiques sont soumis a des incertitudes dans la
mesure de I'état initial. De petites variations de I'état initial peuvent induire de grosses erreurs sur
I'état final. Il est donc important d’étudier la maniére dont ces incertitudes évoluent et comment elles
peuvent étre maitrisées. Les méthodes Monte-Carlo sont souvent utilisées pour pallier ce probléme.

/. Génération des points
_/ d’entrée

— Echantillon -

1 / d’entrée N

/7 7\ Calcul des simulations

‘\3/‘ sur les points d’entrée
Systéme {/ 2\/\ VRN
\\;7/‘ ﬂ\ 3 \ o s
Physique .2/ Gestion des résultats
/’/777\\
Echantillon G Approximation de
de sortie Approche la quantité
statistique d’intérét

Figure 5 : Méthode de Monte-Carlo

Ces méthodes consistent a réaliser I'évaluation de trés nombreuses conditions initiales (fleches
orange sur la Figure 5) et a réaliser des études statistiques sur ces simulations. Le principal
inconvénient est le temps de calcul trés élevé, puisqu'on réalise une évaluation du systeme
dynamique pour chacune des conditions initiales étudiées. Sur la Figure 5, I'étape 1 est toujours
treés rapide mais les étapes 2 et 3 peuvent étre longues. L‘étape 2 a souvent un temps de calcul
proportionnel a la taille de I'échantillon d’entrée.

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
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2.1.1.2 Problématique et objectif

Comme dit dans le paragraphe précédent le plus gros probleme des méthodes Monte-Carlo est le
temps de calcul. Ce temps de calcul est limitant car :

- Il contraint de paralléliser le code et de louer un supercalculateur ce qui a un co(t.
- llempéche d’avoir la précision souhaité car le nombre de points initiaux serait trop grand.

Ce probléme impligue que de nombreuses recherches soient entreprise pour trouver des méthodes
plus efficaces. Celles-ci ont pour but, d’étres plus véloces, afin de pouvoir jouer sur deux leviers :

- amélioration du temps d’exécution,
- amélioration de la précision en utilisant le gain de temps pour avoir un plus grand nombre de
points en entrée.

Pour cela Il existe deux approches :

- des variantes de Monte-Carlo : PCE, Kriging,
- I'étape 1 de Monte-Carlo suivit d'une mono-exécution polynomiale : Taylor.

2.1.1.3 Exemple

Prenons I'exemple de I'utilisation opérationnelle du logiciel 2. On effectue 20000 runs dispersant les
parametres incertains. Si on reprend les étapes de la Figure 5 :

Génération des points d’entrée : 1 | Quelques secondes

Calcule des simulations sur les Plusieurs heures
points d’entrée : 2

Gestion des résultats : 3 Quelques secondes

Figure 6 : ordre de grandeur des temps de calcul des étapes de Monte-Carlo sur logiciel 2

En accélérant I'étape 2 par un facteur dix on peut soit gagner un facteur dix a iso précision, soit
évaluer dix fois plus de points (200000) a iso temps de calcul.

2.2 Algebre de Taylor

L’algébre de Taylor est un outil mathématique dont I'application relativement récente dans les
propagations de systemes dynamiques non linéaires s’est révélée probante. Cette partie
s’attachera d’'une part a décrire I'aspect théorique de I'algébre de Taylor et d’autre part a expliciter
son utilisation dans le cadre de I'évaluation multiple de systémes dynamiques complexes.

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
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2.2.1 Eléments théoriques

2.2.1.1 Algébre différentielle (définition)

Commencgons par rappeler quelques définitions mathématiques. Une K-algebre est une structure
algébrique (4,4, ., X) avec les propriétés suivantes :

- (A,+, . ) estun K-espace vectoriel ;

la loi x est une loi de composition interne sur 4 ;

la loi x est distributive par rapport a la loi + ;

- V(a,b) €EK?,¥(x,y) € A% ,(a.x) X (b.y) = (ab).(x X y)

Une algebre différentielle est une algébre munie d’un opérateur de dérivation.

2.2.1.2 Theéoréme de Taylor

L’algébre de Taylor repose sur le célebre théoreme de Taylor énoncé ci-dessous.

Théoreme de Taylor : Soit f : [a,b] € RY = R une fonction (n + 1) fois continue et partiellement
dérivable sur [a, b]. Soit de plus x, € [a, b]. Alors pour tout x € [a, b] il existe 8 €]0,1[ tel que :

1

(n+1)! (G = x)V)"™ F (o + (x = x0) X 6)

o 1
f@) = ) (= x0).7) flxo) +
=0

ou I'opérateur de différentiation partielle est défini comme :

ak
axf1 ...ava

k!
(h.7)k = Z SN
et Bi B!

Byt tBymk

Ce théoréme donne une expression d’'une fonction suffisamment continue et dérivable au voisinage
d’'un point sous la forme de la somme d'un polynbme qui I'approxime et d’'un reste, qui est
équivalent au terme de dérivée d’ordre n+ 1 pris en un point de [a, b] existant mais la plupart du
temps inconnu.

2.2.1.3 Reste de Taylor

Reprenons le théoréme de

o 1
F0) = ) 1 (r=x0).7)' f o) + Ra()
=0

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
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ou l'opérateur de différentiation partielle est défini comme :

ak
axfl ...ava

k!

051 Bysk
Br++By=k

R, (x) est le reste ou 'erreur du a la troncature a 'ordre n.
Il existe plusieurs formules de R, (x).

e Formule de Taylor-Young : R,,(x) = o((x — xo)™)
(n+1)
e Formule de Taylor avec reste intégral de Laplace : R, (x) = f;:f n'(t) (x —t)™dt

e Formule de Taylor-Lagrange R, (x) = ﬁ ((x— x0)|7)n+1f(x0 + (x —x9) X 6)

o Inégalité de Taylor-Lagrange : si3 M tel que Vy € [a,b] |f™ V()| < M

Mlx_x0|n+1
Alors |R, (x)| < Eeve

2.2.1.4 Modéle de Taylor

Introduisons maintenant la notion de modéle de Taylor. Un développement de Taylor posséde trois
caractéristiqgues qui lui sont propres : son ordre n, son point de référence x, et son domaine de

définition [a, b]. On peut regrouper ces trois données au sein d’'un parametre o :

a = (n,xy, [a, b])

Une fonction soumise a un développement de Taylor peut alors s’écrire comme la somme de son

polynédme de Taylor a I'ordre n et de son reste :

f() = Pop(x = x0) + €q,p(x — X0)

On peut trouver un intervalle I,¢ tels que Vx € [a,b], g5 r(x — x) € I Le couple Ty¢ = (Pa,f,la,f)

définit la notion de modéle de Taylor et est un élément de 'algébre de Taylor associée.

cet effet par ladite Société © THALES
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2.2.1.5 Algébre de Taylor

Une algebre est définie par son ordre maximal n et le nombre de variables de ses polyndmes v, on
la note ,,D,,. Le nombre maximal de coefficients d’'un polyndme de cette algébre se détermine grace
a la formule suivante

(n +v)!
- n!v!

Cette algébre est munie des opérations de base d’addition de multiplication et de composition.
L’addition est définie assez simplement :

Tof+Tag= (Pa,f + Fog oIy + Ia,g) = (Pa.f+g 'Ia,f+g) =Taf+g

On peut noter que cette opération est commutative et associative. La multiplication est cependant
plus subtile ; on a en effet pour deux fonctions fet g :

fxg=(Tnl) % (Ty1y) = (Tp X Ty, Tpxg + Tp X Iy + Ty X Ip + I X 1)

T}Xg deésigne le reste de la multiplication de Ty par T, (la partie tronquée). L'encadrement le plus fin
de ce reste est donné par les extrema de cette fonction qui représente le reste ne pouvant étre
obtenu qu’en bornant Ty et T, qui sont des polyndmes de degré élevé a plusieurs variables. Le
calcul de ces extrema est généralement assez lourd en temps de calcul.

Dans [1], M. Berz montre que l'on peut associer une loi de composition (notée o) a cette algebre, la
composition étant la composition usuelle des polyndmes. Pour les polyndmes a plusieurs variables,
la composition requiert un vecteur de polynémes en entrée (une Map dans les articles de M. Berz),
soit un élément de ,,D;'. Par extension M. Berz définit facilement la composition de Maps
(composition appliguée a chacun des éléments du vecteur).

Pour plus d’'information voir la note technique d’Emmanuel Bignon [2]

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
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2.2.1.6 Difféomorphisme d’algébre entre A(C*) et ,D,,

Algebre des fonctions

Algebrelipi
C* a v variables : J e
‘ ! X —X,
X '
+I*P ° i :r_l’;l 6’
f i e,
T, !

Figure 7 : Difféfomorphisme d’algébre entre C* et , D,

BN

Entre l'algébre des fonctions C* a vvariables et celle ,,D, , il existe un isomorphisme, ce qui
explique que le diagramme soit commutatif. Pour plus d’informations voir [9]

2.2.2 Mise en ceuvre théorique

2.2.2.1 Principe

Dans le cas ou le systéme est modélisable sous la forme d’'une suite d’opérations, I'utilisation de
lalgébre de Taylor permet d’éviter de réaliser une évaluation couteuse pour chaque condition
initiale. En effet, cette méthode permet d’évaluer un voisinage complet de I'état autour de x, plutét
que de faire une évaluation simple de x,.

L’ensemble de la méthode est fondée sur la commutativité du diagramme de la Figure 7

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
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Algébre des fonctions

: Algebre®;: DIt
C® a v variables ! nev
id i X — X, > 1
X :
i 2
Multi-évaluations
+l*l ° i q\:’;, 5’ 3
e
f i foO
T}, :

Figure 8 : Relation entre les algébres €* et ,D, etles méthodes de Monte-Carlo

1. Chemin exact
Si la fonction f est simple et calculable facilement.

2. Chemin Taylor tronqué a 'ordre n.
On taylorise les v variables puis on exécute les polynébmes d’ordre n de Taylor associés a la
fonction f

3. Méthode Monte-Carlo (voir 2.1.1.1 et Figure 5 : Méthode de Monte-Carlo)

Pour décrire brievement la méthode, considérons 'application suivante :
Soientx e RV,t € Rt ety € RP
y=f(tx)

Soit x, € R” le centre de 'algebre et V. un voisinage de x,.

Notre objectif est de calculer f(t,V,, ). Pour cela on remplace x, par un polyndme simple qui
paramétre son voisinage.

Pxo(f) =%xo+§

A l'aide des opérateurs classiques, des polynbmes de Taylor des fonctions usuelles et/ou des
intégrateurs, on obtient alors une approximation de f sous la forme d’'une série de Taylor tronquées,
a lordren, P, ($). Une simple évaluation de ce polyndbme permet d'obtenir une approximation
«contrélée» de I'image du voisinage de x, parf. Cette méthode permet de réduire considérablement

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
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le temps de calcul des simulations Monte-Carlo, puisque la propagation d’orbite se réduit alors a
I'évaluation d’'un polyndme

2.2.2.2 Exemples
2.2.2.2.1 Exemple 1
soita,h € R? et f () = (

a;b)

Dans l'algébre des nombres réels :

Dans l'algebre de Taylor

_ (ag + (x —ag) r(e)=("r ) B
(T

agbg + bo(x — ag) + ag(y — bo) + (x —ap)(y — bo))
by + (y — by)

2.2.2.2.2 Exemple 2

Maintenant considérons la chute libre d’'un point matériel M de masse m soumis a une attraction g,
avec une vitesse v, = 1 m/s et une position x, = 0 m a l'instant t, (I'axe vertical étant descendant
et ayant pour origine le point initial de chute). L’équation différentielle qui régit le mouvement du
point M de position x, de vitesse v et d’accélération a se réduit & a = g. On peut alors écrire le
systeme sous la forme suivante :

(e = 6, + ()

t+dt
Utilisons ici la méthode d’intégration d’Euler entre linstant initial t, = 0 s et linstant final t; =3 s

avec un pas d’intégrationdt = 1s. On notera Y le vecteur d’état du systtme muni de lindice
temporel correspondant a I'étape d’intégration. On a ainsi par intégration numérique classique :

=)

Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
reproduit, ni communiqué a des tiers sans autorisation écrite d’une personne mandatée a
cet effet par ladite Société © THALES




T H A\ I_ E S Rapport de Stage de Fin d'Etudes

Squalilée

Référence : RAPPORT Stage de
fin d’étude Climéne Lequien

a+b b+g a+2b+g
=)t (") ="y
b+g g b+ 2g

a+2b+g b+2g a+3b+ 3g
1= (ag )t (g )= )
b+ 2g g b+ 3g

L’intégration numérique dans l'algébre de Taylor consiste donc a remplacer notre condition initiale
par un polynéme, et a obtenir un état final sous forme de vecteur de polynémes :

o= (e L or )

(ao+ (X —ag)y . (bo+ (Y —bo) . (bo+ao+ (X —ap)+ (¥ —bo)
Y1_<b0+(Y—b0))+( g )dt_< bo + g + (¥ — by) )

_(bot+ap+ (X —ap)+ (¥ —by) by +g+ (Y —by)
YZ_( by + g+ (Y — by) )+( g )dt

_(2b0+a0+g+(X—a0)+2(Y—b0))
B by +2g + (Y — by)

(Zbo+a0+g+(X—a0)+2(Y—b0))+(b0+2g+(Y—b0)))dt
3 bo + 29 + (Y — by) g

_(3b0+a0+3g+(X—a0)+3(Y—b0))
B by +3g + (Y — by)

Ainsi en évaluant en x = a et v = b on retrouve bien le résultat trouvé par intégration classique.

Dans ces exemples, I'algébre de Taylor ne présente pas grand intérét, car il y a une solution simple.
Mais il permet de comprendre le fonctionnement de la méthode, et son apport se trouve dans des
systémes dynamiques plus complexes pour lesquels il y a une incertitude sur la valeur initiale. La
méthode classique nécessite de refaire l'intégration pour chaque condition initiale, alors que la
méthode de Taylor réduit ce calcul a une simple évaluation du polynéme final.
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2.2.3 Mise en ceuvre pratique

2.2.3.1 Etatde l'art

L’algébre de Taylor est un outil mathématique qui a été étudié et développé par Martin Berz [1] puis
Roberto Armellin [8] au cours de ces 20 derniéres années. En plus de I'étude théorique poussée de
cet outil, ces deux chercheurs ont appliqgué la méthode a des problémes scientifiques concrets.
Martin Berz [1] I'a utilisée dans le cadre de la physique des particules tandis que Roberto Armellin
[8] s’est penché sur ses applications en mécanique spatiale, cas qui nous intéressent.

Plusieurs applications de mécanique spatiale se trouvent dans les articles de Roberto Armellin [8].
La détermination d’orbite préliminaire est un exemple qu’il a mis en pratique pour étudier la
trajectoire de I'astéroide Apophis qui passera a proximité de la Terre en 2029. Il a également utilisé
cet outil pour faire du transfert d’orbite interplanétaire ou de I'étude de taches de dispersion pour la
rentrée atmosphérique.

La mécanique spatiale représente, aprés la physique des particules, le deuxiéme champ principal
actuel d’application de l'algébre de Taylor. En effet, ce domaine implique des équations trés
complexes fortement non-linéaires et consommatrices de temps de calcul. Il s’agit de plus, d’'un
domaine utilisant des simulations Monte-Carlo a cause des incertitudes sur les mesures physiques
dans I'espace. La propagation d’objets dans le systéme solaire fut 'un des premiers sujets d’étude
en mécanique spatiale.

2.2.3.2 PACE

Thales dispose de son package PACE qui réunit toutes les fonctionnalités relatives a I'algébre de
Taylor et a l'intégration des systémes dynamiques taylorisés. PACE contient le moteur algébrique
de Taylor et ne contient aucune référence thématique. Il permet toutes les opérations simples, les
fonctions usuelles ainsi que plusieurs intégrateurs (RK4, Euler, Lie). Les objets correspondants a
'algébre et aux polyndmes de Taylor sont créés et gérés dans PACE (Pour plus d’'informations voir

[2]).
2.2.3.3 Gestion des fonctions non C®

Dans la pratique toutes les fonctions ne sont pas C* méme des fonctions simples ne le sont pas
comme par exemple valeur absolu ou modulo. Les deux exemples précédents sont gérés dans
PACE, pour les autres discontinuités elles sont gérées la plupart au cas par cas. |l ne faut pas
oublier que comme nous travaillons sur ordinateur les fonctions dérivables presque partout et/ou
prolongeables par continuité ne sont pas un probléme tant que les points de discontinuité ne sont
pas le centre de l'algébre. (Pour plus d’informations voir [2])
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2.2.3.4 Estimation de l'erreur de troncature

Dans le cas multi-variables, la détermination de l'estimation du reste (de l'erreur) n’est pas
forcement triviale.

Pour la détermination de l'erreur, l'algorithme de régression exponentielle est utilisé en prenant
comme mesure la somme des valeurs absolues pour tous les coefficients d’ordre exactn + 1.

Thales utilise cette méthode car dans le seul article publié qui analyse le reste, A. Wittig et P. Di
Lizia [7] montrent de maniere quantitative que leurs coefficients suivent une régression
exponentielle. L’article fournit un exemple avec la fonction f(x) = V1 + x a l'ordre 9 :

T T T T T T T T T T
Exact =4 o
Estimate 1

e ]
01| s \Z ]
001} § .

0.001 |- [

Absolute Size

0.0001 +

le-05 ¢ [

le-06

Order

Figure 9 : Décroissance exponentielle (échelle des ordonnées logarithmiques)

Cette méthode a déja été testé.

2.2.3.5 Gestion de la précision

Pour gérer la précision lors d’'un stage précédant I’Automatic Domain Splitting (ADS) a été mis en
place. Le principe général de I’Automatic Domain Splitting (ADS) repose sur la propagation de
plusieurs polynébmes différents correspondant au découpage des différents domaines d’intégration
(découpage fait au cours de la propagation). La réduction de ces domaines doit diminuer I'erreur.
En effet, I'erreur d’approximation entre une fonction f de classe C"**! et son polynéme de Taylor Py

d’ordre n est déductible du théoréme de Taylor :
|f (6x) — Pr(6x)| < C.6x™+?

ou Cdésigne une constante strictement positive. Considérons I'erreur maximale e, de P¢ sur le
domaine B, de rayon r > 0 autour du point d’expansion. L’équation précédente implique :

|f(6x) — Pf(5x)| <Cr™l=¢g,.

Si le domaine de Py est réduit de la boule B, a la boule Br de rayon % on a l'inégalité suivante :
2
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n+1 ST

r@e0-peo|<c(3) =5

On constate qu’en réduisant la taille du domaine par 2 on réduit aussi le majorant de I'erreur d’un
facteur 2"*1. Une solution a la non-convergence de I'expansion de Taylor d’'une fonction se trouve
donc dans la subdivision du domaine de propagation initial en plusieurs sous-domaines sur lesquels
le polynbme sera propagé indépendamment du reste. Ainsi, I'erreur maximale sur chacun des
nouveaux domaines sera bien inférieure a I'erreur obtenue en conservant un seul domaine initial,
c’est le principe de 'ADS.

La méthode utilise un algorithme qui découpe automatiquement un domaine lorsque la dynamique
du systéme n’est plus représentée avec une précision suffisante, selon certaines conditions qui
seront détaillées ultérieurement. Le découpage d’un domaine s’effectue selon 'une des variables
d’expansion, dans notre cas celui ayant la plus grande erreur estimée ; et le domaine se trouve
alors découpé en deux parties égales. Plus précisément, soit P(x) la représentation polynémiale du
flux ¢(t;, x) & un instant donné ¢t;, oux € [—1;1]%, les intervalles de départ des différentes variables
étant normalisés. Le decoupage de P en deux polynémes P; et P, selon la composante x; s'effectue
ainsi :

1 1

P;(x) = P(x4, %, e Xjm1, 5 X T 5 X vy Xg)
1

Pz(x) = P(xl)xZI "'xj—lfzxj + E » Xj+1s ""xk)

P, couvre alors la partie gauche du domaine (x; € [—1; 0]) et P, couvre la partie droite (x; € [0; 1]).
Comme P; et P, sont de méme degré que P, I'opération de découpage peut s’effectuer dans
'algébre de Taylor sans induire d’erreur de troncature supplémentaire. Les polyndbmes P; et P, ont
exactement la méme forme que P, c’est simplement leur point d’expansion qui différe, et leur
coefficient d’ordre n en x; qui sera plus petit d'un facteur 2™ que le terme correspondant dans P.
Aprés un tel découpage, lintégration peut continuer sur P, et P, de la méme maniére qu’elle se
déroulait sur P. Le résultat final est alors une liste de polyndmes, chaque polynéme étant associé a
un domaine de conditions initiales.

Les graphes suivants illustrent le gain en précision apporté par un découpage du domaine initial, en
propageant la dynamique du systeme a partir de deux points qui représentent les centres des deux
nouveaux domaines.
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Figure 10 : Graphes illustrant I'apport en précision de I'ADS

Une question reste en suspens : quand doit-on diviser un domaine ? Une méthode de la littérature
existante de A. Wittig [8] consiste a estimer 'amplitude du terme d’ordre n + 1 d’'un des polynédmes
représentant la dynamique du systéme, et de la comparer a une valeur seuil au dessus de laquelle
un split devient nécessaire. Lorsqu’il s’agit d’'un cas multi-variables, cette méthode permet aussi de
déterminer la direction du split, qui s’effectuera selon la variable dont le terme estimé d’ordre n + 1
dépasse la valeur seuil. Cette amplitude est déterminée par régression exponentielle sur les
amplitudes des n premiers coefficients du polyndme.

L’ADS permet donc un gain en précision par la réduction de la taille des domaines sur lesquels on
propage les variables taylorisées. Cette méthode permet aussi de repérer les zones a forte
dynamique en réalisant un mappage des découpages réalisés et en observant les concentrations
de découpes, comme on le voit sur la figure 6.
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Figure 11 : lllustration de I'apport de I'ADS dans la détection de zones a forte dynamique

Une version de 'ADS a été implémentée par Thales en amont du stage dans PACE. Mon réle dans
ce stage a été de caractériser du mieux possible I'erreur pour améliorer I'algorithme de splitting mis
en place avant mon arrivée et de développer un autre algorithme de splitting basé sur le méme
principe.

L’ADS a montré des faiblesses pour conserver une erreur en dessous d’un seuil fixé comme I'a
prouveé le stage de Paul Mory et les tests d’Emanuel Bignon. En effet lorsque I'erreur atteint le seuil
fixé avant la fin de la propagation aucun découpage ne peut se faire sans aucune erreur et donc

'erreur dépasse le seuil fixé. Pour pallier ces inconvénients le nouvel algorithme peut étre une
solution.

2.3 Applications d’évaluation de Taylor
2.3.1 Cas mathématiques

Les cas mathématiques qui nous intéressent ici sont :

- les fonctions de bases comme les fonctions exponentielles ou inverses

1ofrac
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- les équations différentielles comme le systeme dynamique différentiel de Lorenz ou le
probléme a deux corps, celles-ci étant a la base de la mécanique spatiale.

Les exemples cités ci-dessus ne sont pas exhaustifs mais les résultats que nous devons obtenir
sont connus. Pour valider la méthode de calcul, nous la testerons d'abord sur ces cas
mathématiques simples dont la complexité est croissante. Si le calcul donne un résultat convenable
par rapport aux résultats connus, alors le cas suivant est abordé.

2.3.2 Logiciels

Dans un deuxiéme temps, nous testerons sur deux logiciels confidentielles.
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3 Partie Il : Mise en place du banc d’essai

Dans cette deuxiéme partie, on veut normaliser les choses pour pouvoir comparer les résultats.
Comparer les résultats est essentiel pour valider un modéle par rapport & un autre. Pour ce faire, un
banc d'essai a été mis au point permettant de faire les dites comparaisons.

3.1 Motivation

Lors des stages ou R&T précédents, seuls des bancs d’essais de validation avaient été mis en
place. Aucune comparaison n’était possible. Il a donc été nécessaire de mettre en place un banc
d’essai avec les trois qualités essentielles suivantes :

- Efficacité

- Etre modulable

- Automaticité.

Ces qualités sont indispensables pour que ce banc d’essai reste valable dans le futur.

3.2 Besoin Fonctionnel

Cas tests
Lanceur
1 2 3 4
Application Monte
-Carlo
(Maths, Logiciels)

//R

Résultat 1 Résultat 2 Résultat 3 Résultat 4

Figure 12 : Schéma fonctionnel

Pour valider I'efficacité de la méthode de Taylor, nous avions besoin :
e de déterminer I'approximation que donne le polynéme de Taylor a différents ordres et le
comparer a la fonction exacte (approchée par la méthode Monte-Carlo)
e de connaitre la différence entre ces polyndbmes et la fonction (pour chaque polynébme A =

|Pr,; (%) — f ()]
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o de déterminer les écarts entre les estimations générées par les estimateurs de l'erreur et
I'erreur absolue reelle (A = |py ;j(x) — f(x)])

o de vérifier que lerreur réelle est toujours inférieure a l'erreur maximale admise pour
I'estimateur choisi.

3.3 Conception
3.3.1 Interfaces entrées / sorties

3.3.1.1 Les entrées

Pour chaque fonction ou propagation, il existe deux types d’entrées :

- les points du domaine de départ
- la fonction ou propagation évaluée ou les résultats de celle-ci obtenus par Monte-Carlo ou
autres.

Les points sont toujours créés directement par un programme. La fonction est soit déja calculée et
donc sous forme de fichier, soit un programme qui prend en entrée les points.

3.3.1.2 Les sorties

En sortie on génere des fichiers textes deP(x),A = |py ;(x) — f(x)|, maxA... De plus, des
graphiques sont crées: un histogramme des erreurs estimées et l'erreur maximale, deux
graphiques de points de P(x), f(x) en fonction de x;—xqx; — Xg, ...x, — Xo, €t A en fonction de
X1—Xg Xy — X, e Xyp — X, - -

3.3.2 Diagramme UML

Pour pouvoir répondre aux besoins précédents il faut :
e créer un maillage de points sur le domaine de départ x;
e calculer les éphémérides de la fonction sur 'ensemble du maillage (ti, f (x;))Vk, i
e calculer les éphémeérides des polyndmes (&, Py j)Vk, j
e calculer les éphémérides des polyndémes sur I'ensemble du maillage (ty, Py j(x;))Vk, j, i
e calculer 'ensemble des différences A
o calculer 'erreur maximale et les erreurs estimées sur le domaine
Avec ces éléments, le synoptique de calculs a été construit et est présenté Figure 13.
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Y

t k .Delta=|f_j(x-i)-P_kj(x-i}| erreur estimee

Y

erreur réeelle

Figure 13 : Synoptique des calculs

Besoins Solution choisie

Avoir un unique benchmark | Créer l'interface ltestCase : tous les tests sont implémentés

pour n'importe quel probléme chacun dans une classe différente, (ces classes sont
« regroupées » dans quatre classes abstraites)

Générer différentes erreurs La classe CalculationError est évolutive. On peut
implémenter autant d'erreurs que nécessaire car la sortie est
une liste.

Générer les det |x — x| La classe Distance permet ces calculs.

Faire un nouvelle algorithme Les classes sont présentes dans le dossier du méme nom

Estimer l'erreur de différentes L'interface |EstimatorError permet d'implémenter toutes les

manieres méthodes souhaitées.

Comparer l'erreur réelle et les | Pour ¢a deux méthodes de visualisation : un tableau et un
erreurs estimées histogramme
Voir I'évolution entre l'erreur | Faire des graphiques en deux dimensions pour chaque
et la distance au centre parametre d'entrée et de sortie, et a chaque éphéméride.
Directement dans la classe TimePlot et ScatterPlot grace a
la librairie JFreeChart
Avec ce tableau et les éléments précédents Figure 13 , le diagramme UML a été constitué et est
confidentiel.
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3.3.3 Choix du langage

Deux possibilités s'offrent & nous en termes de programmation : procédurale/structurée ou orientée
objet. Cette derniére posséde de nombreux avantages tels que : facilité d'organisation, réutilisation,
méthode plus intuitive, possibilité d'héritage, facilité de corrections d'un projet tout au long de son
existence, etc. C'est ce type de programmation qui a été retenue.

D'autre part, pour des raisons de cohérence avec les programmes déja développés et de portabilité
dans différents environnements d'exécution, lI'ensemble de la programmation a été développé en
JAVA, y compris les graphiques grace a la librairie JFreeChart.
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4 Partie lll : Amélioration de la précision de I'erreur estimée

Pour 'ADS, l'erreur est estimée par régression exponentielle, car c’est une régression simple est
gue cela donne « souvent » des résultats convenables. Cependant, on sait qu’il y a des exemples
trés simples qui ne suivent pas cette régression d’ou l'utilité de 'améliorer.

4.1 Estimation par la régression exponentielle

Dans l'article d’A. Wittig [7], pour couper le domaine de départ lors de 'ADS, il estime I'erreur par
une régression exponentielle. Malheureusement il ne démontre pas pourquoi il prend cette fonction,
il reste juste factuel. Essayons malgré tout de justifier théoriguement ce choix.

Pour cela reprenons le théoréme de Taylor (multidimensionnel) :

n

Fo) = Y (0 x0).7) ) +

=0

g (=2 G+ - 20) X 6)

ou l'opérateur de différentiation partielle est défini comme :

k! ak
(h.V)k = Z h131 hgv
0<B1..By<k Pt Byt axfl ava
Byt+By=k

Donc

m(( xO)V) flxo+ (x—x0) X6) =
X —X
R = Qa’”lf(xo + (x — x0) X )
0<B;..Bysn+1 B
|Bl=n+1
B
X —X
|er0| = %anﬂf(xo + (x —x0) X 0)
0<B;..Ly<n+1 '
|Bl=n+1
X0 |(x B xO)ﬁ | n+1
Ry < g 10" (o + (x = x0) x O))
0<B;..Bysn+1 )
|Bl=n+1
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|x_x0|ﬁ

[Rye| < M 3
0<p;..Bysn+1

|Bl=n+1
ou M est défini comme :

_ n+1 _
M= osﬁltf?ﬁv’énﬂla f(xo + (x —x0) X 0)|

|x—xol#

Si M ne varie pas beaucoup selon n alors 20531""8”5”“T
|Bl=n+1

(développement en série entiére) et donc on peut estimer I'erreur par une régression exponentielle

dans certains cas. Mais il y a des cas trés simples qui ne suivent pas du tout une régression

exponentielle comme par exemple Ces derniers cas nous obligent & chercher une méthode

suit une régression exponentielle

1
a-x°
qui pallie cette limitation.

4.2 Estimation basée sur les fonctions analytiques

La véritable question restait entiére : y avait-il un estimateur de I'erreur pour toutes les fonctions ?
N’arrivant pas a trouver de réponse dans la littérature, sur les conseils de Pierre Mercier, je me suis
restreinte a un type de fonctions, les fonctions analytiques.

4.2.1 Rappel sur les fonctions analytiques réeelles
Définition :
Soit un ouvertQ de RV et soit une fonction f : @ € RY - R. On dit que f est analytique (réelle)

dans Q si, pour tout pointx, de (Q, il existe un voisinage V, de x, dans Q et une serie entiere
Yrenva(xo)z" tels que l'on ait,vx € V,, ,

f(x) = z ar(xo)(x — xo)L

LENY

On note A(Q) l'algébre des fonctions analytiques dans Q.

Proposition :

Soit un ouvertQ deRY . Une fonction f : Q c R¥ - R est analytique si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées:

i. Lafonction f estde classe C* dans Q
ii.  Auvoisinage de tout point x, de Q, elle est somme de sa série de Taylor en x,
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Propriété de complexification :

Soit un ouvert ) de R . Une fonction f : Q € RY - R est analytique réelle dans Q si et seulement
il existe un ouvert Q de CV vérifiant & < 0 N RY et une fonction holomorphe dans Q telle que F|, = f

Propriété de stabilité par composition :

Soit Qet Q'des ouverts respectivement de RVet de RP , soitf : Q c R” - R? une application
analytique réelle (c’est-a-dire a composante dans A () ) vérifiant f(Q) c Q' et soit g dans A(Q).
Alors g o f appartient a A(Q).

4.2.2 Rappel sur les fonctions holomorphes

Définition :

Soit un ouvert Q de C” et soit une fonction f : Q — C une fonction complexe de classe Ct. On dit
que f est holomorphe si elle vérifie les n équations de Cauchy-Riemann :

of _of _.._9 _

oz, oz, "oz

L’ensemble des fonctions holomorphes sur Q est noté 0(Q).

Théoréme (Formule intégrale de Cauchy généralisée) :

Soit un ouvert Q de C” et D(a, R) un polydisque quelconque tel que D(a,R) < Q avec
a=(ay,ay,..,a,) € QetR = (R,R,,...,R,) ERY. Sif € 0(Q),Vz € D(a,R),0na

_ ! £©
)= G by G e

ou I'ensemble T'={¢€ Q|| —a| =R} est le produit des cercles|é, —ax| =R, Vk €[1,v] ou
chacun est orienté dans le sens trigonométrique.

Corollaire :
Soit unouvertQ deC¥. Si f € 0(Q) alors f est de classe C* dans Q.

De plus, si a € Q et D(a,R) est un polydisque tel que D(a,R) c Q, alors les coefficients de son
développement en série entiere dans D(a, R) c Q) sont précisément :

f@= Y fulx-a"

a=(ay,...an)ENY
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_ 1 ey f(2)
avec By = al ax{t.ox,?  (2mi)n fr (21—‘11)“1“---(Zn_av)avﬂd

Zy ...dz,

4.2.3 I|dée d’amélioration de I'estimateur de I'erreur

L’idée qui m’est venue en lisant ou relisant les propriétés des fonctions analytiques ou holomorphes
est la suivante. Si une fonction est implémentée dans un programme, elle est forcément analytique
en un point car c’est une somme de nombres qui peut étre représentée par un polynédme. Donc le
polynédme de Taylor est une troncature a I'ordre n. Si on prend la réflexion qui est faite dans l'article
d’A. Wittig et de P. DiLizia :

o 1
flatm = ) 7 (0.9)'F@ + gy () fat (1) x 0)
=0

n+ 1)|

n+1

On pose pour le reste R, (h) = o +1)' (V)" fla+ () x86)

L’erreur peut étre majorée par I'expression |R,,(h)| < ||h||™*1. Estimer l'erreur revient a

—n +1)'

calculer le coefficient ¢, = . On peut soit considérer que ce coefficient suit une régression

(n+1)!
exponentielle comme c’est le cas dans l'article, soit qu’il est proche du maximum des coefficients de
lordre n + 1 du polynébme de Taylor.

Si f est une fonction analytique alors d’aprés la propriété de complexification il existe une fonction
holomorphe telle que F|o = f . Or

vieQ fm=Fla@= )  fux-a)F
a=(aq,...an)EN?
_1 oy f(2)
AVeC fu = 4 T ox = Gmin It Gmanm. gyt 041 A

Tous les coefficients peuvent étre calculés a partir de la fonction f. Comme le polynbme de Taylor
P est une approximation de f, alors l'erreur est approximée en calculant le maximum des
coefficients en remplagant f parP. Dans ce cas on peut faire comme pour la régression
exponentielle, on cherche le coefficient suivant (Analytic estimator error dans les résultats 4.3).

Dans le cas ol max |f®™VD(x) — f0*D(a+h)| < e alors Ry, (h) < I
x€[a,a+h] an - (+1)!

approxime ¢ ~ |f ™V (a) — f(a + h)™*V)| par les fonctions analytiques (Analytic estimator error 2
dans les résultats 4.3).

dans ce cas on
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4.3 Reésultats

Les tests pour comparer les estimateurs de I'erreur ont d’abord été effectués sur des fonctions
mathématiques simples dont nous ne montrerons qu’'un nombre réduit dans ce paragraphe. Sur les
histogrammes qui suivent, I'erreur max est I'erreur absolue maximale. De plus les graphiques sont

centré en x, pour respecter le théoreme de Taylor qui centre le polynome en x,.

4.3.1 Fonction exponentielle

P{x) and F(x) for y
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Figure 14: Fonction f(x) = exp(x) et ses polyndmes de Taylor a l'ordre 2,4 et 6
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Figure 15 : Valeur absolue de la différence entre la fonction f(x) = exp(x) et ses polynémes de Taylor a I'ordre
2,4etb
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Figure 16 : I'erreur absolue maximale et les erreurs estimées entre la fonction f(x) = exp(x) et ses polyndmes
de Taylor al'ordre 2,4 et 6

Pour rappel : exp(x) = ?=0(x_i’f°) + R;°(x) est une fonction a une seule variable ; on peut utiliser

toutes les formules du reste connues (cf. $2.2.1.3).

Sur la Figure 14, la Figure 15 et la Figure 16, les calculs sont réalisés sur l'intervalle [1,2]. Sur les
deux premieres, I'erreur diminue lorsque 'ordre du polyndme de Taylor augmente, et comme vue
dans [2] le temps de calcul augmente avec l'ordre.

Sur I'histogramme (Figure 16) I'erreur estimée par la premiere méthode basée sur les propriétés
des fonctions analytiques est beaucoup plus grande que I'erreur maximale réelle et moins proche
de celle-ci que l'erreur estimée par la méthode basée sur la régression exponentielle.
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4.3.2 Fonction inverse

2.6
244
2.2 | \
2.0
18
16
1.4
12
1.0

P(x) and F{x) for y

0.8
0.6
0.4 —
0.2 1
0.0

15 “1.0 0.5 0.0 0.5 10 15
x—x0 (x)
F(x) Qrder =2 Order =4 Qrder =&

Figure 17: la fonction f(x) = % et ses polynémes de Taylor al'ordre 2,4 et 6
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Figure 18 : La valeur absolue de la différence entre la fonction f(x) = iet ses polyndmes de Taylor a l'ordre 2,4 et
6
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Figure 19 : L’erreur absolue maximale et les erreurs estimées entre la fonction f(x) zi et ses polynbmes de
Taylor al'ordre 2,4 et 6

La Figure 17 montre la fonction f(x) = % taylorisée aux ordres 2, 4 et 6, sur l'intervalle [0.4,3.9].

La fonction i =—Y" (x +1—xp)" + R;,°(x)est une fonction a une seule variable et comme pour la
fonction exponentielle, les formules du reste connues peuvent s’appliquer (cf. 2.2.1.3).

Contrairement au cas précédent, toutes les erreurs estimées par les méthodes basées sur les
propriétés des fonctions analytiques sont beaucoup plus petites que I'erreur maximale réelle (Figure
19) et inférieures aux erreurs estimées par la méthode basée sur la régression exponentielle.

4.3.3 Fonction exp(x * y)

Dans cette exemple, jai choisi de ne pas faire figurer la représentation de la fonction car elle est
peu claire et peu utile pour notre comparaison.
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et ses polynémes de Taylor al'ordre 2,4 et 6
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Figure 21 : L’erreur absolue maximale et les erreurs estimées entre la fonction f(x,y) = exp(x X y)

et ses polynémes de Taylor al'ordre 2,4 et 6

La Figure 20 et la Figure 21 sont calculées sur le domaine [1,3] X [0,2].

Sur I'histogramme (Figure 21), on voit que, au contraire des cas précédents, 'erreur augmente avec
l'ordre et les erreurs calculées a l'aide de la régression exponentielle majore I'erreur max admise
sauf quand elle est développée a I'ordre 6.. De plus les erreurs estimées par la deuxieme méthode
basée sur les propriétés des fonctions analytiques sont beaucoup plus grandes que lerreur
maximale réelle. La différence entre ces deux fonctions est trés supérieure a celle qu’'on peut
calculer entre I'erreur maximale et les autres méthodes de calcul, notamment celle basée sur la
régression exponentielle.
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4.3.4 Equation différentielle {dt =Y
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Figure 22: La solution a I’équation différentielle {dt =Y et ses polynémes de Taylor al'ordre2,4et6a t=10.5
Yo =X
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Figure 23 : L’erreur absolue maximale et les erreurs estimées entre : la solution a I’équation différentielle {dt =Yy
Yo =X

et ses polynémes de Taylor a l'ordre 2,4 et 6 pour t € [0,10]
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Figure 24 : L’erreur absolue maximale et les erreurs estimées entre : la solution a I’équation différentielle {E =Y
Yo =X
et ses polyndmes de Taylor al'ordre2,4et6at =10
dy _
La Figure 22 montre la solution a [I'équation différentielle {dt =Y Cest-adire flx,t) =
Yo =X

xe' taylorisée aux ordres 2, 4 et 6 et a t = 0.5, sur le domaine [—0.10,0.10] x [0,10]. Ce dernier cas
est particulier car a t fixé, la solution est une droite ; I'erreur réelle maximale absolue est donc nulle
et reste nulle a tout t.

Pour intégrer cette équation différentielle, nous avons utilisé la méthode de Runge-Kutta (a I'ordre
4) (cf. [10].)

Comme on peut le voir sur la Figure 23 et la Figure 24, I'erreur estimée par la premiére méthode
basée sur les propriétés des fonctions analytiques est vraiment supérieure a zéro, et ce avant la fin
de l'intégration alors que I'erreur estimée par la méthode basée sur la régression exponentielle est
nulle.
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4.3.5 Conclusion

Gréace a ces résultats on peut conclure que I'estimateur par la méthode basée sur la régression
exponentielle est le meilleur a notre disposition. Grace a ces simulations, on peut comprendre
pourquoi on ne peut pas trouver un bon estimateur en n’ayant que le polyndme de Taylor tronqué a
'ordre n.

Soient un polyndéme P,(x) V x € R" et deux fonctions f: R" - RP, g:R" - RP tel que 3'a € R" :
f(a) = g(a) = P,(a) et Vx # a € R" f(x) # g(x). On ne peut pas savoir si P, est le polynbme de
Taylor tronqué de f ou de g. Comme Vx # a € R" f(x) # g(x) cela implique que Vx # a €

R"|f(x) — P,(x)]| # |g(x) — P,(x)|. Or si on a que P, on estimera la méme erreur pour |f(x) —
P,(x)| et pour |f(x) — P,(x)|. Mais elles sont différentes donc on ne peut pas estimer correctement
I'erreur avec uniqguement P,

4.4 Piste de Recherche

Comme vu précédemment, il semble improbable de trouver une estimation de I'erreur valable pour
toutes les fonctions a partir du polynéme seul. Deux hypothéses ont alors été envisagées :

e créer un polynéme de l'erreur
e calculer une erreur au cours de la taylorisation avec un domaine en entrée dés le début.

La deuxiéme solution me semble moins pertinente car elle empéche le changement de domaine.
Hélas par manque de temps ces méthodes n’ont pas été étudiées car elles obligent a changer
'ensemble des fonctions de PACE pour calculer I'erreur au cours des opérations et ensuite de
vérifier cette estimation.
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5 Partie IV : Amélioration de la précision de 'ADS

L’ADS ayant prouvé des faiblesses pour gérer la précision, il faut 'améliorer ; pour cela on va créer
ce qui suit.

5.1 Nouvel algorithme

Aprés avoir mis au point I'algorithme, nous avons cherché a I'appliquer a des cas concrets détaillés
ci-apres.

5.1.1 Logiciel 1

5.1.1.1 Cas1

infini 1,00.10°% 1,78.10°° 1 100%
infini 1,33.107° 2,76.1075 1 100%
infini 7,99.107% 1,40.107* 1 100%
infini 7,54 .107* 2,05.1073 1 100%
infini 3,27.107° 2,06.1073 1 100%

Tableau 1 : Performances de Taylor a 'ordre 2 sur cas 1

zﬁ Ce document est la propriété de la société THALES Services SAS. Il ne peut étre ni
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- infini 7,79.1013  1,24.10'2 1 100%
- infini 459941,11 13988,07 1 100%
- infini 747,59 53,14 1 100%
- infini 1175102,06 3,62 1 100%
- infini 2810554,58 5,35 1 100%
- infini 2,00 10° 6,21 1 100%

Tableau 2 : Performances de Taylor a I’ordre 2 sur cas 2

5.1.1.3 Cas3

infini 7,87 .107% 61,29 100%
infini 7,47 .1077 6,00.107° 1 100%
infini 3,24 .107° 1,00.1077 1 100%
infini 2,75.107° 9,64.107° 1 100%
infini 2,66.107* 3,34.107* 1 100%
infini 1,06.1073 6,27 1 100%

Tableau 3 : Performances de Taylor a I'ordre 2 sur cas 3
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5.1.1.4 Cas4

- infini 8,93.1075 14,43 1 100%
- infini 7,66.1076 1,52.1075 1 100%
- infini 4,72.107° 9,22.1078 1 100%
- infini 2,17.1075 2,25.1075 1 100%
- infini 1,88.1072 3,63.1072 1 100%
- infini 1,39.10~3 5,00.10"2 1 100%

Tableau 4 : Performances de Taylor a I'ordre 2 sur cas 4
5.1.2 Logiciel 2

5121 Casl

infini 14,48 38,19 100%

infini 7885 90,97 1 405 100%

Tableau 5 : Performances de Taylor a I'ordre 2 sur cas 1
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10 6,77 37,19 5 81 98,67%
10 7,07 40,54 5 81 92,75%
5 4,95 37,19 19 21 94,92%
5 3,19 39,98 19 21 89,52%
2,5 2,48 36,58 87 5 90,51%
2,5 2,42 39,98 87 5 86,26%

Tableau 6 : Performances du nouvel algorithme Taylor a 'ordre 2 sur cas 1

infini 2263,53 90,98 100%

infini 753,67 244,47 1 61 100%

Tableau 7 : Performances de Taylor a I'ordre 3 sur cas 1
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37,12 98,69%
10 6,34 39,87 13 4,69 94,74%
5 4,71 37,19 25 2,4 94,87%
5 4,81 40 25 2,4 89,54%
2,5 2,46 37 111 0,5 90,40%
2,5 2,38 40 111 0,5 85,98%

Tableau 8 : Performances du nouvel algorithme Taylor a I'ordre 3 sur cas 1

Dans le cas 1, on voit qu’il vaut mieux rester a I'ordre 2 car 'ordre 3 (algébre plus lourde a créer)
apporte peu mis a part augmenter la dispersion (I'erreur maximale est beaucoup plus grande sur le
Erreur ! Source du renvoi introuvable. que sur le Erreur ! Source du renvoi introuvable.). Il
faudrait donc augmenter le nombre de découpes ce qui a pour conséquence d’augmenter le temps
de calcul. Les résultats, pour l'ordre 2, ne sont pas optimaux car il existe toujours des points au-
dessus du seuil acceptable mais plus de 85 % des points sont toujours en dessous du seuil. Tant
gu’'un seuil trés bas n’est pas exigé, les temps de calcul sont toujours inférieurs au Monte-Carlo.

Remarqgue :

e Le temps de calcul est directement proportionnel au nombre de domaines. Vous avez donc
juste besoin du temps de calcul d’'une propagation de Taylor sur un domaine et du nombre
de domaines.

e Sur le Tableau 8, on voit que pour I'erreur maximale acceptée de 2,5 sur les sorties 1 et 2, le
temps pour 5000 runs de Monte-Carlo est deux fois plus court que celui de Taylor avec le
nouvel algorithme Il faut se rappeler que lorsque que le nombre de runs augmente, le temps
de calcul Monte-Carlo augmente proportionnellement alors que celui de Taylor avec le
nouvel algorithme ne change quasiment pas (cf : 2.1).

5.1.22 Cas?2

La conclusion des calculs précédents nous ont conduits a limiter les calculs a I'ordre 2.
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infini 14,83 100%

infini 0,28 6,21 1 342 100%

Tableau 9 : Performances de Taylor a I’ordre 2 sur cas 2

10 3,03 14,83 1 342 98.30%
10 0,28 6,21 1 342 100%
5 3,03 14,83 1 342 75.39%
5 0,28 6,21 1 342 99.75%
2.5 0,89 12,31 3 114 45.70%
2.5 0.067 4,37 3 114 94.24%
1 0,89 12,31 3 114 19.93%
1 0.067 3,99 3 114 53.95%

Tableau 10 : Performances du nouvel algorithme Taylor a I’ordre 3 sur cas 2

Dans le cas 2, on voit que I'erreur estimée est mauvaise sur le domaine de départ donc elle se
répercute quand on découpe. Les résultats sont donc mauvais.
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6 Conclusion

Ces cing mois passés chez Thales Services a Toulouse m’ont permis de découvrir le monde de
I'entreprise en France, dans la mesure ou la plupart de mes stages précédents se sont réalisés en
laboratoire. Ce fut en ce point une expérience trés enrichissante et une approche intéressante du
métier d'ingénieur.

Les incertitudes de mesure initiale des systemes dynamiques peuvent engendrer des erreurs plus
ou moins importantes sur leur évolution, et ce jusqu’a leur état final. L’évolution de ces incertitudes
ainsi que leur maitrise est un des points clé pour déterminer I'évolution d’un systéme.

Généralement, pour évaluer cette évolution, un grand ensemble de conditions initiales est simulé et
I'étude statistique des résultats de ces simulations (méthode de Monte-Carlo) nous renseigne sur la
probabilité du systéme final. Malheureusement, cela est extrémement consommateur de temps de
calcul.

C’est dans ce cadre que la méthode de Taylor a été mise en place dans le but d’effectuer une seule
simulation sous forme de polynéme et de I'évaluer pour toutes les conditions initiales. Mais cette
méthode augmente les erreurs commises.

Ce stage avait donc pour but d’améliorer la précision sans trop augmenter le temps de calcul et
ainsi, bénéficier de ce gain pour éventuellement gagner sur la précision du calcul en augmentant le
nombre de points ayant des conditions initiales différentes ou pour tout simplement augmenter la
vitesse de calcul d’'un logiciel encore plus complexe.

Pour cela, nous avons utilisé, I'outil mathématique qu’est I'algébre de Taylor, 'ADS ainsi que la
librairie PACE.

Pour améliorer la précision, nous nous sommes rapidement rendu compte que le premier point a
aborder était de tenter d’'améliorer I'estimation de I'erreur commise. Le théoréme de Taylor dit que
plus le point est proche du centre, plus I'erreur est faible. Aussi, si on veut garder I'erreur en
dessous d’un certain seuil, il faut pouvoir estimer I'erreur correctement. Pour cela, nous avons mis
en place deux estimateurs basés sur les fonctions analytiques et nous les avons testés.
Malheureusement, ces méthodes ont échoué aux tests les plus simples.

En repartant du théoréme de Taylor, deux possibilités s'offrent a nous pour faire diminuer I'erreur : il
faut soit augmenter I'ordre (ce qui augmente fortement le temps de calcul), soit diminuer le domaine
de départ autour du centre. C’est sur ce principe que nous avons créé et implémenté le nouvel
algorithme confidentiel. Cette méthode a passé tous les cas mathématiques avec succes. Afin de
valider cette méthode de calcul, nous I'avons appliquée a des cas concrets, la rentrée dans
'atmosphére de différents satellites qui se fragmentent.

Les résultats sont certes imparfaits mais une grande majorité des sorties restent en-dessous du
seuil de précision voulu pour le cas 1 du logiciel 2. Toutes les autres méthodes basées sur l'algébre
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de Taylor donnaient des erreurs beaucoup plus grandes. Par ailleurs, si on prend en compte le fait
que I'estimateur de I'erreur n’est pas toujours un majorant de I'erreur, les résultats peuvent étre
considérés comme convenables.

Pour améliorer I'estimateur de I'erreur, une piste d'évolution peut étre entrevue en créant un
polynéme de l'erreur.
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ANNEXES

Coordonnée Képlérienne

>

Faint vernal

Iy}
Longitude dunceud ascendant

Exemple logiciel 2

- 135 201 0.40 0.52 1.87 13.83
_ 6,50 13,34 6,76 8,96 7,10 44,05
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12,62 20,54 13,43 14,57 12,01 63,62

98,4% 93,9% 96,5% 88,3% 99,4% 99,8%

0,85 0,59 0,61 0,28 1,21 1,25

Autre exemple : logiciel 1
Cas1

0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 3.23E-11 7.49E-11 2.55E-7

0,00E+00 3,00E-16 1,19E-15 3,20E-12 8,63E-12 7,32E-09

- 1,04E-07 5,80E-16 2,40E-15 1,77E-11 4,09E-11 6,42E-08

1,04e-07 7,90E-16 2,90E-15 4,29E-11 7,85E-11 1,41E-07
- - - 97,7% 98,7% 100,0%

- - - 0,75 0,95 1,81
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Cas 2

1,74E-05 9,67E-07 9,29E-10 8,24E-06 1,74E-03 8,69E-04

8,75E-02 2,16E-07 4,05E-09 2,21E-07 6,66E-04 1,51E-03

3,35E+00 1,52E-06 1,55E-08 5,15E-06 5,28E-03 1,15E-02

8,03E+00 3,38E-06 4,20E-08 1,24E-05 1,12E-02 2,70E-02

0,5% 90,0% 17,3% 97,8% 82,5% 58,6%

461682,4 3,5 45,3 15 6,5 31,1
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