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Probleme 1

Toutes les matrices considérées dans ce probleme sont carrées d’ordre n > 1, a coeffi-
cients réels. Pour a et 3 des entiers avec 1 < o < 3 < n, on note €2, g(#) la matrice de
rotation d’angle 6 dans la plan («, 3), soit :
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Autrement dit, si on appelle w; ; les coefficients de cette matrice : wy o = wgg = cosb,
Wa,p = —Wg e =sinl, w;; =1sii# aeti# 3, w; =0 pour tous les autres cas.
1. Soit x = (1,22, -+ ,x,) un vecteur de R”, on pose y = Q, 3(6)z, déterminez  pour

que yg = 0 (i.e. pour que la composante d’indice 5 de y soit nulle).

2. Soit a un vecteur de R™, montrez qu’on peut trouver une matrice orthogonale () de
la forme :

Q - Ql,n(en)Ql,n—l(en—l) T Ql,3<93>91,2(82)

telle que Qa soit colinéaire au premier vecteur de la base canonique.

3. Soit A une matrice inversible et b un vecteur de R", on veut transformer le systeme
Az = b en une suite de n systemes équivalents A®z = b*) 1 < k < n, tels que :
AW = A b =p et AE? =0sij<keti>j, ou AZ(-? désigne le coefficient en ligne
i et colonne j de la matrice A®)

Montrez comment on peut passer du systeme A*—Dgz = =D au systeme A®z =
b®) par une suite de rotations planes.

4. En déduire qu’'on peut ramener le systeme Ar = b a un systeme triangulaire
supérieur par une suite de rotations planes et ceci quelle que soit la matrice in-
versible A.

5. Evaluez le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour résoudre le systeme
Ax = b par cette méthode.



Probleme 11

Premiere partie

Soient w(-) une fonction continue strictement positive sur lintervalle borné [a, F]. On

note p, le n

ieme 1,olvnéme orthogonal pour le poids w(-) sur Ja, 8] (avec po(z) = 1 et

le coefficient de z™ dans p, est 1) . On se propose de montrer que p, possede n zéros
distincts dans l'intervalle |a, G

1.
2.

Montrer que p, a au moins un zéro dans 'intervalle |, 3].

Soient z1,...,x,, 1 < k < n les zéros distincts de p, sur |a, 3] de multiplicités
respectives my, ..., my. On définit les entiers naturels €y, ..., €, par ¢, = 0 si m; pair
et ¢, = 1 si m; impair. On pose

k

@) = [[ (e ="

i=1
Montrer que p,q est de signe constant sur |«, 3.

En déduire que

B8
/ Pul@)g(z)w(z) dz £ 0

4. En déduire une contradiction si le degré de ¢ est strictement inférieur a n. Conclure.

Deuxiéme partie

Soit la formule de Gauss a n + 1 noeuds (n > 1)

1.

/8 n
[ w@rrte)ds =3 apta) + BG)

Expliquez pour quelles valeurs des x; la formule est exacte pour les polynomes de
degré 2n + 1.

On se propose de montrer dans la suite que le noyau de Péano ks, associé est
positif sur ]a, 5.

Supposons par 'absurde qu’il existe ¢y €|a, G] tel que kopny1(to) < 0. On note
k3i1(x) = max(0, —kayq1(2)) la partie négative de la fonction kopy1.

Montrer que ks,41 est continu sur [, 3], en déduire que ks, l'est aussi.

3. Montrer que pour tout € > 0 on peut trouver un polynéme ¢ tel que ¢ > 0 sur [«, (]

et
B

/a Yo (1)6(1) di — / o (1) dt] < 26 / [Kzns1(2)] dt

« o

(Indication : on approximera ks, ,; par un polynome a I’aide du théoreme de Weiers-
trass)

4. En déduire que pour € assez petit

[ Bonsrottyan <o



10.

Soit ¥ un polynéme tel que "+ = ¢ (i.e. ¥ est une primitive de degré 2n + 2
de ¢). En utilisant le théoreme de Peano vérifier que

E(V) <0

Montrer qu’il existe ¢ un polynome de degré quelconque et r un polynome de degré
inférieur ou égal a 2n + 1 tels que

V(x) =y (2)q() + (@)

n

avec Tp+1(x) = H(m — ;).
i=0
En déduire que

B
B(W) = B2y 0) = [ 7o) a(oyule) ds

Montrer qu’il existe 6 appartenant a ]a, [ tel que

B =a0) [ 7o) e
On considere le polynome
9(x) = ¥(x) = r(x) — mpq()a(0)
Montrer qu’il existe n €]a, 3] tel que
g () =0

et en déduire que ¢(6) > 0.

Conclure.



