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Probleme 1
Cas de non convergence du polynome d’interpolation de Lagrange

Soient g, x1, T2, , Ty, n+ 1 points distincts de R7, et f une fonction a valeurs réelles,
définie sur R, continue et paire.

1. Montrez qu’il existe un unique polynome Pa,(7) = > 1<), @k 2% pair, de degré
inférieur ou égal a 2n , qui interpole f aux points z;.

Corrigé : Les (n + 1) coefficients aj sont déterminés par le systeme de (n + 1)
équations a (n + 1) inconnues P(z;) = f(x;) pour 0 < i < n. Le déterminant du
systeme étant un déterminant de Van der Monde, il y a existence et unicité de la
solution du systeme.
Autre démonstration : L’ensemble des polynomes pairs de degré inférieur ou égal a
2n est un espace vectoriel de dimension n + 1. Considérons ’application qui a un
élément P de cet espace vectoriel associe dans R™™! I'élement (P(z;)),_, - Cette
application est injective car un élément de son noyau a pour racine les x; et par parité
aussi les —z;, soit 2n + 2 racines distinctes, c¢’est donc le polynome nul. Injective
entre deux espaces vectoriels de méme dimension, I'application est donc bijective,
d’ou l'existence et I'unicité du polynéme d’interpolation.

2. En déduire que le polynome P, est le polynome d’interpolation de Lagrange de f
aux 2n + 2 points x; et —ux;.

Corrigé : La fonction f et le polynome P, étant tous deux pairs, P(z;) = f(z;)
implique P(—x;) = f(—x;). Le polynéme P, interpole donc bien f aux 2n + 2
points, d’autre part il est de degré 2n < 2n + 1 et donc par unicité du polynome
d’interpolation de Lagrange, c¢’est bien le polynome en question.

On prend dans toute la suite pour f la fonction :

1

f(ﬂc):xg—+1

3. On pose R(z) =1 — P]%T(Lg). Montrez que R s’écrit :

Jj=n



avec 7y un réel.

Corrigé : R est un polynome pair de degré inférieur ou égal a 2n + 2. Comme

Py, (xj) = f(x;) il s’annule en tous les points z; et —z;, il est donc divisible par

tous les (2° — 27), d’olt le résultat.

. En déduire que 'erreur d’interpolation s’écrit :

f(@) = Pon(x) =

Indication : on déterminera vy en calculant R(z.) pour une valeur particuliere z..

Corrigé : En prenant 22 = —1 dans l'expression de R on détermine

1

[y
;=0<1 +x§)

d’ou le résultat.

Soit maintenant x et a tels que 0 < x < a.

Pour h > 0 assez petit on considere les points z; de la forme x; = x4 (j + )h avec
Jj€ Ky ou Ky, ={j€Ztels que 0 < z; < a}. On appelle alors @y, le polynome pair
d’interpolation de f aux points z; (cf. question 1). On va étudier dans la suite la
convergence de @), vers f quand h tend vers zéro, c’est a dire quand le nombre de
points d’interpolation augmente.

a
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0

Corrigé : La fonction a intégrer a une singularité logarithmique au voisinage de
t = x, elle est donc intégrable.

. Montrez que l'intégrale
12 — 22

dt
t2+1

existe.

. Montrez que quand h tend vers zéro :

hln(H
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Corrigé : Soit S 'expression de gauche. Elle s’écrit également :

S = thn

JEK},

2

Elle est, a deux détails pres, une somme de Riemann de 'intégrale, correspondant
au découpage de l'intervalle [0, a] par les points x;. Les deux détails correspondent
au segment [0, z;], avec x; le plus petit des z;, segment qui n’est pas pris en compte
dans la somme, et au segment [a, z, + h], avec x, le plus grand des z;, segment qui
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ne devrait pas étre pris en compte. Il faut pour avoir une vraie somme de Riemann
rajouter a S la quantité :

0 — 22 r? — 2?
E =z;In 01 —(x, +h—a)ln poa
Comme |E| < 2h|lnz| + h|ln a;;"’“f] = O(h) et comme la somme de Riemann tend

vers l'intégrale, on en déduit le résultat.

. Déduire des questions précédentes que :

) . 1 a t2 o .T2
fing () = Qu(o)| = o) s |1 [ 2 o
Corrigé : D’apres la question 4 on a
2?2 — 22
@) = Qu(@)| = flo) T] |75
4 xi+1
JjeK, ' Y
et d’apres la question 6
12 _ IQ a t2 2
anEInE — / In|———| dt
, x4+ 1 0 124+ 1
JjeEKL T Y

d’ou le résultat.
. En déduire que Qp(x) converge, quand h tend vers zéro, vers f(z) si et seulement

si I'intégrale :
a t2 2
1= / In *
0

— | dt
241

est négative et que dans le cas contraire f(x) — Qp(z) diverge.

Corrigé : D’apres la question précédente la convergence de Qy(x) vers f(z) est
équivalente a la convergence vers zéro de exp %, celle ci n’est possible que si I < 0.

. Par intégration par parties et un peu de travail on montre que :

x x x x 1
I=a (1_E)ID(l_5)+(1+5)ln(1+5)_1n(1+$) — 2arctana

Montrez que si le rapport £ est petit I < 0, et que par contre, si ce rapport est
proche de 1, pour a assez grand [ > 0.

Corrigé : Si £ est proche de zéro I ~ —aln(1+ %) — 2arctana < 0.

Fixons maintenant ¢ = 2 € [0, 1], la fonction g(t) = (1 —%)In(1 —#) + (1+) In(1+¢)
est croissante avec g(1) = 2In2 > 0. Ayant fixé ¢ pour que g(t) > 0, il est clair que
pour a assez grand :

1 1
I'=a|g(t)—In(1+ —)| —2arctana > a |g(t) —In(1+ —)| =7 >0
a a



10. Conclure que le polynoéme d’interpolation de Lagrange de la fonction # ne converge
pas vers cette fonction si l'intervalle d’étude est trop grand.

Corrigé : D’apres la question précédente pour £ proche de zéro, le polynome d’in-
terpolation de Lagrange sur [—a,a] Qn(x) converge vers f(x) quand h tend vers

zéro, mais pour z voisin de a et a assez grand, comme [ > 0, Qp(z) ne converge pas
vers f(z) et méme 1’écart diverge.

Probleme 11
Intégration des fonctions périodiques par la méthode des trapéezes

On considere une fonction de classe C"*1(]0, 1]) et la méthode des trapezes

| rarde = 50+ )

1. Montrez que

| 1@de =500+ 50) - [[@- 5 1@

Corrigé : Une intégration par parties du dernier terme donne :

/0 (- 2 F(x)dr = {@; -3) f(x)}; - / F(2) de

d’ou le résultat demandé.

2. Montrez par récurrence que pour 0 < m <n
1 1 1
| f@de= 0@+ +an [ fa)ds
0 1 0 1 1
oo [ P@detban [ @+ [ pa) 7 @) do
0 0 0

ou la suite de polynomes (p;) et la suite de réels («;) sont données par les relations

de récurrence :
1
pi(z) = — =5 a =0,

1) . 1
P () = /O (o — pu() dt, s = /0 P (t) dt

Corrigé : D’apres la question précédente la relation est vraie pour m = 0 , suppo-
sons la vraie a I'ordre m = k et démontrons la a 'ordre k£ + 1.



Par intégration par parties :

/Olle(x) f(k“)(x) dr = K/Ox pk+1(t)dt) f(k+1)(9c)I)
_ /0 1 ( /0 ’ pkH(t)dt) FE () da

1

— oSS 4 / (Prsa(@) — zann) F& (2) da
0

1
1
= aw (1) — [ @)+ [P0 )
0
1
+ / pk+2(x) f(k+2) (il?) dx
0 1 1
= akH/ FED (1) da +/ Praa(z) fE(2) da
0 0

d’ou la formule de récurrence.
. Montrez par récurrence que Vk > 1, Va, pr(z) = (=1)*pr(1 — z) et ap = (=1)*ay,.

Corrigé : La propriété est vraie pour k = 1, supposons la vraie au rang k et
démontrons la au rang k + 1.

prna(l— ) = /( ~ pult)) dt

1
= /(ak—pk dt+/ (o — p(t)) dt
0 .0 1
= —/ (g — pp(1 —w)) du = / (o, — (=1)*pr(u)) du
0
d’ott le premier résultat puisque par hypothese de récurrence oy = (—1)*ay,. Main-

tenant, pour k + 1 impair, pr.1 est symétrique par rapport au point x = %,y =0
et donc son intégrale sur [0, 1], g1 est nulle, ce qui prouve la relation ay.; =

(—1)k+104k+1.

. En déduire que si f € C"([0,1])
[n/2]

/Olf(x)dx—%(f()ﬂLf +Zoz2]/f23 dx+/pn+1()f(n+1)()

avec [n/2] la partie entiere de n/2.

Corrigé : Larelation oy, = (—1)*ay. équivaut a oy, = 0 pour k impair, en conséquence
la formule se déduit de celle de la question 2.

. Notons par p,, la fonction périodique de période 1 définie sur R par :
Pm() = pm(z — [z]), ou [x] désigne la partie entiere de x.

Montrer qu’alors, pour k > 1 entier et g € C"1([0, k])

k k=14 [n/2] k
| stwrar =33 060+t +Za2/ D@y dot [ funa() g o) do
0 1202 j=1
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Corrigé : Par translation la formule de la question 4 est valable sur tout intervalle
[i,7+1], & condition de remplacer p,,1(z) par p,.1(x—1i) = ppi1(z), aussi appliquons
la a la fonction g :

[n/2]

i+1 1 . - i+1 ) i+1 . .
/ g(x) dr = 3 (g(i) + g(i + 1))—|—Z ozzj/ g (z) d:c—l—/ Py (z) g () da
i j=1 i i

On obtient alors la formule demandée en sommant ces formules pour 7 de 0 a k — 1.

. On se place sur 'intervalle borné [a, b] divisé en k intervalles égaux par la subdivision

b—a
p

r;=a+1h, h=

On note

Tu(f) =h [%f(%) + flx1) + ...+ flap—) + %f($k>:|

la formule des trapezes composée sur U'intervalle [a, b].
En utilisant le changement de variable ¢(t) = f(a +th) et la formule de la question
5 montrez que pour f € C""([a, b))

b (/2] b b r—a
/ fla)de =Ti(f) + ) agh® / ) () do + R / D1 (—5—) FOD(2) da
a j=1 a a

Corrigé : Avec le changement de variable indiqué et la formule de la question 5 on
obtient :

/abf(x)dx: h/okgo(t)dt

k—1

i=0
[n/2]

b b —
+ Z a2j/ B2 f(2j)(x) dr +/ ﬁn+1($ - a) Bt f(”“)(x) dax
=1 a a

j=

d’ou le résultat.

. Montrez que si f est périodique de période b — a et qu’elle est C"*! sur R, alors

/bf(x) dx — Tk(f)‘ < C, "t

avec (), indépendant de h dont on donnera une majoration.
On a ainsi démontré la super convergence de la méthode des trapezes pour les
fonctions périodiques intégrées sur une période complete.
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Corrigé : Si f est périodique de période b — a :

b
| 1) = 10700 - £ 0@) =0
et donc d’apres la formule de la question 6 :

Tr—a

b b
[ @ =T 0 [ () 1 @) do

d’ott le résultat avec Cy, = (b — a) Sup,epo 1y Pn+1 ()] Sup,epy /T ()]



