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Exercice

Soient N 42 réels {ax, k =0,---, N + 1}. Trouvez le réel X tel que l'identité suivante
soit exacte :

k=N—1 s SN e — a2 1N )
X+ > (a1 —ap)® =, (2) + 1 > (kg1 — 2a, + ag—1)
k=1 k=1 k=1

Interprétez cette identité.

Probleme

On considere ’équation de la chaleur sur [0,1] avec des conditions aux limites de
Dirichlet :

ou  d*u

w(0,8) = F(t) ¥ >0
u(l,t) =g(t) Vt>0
u(z,0) = u’(z) VY €[0,1]

ou f,g et u” sont des fonctions données régulieres, compatibles entre elles.
Pour un maillage régulier en temps t,, = nAt, et non régulier en espace
O=xp <1 <3< ... <zxny1<ay=1

on introduit le schéma d’approximation par différences finies ot u? ~ u(z;,t,) :

n+1 n n n n n
uj o Uy 2 G 7 B TN i N1, n>0
AV A{L’j_l + Al‘j AfL‘j Al‘j_l B o ’ -
uy = f(tn,) n>1
uy =g(t,) n>1
0

w(r;) 0<j<N

S
<

avec Axj; = T4 — T5.



1. Montrer que le terme principal de l'erreur de troncature s’écrit (pour une solution
u(z,t) assez réguliere) :

irjn — aj utt(xja tn) + 6]' uxmm<xj7tn> + ’Yj uwwxa:(xjvtn)

avec a;, 3; et v, des coefficients que ’on exprimera en fonction des At et Ax;.
s B et q p i

2. Donner une condition nécessaire et suffisante (liant At et les Az;) pour que le
schéma conserve la positivité.

3. On pose Az = Max{Axz;}, et on suppose que le maillage vérifie :
|Az; — Az; 4| < a (Az)* j=1,2,...,N—1
avec « une constante positive. Montrez que, sous la condition de stabilité trouvée

a la question précédente, on a la majoration d’erreur pour t, < T :

n 1 2 1 1 2
' — u(wj, ta)] < T {2 At My + (Ax) (3 0 My + = [1+a(A0)] M)}

avec My = Sup{ |un(z,t)]; 0<ax <1, 0<t<T}

4. Commentez le résultat trouvé a la question précédente.



