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Exercice

Soient N +2 réels {ak, k = 0, · · · , N + 1}. Trouvez le réel X tel que l’identité suivante
soit exacte :
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Interprétez cette identité.

Problème

On considère l’équation de la chaleur sur [0, 1] avec des conditions aux limites de
Dirichlet :

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 ∀x ∈]0, 1[ , ∀t > 0

u(0, t) = f(t) ∀t > 0

u(1, t) = g(t) ∀t > 0

u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ [0, 1]

où f ,g et u0 sont des fonctions données régulières, compatibles entre elles.

Pour un maillage régulier en temps tn = n∆t, et non régulier en espace

0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xN−1 < xN = 1

on introduit le schéma d’approximation par différences finies où un
j ≈ u(xj, tn) :

un+1
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∆t
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∆xj−1 + ∆xj
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j+1 − un
j
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−
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j−1
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1 ≤ j ≤ N − 1 , n ≥ 0

un
0 = f(tn) n ≥ 1

un
N = g(tn) n ≥ 1

u0
j = u0(xj) 0 ≤ j ≤ N

avec ∆xj = xj+1 − xj.
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1. Montrer que le terme principal de l’erreur de troncature s’écrit (pour une solution
u(x, t) assez régulière) :

T n
j = αj utt(xj, tn) + βj uxxx(xj, tn) + γj uxxxx(xj, tn)

avec αj, βj et γj des coefficients que l’on exprimera en fonction des ∆t et ∆xi.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante (liant ∆t et les ∆xj) pour que le
schéma conserve la positivité.

3. On pose ∆x = Max{∆xj}, et on suppose que le maillage vérifie :

|∆xj −∆xj−1| ≤ α (∆x)2 j = 1, 2, . . . , N − 1

avec α une constante positive. Montrez que, sous la condition de stabilité trouvée
à la question précédente, on a la majoration d’erreur pour tn < T :

|un
j − u(xj, tn)| ≤ T

{
1

2
∆t Mtt + (∆x)2

(
1

3
α Mxxx +

1

12

[
1 + α(∆x)2

]
Mxxxx

)}
avec Mλλ = Sup{ |uλλ(x, t)| ; 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ t ≤ T}

4. Commentez le résultat trouvé à la question précédente.

2


