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Exercice

On considere, pour ’équation de la chaleur sur |0, 1] avec des conditions aux limites
de Dirichlet homogenes

ou (92

at 8:(:2
u(0,t) =u(l,t) =0 Vt>0

u(z,0) = ()V [0,1]

=0 VxE]O,l[ , Vt>0, v>0

des schémas de différences finies associés a des maillages réguliers de I'espace et du temps
;= jAx, 1 < j <N, Az =1/(N+1), t, = nAt. Pour cela on définit opérateur &2

agissant sur les suites u = (u;) par :

(02 w); = wj1 + uj_1 — 2u;

et on pose A\ = 2V(AA;)2.
On considere le schéma :

un-&-l . un — _)\{ 52 n+1) (52 ) + (52 un—l)j}

J J

associé a une procédure de démarrage (pour calculer u} ) que 'on n’étudiera pas ici.

1. Dessinez le stencil du schéma.

Corrigé :
° —_ e —— ° n-+1
| | |
° — & —— ° n
| | |
° - o —— ° n—1
Jj—1 J J+1

Le schéma est implicite.



2. Mettre le schéma sous forme matricielle et démontrez qu’il est calculable.

Corrigé : Désignons par U" le vecteur de RV de composantes uy, us, -+ ,uy et A
la matrice de opérateur associé a 62 dans RY avec les conditions aux limites de
Dirichlet, soit :

=2 1 0 ...
1 =2 1 0 ..o
A=10 01 -2 10 ...........
..................... 01 -2 1
........................ 0 1 =2

Le schéma s’écrit alors :
Un+1 Un 1 )\A(Un+1 + Un Un—l)
Soit : ) )
(I — gAA)U”“ =U"t 4 gAA(U” + U h

Comme A > 0, la matrice (I — %)\A) étant strictement diagonalement dominante,
U™t est calculable quel que soit \.

3. Etudiez lordre du schéma.

Corrigé : La symétrie en temps et en espace du schéma laisse penser que I'équation
est discrétisée au temps t,, et au point x;, on va donc effectuer des développements
limités de la solution de I’équation autour de ces valeurs, les développements vus en
cours donnent :

w(zj, tyg1) — u(xj,lo1)  Ou

2At = ¢ Wirtn) + O(AF)
62 u(zj, ty, 0*u
A(aj? ) _ 7o (1) + O(A2?)

on en déduit aux temps ¢,,_1 et £,

62 u(w;,t, 0%u
(A;p 1) =5 > (25, tni1) + O(Az?)

_ Qu 0*u )
=5 2(%, )+At8 257 (z,t,) + O(AF?) + O(Ax?)

5923 U(Q?j,tnfl) (92

(2, tn-1) + O(A2?)

Ax? - Ox2
82 0%u )
= g t) — At (1, 1) + O(AR) + O(A7?)

En sommant toutes les contributions les termes en At disparaissent ; la solution
exacte de I’équation vérifie le schéma a une erreur de troncature pres qui est en
O(A#?) + O(Ax?), le schéma est donc d’ordre deux en temps et en espace.



4. Etudiez la stabilité du schéma (indication : les racines de I’équation du second degré
a coefficients réels 22 4 bz + ¢ = 0 sont toutes les deux dans le disque unité fermé si
et seulement si || < 1et |b] <14 ¢).

Corrigé : Etudions la stabilité par la méthode de Von Neumann. Soit une condition

initiale onde pure vérifiant les conditions aux limites : u? = agsinkmx;, avec k € Z.

Recherchons la solution du schéma sous la forme v} = a, sin kmz;, on a alors :
(62 U™); = a, (sinkr(z; + Az) + sin kr(z; — Ax) — 2sin krx;)
= a,2 (cos krAx — 1) sin krx;

krAzx

= —a,4sin?

sin kma;

et donc le schéma se ramene pour cette onde a I’équation récurrente :
A , kmAx

Api1 — Qp_1 = —§4 sin 5

(an-i-l + an + an—l)

dont ’équation caractéristique est :

4 krA
P2 —1=-B(2+2z+1), avec (= g)\sin2 7T2 *
ou encore 3 51
, _
z°+ zZ+ =0
p+1  p+1

La condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma est que les racines de
I’équation caractéristiques soient de module inférieur ou égal a 1, ce qui donne,
compte tenu de l'indication de 1’énoncé :
-1 —1
<Pl 2 ocay

B+1 g+1 g+1
On vérifie facilement que ces deux conditions sont vérifiées pour tout 5 > 0, le
schéma est donc inconditionnellement stable.

5. Question subsidiaire - Démontrez que les racines de ’équation du second degré a
coefficients réels 22 + bz + ¢ = 0 sont toutes les deux dans le disque unité fermé si
et seulement si |c| < 1let |b| < 1+ec.

Indication : on considérera le signe du trinéme f(x) = 2% + bx + ¢ pour z = —1 et
r=1.

Corrigé : Onremarqueque {f(1) >0 <= —b<1+c}et{f(—1)>0 < b<1+c},
donc {|o] < 1+4c¢ <= (f(1)et f(—1) >0)}

Si les deux racines sont dans le cercle unité, leur produit ¢ est inférieur ou égal a
1. D’autre part, soit elles sont complexes et alors le trinome pour x réel est tou-
jours positif, soit elles sont réelles et dans [—1, 1] et alors le trindme étant positif
a l'extérieur des racines est positif en -1 et 1. Donc dans tous les cas l'inégalité
b] <1+ c est vérifiée.

Réciproquement, si ¢ < 1, c’est a dire le produit des racines est inférieur ou égal
a 1, si les racines sont complexes conjuguées , ¢ est le carré de leur module, cela
implique que leur module est inférieur ou égal a 1. Si les deux racines sont réelles,
nécessairement 1'une est inférieure ou égale a 1, mais I'inégalité |b| < 1+ ¢ implique
que 1 et -1 sont a l'extérieur des racines, elles sont donc toutes les deux dans [—1, 1].



