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On considere ’équation des ondes sur toute la droite réelle :
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at(a:,O) vo(x) VozeR

avec des conditions initiales que I'on supposera régulicres (v’ € C%*(R), v° € C*(R), toutes
deux & support compact).

1. Vérifiez que la solution de ce probleme est donnée par :

u(z,t) =

% (W(z+ct) +u’(x —ct)) + 2% (W (z + ct) — w’(z — ct))

avec w” une primitive de v°. En déduire que la solution est & support compact pour

tout temps.

Corrigé : On vérifie facilement que

Pu ,0%u P

== (<u0)”(;c +et) + (W0) (z — ct)>+g ((UO)/(x Fet) — (o) (z — ct))

et que u vérifie les conditions initiales. On a ainsi une propagation de 'information
a vitesses finies +c. Si la condition initiale est & support compact dans [—A, +A],
au temps t le support de la solution est dans [—A — ct, + A+ ct] donc aussi a support
compact.

2. Donnez en la justifiant I'expression de I'énergie de 1’équation.

Corrigé : En multipliant 1’équation par % et en intégrant en espace on obtient,

apres une intégration par parties en espace :
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est donc conservée au cours du temps.

La quantité :



Pour un maillage régulier de ’espace et du temps de pas Ax = h et At, on considere
le schéma d’approximation :

3 h? 3 (2h)?
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. Déterminez 'ordre de ce schéma.

Corrigé : La symétrie en temps et en espace du schéma montre que ’équation a
été discrétisée au point x; et au temps ¢,. On a par développement de Taylor les
formules suivantes :

U(l’j, tn+1) — 2U(£L‘j, tn) + U(.Tj, tn,1> 82’&

A = S (wi,t) + O((A0?)
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La combinaison de cette derniere formule pour £k = 1 et k = 2 avec les bons coef-

ficients élimine le terme de dérivée quatrieme et conduit a une erreur en espace en
O(h?). Le schéma est donc d’ordre 2 en temps et 4 en espace.

(2, tn) + O(h?)

. Déterminez le cone de dépendance numérique. En déduire une condition nécessaire
de stabilité.

Corrigé : Le schéma est explicite, son stencil est
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Le cone de dépendance numérique est donc déterminé dans le plan (z,t) par les
droites de pentes :I:ﬁ—}f. Une condition nécessaire de stabilité étant que le cone
de dépendance numérique contienne les caractéristiques x + ¢t = cst, il faut donc
respecter la condition CFL soit : c% <2

. Analysez le schéma par la méthode de Von Neumann, en déduire une condition
nécessaire et suffisante de stabilité L2. Commentez le résultat.

Corrigé : On cherche une solution du schéma de la forme v} = a, expikz; avec
k € Z, on obtient alors la relation de récurrence sur a,, :

Ap41 — 2a'n + an-1 2 4
(At)? !

Soit encore a,,1 — 2aa, + a,_1 = 0 avec

1, cA 1
a=1- g(c_ht>2 (851112 ko — sin” k‘h)



L’équation caractéristique de la suite a, s’écrit r2 +br +c¢ = 0 avec b = —2a et
¢ = 1. Une condition nécessaire et suffisante de stabilité L? est que les racines de
I’équation soient de module inférieur ou égal a 1 pour tout k. On sait qu’il faut et
il suffit pour cela que |¢| < 1 et [b] < 1+ ¢ ce qui conduit a la condition nécessaire
et suffisante || < 1. Posons X = sin® &, X € [0, 1], alors on a :

1 cAt., 2 cAt ., 9
a_1—§(7) (8X—2X(1—X))_1—§(T) (3X + X?)

La condition se ramene alors a

;(Cit) (3X +X*) <1 pour X €l0,1]

soit
cAt 3
P S
h — V4
On trouve ainsi une condition nécessaire et suffisante de stabilité plus contraignante
que la condition nécessaire déduite des propriétés de propagation.

Sur 'ensemble des suites réelles v, = {v;,j € Z} on définit le produit scalaire discret
(vn, wp) = >, vjw;ih et la norme |vy| = \/(vp, vp). On définit alors Uopérateur Ay,
par :
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. Donnez un expression symétrique en vy, et wj, du produit scalaire discret (Apvp, wy,).
SR . 2 . s
De quelle propriété de I'opérateur continu —c?-Z5 cette expression est-elle 'équivalent

ox
discret ?
Corrigé :
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La quantité (Apvp, wy) est 'équivalent discret de la formule continue obtenue par
intégration par parties :
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7. En déduire la majoration :

16 ¢?
(Ahvh,vh) S Ah"Uh‘z, avec Ah = 3%

Corrigé : Compte tenu du calcul précédent et en utilisant I'inégalité (a — b)* <
2(a? + b?) :

4 Vit — v\ 2 1 Vit — i1\ 2
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8. En utilisant I'identité :
D i — v+ ) (Wi = 205+ 0,0 =4 (vj41 —v;)°
j j j

Montrez que
0 < (Apvn, vn)

Corrigé : Compte tenu de 'identité :
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Ce qui prouve la positivité de I'opérateur Aj,.

n+1 n—1

9. En multipliant scalairement le schéma par Q—qu, montrez qu’on obtient la con-
servation de I’énergie discrete :
11t 1
B, = —!hTth\Q o (Anug, up ™)

Corrigé : Le schéma s’écrit :
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10.

11.

n+l_ n—1

En le multipliant scalairement par -2 sx;— on obtient :
1 1 -1 1, n+l 1 +1 -1
(uz—i- uh u;zH_ UZ ) _ (UZ — UZ UZ — UZ ) + (Ahuh UZ UZ ) —0
(At)2 2At (At)? 7 2A¢ ’ 2A¢
En écrivant u) !t — w7t = w Tt — ! + uP — u}~! on obtient :
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Ce qui correspond bien a E,T:Jr? - Lk, *=0.

En utilisant l'identité 4ab = (a+b)*— (a—0b)? et la minoration de (A,uvy, v5) montrez
que :
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Corrigé : En utilisant I'identité sous la forme :

vy, + wy,

(s n) = (A2, (5 ) — (A, (5 )

on obtient
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En utilisant la majoration de (Apvp, v,) on peut minorer EZ+2 par :

11ttt - (AP 1 uptt w4l
E”+2 > 2|2k h |2 “(a h h

En déduire une condition suffisante de stabilité du schéma.

Corrigé : De la minoration précédente on déduit que si 1 — % > 0 I'énergie
discréte est une quantité positive (puisque de son coté (Apvy,v,) > 0) et comme
on a démontré qu’elle est conservée au cours du temps, le schéma est stable. On
retrouve par cette méthode la méme condition de stabilité que par la méthode de
Von Neumann.



