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Exercice 1

On considere, pour I'équation de la chaleur sur tout R ( v > 0 est donné) :

ou 0*u

u(z,0) =u’(z) Vo eR

le schéma d’approximation par différences finies sur un maillage régulier de pas Az en
espace et At en temps (schéma de Gear):

3u}‘+1 —4duf + u}‘_l B V“;LLI + u;‘fll — 2u?+1 0
2At (Ax)?
2vAL

Note on pourra poser A = .
p p (Ax)?

1. Dessinez le stencil du schéma, de quel type de schéma s’agit-il 7

Corrigé :
n+1

| — o0 — o0 — @
|
|

j—1

Le schéma est implicite.

2. Analysez la stabilité du schéma par la méthode de von Neumann.
On rappelle que les racines de I'équation du second degré a coefficients réels 22 +
bz 4+ ¢ = 0 sont toutes les deux dans le disque unité fermé si et seulement si |¢| < 1
et o] <1+c.



Corrigé : Cherchons une solution du schéma onde pure c’est a dire de la forme
ul = ay exp(ikx;), on obtient alors, apres simplification par exp(ikz;) :
3api1 — 4ay + a1 — Aapyq (exp(ikAz) + exp(—ikAz) —2) =0

soit en posant p = 3 + 4Asin®(E92) :

Happ1 — dap, +ap—1 =0

une équation récurrente a deux termes dont 1’équation caractéristique s’écrit :

. 4 1
r"——r+—=0
H M
Le schéma sera stable si et seulement si les racines de cette équation sont de module
inférieur ou égal a un. En appliquant le lemme rappelé dans ’énoncé on obtient les
conditions : pu > 1 et 3 < p, toutes conditions qui sont réalisées, le schéma est donc
inconditionnellement stable.

. Quel est 'ordre du schéma ?

Corrigé : Pour évaluer I'ordre on doit faire le développement de 'erreur locale de
troncature €7 qui est définie par :

n Sy tnyr) — du(zy, t,) +ulzy, th) _Vu<xj+1> to1) +ulzj 1, th1) — 2u(xy, thi)

g =
J 2At (Az)?
pour u une solution suffisamment réguliere de I’équation de la chaleur.
Le schéma étant manifestement écrit au temps ¢,1; et au point z;, faisons des
développements limités autour de ces valeurs.
EEN . . . . 2
La deuxieme partie de €7 est une approximation bien connue d’ordre 2 de % :

U(I‘j+1,tn+1> + U(l’jfl,tTH,l) - 2U($j,tn+1> 6 u

(2, tns1) + O(Az?)

(Az)? - 0a?
Il reste a faire les développements en temps de la premiere partie et on obtient :
3u(aj, tnr) — du(x;, tn) +ulz, ty_y)  Ou At? 9Pu 5
t, n O(At
2At ot ot Fartnn) = 3 o o (oo ) + O(AL)

Ainsi, €} = O(A#?) + O(Az?), le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace.

. On considere dans cette question ce méme schéma pour le probleme posé sur [0, 1]
avec des conditions aux limites de Dirichlet :

— —v— =0 Vre€0,l, Vi>0
u(z,0) = u’(z) Va €]0,1]
u(0,t) =, u(l,t)=p, Vt>0

ou « et ( sont des constantes données

En prenant z; = jAz, avec Ar = 5 +1, formez le systeme a résoudre a chaque pas
de temps et la matrice associée. Discutez de I'existence et de 'unicité de sa solution.



Corrigé : Le schéma s’écrit, pour 1 < j < N :
(B+20)uf ™ = M — Mgt =4l — !
et, en tenant compte des conditions aux limites, pour j =1 :
(3420 uf ™t — b = o+ 4uft —u) Tt
et enfin pour j = N :
(342X ) un™ — Myt = A3 + duy — uy?

n+1

La matrice du systeme N x N déterminant les u;"" pour 1 < j < N s’écrit :

3+2\0 =X 0

—A 3+20 A 0
0 —A 3+2X A 0
0 —A 342\ =X 0
0 —A 3422 =
0 -\ 342X

Comme A > 0 la matrice est strictement diagonalement dominante et donc inversible
quels que soient Az et At. Symétrique, a diagonale positive strictement dominante,
la matrice est définie positive, le systeme étant tridiagonal, il peut alors étre résolu
en O(N) opérations par décomposition de Choleski de la matrice.

. On considére maintenant I’équation de la chaleur sur [0, 1] avec des conditions aux
limites mixtes Dirichlet Neumann :

ou 0*u

u(z,0) = u’(z) Vo €]0,1]

ou

0.0 =7 w(l)=5 V>0

ou v et 3 sont des constantes données.

(i1 _ 2 ,
En prenant z; = (j — 5)Ax, avec Az = anv 71 adaptez le schéma pour prendre en
compte la condition de Neumann, formez le systeme a résoudre a chaque pas de
temps et la matrice associée. Discutez de 1'existence et de 1'unicité de sa solution.

Corrigé : On remarque que z; = % et xy11 = 1. Pour tenir compte de la
condition de Neumann en z = 0 dans le schéma écrit au point z; = % on a les
développements :
Az+4%)—u(8E) 0

O%u Az 2(Az)— 240 wAet 2) _ ou

_(_): 83:( ) 8az< )—G—O(sz): Ax 6:1:( )—I—O(A]J)

0x?" 2 Ax Ax

. ug—uyl

Soit : %(xl) ~ A *en utilisant cette approximation d’ordre 1 pour la dérivée

seconde on forme I’équation du schéma en j =1 :

(34 Nur ™ — it = —MyAx 4 4u] — u



Le schéma étant inchangé aux autres points du maillage, la matrice du systeme

N x N déterminant les u?“ pour 1 < j < N s’écrit :

3+A = 0

—A 3422 =) 0
0 =X 3+2) —A 0
0 —A 3+22 = 0
0 —A 3420 A
0 -\ 342

Pour les mémes raisons que dans la question précédente la matrice est symétrique, a
diagonale positive strictement dominante, la matrice est définie positive ; le systeme
étant tridiagonal, il peut alors étre résolu en O(N) opérations par décomposition de
Choleski de la matrice.

Exercice 11

Pour la loi de conservation scalaire :

Db T i@ =0 xR 120, 6(r,0)=b(a) M

On considere le schéma sur un maillage régulier en espace (z; = jAx) et en temps
(tn, = nAt)(schéma de Mac-Cormack) :

6 = 0 = A (F(6}) — 1))
G = 563+ 65) — 5 (76— 1(65)

At

ou A= Ai. Le schéma est ici interprété comme un schéma de différences finies, c’est a dire

¢ = ¢(xj,t,). On supposera dans la suite que le flux f est une fonction suffisamment
réguliere.

1. Démontrez, pour ¢ une solution classique (réguliere), que la solution ¢ est constante
le long des caractéristiques et que les caractéristiques sont des droites .

Corrigé : Les caractéristiques sont les courbes X (¢; o) définies par :

WX trw0) = /(X (120). 1)) X(0:20) =

dt
La dérivée de la solution le long d’une caractéristique est :
_ 09pdX N dp 09
Oz dt ot Ox

¢ _

=0
ot

d

SO (t:20),1 F(6) +
La solution est bien constante le long d’un caractéristique, et en conséquence comme
O(X (t;20),t) = ¢(X(0520),0), la pente de la caractéristique est constante, la car-

actéristique est une droite.



2. Dessinez le stencil du schéma et déduisez en une condition nécessaire de stabilité.

Corrigé : Le schéma est explicite, son stencil est :

n-+1

® — O

J+1

o
|
°
|
—1

[ ]
|
- & ——
|
J

J

Le cone de dépendance numérique doit contenir la caractéristique, celle ci est définie
par z(t) = m?“ + f’((/ﬁ?“) (t — t,41) ; en tenant compte du fait que ¢"+1 = ®(z9)
avec xo le pied de la caractéristique, on déduit la condition nécessaire de stabilité
(condition CFL) :

St;p|f’( (z ))!— <1

3. On considere pour cette question un flux linéaire f(¢) = a¢, avec a > 0 une con-
stante.

(a)

n+1 AN

J A7  en fonction des ¢} A I'instant ¢,,.

Exprimez

Corrigé : En éliminant les ¢} on obtient :

¢?+1 — ¢y +a 1 — 95 B a’At 9y + 97y — 207

At N 9 A2 =

En déduire que lerreur locale de troncature s’écrit (avec o« > 0 a déterminer) :

0 At 92
€T<L :—¢(I],tn) + — ¢

7Ot 8252
0 0?
+ aﬁ_f(xj’t") + O(Az?) — (8 q;(xj, tn) + O(Am2))

——(zj,t,) + O(A?)

Corrigé : Les quotients de différences finies en espace sont des approximations
d’ordre 2 bien connues des dérivées partielles, quant a la différence finie en
temps, un simple développement de Taylor donne la formule indiquée, d’ou le
résultat avec ov = “QQN

En déduire I'ordre du schéma, expliquez pourquoi le schéma est dissipatif.

96 _

Corrigé : Comme 7 = —aa¢S donc gtg) = QQgQTf. Le résultat précédent nous dit

que pour ¢ solution reguhere de I'équation de transport €7 = O(At?)+O(Ax?),
le schéma est donc d’ordre 2 en temps et en espace. Mais le terme en 0422¢
est un terme de diffusion qui va amortir la solution d’autant plus que At est

grand.



(d) Analysez la stabilité du schéma par la methode de Von Neumann.

Corrigé : Cherchons une solution du schéma onde pure c’est a dire de la forme
o} = ay exp(ikx;), on obtient alors, apres simplification par exp(ikz;) :
kEAx At

Uns1 = an(1 — pisin(kAx) — 242 sin2(7)), avec  fu=a-—
x

d’ou un facteur d’amplification numérique g, :

kAx

. o, kAT , .
lga)? = (1 — 2p% sin?(——=))? + p?sin?(kAx) = 1 — 4% (1 — p?) sm4(T)

2

Le schéma est stable si le facteur d’amplification g, est de module inférieur ou
égal a 1. L’expression précédente prouve que le schéma est conditionnellement
stable sous la condition |u| < 1, c’est la condition de stabilité de Courant-
Friedrisch-Lewy.

(e) Montrez que le schéma ne respecte pas le principe du maximum.

Corrigé : Prenons qﬁ? =1pourj <0et (/59 = (0 pour j > 1, soit un état initial
compris entre 0 et 1. On obtient alors ¢ = 1 + £ — %2 mais avec 0 < p < 1,
®p > 1, le maximum de 1’état initial est dépassé.

Autre approche le schéma s’écrit : ¢ = L (u—1)¢7, + (1 — p?)ot + 5 (n+
1)¢5_;. Pour p > 0 les coefficients de oy et de ¢} ne peuvent pas étre simul-
tanément positifs (la combinaison n’est pas convexe) on peut donc construire
un état initial positif ou nul qui deviendra négatif des le temps un.

4. On considere maintenant le cas non-linéaire, c’est a dire f quelconque réguliere.

(a) Montrez que ce schéma est conservatif, on donnera I’expression du flux numérique.

Corrigé : Un schéma conservatif sur 3 mailles s’écrit au moyen d'un flux
numérique ¢(¢;; ¢;+1) approximation de f((b( Tiyl ,t)>

At

¢n+1 —an_ [ ( ;'L; ?+1) 9(¢} — 17925”)}

Si l'on remplace les ¢* par leurs expressions dans la formule de qﬁ?“ on trouve
facilement :

9(@5; Pj11) = %f(¢j+1) + %f<¢j — Af(Dj41) — f(¢j)))

(b) Vérifiez que le schéma est consistant.

Corrigé : D’apres le théoreme de Lax-Wendroff il faut et il suffit que le flux
numérique vérifie g(¢; @) = f(@), Vo € R, ce qui est immédiat.

Corrigé : D’apres le théoreme de Lax-Wendroff il faut et il suffit que le
g(¢;0) = f(9), Vo € R, ce qui est immédiat.



(c¢) Le schéma est-il monotone ?

Corrigé : Si le schéma était monotone, comme il est conservatif et consistant
il respecterait le principe du maximum, or on a vu que pour un flux linéaire ce
n’était pas le cas, le schéma n’est donc pas monotone.



