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Exercice

Pour calculer les solutions de ’équation de transport sur toute la droite réelle

ou ou

u(z,0) =u’(z) Vo eR
avec ¢ > 0, on considere des schémas de différences finies explicites associés a des maillages
réguliers de l'espace et du temps z; = jAz, t, = nAt.
1. On considere le schéma Leap-Frog :

n+1 - n—1 n _am
j Uj L Ujpg — Ujq
2At 2A1

u
=0

(a) Démontrez (proprement) que le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace.

Corrigé : Pour évaluer I'ordre on doit faire le développement de I'erreur locale
de troncature €/ qui est définie par :

on W ) =@y tomy) (@ ) — (@ )
J 2At 2Ax

pour u une solution suffisamment réguliere de I’équation de transport.

Le schéma étant manifestement écrit au temps ¢, et au point z;, faisons des
développements limités autour de ces valeurs.

On obtient par développement de Taylor les approximation suivantes :

u(&:j, tni1) — u(xj’tnfl) = @(xj,tn) + O(Aﬁ)

2At Ot
u(zjyr,tn) —u(rj1,tn) % _ 2
2Ax - Ox (25, t) + O(A27)

On en déduit pour u solution de 1’équation de transport :

e" = O(A¥) + O(Az?)

J

le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace.



(b) Analysez la stabilité du schéma.

Corrigé : Une analyse de causalité (le cone de dépendance numérique doit con-

tenir la caractéristique) impose une condition CFL nécessaire pour la stabilité,

soit cﬁ—i < 1. Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante de stabilité,

procédons a une analyse de von Neumann. Soit une solution numérique onde
. n __ n Y .

pure : u} = a”exp(ikz;), alors :

At
o™t o CA—oz” (exp(+ikAx) — exp(—ikAx)) =0
x
d’ou I’équation récurrente a deux termes pour la suite o :
n+1 Sy AT n—1 At :
Q" 421" — " =0 avec A\ = X sin(kAx)
x

Pour la stabilité il faut et il suffit que les racines de I’équation caractéristique
soient toutes deux de module inférieur ou égal a 1. Or ces racines sont de la

forme 7 = —iX & (1 — A?)Y/2, si A > 1 elles sont toutes deux imaginaires pures,
non égales, de produit -1 et donc I'une d’elles est de module supérieur a 1, par
contre si A < 1, ry = —7; et donc —1 = ryry = —|7’1|2, elles sont toutes deux

de module 1 et le schéma est stable. La condition CFL trouvée plus haut est
donc une condition nécessaire et suflisante de stabilité.

2. Démontrez (proprement) que le schéma de Lax-Wendroff

1
Tt —un ul g —ul AL

e L t+e - (U?H +ul g — ZU?) =0

At 2Azx 2(Ax)?

est d’ordre 2 en temps et en espace.

Corrigé : Pour évaluer I'ordre on doit faire le développement de 'erreur locale de
troncature €7 qui est définie par :

on W@y ) —ul@g ) (@ ) = w1, t)
At 2Ax
At u(T i1, tn) +ul(zj1,tn) — 2u(zj, )
2 (Ax)?

<

pour u une solution suffisamment réguliere de ’équation de transport.

Le schéma étant manifestement écrit au temps ¢,, et au point x;, faisons des développements
limités autour de ces valeurs.

On obtient par développement de Taylor les approximation suivantes :

u(zj, tnyr) — w(wy, tn) ou, &@
At ot (5:tn) + 2 @tQ(

( J+1 )2Ax( j—1 ) = %(I],tn) + O(AI2)
w(wjr,tn) + u(rj_1,tn) — 2u(z),t,)  9%u
(Az)2 - 0Oa?

zj,t,) + O(A?)

(z,t,) + O(Az?)




On en déduit pour u solution de 1’équation de transport :

. Atd%u At 0*u

= S ta) — S () + O(AF) + O(A7?) + At O(Ad?)

Mais, en remarquant d’une part que At O(Az?) < (At)? + O(Az?)?, et que

D*u 0%u 0*u 5, 0%u

o~ otor . Cowor~ C ox2

On obtient le résultat, €} = O(At?) + O(Az?), le schéma est d’ordre 2 en temps et
en espace.

3. On considere le schéma :

(a)

n+1 n—1 n n n n
U; ' — Uy Ui 4 — W u? o —uk
J J j+1 j—1 j+2 )
— = +t4 |« =0
oAt T < e P aAn )

Déterminez les coefficients « et 3 pour que le schéma soit d’ordre 2 en temps
et 4 en espace.

Corrigé : Une premiere condition de consistance impose o + f = 1. Pour
évaluer 'ordre on doit faire le développement de ’erreur locale de troncature
g7 pour u une solution suffisamment réguliere de I'équation de transport.

Le schéma étant manifestement écrit au temps ¢, et au point z;, faisons des
développements limités autour de ces valeurs.

On obtient par développement de Taylor les approximation suivantes :

w(xj, tyrr) — w(xj, thoq) _ au(%’ )+ O(Atz)

2AL ot
U(l’jJrl,tn) — U(.%j,l,tn) . @( - ) 4 2T A:L'Q 83u< ) i O(A 4)
N = gz i) T g e it ’
wW(@jya,tn) —u(zjo,tn)  Ou, 4Az* PBu A
1Az = G i) + =g 55 (w5 1a) + O(Aa)

On en déduit pour u solution réguliere de 1’équation de transport :

Ax? O3u
el = (a w)683@w)+0mﬁ+0mﬁ)
. ) 1
le schéma sera d’ordre 2 en temps et 4 en espace si a = 3 et f= -3

Analysez la stabilité du schéma, on donnera une premiere condition nécessaire
par une analyse de causalité puis une condition nécessaire et suffisante par une
analyse de Von Neumann. (Indications : C' = 2= ‘f —0.2247, S=1-C? ~
0.9744, m ~ 0.7287).

Corrigé : Imposer que le cone de dépendance numérique contienne la car-
actéristique conduit a la condition CFL nécessaire cﬁ—i < 2. L’analyse de von

Neumann pour une solution numérique onde pure : uj = " exp(ikz;), donne

2At
3Az

an+1 o O{n_l + /L.C

a” (4 sin(kAx) — %sin(ZkAx)) =0



d’ou I’équation récurrente a deux termes pour la suite a™ :

At 1
n+1 . n _ n—1 _ —_ . T«
"+ 2ipe" — o 0 avec = Cor (4 sin(kAx) 5 s1n(2kA:z:))

Pour la stabilité il faut et il suffit que les racines de I’équation caractéristique
soient toutes deux de module inférieur ou égal a 1. Or ces racines sont de la
forme r = —ip =4 (1—p?)'/?, si || > 1 elles sont toutes deux imaginaires pures,
non égales, de produit -1 et donc I'une d’elles est de module supérieur a 1, par
contre si [u| < 1, ry = —7; et donc —1 = ryry = —|r(|?, elles sont toutes deux
de module 1 et le schéma sera stable.

1
Il nous faut donc trouver le maximum de ® = 4sin(y) — Esin(Qy), P =0
conduit & I'équation 4 cosy — cos2y = 0, soit 2cos?y —4cosy — 1 = 0 ce qui

donne comme solution cosy = %{5 ~ —0.2247, siny =~ 0.9744 et max ® ~

4.1167, d’ou la condition de stabilité :
At 3
<

C— =
Ax ~ max

~ 0.7287

Condition de type CFL plus sévere que la condition nécessaire trouvée plus
haut.



