Préface

Selon la formule de Pythagore « tout est arrangé selon le nombre », de sorte
que faire des mathématiques, ou mathématiser les sciences comme la phy-
sique, la biologie ou la chimie, consiste & associer des nombres & tout objet
d’étude, géométrique, topologique, évolution d’un systéme, statistique. ..
La premiére intuition d’un nombre est celle d’un entier naturel puisque
ce sont les nombres qui servent a compter les objets. L’utilisation de la
calculatrice nous donne une bonne vision des nombres décimauzr qui sont
des nombres rationnels particuliers, ceux dont les dénominateurs sont de
la forme 2%5°. La parité d'un entier relatif, la périodicité des jours de la
semaine nous introduisent & la notion de nombres congruents, que 1’on
utilise par exemple pour les phénoménes stellaires, éclipses, cométes. . .
La construction des nombres réels qui conduit a la branche des mathéma-
tiques qu’on appelle 'analyse, est quand & elle beaucoup plus difficile : une
approche intuitive consiste & considérer ces nombres comme ayant un déve-
loppement décimal infini. Les nombres compleres avec ses fameux nombres
imaginaires, ont été introduits dés le XVI° siécle afin de résoudre les équa-
tions du second et troisiéme degré; ils restent cependant en dehors du
champ de connaissances du grand public. Il existe bien d’autres sortes de
nombres, des nombres surréels aux nombres algébriques en passant par les
nombres p-adiques et les nombres transcendants. . .
Quel est alors le point commun a toutes ces notions, qu’est ce qui nous
autorise & parler de nombre ? Disons en premiére approximation que I'on a
envie d’appeler nombre, tout élément d’un ensemble muni de deux lois,
une addition et une multiplication avec la propriété de distributivité. Ainsi,
partant du corps des nombres rationnels Q :

> via la notion algébrique de corps de rupture, on construit des extensions

algébriques K/Q, comme par exemple QJi],
> la notion de suite de Cauchy en analyse permet d’obtenir le corps des
nombres réels R et celui des nombres p-adiques Q,.

La notion de nombre entier Z C Q garde un sens dans une extension algé-
brique K/Q, on parle alors d’entiers algébriques. Dans Q,, on peut aussi
définir un sous-ensemble Z,, des entiers p-adiques. Ensuite, pour un anneau
d’entiers noté A et pour P un idéal maximal de A, le quotient A/P est
alors aussi un corps, fini dans les cas considérés.
Un autre moyen pour construire des corps est d’utiliser la théorie de Ga-
lois. Celle-ci associe a toute extension de corps E/K dite galoisienne, un
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groupe dit de Galois. Le théoréme de Galois fournit alors une bijection entre
d’un c6té les sous-groupes du groupe de Galois et de 'autre les extensions
intermédiaires K C F C E.
Le but de ce livre est d’introduire le lecteur & tous ces nombres et d’en
donner des applications
> concrétes avec par exemple des problémes d’horlogerie avec les suites
de Brocot, ou sur la théorie de I'information avec la cryptographie et
les codes correcteurs,
> et d’autres de nature plus mathématiques autour des nombres premiers,
des équations diophantiennes et la théorie de Galois.
Parmi les fils rouges du livre, les formes quadratiques reviennent tout au
long du texte, avec par exemple :
> des questions autour des carrés du §1-4,
> les nombres premiers représentés par une forme quadratique §II-2 et
les algorithmes de factorisation du §II-4.10,
> le groupe de classes d’idéaux d’un corps quadratique au §IV-3,
> les équations diophantiennes du chapitre IV avec par exemple I’équation
de Pell-Fermat du §V-2.1, I’équation de Markoff et ses liens avec les
questions d’approximation, cf. le théoréme 1-5.9.7.
Pour 'essentiel, notamment les chapitres I, II et V, le contenu de ce livre
n’exige pas de connaissances particuliéres si ce n’est une intuition des en-
tiers, et une certaine familiarité avec les notions de pged et de congruence.
Pour le reste, il suffira de maitriser les notions de base de théorie des
groupes, d’algébre linéaire et bilinéaire, notamment le vocabulaire sur les
formes quadratiques.
Ce livre se veut un compagnon des amoureux de l'arithmétique, des pre-
miéres notions du lycée sur la divisibilité des entiers, les congruences et la
théorie de Galois jusqu’aux prémisses de la recherche avec le programme
de Langlands.

La rédaction de ce livre a été ’occasion pour 'auteur de découvrir de nom-
breuses pépites dans d’autres ouvrages ou sur Internet, sources qu’il était
en général difficile de citer précisément. L’auteur voudrait enfin mentionner
le travail considérable de correction et de mise en page auquel se sont prétés
successivement Alain Debreil et Rached Mneimné.
Puisse le lecteur trouver a travers le texte qui lui est ici présenté autant de
plaisir qu’a eu ’auteur en 1’écrivant.

Antony, avril 2019
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