FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACTERE DE
CHERN EN K-THEORIE ALGEBRIQUE

par

Grégory Ginot

Résumé. —  On donne ici une formule explicite pour l'application Ty : Hx(G) —
HCy (Z[G]) induisant le caractére de Chern algébrique universel de Goodwillie-Jones
de la K-théorie algébrique d’un anneau vers son homologie cyclique négative. En degré
2 on décrit le caractére de Chern de la K-théorie de Milnor vers ’homologie négative.
On calcule le caractére de Chern des symboles de Steinberg, de Dennis-Stein et de
Loday. On donne également une preuve élémentaire de la compatibilité du caractére
de Chern avec les produits en K-théorie et homologie cyclique.

Abstract. — In this paper we give an explicit formula for the map T4 : Hi(G) —
HCy (Z[G]) inducing Goodwillie-Jones’s algebraic Chern character from algebraic
K-theory to negative cyclic homology of a ring. In degree 2 we compute the map
chy from Milnor’s group K2(A) to HC (A) (with A a ring). We compute formulas
for the Chern character of Steinberg, Dennis-Stein and Loday symbols. From the
previous results we get a new proof of the compatibility of the Chern character with
products.

Au début des années 1980, Connes [3] et Tsygan [28] ont défini I’homologie cyclique
associée a toute algébre associative A sur un corps k de caractéristique nulle. Peu de
temps apres, Goodwillie [10] et John Jones [12] ont introduit des groupes HC (A)
d’homologie cyclique négative et construit une application naturelle ch : K, (A) —
HC (A) de la K-théorie algébrique de A vers son homologie cyclique négative. Cette
application, appelée caractére de Chern algébrique, généralise le caractére de Chern
construit par Connes et Karoubi en degré * = 0,1 dans le cadre de la géométrie non
commutative cf. [29].

L’ingrédient principal dans sa construction est une application fonctorielle T, :
H.(G) - HC;(Z][(]), de I'homologie d'un groupe G vers ’homologie cyclique né-
gative de 'anneau Z[G] du groupe. Dans [10] la construction de Y. se fait & 'aide
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de la méthode des modeles acycliques ; dans [12] elle est basée sur un calcul de I’ho-
mologie cyclique d’un certain complexe mixte attaché & G. Aucune de ces méthodes
n’est explicite et, sauf en degré x = 0,1 ou il est facile de deviner des formules, il
n’existe pas de morphisme connu au niveau des complexes induisant 1’application
Y. : H.(G) = HC; (Z]G]) en homologie. En raison de la grande importance du ca-
ractere de Chern algébrique et de la place centrale qu’il occupe dans la géométrie non
commutative de Connes, il semble extréemement désirable de disposer d’une formule
pour une application au niveau des complexes et pas seulement au niveau des classes
d’homologie.

Dans ce travail, nous comblons cette lacune en construisant un morphisme de com-
plexes explicite induisant 'application Y. : H.(G) — HC[(Z[G]) en homologie.
Lorsqu’on applique cette construction au groupe ¢ = GL(A) des matrices carrées
inversibles (de toute taille) & coefficients dans I’anneau A, nous obtenons des formules
explicites pour le caractére de Chern algébrique ch. : K.(A) = HC; (A). Ceci nous
permet par exemple d’obtenir des cycles explicites pour I'image dans ’homologie cy-
clique négative d’éléments bien connus en K-théorie algébrique, comme les symboles
de Steinberg, de Dennis-Stein et de Loday. On obtient aussi une démonstration élé-
mentaire de la commutativité du caractére de Chern algébrique avec les produits en
K-théorie algébrique et en homologie cyclique négative (McCarthy [24]) . L’intérét
de cette étude élémentaire réside dans le fait qu’elle permet de simplifier le calcul de
I'image d’un produit.

Voici le plan de I’article. Le paragraphe 1 est consacré a quelques rappels. Au para-
graphe 2 nous donnons des formules explicites pour le caractére de Chern algébrique
et 'application T,. Le paragraphe 3 est consacré au degré 2. Au paragraphe 4 nous
déterminons explicitement le caractere de Chern des symboles de Loday en degré
> 2. On en déduit une nouvelle preuve de la compatibilité du caractére de Chern
avec les A-opérations en K-théorie et homologie cyclique relative dans le cas de 'idéal
d’augmentation d’une Q-algebre graduée ([9]). Nous établissons la compatibilité des
produits avec le caractére de Chern algébrique au paragraphe 5.

Dans toute la suite k sera un anneau commutatif. Les k-algebres considérées seront
associatives et unitaires. La lettre u désignera une variable de degré —2 de telle sorte
que, si (s est un module cyclique, son bicomplexe cyclique négatif s’écrit ToTBC, =
[T;50 Cxt2iu’. De plus on notera ch?, la composante dans la colonne —i du caractére

de Chern i.e. ch, =Y ;5 chu’. Enfin, on posera (—1)! = 1.

1. Homologie cyclique, homologie des groupes et K-théorie

Un module cyclique Cs est la donnée d’un module simplicial et, pour tout n >
0, d’une action compatible du groupe cyclique Z/(n + 1)7Z dont on notera 7, un
générateur (voir [20] pour une définition précise). On pose t, = (—=1)"7, et N, =
id +1t, + ... + t);. Dans la suite I'indice n sera généralement sous-entendu. On notera
di : Cp = Cp_1, s 0 Oy — Chyq les faces et dégénérescences et b la différentielle
Z?:O(—l)idi. On utilisera dans la suite trois modules cycliques différents. Le premier
est le complexe de Hochschild défini, pour toute algébre associative A, par C,(A4) =
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A®n+L On utilise la notation (ag, ..., @,) pour ag @ ... @ a, olt ag, ...,a, € A. Pour
i > 1 on écrira aussi (aq, ..., an)i pour le tenseur a1 ®@...Qa, D ...Qa1 D ...  a, € AP
avec i facteurs a; @ ... ® a,. L’homologie du complexe (Cy(A),b = >"(—1)!d;) est par
définition I’homologie de Hochschild de A, notée H H,(A).

La résolution standard d’un groupe G définie par E,(G) = k[G"*!] est aussi un
module cyclique par permutation des facteurs. On notera [go, ..., gn](g:i € G) les élé-
ments de la base canonique de F,(G) et H.(G) 'homologie du complexe standard
Cu(G) = k @) £<(G) ont G agit diagonalement.

Il y a un module cyclique qui fait le lien entre les deux précédents (cf. [14]). Il s’agit
du sous-module NG, de Cy(k[G]) = k[G]"T! engendré par les éléments (gq, ..., gn)
tels que gg...gn = 1. Nous noterons HH,(NG) ’homologie du complexe (NG.,d).
L’application linéaire ¢ : E.(G) — NG, donnée, pour tout n, par

Qp[go, ,gn] = (gﬁlgOa ’g;ilg”)

induit un isomorphisme de modules cycliques ¢ : Ci(G) = C.(NG).

Il sera pratique de donner une étiquette a certains éléments de GG pour donner
les formules explicites des paragraphes 2.3, 3. Si on munit un élément g € G d’une
étiquette, on le note §. On note E. (G) le complexe E, (@) avec la condition supplémen-
taire que les éléments de la base canonique de E,(G) sont éventuellement étiquetés.
On note N : E*(G) — F.(G) Papplication définie, pour [xg, ..., 2,] € EH(G), par
N[xo, oy ] = 0 si aucun a; n’est étiqueté; sinon on pose

N[xo, ey =6 (Ztk[l‘o, - l‘n])

ou k est tel que x,_py1 soit étiqueté et § : E*(G) — FE.(G) est lapplication qui
supprime les étiquettes. On étiquette de la méme facon les éléments de NG. (via ¢).
En d’autres termes, faire agir N sur une chaine revient  faire agir sur cette chaine
toutes les permutations cycliques qui placent un élément étiqueté en position 0.

Il est bien connu que pour tout module cyclique C, I"application B = (1 — ¢)sN :
Cp — Cpy1, avec s = Tsy, vérifie B? = bB 4+ Bb = 0. Dans la suite on s’intéressera
au bicomplexe négatif ([11], [20]) associé, c’est-a-dire au bicomplexe BC, suivant :

bl bl

B B
%Cz e(]l

bl bl bl

L8 o E oo & o
bl bl bl
Colonne -3 -2 -1 0

Ume@ukﬂﬂ&l:(HHFH&%Wh+@,®th: pSig>pp <0

et 0 sinon, est [’homologie cyclique négative de C., notée HC (C.).
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Rappelons que si C, est un module simplicial, on appelle normalisé de C le com-
plexe quotient défini pour tout n > 0 par

Un = Cn/(SO(Cn—l) + ...+ Sn—l(cn—l))
qui est quasi-isomorphe 4 C,. Remarquons que C), (A) = A A" ot l'on a noté
A = A/k. En ce qui concerne F*(G),a*(G), ils sont obtenus de F.(G),C.(G) en

annulant les éléments [go, ..., g,] pour lesquels il existe 0 < ¢ < n—1 tel que g; = giy1.

Pour définir la K-théorie algébrique d’un anneau A, on utilisera la construction
“4+” de Quillen; on pourra par exemple consulter [18] pour un exposé détaillé. On
notera GL(A) = lim G'Ly, (A) le groupe linéaire et F(A) celui engendré par les matrices
élémentaires. On notera également M(A) = h_Ir%/\/ln(A) les matrices infinies.

2. Caractére de Chern explicite

2.1. Caractére de Chern algébrique. — Dans cette partie on rappelle la
construction du caractére de Chern algébrique construit par Goodwillie [10] et
Jones [12]. On peut également consulter [14], [20] et [29] par exemple.

Soit A une k-algebre . La projection canonique P : BC, (A) — C.(A) sur la colonne
0 est un morphisme de complexes. Le caractére de Chern est un morphisme de groupes
chy : K. (A) = HC[ (A) défini de maniére & avoir la relation

Poch, = D,

ou D, : K.(A) — HH,(A) est 'application de Dennis [5] dont nous par rappelons la
définition (cf. [20] chapitre 8). Le morphisme d’Hurewicz donne un morphisme

H : Ko (A) = 7 (BGL(A)T) = Ho(BGL(A)Y) = Ho(BGL(A)) = Ha(GL(A)).

On a un morphisme injectif de modules cycliques C.(G) H NG, — C.(k[G]) pour
tout groupe G et un morphisme bien défini

KGL(A)E ! — M(A)2 ! L T (A)

ou tr est la trace généralisée de Dennis, définie par:

tr(ao, o) = Z(a?uyil,aglh, . O‘?n,io)'

L’application de Dennis est la composée :
Di t Ki(A) -5 Hi{(GL(A)) -2 HH;(NGL(A)) — HH;(M(A)) - HH;(A).

L’inclusion de la colonne numéro 0 dans BC n’est pas un morphisme de complexes.
Mais dans le cas du module cyclique C, (G) associé & un groupe G, il y a une injection
H,.(G) = HC; (G) qui est une section de P. : HC, (G) — H.(G). Dans [10](Lemme
I1.3.2) Goodwillie a montré que cette injection était induite par un morphisme de
complexes T, : C.(G) = BC; (G) dont la restriction & la colonne 0 est I'identité et,
qu’en fait, deux tels morphismes de complexes étaient nécessairement homotopes.
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Le caractére de Chern algébrique se définit alors (c¢f. [20] chapitre 8) comme la
composée chy, 1 Kp(A) = HC (A) (ot n > 1) suivante :
Ko (A) 25 o (GL(A) 22 HC; (A) 5 HC; (NGL(A)) — HCp (M(A)) 5 HO (A).

2.2. Une application de E.(G) dans BE] (). — Dans ce paragraphe on va
expliciter un morphisme de complexe Y. : C\(G) = BC, (G) dont la restriction a la
colonne 0 est I'identité.

Rappelons que E.(G) = k[G*T!], Cu(G) = k Quq) Ex<(G) est le complexe
d’Eilenberg-MacLane de G et u désigne une variable de degré —2 de sorte que

ToTBE, (G) = [[ Engop(G)u?.
p20

Si Y. : E.(G) = BE, (G) est une application linéaire graduée de degré 0, on note T,
sa restriction a E,(G) et on écrit T, comme la série formelle T), = 3 .o T ul ot

Y : Ey(G) = Eny2:(G). Une telle application est un morphisme de complexes si et
seulement si pour tout n > 0, ¢ > 0, on a (en posant YT,;1 = Y, =0 pour n,i > 0)

bYL + BYISL =11 b (1)

n.

La formule obtenue pour T, utilise une famille “paramétrée” d’homotopies contrac-
tantes pour b (dans E,(G))que nous définissons d’abord.

Définition 2.1. — Soit h un élément de G. On note s : E (G) = B (G) Uap-
plication k-linéaire définie par s(ny[go, ..., gn] = [P, go, ..., gn] pour tout go, ..., g, € G.

Lemme 2.2. — Pour tous h, g, 490, ...,9, € G, on a

1) : S(h)b + bS(h) =id = S(h)b/ + b/S(h),

ii) : signylggo, - 9-9n] = 95y lg0, -, gnl-

Les opérateurs s(;) ne sont pas G-linéaires. Cependant la relation i) du lemme
suffira a assurer la linéarité de I"application T,.

Dans la suite on va construire des applications k-linéaires en utilisant des mor-
phismes s(3) successifs dont on fera varier 'indice h selon les vecteurs de base de
k[G™]. Pour cela précisons quelques notations. Soient fi, ..., f,, des endomorphismes

gradués k-linéaires de F,(G) et f un endomorphisme de degré £ € Z de E.(G). Pour
Lo, ..., &n € G, on définit les éléments z] € G, k; € k par

Flzo, o znl) =Y kileh, . whyl.
i=1

Définition 2.8. — On note (St f1...5:fm)f Uendomorphisme k-linéaire de E.(G)
donné, pour tout [go, ..., gn] € En(G), par

(SpfroSpm) F([20, o n]) = D> ki(s(esy 0 fro 0501y 0 fon) ([, oy 2 1]).
i=1
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En particulier (Siqf)id est I'application k-linéaire [go, ..., gn] = $(g0)f([90, -, 9nl)
que l'on notera plus simplement Siq f. On utilisera aussi la notation (S; fl)iSfl f1 pour
(Syf1...S¢ 1) f avec i itérations de Sy f1 et (S f1)°f = f.

Avec les notations de la partie 1, en particulier [¢]” = [g, ..., ¢], on a pour Tq.
Lemme 2.4. — Dans E.(G), pour g € G, 1> 0, on a

D) bg*t =[], Blg]'t =2(2i + 1) [g],

ii) : b[g]* =0, B[g)* =0.

iii) : L’application (G-linéaire) Yo([g]) = 3 ;5 0(— 1)i(2.i)![g]2i+1 vérifie (1)5.

7!

Démonstration: On a b[g]2i+1 = 25221( 1)j [g]Zi = [g]Zi et

Bl = (1= 1) 050 N[gI* = (20 + 1)(1 = 1) o slg]* ! = 2023 + )[g]*'+*,

On montre i) de méme. Il résulte de i) que, quel que soit ¢ > 0, on a

p (B = (o B

ce qui implique la validité de (1)§. d

Théoréme 2.5. — L’application k-linéaire Y. définie, pour tout n > 0 et i > 1, par
i—1
1) =id et Tj, = (=1)'(SaB)' + (=1)" > (SiaB)* Sia((ShB)'~*b)
k=0

est un morphisme de complexes G-linéaire de FE.(G) dans BE, (G) induisant une
injection de H,(G) dans HC; (G).

On notera encore T, : C4(G) = BC (G) 'application induite par k @xq) —

Démonstration: On doit montrer que la famille d’applications linéaires (T;)n,iZO
vérifie I’égalité (1), pour tous n > 0,7 > 0. On pose T_; = 0. Comme Y! = id, on a
bYY = T2 _,b et donc (1)Y est vérifide.

Pour commencer, Ty vérifie (1)§ car Iapplication Ty définie dans le théoréme 2.5
coincide avec celle qui est définie au lemme 2.4.

L’application T, vérifie les formules suivantes pour n > 1,4 > 1 :

Ty, = Sa(Y_1b = BT, (25
En effet, si go, ..., g, € G, par définition de T,, on a
i—1
Y 1blgo, 90 = (=1) (( SiaB)' 1" (SaB)* Sia((SyB)'~ kb)) blgo, .-, gn]
k=0

= (—1)2 ( ( )B g1,~ agn +Z [gOa' 'aﬁia""gn]
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car b2 = 0 et par définition de Siq, Sg. On trouve donc
T5_1b[g0, s 9] = (1) (S5 B) blgo, ..., gn).

Regardons BYi=! pour n > 0,4 > 1 :

i—2
—BYi7 = (=1)'B(SaB)'™' + (=1)'B > _(SiaB)* Sia((SyB) ™' 7Fb).

k=0

On applique maintenant les expressions obtenues pour calculer —SiqBYi=1 et

Sig XL _,b.

Sia(Yh_1b—BYI Y = (=1)"(Sia((SeB)'b) + SiaB(SiaB)' ™

i—2
+> SidB(SidB)kSid((SbB)Z—l—kb)) =7
k=0

ce qui prouve (2)!, pour n >0, > 1.

Prouvons maintenant le théoréme par récurrence sur n > 0. Il faut montrer que
pour tout n > 0, (1) est vérifiée et que T, est G-linéaire. On a obtenu le résultat
pour n = 0. Supposons avoir vérifié les égalités (1)%, et la G-linéarité de Y, pour
tout indice m < n. Démontrons alors les équations (1), ; ot i > 0. Comme on a déja
établi le résultat pour 7 = 0, on raisonne par récurrence sur i. Supposons donc avoir
prouvé (1)), pour j < i et étudions (1);‘:_11. Si go,...,9n € G, d’aprés la formule

i+1
(2);"_]_1, on a

bTiL-I:I-ll [goa ~~~,gn+1] = ngD (Ti{l—lb - BT?I-I—l)[gO’ ~~~agn+1]
= _Sgob(Tisz - BT;-I—l)[gOa o Ynt1)

+(T;+1b - BT?L-I—l)[gOa "'agn-l-l]

par le i) du lemme 2.2. Or, les égalités (1)iF! et b2 = 0 donnent
bYy = (iYL b — BY! )b = —BY'b.
De plus bB = —Bb implique bBY! ., = —BbYi ;. Les égalités (1)i,,, et B =0
donnent BT, ,; = —BT;b. D’ou

bTiL-I-—I—ll [gO, "'agn-l-l] = (Ti{l—lb - BT;+1)[g0a "'agn-l-l]

pour tout [go, ..., gn+1] ce qui démontre (2)2‘:_11 et assure que T, est un morphisme de
complexes.

On démontre de méme la G-linéarité de YT,. En effet T7 et TS = 1d sont G-linéaires.
Supposons que Y7 _, et Yi~! (n > 1,7 > 1) le soient également, alors quel que soient
4,90, -, 9n € G, en appliquant la formule (2)

7

b et le lemme 2.2, on a

T[990, - 9-9n) = 5(g.g0) (Th1b— BY, ") [9.90, ., 9-90]
= g'<8(90) (T;—lb_BTiL_l) [gOaagn]) .

En particulier T est alors G-linéaire; on conclut une nouvelle fois par récurrence. O
n bl
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2.3. Etude de T, dans les complexes normalisés. — Dans la suite on tra-
vaillera le plus souvent avec des complexes normalisés pour simplifier les formules.

On va donner dans cette partie une formule explicite pour Y. : C.(G) — BC, (G).
Remarquons que, dans C.(G), on peut toujours supposer qu’une chaine s’écrit
[1,91,...,9n]. En pratique, les cycles de C\(G) apparaissent naturellement sous cette
forme (ce sera le cas pour les cycles étudiés dans les paragraphes 3, 4).

Sin>1et¢>1on note I! 'ensemble

I ={a= (oo, ...,0n, ) €N x {1,...n} | ao+ ...+ an =i — 1}.
On note ', : B, (G) = FEny2:(G) (n > 1,4 > 1) Iapplication k-linéaire définie, pour
go, .-, 4n € Ga par
U ([g0s s gnl) = D nalgo, 955 (90,9517 g1, [90, 9501) 5%, g2, [90, j42] 734, ..
el
-5 95, [goa g]]aj]

avec 1), = (—1)”(”_j)+i(i — 1)L, On peut remarquer que 'y est G-linéaire et donc
définit une famille d’applications T, : Cy (G) = Cry2:(G) (n, i > 1).

Pour n > 1, 1 < k < ¢, on introduit ’ensemble suivant
ki 0 0 0 wy (o1 0 py s 0
[xnyl = {6: ((60""’ gu)a(ﬁla"'a fél)a"'a(ﬁna"wﬁg )’(pOa"'pgm)"" ’(pn""’pg )’japO)’

(avec o, B, ps €Net2<j<n) | a1 =0,a0+..4+a,=i—k—1

et )+ (ﬁ§+Zﬁg+pg) =k}
p=0 g=1
Sin>1,1<k<i—1,onnote VE!: E,(G) — E,42/(G) application G-linéaire
définie, pour g1, ..., 9, € G, par
viyi[lagla agn] =

N Z ns |:1ag1a[Tagl]poagja[Tagj]ﬁua]O[agj-l-la[Tagj-l-l]ﬁj_'—la]j-l-l[a"'agja[Tagj]ﬁja]j[
BEKN!
avec = (- - =D =1 =k k—=1D"et est vide s1 a, = 0 et sinon
s 1)(n=1)(n—7) L= k) (k—=1)et], d =0

]p[: |:g1a [Tagl]ppagpa [Ta gp]ﬁpa - g1, [Tagl]pppagpa [Ta gp]ﬁpp ;

pour p = 0, on remplace les g, qui apparaissent dans la formule de ],[ par g;. Dans
cette formule N est défini comme dans la partie 1.

Théoréme 2.6. — Dans BE, (G), pour a,b € G, on a
Yola] = [a]u’ et Yifa, b] = > (=1)ila, 5" +u’.
i>0
Sin>2etgy,..,gn €G, on adans C.(G) les formules suivantes
(a) : Tg[laglaagn] = [1ag1a"'agn]7
(b) : Trll[lagla agn] = Frlz[lagla agn] + 5(1)F711—1[g1a "'agn]7 et 511 Z 2
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(C) : T;[lagla agn] = F;[lagla ""gn]—i—s(l)ril—l[gl’ agn]—i—zz_:ll vﬁyi[lagla agn]

On écrit facilement la formule définissant T'%[1, ..., g,] de la maniére suivante : on
part de la chaine [1, g1, ..., gn] et on insere i fois une paire [1,g;] (avec 1 < j < n).
Une telle insertion se fait toujours juste & droite de I’élément g; initial. Ensuite on
effectue toutes les permutations cycliques (avec signe) t¢ qui place un des 1 “insérés”
en position 0 et enfin on multiplie par (—1)%(i — 1)!.

On peut de méme écrire les chaines apparaissant dans la définition de V%%, On part
de [g1, ..., gn], puis on inseére i — k fois une chaine [g1, ;] (2 < j < n). Les insertions
se font toujours a droite du g; initial. Ensuite on ajoute 1 & gauche d’un g; inséré.

Puis on insére k fois des chaines du type [1, g;] avec cette fois 1 < j < n. On finit
en multipliant par (—1)(*=D0=0+i(k — 1)1(; — k — 1)! et en faisant agir N clest a
dire toutes les permutations cycliques qui placent un 1 étiqueté en position 0. Cette
construction apparait clairement dans le lemme suivant.

Lemme 2.7. — Pourn>1,j>0,1<k<i, dans dans E,42:(G), on a:
D) = (=17(SaBY, V' =T oo Sia (T do).

Démonstration du Lemme: Pour gg,...,9, € G, on a

n

(S(QD)B)[gO""’g”] = Z(_l)n(n_j)[goagjagj-l—la"'agj—lagj]

Jj=0

= Z(_l)n(n_j)[go’gj’gj-l-la"'agj—lagj]
=1

(car [go, g0, g1, -] est nul dans E,(G)); c’est, au signe —1 pres, la formule donnée dans
le lemme pour T} (si a € I}, alors n, = (=1)"?=D+1 et ag = ... = a,, = 0). De plus

(_1)n(n_j)[g0agjagj+la "'agj—lagj] = tn_j[gOag1~“agja [gOagj]agj-I—la agn]

On en déduit

n n

(S(gD)B)z[gOa"'agn] = Z(_l)n(n—]) Z[gOagjagj-I—la"'agka[gOagk]agk-I—la"'agj]
7=0 k=1
= TZ[go,..., 9n)

Pour T%, i > 2, on obtient la formule du lemme aprés i — 1 itérations du calcul
précédent. La formule pour Vi* s’obtient directement en “composant” les formules

obtenues pour I'}. d

Démonstration du Théoréme 2.6 : Par définition Y2 est 'identité. Dans les complexes
normalisés; la formule du lemme 2.4 ne donne des termes que dans la colonne 0.
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D’aprés le théoréme 2.5, pour n > 1,7 > 1, on a

i—1

T;[go, "~agn] = (_1)Z ((S(QD)B)i + Z(S(QD)B)kS(QD) ((5(91)B)i_kd0
k=0

n

—+ Z(—l)j(S(gD)B)i_kdj [90, .-, 9n] carb= Z d;.

j=1

Mais une chaine de la forme [..., go, go, ...] est triviale dans E,(G), donc

i—1 n
> (560 B) 500 | (=1 (5(60)B) 7 d; | | lg0, -, 9n] = 0 € EL(G).
k=0 j=1

On obtient alors la formule suivante (pour n, i > 0)

1 = (1 Y (S8 Sl (S, BY o). (3:6.1)

Pourn=1,¢>1,0ona
Tila, 8] = (=1)' ) (s(0)B) sa)(s00)B) " [1]

= Z(—l)ii![a, bt

i>0

Pour n > 2, le Lemme 2.7 et la formule (3.6.1) impliquent que

i—1
Yi =T5 4 ST _ydo) + > Vi,
k=1
ce qui termine la démonstration du Théoréme 2.6. |

Remarque : Un élément inversible ¢ d’un anneau A définit un élément dans K;(A)
donné par la matrice [a] € GLi(A). Son image par le morphisme d’Hurewicz H :
K1(A) — Hi(GL(A)) est le cycle [1,a] € C1(GL(A)). Le Théoréme 2.6 permet alors

de calculer son caractere de Chern :

chi(a) = tr(p(T1([1,a]))) = tr(e(Y_ (=D)L, o)+ u'))

i>0

On retrouve ainsi la formule donnée dans [16], Théoréme 10.2.
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3. Le caractére de Chern en bas degré

Rappelons maintenant la définition du groupe K»(A) donnée par Milnor dans [25].
On note St(A) le groupe de Steinberg St(A) de 'anneau A et ; ;(t), i,j > 1,{ # j,
t € A ses générateurs. Il y a un morphisme de groupes v : St(A) = F(A) qui envoie
z; ;(t) sur e; ;(¢) (la matrice élémentaire avec ¢ comme coefficient & 'intersection de
la ligne ¢ et de la colonne j) et une suite exacte

1= Ky(A) = St(A) 5 E(A) — 1.

3.1. Le caractére de Chern en degré 2. — Dans ce paragraphe on va donner
une formule générale pour le caractére de Chern d’un élément de K3 (A) défini comme
sous-groupe de St(A).

Posons J¢ = {a = (ay,...,ap) ENP |y + ...+ a; = q}.

Théoréme 3.1. — Soit = x;, ;, (t1)...2;i, ;. (tn) € Kio(A4). En notant e, =
€, 5. (tr), Er=e1..ep (1<r<n))ona:

cho() = tr [ DD ((=1)'E Eroyer, (e 6r))

r=2i>0
i—1 N N N
H)D (= k=D > N(ET By, (B Eeoa)™ e, (B Ep)2,
k=0 agJizk

2(k+1)

er_l’ (Er_—ll’ ET—l)aa’ ) er_l’ (Er_—ll’ ET—l)OQH—l » €7 (Er_l’ E’“)a2k+2)) ul) ’

Rappelons une formule explicite pour 'isomorphisme de groupe H : Ka(A) —
Hy(FE(A)) [25]. Soit 1| = R — F — G — 1 une présentation d’un groupe G, le
groupe F étant libre sur I’ensemble S. La formule de Hopf énonce que Ho(G) =
(RN[F, F])/[R, F] et cet isomorphisme s’explicite via le calcul différentiel de Fox (ef.

[1], [7]). Soit @™ : CPar () = k[G*] — C.(G) lisomorphisme de complexe donné par

@bmwgl|~~~|gn]::[1,91,9192,~~~,9192~~~gn]

Si f € F,ab € G, alors fla | b]] = [fa | b] munit CY*(G) d’une structure de
F-module & gauche. Soit alors § : F' — C52'(G) la dérivation (unique) définie par
0(f) = > ,esldf/ds | 5]. Larestriction de 6 & RN[F, '] induit Iisomorphisme de Hopf.
De plus, supposons que r = {ay,b1}...{an, by} € R (on note {x,y} le commutateur
de z et y), alors on a

n

i=1
Lemme 3.2. — Stz = z;, ;,(t1)...2i, 5. (tn) € Ko(A), Uisomorphisme d’Hurewicz

H : K3(A) — Ha(E(A)) est donné dans C2(E(A)) par le cycle suivant :

n

H(z) =Y [1, Br_y, By]

k=2
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ott By, (k> 1) est défini comme dans le théoréme 3.1.

Démonstration: Soit F le groupe libre engendré par les symboles «; ;(¢) ot 4,j > 1,
i £ jett € A Soit R le sous-groupe normal de F' engendré par les relations définissant
le groupe de Steinberg et par les éléments de Ko(A). On a alors G = F/R = E(A) et
(i o (1) iy g () = 0@y gy (B)) + oA iy gy (B iy s (1) (i, 5, (E0)
Donc, dans C'5(E(A)), on a (en posant Ey = 1)

n n

H(w) ="y [Eren | ei i (te)] = Y1, Brot, Ex.

k=1 k=2
Le terme pour k = 1 est [1, 1, £1], donc est trivial dans le normalisé Co(F(A)). O
Démonstration du Théoréme 3.1 : Pour ® = w;, ;,(t1)...2, 5, (tn) € K2(A), on doit

calculer tropoYy0 H(2) € HC; (A). Les formules explicites pour tr, ¢ et les formules
du lemme 3.2 et du théoréme 2.6 donne le résultat. a

3.2. Symboles en degré 2. — On calcule ici le caractere de Chern d’éléments
importants du groupe Ks comme les symboles de Steinberg [25] et ceux de Dennis et
Stein [6], [23]. Si a, b sont deux éléments inversibles d’un anneau A qui commutent,
considérons des relevements X,, X; des matrices diagonales X, = diag(a,a™!, 1),
X} = diag(b,1,67"). L'élément {a,b} = [X,, X]] € Ka(A) est appelé symbole de
Steinberg. Pour a, b € A, 0 < k < ¢, notons

STZ(a,b):
NS (@b a @ a)™ b, (ab,ab)®, b7t @ a)*, b, (ab ab)oe+))
ar+.. . Faorge=i—k

ot N est défini au paragraphe 1.

Théoréme 3.3. — Le caractére de Chern du symbole de Steinberg {a,b} est repré-
senté par le cycle

cha({a,b}) = Z(—l)i i!((ab)_l,a,(b,b_l)i,b)—((ab)_l,b,(a,a_l)i,a)

i>0
1—1 . . ;
+ 3 (i— k= 1)k!(ST}(a,b) — ST} (b, a))) u'.
k=0

Démonstration: L’élément {a,b} = [X,, X{] est un commutateur de deux matrices de
St(A). Donc, d’aprés la formule (3.1.1), on a

H({a,0}) = ¢"([Xa|X{]—[X} ] X))
= [LXG,XGXlg]_ [LXéaXaXé]
par commutativité de X, et X{. On obtient donc

Ch?({a’ b}) =tr (30 (T2 ([LXaaXaXé] - [LXéaXaXé]))) :
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Les matrices X, X!, X, X} sont diagonales. Aprés composition par T2 et ¢, on obtient
des chaines de k[G'L3(A)]®*+2* C Copu(k[GL(A)]) de laforme kj(Mg, M. Mg_l_z*),
(j €N, k; € k) ol les matrices MZ € GL3(A) (0 <L < n+2%,j>0) sont diagonales
et égales & X,, X/, XoX, ou leurs inverses. Ainsi

tr(eYa)([1, Xa, Xo X7] — [1, X}, Xa X[]) = Ta([1,a,ab] —[1,b,ab])

dans le complexe normalisé BC., (A). Le calcul de ¢(Y2)([1, a, ab] — [1, b, ab]) est ana-
logue & celui de pY5([1, Er_1, Er]) effectué dans la preuve du Théoréme 3.1. |

Passons maintenant aux symboles de Dennis et Stein. Soient a, b deux éléments de
A qui commutent et tels que 1 — ab soit inversible. Pour ¢ # j, notons

Piyj(a, b) = l‘jyi(—b(l — ab)_l)xiyj(—a)xjyi(b)xiyj((l — ab)_la) € St(A)
Le symbole de Dennis-Stein associé est par définition 1’élément
<a,b>=Pij(a,b)P (ab 1) € Ky(A).

On associe & < a,b > les matrices de E(A) suivantes:

= 1—5(1—a5)_1 @a_as)—l]’U:[i ?]’V:[é_as (1~ as)-!

On note J_g I’ensemble suivant
J_g = {a = (Ozl, e a2q+2) S N2q+2 | a1+ ...+ Qg4 =P et ao, ..., Q2g+1 > 1}

Théoréme 3.4. — Le caractére de Chern des symboles de Dennis et Stein est re-
présenté par le cycle Yo chb(< a, b >)u' ot

chd(< a,b>) = (1,b(1—ab)™" a)+(a, (1—ab) ™1, b)—((1—ab) ™', a, b)—(1, (1—ab) ™!, ab),

ch§(< a,b>) = (1, (b(1 —ab)™?, a)z’+1) ~ (L, (1 — ab)~t, ab)i+1)]
i/3
HEDIS = k= DR ST NV T (T Ty, U, (V7 V),
k=0 ocEle—_k

U= (T, T)%, . U~ (T1, 1)+ U, (V=L V)e+2) (i > 0).

Démonstration: On raisonne comme dans les démonstrations des théorémes 3.3 et 4.3.

d

Dans le cas ou ab = 0, le symbole < a,b > coincide avec I'opposé du symbole de
Loday << a,b>> ([19]).

Corollaire 3.5. — Soit A un anneau contenant Q. Si a,b € A sont tels que ab = 0,
alors le caractére de Chern du symbole de Loday << a,b >> est

cha(<< a,b>>) = ((1,a,b) — (1,b,a))u’ = B(a, b)u®.
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Démonstration: Quand ab = 0, d’apres le Théoréeme 3.4, on a
chy(< a,b>) = (1,a,b) — (1,b,a) = B(a,b).
Pour i > 1, on trouve (dans Cay0;(A))
chl, = (1, (a, b)) — (1, (b, a)'T1).

(a,b
Si A contient Q, alors, en notant z(a, b

Jb) = s @/ (i 1)) (a, 0) it
(b+ B) (2(a,b)) =ity (1, (a, b)) — (1, (b, a) T"))u’
i>1

ce qui assure que les termes des colonnes strictement négatives sont des bords. a
Remarque : i) Cette formule est valable dans le complexe non normalisé BC (A).

i7) Si A ne contient pas @@, on peut quand méme définir I’élément z(a, b) (apparais-
sant dans la preuve du corollaire 3.5) sur les colonnes —i telles que ¢ 4+ 1 ne soit pas
premier. On trouve alors, en notant P ’ensemble des entiers p premiers,

chi(<< a,b>>) = Z(p— DY, (a, b)P) = (1, (b, a)P)) ul L.

peP

Ezremple : Quand A est une k-algebre commutative contenant @, on sait qu’il existe
une application m, : C,,(A) — Q7% (pour tout n > 0), out Q7 est le RIMe odule
extérieur sur Palgébre QY des formes différentielles ¢ sur A, donnée par:

mn(ag, ..., an) = 1/n! apday ...day,.

Elle induit un morphisme de bicomplexes de (BC; (A4),b, B) dans (BNQ%,0,d), ol
BNQET = Q47 et c’est un quasi-isomorphisme si A est lisse, c¢f. [22]. La formule du
théoréme 3.4 donne 75 o cha(< a,b >) = (—(1 — ab)~tdadb)u® et on a

Corollaire 3.6. — Si A est une k-algébre commutative lisse contenant QQ, alors
cha(< a,b >) = (—(1 — ab) " dadb)u’) = Da(< a,b >)u’

On retrouve en particulier un calcul de [4] pour la trace de Dennis.
Remarque : Dans de nombreux cas les groupes Ka(A) ou K3(A, ) sont engendrés
par les symboles de Dennis et Stein (voir, par exemple, [25], [23], [6], [30], [26]).

4. Symboles en degré supérieurs

Dans cette partie on calcule le caractére de Chern des symboles de Loday <<
bi,...;b, >> et des symboles de Steinberg généralisés {ay, ..., a,} pour n > 2.

Lorsque A est un anneau commutatif, on a un produit gradué commutatif ([18],
voir aussi le paragraphe 5)

Kp(A) x Ky(A) = Kppq(A).

En particulier, si aq, ..., a, sont des éléments inversibles de A et {a;i}, ..., {a,} leurs
images dans K1(A), alors {ay,...;an} = {a1} * ... x {an } est dans K, (A4).
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Soit A non nécessairement commutatif, muni de matrices my, ..., m, € GL,(A) qui

commutent deux & deux et 6 'unique morphisme d’anneaux Z[z1, ..., &, l‘l_l, cnr] =

M, (A) qui envoie chaque x; sur m;. On note {mq,...,mp} = 6.{x1, ..., 2.} € Kp(A4).

4.1. Symboles de Steinberg généralisés. — Si ay, ..., a, € A sont des éléments
inversibles qui commutent, le symbole de Steinberg généralisé est

{ag, yan} = 0.({z1, ..., zn}) € K, (A).

Théoréme 4.1. — Sotent ay, ..., a, des éléments inversibles d’un anneau A qui com-
mutent deur a deuz. L’image de {a1, ..., an} est représentée dans BC [ (A) par le cycle

chy({ar, .yan}) = > elo) | Do (syTih@, ... @)

0ES, i>0
i—1

+I + Y VEH[L ], ag]) u)
k=1

oU A7 = Ag(1)dg(2)---Ao(j) Pour j = 1..m (les notations sont celles du Théoréme 2.6).

Remarque : On constate que la formule donnée par le Théoreme 4.1 pour n = 2 est
la méme que celle donnée par le Théoréme 3.3.

Avant de démontrer ce théoreme, calculons I'image par le morphisme d’Hurewicz
des symboles {my, ..., mp}. Dans GL,(A), on a les opérateurs suivants :

GL(A) U8 GLay(A)  GL.(A) Y8 GLa(A)  GL.(A) 25 GLa(A)
m s diag(m,m=1 1),  mw diag(m,1,m™1), mw— diag(m,1,1).

On associe & my, ..., my, les matrices M; (i = 1...n) de GLgn-1,(A) définies par
My = (diag)" "' (m1), M, = (diag")"~*diag®(m>)
et M; = (diag')"~diag2(inc)’~2(m;) pour i = 3...n.
Lemme 4.2. — Soient my,...,m, des éléments de GL,(A) qui commutent. L’image

de Uélément {mq,...,mn} par le morphisme d’Hurewicz H : K,(A) = H,(GL(A))
est donnée par le cycle

H{{my,....,mu}) = Z e(o)[1, Mo(1y, Mo1yMo(2y, -, Mo(yMg(2)... Mo ()]
oEX,

ott X, est le groupe des permutations d’un ensemble a n éléments.

Démonstration: Par naturalité de I on se rameéne & ’étude de H({z1,...,2,}). On
raisonne par récurrence sur n, le résultat pour n = 2 ayant été démontré dans la preuve
du Théoréme 3.3. Nous appelons R ’anneau commutatif Z[a1, ...,xn,xl_l, cnrrY
et 4 : R® R — R la multiplication. On a, dans K,11(R), I"égalité de symboles
{1, oy tns1} = {&1, ..., 2n} * {&pp1}. On identifie z; & la matrice [#;],¢ < n et @p41
avec la matrice inc” [z, 11]).
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D’aprés la remarque précédent le Corollaire 5.5, on a

H{z1,..,tny1}) = H{z1, .., zn} *{xns1})
= Z E(U)/'L* <5h (dlagl ([la Xcr(l)a ) XU(I)XU(2)~~~XU(n)]) )
oEX,

diagy ([1, zn41]))) -
Pour 1 <i<n, o € %,, notons X7 = diag, (Xo(1)---Xo(i)). On trouve

H({l‘l, ceny l‘n+1}) = Z 6(7)[1, Xv(l) s Xv(l)XW@)’ ceny Xv(l)XW@) "'Xv(n+1)]'
YEZ 41
On obtient la formule du lemme en composant par f.. a
Démonstration du Théoréme 4.1 : On identifie aq, ..., a, & des matrices de GL1(A).

Le lemme 4.2 implique que
chn({a1,...,an}) = troTy( Z g(o)[1, Ag(l), Ag(l)Ag(z), e Ag(l)Ag(z)...Ag(n)])
oEX,

ou les matrices A,(;y sont définies comme dans le lemme 4.2. Toutes ces matrices étant
diagonales, Le raisonnement de la preuve du Théoréme 3.3 montre que, pour o € ¥,

tron ([1, Ao(1), Ao (1) Ao (2)s s Ao(1)Ao(2)- - Ao(m)]) =

PTn([1, @01y, @o(1)@o(2), -+ Qo(1)8o(2) - Co(n)])-

(On peut aussi utiliser le corollaire 5.5). Le Théoréme 2.6 permet de conclure. |

4.2. Symboles de Loday. — On veut ici calculer le caractére de Chern des sym-
boles de Loday << by, ..., b, >> (définis dans [19]) pour n > 2.

Si by, ..., b, sont des éléments de A tels que biby = bybs = ... = b,b; = 0, notons
R;, © = 1...n les matrices élémentaires suivantes

Ri=¢i;11(b;), sil<i<net R, =ep1(bn).
Les matrices R; commutent deux & deux ce qui permet de définir le symbole de Loday
<< by, by >>=0{a1, ... 2.},

Théoréme 4.3. — Sotent by,....,b,, n > 3, des éléments d’un anneau A tels que
b1by = babs = ... = bpyby = 0. Alors, dans BC (A), le caractére de Chern du symbole
de Loday << by, ...,by >> est donné par le cycle

S (=D)L by by )

j=1

= B((by, ..., bn))u’.

Chp (<< by, ooy by >>)

Démonstration: Comme << by,...,b, >>= {Rq,..., Ry} = {Ri}*...x{R,}, d’aprés
le Corollaire 5.5, il suffit de calculer, en notant x pour le produit “shuffle”,

treTn (H({R1}) x H({R2}) x ... x H({Rn})
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En notant 77 = Ry (1) Ro(2).- Ro(jy (j = 1...n), on déduit du Lemme 4.2
H{R1}) x H{R2}) x ... x H{Rn}) = Z g(o)[L,n], 75, ...,m0].
oEX,
Intéressons-nous d’abord au cas de ¢ = 0; on a
chi (<< by, by >>) = > (o) (tr(( (77)7", RT, RS, .., RY))) -
oEX,

On travaille dans C,(A). Rappelons qu’un élément de A est dit trivial s’il appartient
a k. Pour tout o € ¥, et tout i = (ig, ..., i) € {1, ..., n}*T1, on doit calculer

ﬂi(a) = (((ﬂ-g)_ )20721’ (Ra)hyiw (Rg)izyia’ SEE (Rg)in,io)'
Or, (R7)i, s, est trivial sauf si i3 = o(1) et i = (1) 4+ 1. Les tenseurs p;(c) non
nuls dans C,,(A) vérifient donc iy = o(1) et i3 = o(1) + 1. Plagons nous dans ce cas
la. Le coefficient (R$)o(1)41,:, est trivial & moins que o(2) = o(1) + 1 (modulo n) et
is = o(2) + 1 = o(1) + 2 (modulo n). En poursuivant le raisonnement, on obtient,
pour 0 < i < n, que j; (o) est nul dans C, (A) sauf si o est une permutation circulaire
et i; = o(j). Ce qui donne

chy (<< by, by >>) = > (1)U by, by ).
j=1
Passons au calcul de chn, ¢t > 1. D’apres le Théoreme 2.6, pour tout o € Xy,
en notant T, (¢) = (T [1, 77, ..., 77]), T (¢) = (8(1)F;__11[7Tf, ey, 7)) et vi’l(a) =
o(VEIL, 77, ..., 7%]), on a

Ch;(<< bl, ,bn >>) = Z 6(0’) tr f _|_ Fz Z vk‘ K
7€ —1i1

On donne ci-dessous la preuve que > ;5 (ZaeEn E(U)tr(fiL(O'))) u’ est un bord. Ce

résultat se démontre de maniére analogue pour les deux autres termes.
Un calcul similaire au cas ¢ = 0 donne, en notant i(n,s) = 1/2(n(2s + 1) — 1),

= Sin=2m, )y E(U)tr(fz((f)) = 0sii# sm, et, pour s > 0,

n

D7 elo)te(T, " (0) = D (=17 (sm)! (1, (b, oy by—1)' ).

oEX, j=1

= Sin=2m+1,) v e(o)t r(T, (0'))_08117£5n 1/2(n(2s + 1) — 1), et

> elo)tr( = (sn biy .o bjq) ),

oEX, j=1

3 ()T (o)) = _Zi(n,s)!(bj,...,bj_1)2+28.

oEX,
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Pour n =2m, 3, (ZaeEn E(U)tr(fiL(O'))) u’ est le bord

(b+ B) (Z (55-7:)1! (b, ...,bn)8+1usm—1) .

On procede de méme pour n = 2m + 1. a

Remarque : Le calcul du théoréme 4.3 s’applique & chao(<< by, ba >>), & part le
dernier paragraphe, et redonne la formule du Corollaire 3.5.

Lorsque A est une algebre commutative contenant @, il existe des décomposi-
tions (appelées décompositions de Hodge) de K,(A) et HC;(A) obtenues & partir
d’opérations appelées A-opérations (cf. [17] [2],[21], [20]). Les A-opérations (A¥) sur
la K-théorie d’un anneau sont induites par le produit extérieur de matrices. Les A-
opérations (X’j) sur ’homologie cyclique proviennent des opérations extérieures de
matrices sur [’algebre de Lie associée via le morphisme de Loday-Quillen ([21]). On
consideére ici les A-opérations appelées “vraies” A opérations dans [20] chapitre 4.

Corollaire 4.4. — Si A est une algébre commutative contenant Q, alors, pour tout
k>1,o0na
Mo (chy << by, ... by >>) = k chy (M (<< by, ... by >>)).

Ce corollaire a été obtenu en K-théorie et homologie cyclique multi-relative par
Geller et Weibel dans [9].
Démonstration: D’apres le Théoreme 4.3 et [21], [20]4.6 on a
N (Chn (<< b1y oy by >>)) = M(B(by, .., by))u®

= kBE_ (by, ... bp))u°

k

— kY (1) (”‘.1“) S (1E R (0) (L by o by

=0 ! UES:L,k
o S/ . est I'ensemble des permutations de X, avec k — 1 descentes et telles que
o(1) = 1. En notant toujours H le morphisme d’Hurewicz, d’aprés [2], on a

k .
-1
H(M, << by, osby >>) = (=1) (n .

i=0

)(A’i}f)*H(<< by, by >>)

i
oli, pour M € G Ly, (A), on note ij,m(M) la matrice de AJA™ définie par
A (M) (o1 Ao Avg) = M(v1) Ao A M (v)).

Les arguments des preuves du Lemme 5.3 de [21] et du théoréme 4.3 nous donne

k

n—14+i
chy(Nf << by, by >>) = Z(—l)l<n .+Z)

c 2
1=0

Z e(o)tr(pTall, sy, - Roqy--- Rogn)])
oEX,
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k .
iap_1f(n—1+1
=Y (-1t 1( . ) > o) Lboqrys - s bomy)u
i=0

c€Un k—i

ol U, p_i est Pensemble des conjugués de 7 (la permutation circulaire standard) ayant
k descentes cycliques. La bijection naturelle U, x_; = S/ , donne la conclusion. O

On obtient comme corollaire du Théoréme 4.3 et du Corollaire 4.4 le résultat suivant

de Geller et Weibel ([9], Théoréme 2.3)

Corollaire 4.5. — Soit A = $;»0A; une Q-algebre graduée. Le caractére de Chern
chy 1 Ko (A)/Ko(Ag) = HC (A)/HCT (Ag) vérifie, pour n > 1, Xk chy, = k chy Ak,

Démonstration: Les arguments de Kantorovitz ([13]) sont applicables dans ce cadre
car S = 0 sur HC, (A)/HCT (Ag). La multiplication par un élément de K1(Q[¢]/(£%))
ramene alors au cas d’un idéal scindé I de carré nul.

D’aprés les calculs du paragraphe 1V.2 de [10], I'image de B : HC\_1(A, ) =
HC (A, I) est alors engendrée par des cycles x = Z?:_ll(—l)”j(l, T, ..., Lj_1)oU xy €
I. En particulier #2541 = 0 pour tout 1 < &k < n et donc & = ch, (<< 21, ..., 25 >>)
d’aprés le Théoréme 4.3. Comme chy, : K, (A, I) = HC, (A, I) est un isomorphisme,

le corollaire découle immédiatement du Corollaire 4.4. |
Ezemple : D’aprés [9] on sait que, si aj,....,a, € A et ajas = ... = aza; = 0,
alors le symbole généralisé de Dennis et Stein < ay,...,a, > (cf [19]) est égal a

/ngn)(—(n — << ay,...;ay, >>) o0l ﬂﬁl”) s Kn(A4) — KT(LH)(A) est la projection sur le
dernier facteur de la décomposition de Hodge de K, (A). En particulier,

chn(< ay,...,an >) = chnuﬁl")(—(n — Dl <<ag,...,an >>)
= —ZE(U)(I,ag—l(l), ...,ag—1(n))u0.
PP

On trouvera dans [9] une étude trés détaillée des symboles de Loday et de leurs
décompositions de Hodge.

5. Commutation avec le produit

La compatibilité du produit de Loday en K-théorie et du produit de Hood-Jones
en homologie cyclique via le caractére de Chern a été démontrée par McCarthy [24]
en utilisant la notion de catégorie exacte avec cofibrations. Dans cette partie on donne
une démonstration simpliciale, dans 'esprit du papier de Hood et Jones [11].

Rappelons la définition du produit de Loday en K-théorie que 'on note x [18].
L’espace BGL(A)T est muni d’une structure de H-espace induit par la somme directe
de matrices dont on note © Iinverse (& homotopie pres). Le produit tensoriel des
matrices induit un morphisme de groupe pp 4 : GL,(A4) x GLy(A") - GL(A@ A').
Alors fp o(2,y) = tp,q(2,4) © pp.4(2,1) S pip ¢(1, y) induit une application

ji : BGL(A)Y® A BGL(A)* — BGL(A® A)*

qui induit * sur les groupes d’homotopie.
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Si X., X! sont des modules simpliciaux, on pose
(X xX).=X.0X, e (XoX)= X,0X,
ptg=x*
Le produit de Hood-Jones [11], [20] est ’application
Sy BT (C(A) @ C(4) = B~ (C(A) x C(A")
définie,pour tout z = 3" ziu’ € BCS(A), y = Soyiut € BCT(A'), par :

7

S;(aj,y):sh(xxy)—l—sh/(xxy)u:z Zsh al oyt —|—Zsh el oy T | W

i>0 \j=0

On anoté sh: (X ® X'), = (X x X', sh’ : (C(A )®C’(A’))* = (C(A) x C(A"))uy2
les applications définies par sh = > e(0)o ol la somme est étendue & tous les (p, ¢)-
shuffles o tels que p+q = x et sh'(a,b) = > e(0)a(s(a), s(b)) on la somme est étendue
a tous les (p, ¢)-shuffles cycliques tels que p+ ¢ = *, ¢f. [20] chapitre 4.

Théoréme 5.1. — Le caractére de Chern commute avec le produit de Loday en K-
théorie et le produit de Hood-Jones en homologie cyclique. Précisément, si A, A’ sont
deuzx k-algébres, p,q > 1 et (z,y) € K,(A4) x K (A", alors

chpq(z % y) = S5 (chy(2), chq(y))-
Pour démontrer ce théoréme, on construit, pour G, G/ deux groupes, un analogue
S5 1 BI(CL(G) @ CL(G') = BI(CL(G) x Cu(G))

du produit S3 et on prouve qu’il commute avec T,.

Définition 5.2. — On note sh’ Uapplication définie, pour tout p,q > 0 par

:iz S clo)ol(e) ()

07=00€X(,j)

otz € Cp(G),y € Cy(G') et £(i,j) est Uensemble des (p+ 1, q + 1)-shuffles tels que
o(l+i) <olp+2+J).
Lemme 5.3. — Soit S} CHOS(G)o HOZ(G') = HC, .,
cation S; =sh+ sh'u.

i) : Onap(S3)=S(p09)

ii) : Lapplication ST induit un produit associatif HCS(G) @ HOZ(G') —
HCL (Cu(G) x Cu(G")).
iii): Onalbsh]=0, [B,sh]=0, [B,sh]+][bsh]=0.

(Ce(G) x C(G)) Dappli-

Démonstration: Le i) est un calcul immédiat et i7) et éi7) en découle en remarquant
que le produit sur B~ (NG® NG'). s’obtient par restriction du produit de Hood-Jones
associé aux algebres de groupes k[G] et k[(]. O
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Lemme 5.4. — Dans HC

rq(G < G'), on a S (Y,

©Tq) = Tpiq(sh).

Démonstration: Soit pour n > 0, v, : (Cx(G) @ Cu(G")n = B, (Cu(G) x Cu(G")
défini, pour p+ ¢ = n, par v, = Tp(sh) — S;(Tp ® Tg). On va montrer que 7, est
homotope & 0. On pose v, = > v, u’. On cherche donc une famille (6,,),>0 d’appli-
cations G-linéaires telles que pour tout n,z > 0 on ait

N = b0+ BOLTT 61, (1)

Dans le complexe normalisé, on a yo(x, y) = Yo(sh(x,y)) — S% (Yo(z) @ Yo(y)) = 0.
De méme v, (z,y) = 0 si y € Cp(G’). On va raisonner de la méme facon que dans
le théoréme 2.5. Posons 02 =0 =01 et 5 = 0. On définit, pour i > 1,n > 1,

O = sia (v, — BOT — 0, _1b).

Les 6% sont bien G-linéaires par récurrence sur n. La famille (67) vérifie (1), pour

n = 0 ou ¢ = 0. Supposons que les égalités (1)F, sont satisfaites pour tout 0 < m.

Montrons par récurence sur ¢ que les égalités (1);4_1 sont satisfaites pour tout ¢ > 0.

On connait le résultat pour ¢ = 0. Supposons donc, que les égalités (1){1_'_1 sont

satisfaites pour 0 < j <. On a

bgl-l—l — Z-I—l BHZ

n+1 n+1 n+l HH— b— Sldb(7n+1 BGZ

n+1 (221)
En appliquant I’hypothése de récurrence et la relation [B, sh] + [b, svh/] = 0 du Lemme

5.3 on trouve que b('y;‘:_ll BO:, , — 0it1b) = 0 et (1)2‘:_11 est, vérifide. O

— 0iF1p).

Démonstration du Théoréme 5.1 : 1l est bien connu (cf. par exemple [8]) qu’en po-
sant h(z,y) =2 @y ® 16 1®y, on obtient, par fonctorialité, que H(z * y) =
he(sh(H(x), H(y)).

Le théoreme découle de la commutativité du diagramme suivant (oli 'on a posé

G = GL(A), G' = GL(A'), M = M(A) et M' = M'(A)) :
K, (A) @ K (A) Kpyq(A@ A
HQH \
Hy(G) @ Hy(G') — s Hyy (G x ) — 225 H L (GL(A® AY))
P®T Thta Thta
HC, (G) @ HO (G) ——= HC; (G x G) HC, (GL(A® A))
g ® @
HCF (M) HC (M) s HC, (Mo M) HCE, (M(A® AY)
trgtr tr b
HC;(A) @ HOT (A) HCp, (A® A) HCS, (Ao A).
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D’aprés les Lemmes 5.3, 5.4 et le début de la démonstration, il suffit de démon-
trer que tro Yoy he = troYpy,. Mais tre((z2 @ 1) & (1 @ y)x) = 08l p,g > 1 car
trlgra)trigriary = 0 dans le complexe normalisé. (I

Remarque : Le diagramme commutatif de la preuve du Théoréme 5.1 implique le
corollaire suivant ou 'on définit C'h, 4 Hp(GL(A)) @ Hy(GL(A")) - HC,, (Ao A")

. r+q
comme la composée suivante
Hy(G)oHy(G') 25 Hyyo(GL(ARA)) 225 HC;, (GL(ARAN) 2% HC, (A A).

Corollaire 5.5. — Soit v € K,(A4), y € K (A"). Le caractére de Chern chpiq(x+y)
est égal a Chpyq(H(x), H{y))

En particulier, si # € Prim(H,(GLy,(A)) C Kp(A) et y € Prim(H,(GL,(A")) C
K, (A, alors H(z*y) € Hppq(GLayn (A © A')) et, pour calculer chpyq(z *y), il suffit
de calculer troY 4 H (7 * y) ou

tr(M°, ..., M™) = Z (M) 0,015 oy (M3, 40)-

10,.,0p=1
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