
FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DECHERN EN K-TH�EORIE ALG�EBRIQUEparGr�egory GinotR�esum�e. | On donne ici une formule explicite pour l'application �� : H�(G)!HC�� (Z[G]) induisant le caract�ere de Chern alg�ebrique universel de Goodwillie-Jonesde laK-th�eorie alg�ebriqued'un anneau vers son homologie cycliquen�egative. En degr�e2 on d�ecrit le caract�ere de Chern de la K-th�eorie de Milnor vers l'homologie n�egative.On calcule le caract�ere de Chern des symboles de Steinberg, de Dennis-Stein et deLoday. On donne �egalement une preuve �el�ementaire de la compatibilit�e du caract�erede Chern avec les produits en K-th�eorie et homologie cyclique.Abstract. | In this paper we give an explicit formula for the map �� : H�(G) !HC�� (Z[G]) inducing Goodwillie-Jones's algebraic Chern character from algebraicK-theory to negative cyclic homology of a ring. In degree 2 we compute the mapch2 from Milnor's group K2(A) to HC�2 (A) (with A a ring). We compute formulasfor the Chern character of Steinberg, Dennis-Stein and Loday symbols. From theprevious results we get a new proof of the compatibility of the Chern character withproducts.Au d�ebut des ann�ees 1980, Connes [3] et Tsygan [28] ont d�e�ni l'homologie cycliqueassoci�ee �a toute alg�ebre associative A sur un corps k de caract�eristique nulle. Peu detemps apr�es, Goodwillie [10] et John Jones [12] ont introduit des groupes HC�� (A)d'homologie cyclique n�egative et construit une application naturelle ch : K�(A) !HC�� (A) de la K-th�eorie alg�ebrique de A vers son homologie cyclique n�egative. Cetteapplication, appel�ee caract�ere de Chern alg�ebrique, g�en�eralise le caract�ere de Chernconstruit par Connes et Karoubi en degr�e � = 0; 1 dans le cadre de la g�eom�etrie noncommutative cf. [29].L'ingr�edient principal dans sa construction est une application fonctorielle �� :H�(G) ! HC�� (Z[G]), de l'homologie d'un groupe G vers l'homologie cyclique n�e-gative de l'anneau Z[G] du groupe. Dans [10] la construction de �� se fait �a l'aideClassi�cation math�ematique par sujets (2000). | Primaire 19D55 Secondaire 16E40, 18H10,19D45, 19C20.Mots clefs. | Homologie cyclique, K-th�eorie alg�ebrique, caract�ere de Chern, symboles de Stein-berg, symboles de Loday.



2 GR�EGORY GINOTde la m�ethode des mod�eles acycliques ; dans [12] elle est bas�ee sur un calcul de l'ho-mologie cyclique d'un certain complexe mixte attach�e �a G. Aucune de ces m�ethodesn'est explicite et, sauf en degr�e � = 0; 1 o�u il est facile de deviner des formules, iln'existe pas de morphisme connu au niveau des complexes induisant l'application�� : H�(G) ! HC�� (Z[G]) en homologie. En raison de la grande importance du ca-ract�ere de Chern alg�ebrique et de la place centrale qu'il occupe dans la g�eom�etrie noncommutative de Connes, il semble extrêmement d�esirable de disposer d'une formulepour une application au niveau des complexes et pas seulement au niveau des classesd'homologie.Dans ce travail, nous comblons cette lacune en construisant un morphisme de com-plexes explicite induisant l'application �� : H�(G) ! HC�� (Z[G]) en homologie.Lorsqu'on applique cette construction au groupe G = GL(A) des matrices carr�eesinversibles (de toute taille) �a coe�cients dans l'anneau A, nous obtenons des formulesexplicites pour le caract�ere de Chern alg�ebrique ch� : K�(A) ! HC�� (A). Ceci nouspermet par exemple d'obtenir des cycles explicites pour l'image dans l'homologie cy-clique n�egative d'�el�ements bien connus en K-th�eorie alg�ebrique, comme les symbolesde Steinberg, de Dennis-Stein et de Loday. On obtient aussi une d�emonstration �el�e-mentaire de la commutativit�e du caract�ere de Chern alg�ebrique avec les produits enK-th�eorie alg�ebrique et en homologie cyclique n�egative (McCarthy [24]) . L'int�erêtde cette �etude �el�ementaire r�eside dans le fait qu'elle permet de simpli�er le calcul del'image d'un produit.Voici le plan de l'article. Le paragraphe 1 est consacr�e �a quelques rappels. Au para-graphe 2 nous donnons des formules explicites pour le caract�ere de Chern alg�ebriqueet l'application ��. Le paragraphe 3 est consacr�e au degr�e 2. Au paragraphe 4 nousd�eterminons explicitement le caract�ere de Chern des symboles de Loday en degr�e� 2. On en d�eduit une nouvelle preuve de la compatibilit�e du caract�ere de Chernavec les �-op�erations en K-th�eorie et homologie cyclique relative dans le cas de l'id�eald'augmentation d'une Q-alg�ebre gradu�ee ([9]). Nous �etablissons la compatibilit�e desproduits avec le caract�ere de Chern alg�ebrique au paragraphe 5.Dans toute la suite k sera un anneau commutatif. Les k-alg�ebres consid�er�ees serontassociatives et unitaires. La lettre u d�esignera une variable de degr�e �2 de telle sorteque, si C� est un module cyclique, son bicomplexe cyclique n�egatif s'�ecrit ToTBC�� =Qi�0C�+2iui. De plus on notera chin la composante dans la colonne �i du caract�erede Chern i:e: chn =Pi�0 chinui: En�n, on posera (�1)! = 1.1. Homologie cyclique, homologie des groupes et K-th�eorieUn module cyclique C� est la donn�ee d'un module simplicial et, pour tout n �0, d'une action compatible du groupe cyclique Z=(n + 1)Zdont on notera �n ung�en�erateur (voir [20] pour une d�e�nition pr�ecise). On pose tn = (�1)n�n et Nn =id + tn + :::+ tnn. Dans la suite l'indice n sera g�en�eralement sous-entendu. On noteradi : Cn ! Cn�1, si : Cn ! Cn+1 les faces et d�eg�en�erescences et b la di��erentiellePni=0(�1)idi. On utilisera dans la suite trois modules cycliques di��erents. Le premierest le complexe de Hochschild d�e�ni, pour toute alg�ebre associative A, par Cn(A) =
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n+1. On utilise la notation (a0; :::; an) pour a0 
 ::: 
 an o�u a0; :::; an 2 A. Pouri � 1 on �ecrira aussi (a1; :::; an)i pour le tenseur a1
 :::
an
 : : :
a1
 :::
an 2 A
niavec i facteurs a1
 :::
 an. L'homologie du complexe (C�(A); b =P(�1)idi) est pard�e�nition l'homologie de Hochschild de A, not�ee HH�(A).La r�esolution standard d'un groupe G d�e�nie par En(G) = k[Gn+1] est aussi unmodule cyclique par permutation des facteurs. On notera [g0; :::; gn](gi 2 G) les �el�e-ments de la base canonique de En(G) et H�(G) l'homologie du complexe standardC�(G) = k 
k[G] E�(G) o�u G agit diagonalement.Il y a un module cyclique qui fait le lien entre les deux pr�ec�edents (cf. [14]). Il s'agitdu sous-module NGn de Cn(k[G]) = k[G]n+1 engendr�e par les �el�ements (g0; :::; gn)tels que g0:::gn = 1. Nous noterons HH�(NG) l'homologie du complexe (NG�; d).L'application lin�eaire ' : E�(G)! NG� donn�ee, pour tout n, par'[g0; :::; gn] = (g�1n g0; :::; g�1n�1gn)induit un isomorphisme de modules cycliques ' : C�(G) �= C�(NG).Il sera pratique de donner une �etiquette �a certains �el�ements de G pour donnerles formules explicites des paragraphes 2.3, 3. Si on munit un �el�ement g 2 G d'une�etiquette, on le note eg. On note eE�(G) le complexeE�(G) avec la condition suppl�emen-taire que les �el�ements de la base canonique de E�(G) sont �eventuellement �etiquet�es.On note eN : eE�(G) ! E�(G) l'application d�e�nie, pour [x0; :::; xn] 2 eEn(G), pareN [x0; :::; xn] = 0 si aucun xi n'est �etiquet�e; sinon on poseeN [x0; :::; xn] = � �X tk[x0; :::; xn]�o�u k est tel que xn�k+1 soit �etiquet�e et � : eE�(G) ! E�(G) est l'application quisupprime les �etiquettes. On �etiquette de la même fa�con les �el�ements de NG� (via ').En d'autres termes, faire agir eN sur une châ�ne revient �a faire agir sur cette châ�netoutes les permutations cycliques qui placent un �el�ement �etiquet�e en position 0.Il est bien connu que pour tout module cyclique C� l'application B = (1� t)sN :Cn ! Cn+1, avec s = �sn, v�eri�e B2 = bB + Bb = 0: Dans la suite on s'int�eresseraau bicomplexe n�egatif ([11], [20]) associ�e, c'est-�a-dire au bicomplexe BC�� suivant :b # b #: : : B C2 B C1b # b # b #: : : B C2 B C1 B C0: : : b # b # b #Colonne �3 �2 �1 0L'homologie de ToTBC� = �Qp+q=n BC�p;q; b+B�, o�u BC�p;q = Cq�p si q � p; p � 0et 0 sinon, est l'homologie cyclique n�egative de C�, not�ee HC�� (C�).



4 GR�EGORY GINOTRappelons que si C� est un module simplicial, on appelle normalis�e de C� le com-plexe quotient d�e�ni pour tout n � 0 parCn = Cn=(s0(Cn�1) + :::+ sn�1(Cn�1))qui est quasi-isomorphe �a C�. Remarquons que Cn(A) = A 
 A
n o�u l'on a not�eA = A=k. En ce qui concerne E�(G); C�(G), ils sont obtenus de E�(G); C�(G) enannulant les �el�ements [g0; :::; gn] pour lesquels il existe 0 � i � n�1 tel que gi = gi+1.Pour d�e�nir la K-th�eorie alg�ebrique d'un anneau A, on utilisera la construction\+" de Quillen; on pourra par exemple consulter [18] pour un expos�e d�etaill�e. Onnotera GL(A) = lim�!GLn(A) le groupe lin�eaire et E(A) celui engendr�e par les matrices�el�ementaires. On notera �egalementM(A) = lim�!Mn(A) les matrices in�nies.2. Caract�ere de Chern explicite2.1. Caract�ere de Chern alg�ebrique. | Dans cette partie on rappelle laconstruction du caract�ere de Chern alg�ebrique construit par Goodwillie [10] etJones [12]. On peut �egalement consulter [14], [20] et [29] par exemple.Soit A une k-alg�ebre . La projection canonique P : BC�� (A)! C�(A) sur la colonne0 est un morphisme de complexes. Le caract�ere de Chern est un morphisme de groupesch� : K�(A)! HC�� (A) d�e�ni de mani�ere �a avoir la relationP � ch� = D�o�u D� : K�(A)! HH�(A) est l'application de Dennis [5] dont nous par rappelons lad�e�nition (cf. [20] chapitre 8). Le morphisme d'Hurewicz donne un morphismeH : Kn(A) = �n(BGL(A)+)! Hn(BGL(A)+) = Hn(BGL(A)) = Hn(GL(A)):On a un morphisme injectif de modules cycliques C�(G) '! NG� ,! C�(k[G]) pourtout groupe G et un morphisme bien d�e�nik[GL(A)]
n+1 �!M(A)
n+1 tr�! Cn(A)o�u tr est la trace g�en�eralis�ee de Dennis, d�e�nie par:tr(�0; :::; �n) =X(�0i0;i1 ; �1i1;i2 ; :::; �nin;i0):L'application de Dennis est la compos�ee :Di : Ki(A)  �! Hi(GL(A)) '�! HHi(NGL(A)) �! HHi(M(A)) tr�! HHi(A):L'inclusion de la colonne num�ero 0 dans BC�� n'est pas un morphisme de complexes.Mais dans le cas du module cyclique C�(G) associ�e �a un groupe G, il y a une injectionH�(G) ,! HC�� (G) qui est une section de P� : HC�� (G)! H�(G). Dans [10](LemmeII.3.2) Goodwillie a montr�e que cette injection �etait induite par un morphisme decomplexes �� : C�(G) ! BC�� (G) dont la restriction �a la colonne 0 est l'identit�e et,qu'en fait, deux tels morphismes de complexes �etaient n�ecessairement homotopes.



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 5Le caract�ere de Chern alg�ebrique se d�e�nit alors (cf. [20] chapitre 8) comme lacompos�ee chn : Kn(A)! HC�n (A) (o�u n � 1) suivante :Kn(A) H�! Hn(GL(A)) �n�! HC�n (A) '�! HC�n (NGL(A)) �! HC�n (M(A)) tr�! HC�n (A):2.2. Une application de E�(G) dans BE�� (G). | Dans ce paragraphe on vaexpliciter un morphisme de complexe �� : C�(G)! BC�� (G) dont la restriction �a lacolonne 0 est l'identit�e.Rappelons que E�(G) = k[G�+1], C�(G) = k 
k[G] E�(G) est le complexed'Eilenberg-MacLane de G et u d�esigne une variable de degr�e �2 de sorte queToTBE�n (G) = Yp�0En+2p(G)up:Si �� : E�(G)! BE�� (G) est une application lin�eaire gradu�ee de degr�e 0, on note �nsa restriction �a En(G) et on �ecrit �n comme la s�erie formelle �n = Pi�0�inui o�u�in : En(G)! En+2i(G). Une telle application est un morphisme de complexes si etseulement si pour tout n � 0, i � 0, on a (en posant ��1n = �i�1 = 0 pour n; i � 0)b�in + B�i�1n = �in�1b (1)in:La formule obtenue pour �� utilise une famille \param�etr�ee" d'homotopies contrac-tantes pour b (dans E�(G))que nous d�e�nissons d'abord.D�e�nition 2.1. | Soit h un �el�ement de G. On note s(h) : E�(G)! E�+1(G) l'ap-plication k-lin�eaire d�e�nie par s(h)[g0; :::; gn] = [h; g0; :::; gn] pour tout g0; :::; gn 2 G.Lemme 2.2. | Pour tous h; g; g0; :::; gn 2 G, on ai) : s(h)b+ bs(h) = id = s(h)b0 + b0s(h),ii) : s(gh) [gg0; :::; g:gn] = gs(h) [g0; :::; gn].Les op�erateurs s(h) ne sont pas G-lin�eaires. Cependant la relation ii) du lemmesu�ra �a assurer la lin�earit�e de l'application ��.Dans la suite on va construire des applications k-lin�eaires en utilisant des mor-phismes s(h) successifs dont on fera varier l'indice h selon les vecteurs de base dek[G�]. Pour cela pr�ecisons quelques notations. Soient f1; :::; fm des endomorphismesgradu�es k-lin�eaires de E�(G) et f un endomorphisme de degr�e ` 2Zde E�(G). Pourx0; :::; xn 2 G, on d�e�nit les �el�ements xjk 2 G, ki 2 k parf([x0; :::; xn]) = rXi=1 ki[xi0; :::; xin+`]:D�e�nition 2.3. | On note (Sf f1:::Sffm)f l'endomorphisme k-lin�eaire de E�(G)donn�e, pour tout [g0; :::; gn] 2 En(G), par(Sf f1:::Sffm)f([x0; :::; xn]) = rXi=1 ki�s(xi0) � f1 � ::: � s(xi0) � fm�([xi0; :::; xin+`]):



6 GR�EGORY GINOTEn particulier (Sidf)id est l'application k-lin�eaire [g0; :::; gn] 7! s(g0)f([g0; :::; gn])que l'on notera plus simplement Sidf . On utilisera aussi la notation (Sff1)iSf1f1 pour(Sf f1:::Sff1)f avec i it�erations de Sf f1 et (Sf f1)0f = f .Avec les notations de la partie 1, en particulier [g]n = [g; :::; g], on a pour �0.Lemme 2.4. | Dans E�(G), pour g 2 G, i � 0, on ai) : b[g]2i+1 = [g]2i; B[g]2i+1 = 2(2i + 1) [g]2i+2,ii) : b[g]2i = 0; B[g]2i = 0.iii) : L'application (G-lin�eaire) �0([g]) =Pi�0(�1)i (2i)!i! [g]2i+1 v�eri�e (1)�0.D�emonstration: On a b[g]2i+1 =P2i+1j=0 (�1)j [g]2i = [g]2i etB[g]2i = (1� t) � s �N [g]2i = (2i + 1)(1� t) � s[g]2i+1 = 2(2i+ 1)[g]2i+2:On montre ii) de même. Il r�esulte de i) que, quel que soit i � 0, on aB�(�1)i (2i)!i! [g]2i+1� = �b�(�1)i+1 (2i + 1)!(i+ 1)! [g]2i+3� ;ce qui implique la validit�e de (1)i0. �Th�eor�eme 2.5. | L'application k-lin�eaire �� d�e�nie, pour tout n � 0 et i � 1, par�0n = id et �in = (�1)i(SidB)i + (�1)i i�1Xk=0(SidB)kSid((SbB)i�kb)est un morphisme de complexes G-lin�eaire de E�(G) dans BE�� (G) induisant uneinjection de H�(G) dans HC�� (G).On notera encore �� : C�(G)! BC�� (G) l'application induite par k 
k[G] �.D�emonstration: On doit montrer que la famille d'applications lin�eaires (�in)n;i�0v�eri�e l'�egalit�e (1)in pour tous n � 0; i � 0. On pose ��1 = 0. Comme �0n = id, on ab�0� = �0��1b et donc (1)0� est v�eri��ee.Pour commencer, �0 v�eri�e (1)�0 car l'application �0 d�e�nie dans le th�eor�eme 2.5co��ncide avec celle qui est d�e�nie au lemme 2.4.L'application �� v�eri�e les formules suivantes pour n � 1, i � 1 :�in = Sid(�in�1b �B�i�1n ): (2)inEn e�et, si g0; :::; gn 2 G, par d�e�nition de ��, on a�in�1b[g0; :::; gn] = (�1)i (SidB)i + (�1)i i�1Xk=0(SidB)kSid((SbB)i�kb)! b[g0; :::; gn]= (�1)i0@(s(g1)B)i[g1; :::; gn] + nXj=1(�1)j(s(g0)B)i[g0; :::; bgi; :::; gn]1A



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 7car b2 = 0 et par d�e�nition de Sid , Sd. On trouve donc�in�1b[g0; :::; gn] = (�1)i(SbB)ib[g0; :::; gn]:Regardons B�i�1n pour n � 0, i � 1 :�B�i�1n = (�1)iB(SidB)i�1 + (�1)iB i�2Xk=0(SidB)kSid((SbB)i�1�kb):On applique maintenant les expressions obtenues pour calculer �SidB�i�1n etSid�in�1b.Sid(�in�1b�B�i�1n ) = (�1)i�Sid((SbB)ib) + SidB(SidB)i�1+ i�2Xk=0SidB(SidB)kSid((SbB)i�1�kb)! = �ince qui prouve (2)in pour n � 0, i � 1.Prouvons maintenant le th�eor�eme par r�ecurrence sur n � 0. Il faut montrer quepour tout n � 0, (1)�n est v�eri��ee et que �n est G-lin�eaire. On a obtenu le r�esultatpour n = 0. Supposons avoir v�eri��e les �egalit�es (1)�m et la G-lin�earit�e de �m pourtout indice m � n. D�emontrons alors les �equations (1)in+1 o�u i � 0. Comme on a d�ej�a�etabli le r�esultat pour i = 0, on raisonne par r�ecurrence sur i. Supposons donc avoirprouv�e (1)jn+1 pour j � i et �etudions (1)i+1n+1. Si g0; :::; gn 2 G, d'apr�es la formule(2)i+1n+1, on ab�i+1n+1[g0; :::; gn+1] = bsg0 (�i+1n b� B�in+1)[g0; :::; gn+1]= �sg0 b(�i+1n b�B�in+1)[g0; :::; gn+1]+(�i+1n b� B�in+1)[g0; :::; gn+1]par le i) du lemme 2.2. Or, les �egalit�es (1)i+1n et b2 = 0 donnentb�i+1n b = (�i+1n�1b� B�in)b = �B�inb:De plus bB = �Bb implique bB�in+1 = �Bb�in+1. Les �egalit�es (1)in+1 et B2 = 0donnent bB�in+1 = �B�inb. D'o�ub�i+1n+1[g0; :::; gn+1] = (�i+1n b�B�in+1)[g0; :::; gn+1]pour tout [g0; :::; gn+1] ce qui d�emontre (2)i+1n+1 et assure que �� est un morphisme decomplexes.On d�emontre de même la G-lin�earit�e de ��. En e�et ��0 et �0� = id sont G-lin�eaires.Supposons que ��n�1 et �i�1n (n � 1, i � 1) le soient �egalement, alors quel que soientg; g0; :::; gn 2 G, en appliquant la formule (2)in et le lemme 2.2, on a�in[g:g0; :::; g:gn] = s(g:g0) ��in�1b� B�i�1n � [g:g0; :::; g:gn]= g: �s(g0) ��in�1b� B�i�1n � [g0; :::; gn]� :En particulier �in est alors G-lin�eaire; on conclut une nouvelle fois par r�ecurrence. �



8 GR�EGORY GINOT2.3. Etude de �� dans les complexes normalis�es. | Dans la suite on tra-vaillera le plus souvent avec des complexes normalis�es pour simpli�er les formules.On va donner dans cette partie une formule explicite pour �� : C�(G) ! BC�� (G).Remarquons que, dans C�(G), on peut toujours supposer qu'une châ�ne s'�ecrit[1; g1; :::; gn]. En pratique, les cycles de C�(G) apparaissent naturellement sous cetteforme (ce sera le cas pour les cycles �etudi�es dans les paragraphes 3, 4).Si n � 1 et i � 1 on note Iin l'ensembleIin = f� = (�0; :::; �n; j) 2 N�n� f1; :::; ng j �0 + :::+ �n = i � 1g:On note �in : En(G) ! En+2i(G) (n � 1, i � 1) l'application k-lin�eaire d�e�nie, pourg0; :::; gn 2 G, par�in([g0; :::; gn]) = X�2Iin ��[g0; gj; [g0; gj]�0; gj+1; [g0; gj+1]�j+1 ; gj+2; [g0; gj+2]�j+2 ; :::: : : ; gj; [g0; gj]�j ]avec �� = (�1)n(n�j)+i(i � 1)!. On peut remarquer que ��� est G-lin�eaire et doncd�e�nit une famille d'applications �in : Cn(G)! Cn+2i(G) (n; i � 1).Pour n � 1, 1 � k < i, on introduit l'ensemble suivantKk;in = �� = �(�00 ; :::; ��00 ); (�01 ; :::; ��11 ); :::; (�0n; :::; ��nn ); (�10; :::��00 ); : : : ; (�0n; :::; ��nn ); j; �00� ;( avec ��; ��� ; ��� 2 N et 2 � j � n) j �1 = 0; �0 + :::+ �n = i � k � 1et �00 + nXp=0 �0p + �pXq=1 �qp + �qp! = k: gSi n � 1, 1 � k � i � 1, on note rk;in : En(G)! En+2i(G) l'application G-lin�eaired�e�nie, pour g1; :::; gn 2 G, parrk;in [1; g1; :::; gn] =eN X�2Kk;in �� h1; g1; [e1; g1]�00 ; gj; [e1; gj]�00 ; ]0[; gj+1; [e1; gj+1]�0j+1 ; ]j+1[; :::; gj; [e1; gj]�0j ; ]j[iavec �� = (�1)(n�1)(n�j)(i � 1� k)!(k � 1)! et ]p[ est vide si �p = 0 et sinon]p[= hg1; [e1; g1]�1p ; gp; [e1; gp]�1p ; :::; g1; [e1; g1]��pp ; gp; [e1; gp]��pp i ;pour p = 0, on remplace les gp qui apparaissent dans la formule de ]p[ par gj. Danscette formule eN est d�e�ni comme dans la partie 1.Th�eor�eme 2.6. | Dans BE�� (G), pour a; b 2 G, on a�0[a] = [a]u0 et �1[a; b] =Xi�0(�1)ii![a; b]�i+1ui:Si n � 2 et g1; :::; gn 2 G, on a dans C�(G) les formules suivantes(a) : �0n[1; g1; :::; gn] = [1; g1; :::; gn],(b) : �1n[1; g1; :::; gn] = �1n[1; g1; :::; gn] + s(1)�1n�1[g1; :::; gn], et si i � 2



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 9(c) : �in[1; g1; :::; gn] = �in[1; g1; :::; gn]+s(1)�in�1[g1; :::; gn]+Pi�1k=1rk;in [1; g1; :::; gn].On �ecrit facilement la formule d�e�nissant �in[1; :::; gn] de la mani�ere suivante : onpart de la châ�ne [1; g1; :::; gn] et on ins�ere i fois une paire [1; gj] (avec 1 � j � n).Une telle insertion se fait toujours juste �a droite de l'�el�ement gj initial. Ensuite one�ectue toutes les permutations cycliques (avec signe) t` qui place un des 1 \ins�er�es"en position 0 et en�n on multiplie par (�1)i(i � 1)!.On peut de même �ecrire les châ�nes apparaissant dans la d�e�nition de rk;in . On partde [g1; :::; gn], puis on ins�ere i � k fois une châ�ne [g1; gj] (2 � j � n). Les insertionsse font toujours �a droite du gj initial. Ensuite on ajoute 1 �a gauche d'un g1 ins�er�e.Puis on ins�ere k fois des châ�nes du type [e1; gj] avec cette fois 1 � j � n. On �niten multipliant par (�1)(n�1)(n�j)+i(k � 1)!(i � k � 1)! et en faisant agir eN c'est �adire toutes les permutations cycliques qui placent un 1 �etiquet�e en position 0. Cetteconstruction apparâ�t clairement dans le lemme suivant.Lemme 2.7. | Pour n � 1, j � 0, 1 � k < i, dans dans En+2i(G), on a:�jn = (�1)j(SidB)j ; rk;in = �kn+2(i�k)Sid(�i�kn�1d0):D�emonstration du Lemme: Pour g0; :::; gn 2 G, on a(s(g0)B)[g0; :::; gn] = nXj=0(�1)n(n�j)[g0; gj; gj+1; :::; gj�1; gj]= nXj=1(�1)n(n�j)[g0; gj; gj+1; :::; gj�1; gj](car [g0; g0; g1; :::] est nul dans E�(G)); c'est, au signe �1 pr�es, la formule donn�ee dansle lemme pour �1n (si � 2 I1n, alors �� = (�1)n(n�i)+1 et �0 = ::: = �n = 0). De plus(�1)n(n�j)[g0; gj; gj+1; :::; gj�1; gj] = tn�j[g0; g1:::; gj; [g0; gj]; gj+1; :::; gn]:On en d�eduit(s(g0)B)2[g0; :::; gn] = nXj=0(�1)n(n�j) nXk=1[g0; gj; gj+1; :::; gk; [g0; gk]; gk+1; :::; gj]= �2n[g0; :::; gn]:Pour �in, i � 2, on obtient la formule du lemme apr�es i � 1 it�erations du calculpr�ec�edent. La formule pour ri;kn s'obtient directement en \composant" les formulesobtenues pour ���. �D�emonstration du Th�eor�eme 2.6 : Par d�e�nition �0� est l'identit�e. Dans les complexesnormalis�es, la formule du lemme 2.4 ne donne des termes que dans la colonne 0.



10 GR�EGORY GINOTD'apr�es le th�eor�eme 2.5, pour n � 1; i � 1, on a�in[g0; :::; gn] = (�1)i (s(g0)B)i + i�1Xk=0(s(g0)B)ks(g0) (s(g1)B)i�kd0+ nXj=1(�1)j(s(g0)B)i�kdj1A1A [g0; :::; gn] car b =X dj:Mais une châ�ne de la forme [:::; g0; g0; :::] est triviale dans E�(G), donc0@ i�1Xk=0(s(g0)B)ks(g0)0@ nXj=1(�1)j(s(g0)B)i�kdj1A1A [g0; :::; gn] = 0 2 E�(G):On obtient alors la formule suivante (pour n; i � 0)�in = (�1)i iXk=0(SidB)kSid((Sd0B)i�kd0): (3:6:1)Pour n = 1, i � 1, on a�i1[a; b] = (�1)i iXk=0(s(a)B)ks(a)(s(b)B)i�k[b]= (�1)i(s(a)B)ks(a)[b]= Xi�0(�1)ii![a; b]i+1ui:Pour n � 2, le Lemme 2.7 et la formule (3:6:1) impliquent que�in = �in + Sid(�in�1d0) + i�1Xk=1rk;in ;ce qui termine la d�emonstration du Th�eor�eme 2.6. �Remarque : Un �el�ement inversible a d'un anneau A d�e�nit un �el�ement dans K1(A)donn�e par la matrice [a] 2 GL1(A). Son image par le morphisme d'Hurewicz H :K1(A) ! H1(GL(A)) est le cycle [1; a] 2 C1(GL(A)). Le Th�eor�eme 2.6 permet alorsde calculer son caract�ere de Chern :ch1(a) = tr('(�1([1; a]))) = tr('(Xi�0(�1)ii![1; a]i+1ui))=Xi�0(�1)ii!(a�1; a)i+1ui:On retrouve ainsi la formule donn�ee dans [16], Th�eor�eme 10:2.



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 113. Le caract�ere de Chern en bas degr�eRappelons maintenant la d�e�nition du groupe K2(A) donn�ee par Milnor dans [25].On note St(A) le groupe de Steinberg St(A) de l'anneau A et xi;j(t), i; j � 1; i 6= j,t 2 A ses g�en�erateurs. Il y a un morphisme de groupes  : St(A) ! E(A) qui envoiexi;j(t) sur ei;j(t) (la matrice �el�ementaire avec t comme coe�cient �a l'intersection dela ligne i et de la colonne j) et une suite exacte1! K2(A)! St(A)  ! E(A)! 1:3.1. Le caract�ere de Chern en degr�e 2. | Dans ce paragraphe on va donnerune formule g�en�erale pour le caract�ere de Chern d'un �el�ement de K2(A) d�e�ni commesous-groupe de St(A).Posons Jqp = f� = (�1; :::; �p) 2 Np j �1 + :::+ �p = qg.Th�eor�eme 3.1. | Soit x = xi1;j1(t1):::xin;jn(tn) 2 K2(A). En notant er =eir;jr (tr), Er = e1:::er (1 � r � n)) on a :ch2(x) = tr0@ nXr=2Xi�0 �(�1)ii!(E�1r ; Er�1; er ; (e�1r ; er)i)+(�1)i i�1Xk=0(i � k � 1)!k! X�2Ji�k2(k+1) eN�E�1r ; Er�1; ( eE�1r�1; Er�1)�1 ; er; ( eE�1r ; Er)�2 ;e�1r ; ( eE�1r�1; Er�1)�3 ; :::; e�1r ; ( eE�1r�1; Er�1)�2k+1 ; er; ( eE�1r ; Er)�2k+2)�ui� :Rappelons une formule explicite pour l'isomorphisme de groupe H : K2(A) !H2(E(A)) [25]. Soit 1 ! R ! F ! G ! 1 une pr�esentation d'un groupe G, legroupe F �etant libre sur l'ensemble S. La formule de Hopf �enonce que H2(G) �=(R \ [F; F ])=[R;F ] et cet isomorphisme s'explicite via le calcul di��erentiel de Fox (cf.[1], [7]). Soit 'bar : Cbar� (G) = k[G�]! C�(G) l'isomorphisme de complexe donn�e par'bar[g1j : : : jgn] = [1; g1; g1g2; : : : ; g1g2 : : : gn]:Si f 2 F , a; b 2 G, alors f [a j b] = [fa j b] munit Cbar2 (G) d'une structure deF -module �a gauche. Soit alors � : F ! Cbar2 (G) la d�erivation (unique) d�e�nie par�(f) =Ps2S [df=ds j s]. La restriction de � �a R\[F; F ] induit l'isomorphisme de Hopf.De plus, supposons que r = fa1; b1g:::fan; bng 2 R (on note fx; yg le commutateurde x et y), alors on a�(r) = nXi=1 �[Ri�1 j ai] + [Ri�1ai j bi]� [Ribi j ai]� [Ri j bi]� : (3:1:1)Lemme 3.2. | Si x = xi1;j1(t1):::xin;jn(tn) 2 K2(A), l'isomorphisme d'HurewiczH : K2(A)! H2(E(A)) est donn�e dans C2(E(A)) par le cycle suivant :H(x) = nXk=2 [1; Ek�1; Ek]



12 GR�EGORY GINOTo�u Ek (k � 1) est d�e�ni comme dans le th�eor�eme 3.1.D�emonstration: Soit F le groupe libre engendr�e par les symboles xi;j(t) o�u i; j � 1,i 6= j et t 2 A. Soit R le sous-groupe normal de F engendr�e par les relations d�e�nissantle groupe de Steinberg et par les �el�ements de K2(A). On a alors G = F=R = E(A) et�(xi1;j1(t1):::xin;jn(tn)) = �(xi1;j1(t1))+ : : :+xi1 ;j1(t1):::xin�1;jn�1 (tn�1)�(xin;jn(tn)):Donc, dans C2(E(A)), on a (en posant E0 = 1)H(x) = 'bar nXk=1[Ek�1 j eik ;jk(tk)] = nXk=2[1; Ek�1; Ek]:Le terme pour k = 1 est [1; 1; E1], donc est trivial dans le normalis�e C2(E(A)). �D�emonstration du Th�eor�eme 3.1 : Pour x = xi1;j1(t1):::xin;jn(tn) 2 K2(A), on doitcalculer tr�'��2 �H(x) 2 HC�2 (A). Les formules explicites pour tr; ' et les formulesdu lemme 3.2 et du th�eor�eme 2.6 donne le r�esultat. �3.2. Symboles en degr�e 2. | On calcule ici le caract�ere de Chern d'�el�ementsimportants du groupe K2 comme les symboles de Steinberg [25] et ceux de Dennis etStein [6], [23]. Si a; b sont deux �el�ements inversibles d'un anneau A qui commutent,consid�erons des rel�evements �Xa; �X0b des matrices diagonales Xa = diag(a; a�1; 1),X 0b = diag(b; 1; b�1). L'�el�ement fa; bg = [ �Xa; �X 0b] 2 K2(A) est appel�e symbole deSteinberg. Pour a; b 2 A, 0 � k < i, notonsSTik(a; b) =eN� X�1+:::+�2k+2=i�k((ab)�1; a; (ea�1; a)�1; b; ( eab�1; ab)�2; b�1; (ea�1; a)�3 ; :::; b; (eab�1; ab)�2k+2)�o�u eN est d�e�ni au paragraphe 1.Th�eor�eme 3.3. | Le caract�ere de Chern du symbole de Steinberg fa; bg est repr�e-sent�e par le cyclech2(fa; bg) = Xi�0(�1)i0@ i!((ab)�1; a; (b; b�1)i; b)� ((ab)�1; b; (a; a�1)i; a)+ i�1Xk=0(i� k � 1)!k!(STik(a; b)� STik(b; a))!ui:D�emonstration: L'�el�ement fa; bg = [ �Xa; �X 0b] est un commutateur de deux matrices deSt(A). Donc, d'apr�es la formule (3:1:1), on aH(fa; bg) = 'bar([Xa j X 0b]� [X 0b j Xa])= [1; Xa; XaX 0b]� [1; X 0b; XaX 0b]par commutativit�e de Xa et X 0b. On obtient doncch2(fa; bg) = tr (' (�2 ([1; Xa; XaX 0b]� [1; X 0b; XaX 0b]))) :



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 13Les matricesXa,X 0b,XaX 0b sont diagonales. Apr�es composition par �2 et ', on obtientdes châ�nes de k[GL3(A)]
2+2� � C2+�(k[GL(A)]) de la forme kj(M j0 ;M j1 ; :::;M j2+2�),(j 2 N, kj 2 k) o�u les matricesM j̀ 2 GL3(A) (0 � ` � n+2�, j � 0) sont diagonaleset �egales �a Xa, X 0b, XaX 0b ou leurs inverses. Ainsitr('�2)([1; Xa; XaX 0b]� [1; X 0b; XaX 0b]) = '�2([1; a; ab]� [1; b; ab])dans le complexe normalis�e BC�2 (A). Le calcul de '(�2)([1; a; ab]� [1; b; ab]) est ana-logue �a celui de '�2([1; Er�1; Er]) e�ectu�e dans la preuve du Th�eor�eme 3.1. �Passons maintenant aux symboles de Dennis et Stein. Soient a; b deux �el�ements deA qui commutent et tels que 1� ab soit inversible. Pour i 6= j, notonsPi;j(a; b) = xj;i(�b(1 � ab)�1)xi;j(�a)xj;i(b)xi;j((1� ab)�1a) 2 St(A):Le symbole de Dennis-Stein associ�e est par d�e�nition l'�el�ement< a; b > = Pi;j(a; b)P�1i;j (ab; 1) 2 K2(A):On associe �a < a; b > les matrices de E(A) suivantes:T = � 1 �a�s(1 � as)�1 (1� as)�1 � ; U = � 1 0s 1 � ; V = � 1� as �a0 (1� as)�1 � :On note Jpq l'ensemble suivantJqp = f� = (�1; :::; �2q+2) 2 N2q+2 j �1 + :::+ �2q+2 = p et �2; :::; �2q+1 � 1g:Th�eor�eme 3.4. | Le caract�ere de Chern des symboles de Dennis et Stein est re-pr�esent�e par le cycle Pi�0 chi2(< a; b >)ui o�uch02(< a; b >) = (1; b(1�ab)�1; a)+(a; (1�ab)�1; b)�((1�ab)�1; a; b)�(1; (1�ab)�1; ab);chi2(< a; b >) = i![(1; (b(1� ab)�1; a)i+1)� (1; ((1� ab)�1; ab)i+1)]+(�1)i i=3Xk=0(i � k � 1)!k! X�2Ji�kk eN (V �1; T; ( eT�1; T )�1; U; (eV �1; V )�2 ;U�1; (eT�1; T )�3; :::; U�1; ( eT�1; T )�2k+1 ; U; (eV �1; V )�2k+2): (i > 0):D�emonstration: On raisonne comme dans les d�emonstrations des th�eor�emes 3.3 et 4.3.�Dans le cas o�u ab = 0, le symbole < a; b > co��ncide avec l'oppos�e du symbole deLoday << a; b >> ([19]).Corollaire 3.5. | Soit A un anneau contenant Q. Si a; b 2 A sont tels que ab = 0,alors le caract�ere de Chern du symbole de Loday << a; b >> estch2(<< a; b >>) = ((1; a; b)� (1; b; a))u0 = B(a; b)u0:



14 GR�EGORY GINOTD�emonstration: Quand ab = 0, d'apr�es le Th�eor�eme 3.4, on ach02(< a; b >) = (1; a; b)� (1; b; a) = B(a; b):Pour i � 1, on trouve (dans C2+2i(A))chi2 = i!(1; (a; b)i+1)� i!(1; (b; a)i+1):Si A contient Q, alors, en notant z(a; b) =Pi�1(i!=(i+ 1))(a; b)i+1ui�1,(b +B) (z(a; b)) = i!Xi�1((1; (a; b)i+1)� (1; (b; a)i+1))uice qui assure que les termes des colonnes strictement n�egatives sont des bords. �Remarque : i) Cette formule est valable dans le complexe non normalis�e BC�2 (A).ii) Si A ne contient pas Q, on peut quand même d�e�nir l'�el�ement z(a; b) (apparais-sant dans la preuve du corollaire 3.5) sur les colonnes �i telles que i + 1 ne soit paspremier. On trouve alors, en notant P l'ensemble des entiers p premiers,chi2(<< a; b >>) =Xp2P(p� 1)! ((1; (a; b)p) � (1; (b; a)p))up�1:Exemple : Quand A est une k-alg�ebre commutative contenant Q, on sait qu'il existeune application �n : Cn(A) ! 
nA (pour tout n � 0), o�u 
nA est le ni�eme moduleext�erieur sur l'alg�ebre 
1A des formes di��erentielles c sur A, donn�ee par:�n(a0; :::; an) = 1=n! a0da1:::dan:Elle induit un morphisme de bicomplexes de (BC�� (A); b; B) dans (BN
�A; 0; d), o�uBN
p;qA = 
q�pA , et c'est un quasi-isomorphisme si A est lisse, cf. [22]. La formule duth�eor�eme 3.4 donne �2 � ch2(< a; b >) = (�(1 � ab)�1dadb)u0 et on aCorollaire 3.6. | Si A est une k-alg�ebre commutative lisse contenant Q, alorsch2(< a; b >) = (�(1� ab)�1dadb)u0) = D2(< a; b >)u0:On retrouve en particulier un calcul de [4] pour la trace de Dennis.Remarque : Dans de nombreux cas les groupes K2(A) ou K2(A; I) sont engendr�espar les symboles de Dennis et Stein (voir, par exemple, [25], [23], [6], [30], [26]).4. Symboles en degr�e sup�erieursDans cette partie on calcule le caract�ere de Chern des symboles de Loday <<b1; :::; bn >> et des symboles de Steinberg g�en�eralis�es fa1; :::; ang pour n > 2.Lorsque A est un anneau commutatif, on a un produit gradu�e commutatif ([18],voir aussi le paragraphe 5) Kp(A) �Kq(A) ��! Kp+q (A):En particulier, si a1; :::; an sont des �el�ements inversibles de A et fa1g; :::; fang leursimages dans K1(A), alors fa1; :::; ang = fa1g � ::: � fang est dans Kn(A).



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 15Soit A non n�ecessairement commutatif, muni de matrices m1; :::;mn 2 GLr(A) quicommutent deux �a deux et � l'uniquemorphisme d'anneauxZ[x1; :::; xn; x�11 ; :::; x�1n ]!Mr(A) qui envoie chaque xi sur mi. On note fm1; :::;mng = ��fx1; :::; xng 2 Kn(A).4.1. Symboles de Steinberg g�en�eralis�es. | Si a1; :::; an 2 A sont des �el�ementsinversibles qui commutent, le symbole de Steinberg g�en�eralis�e estfa1; :::; ang = ��(fx1; :::; xng) 2 Kn(A):Th�eor�eme 4.1. | Soient a1; :::; an des �el�ements inversibles d'un anneau A qui com-mutent deux �a deux. L'image de fa1; :::; ang est repr�esent�ee dans BC�� (A) par le cyclechn(fa1; :::; ang) = X�2�n "(�)0@Xi�0 ' �s(1)�i�1n�1[a�1 ; :::; a�n]+�in + i�1Xk=1rk;in )[1; a�1 ; :::; a�n]!ui!o�u a�j = a�(1)a�(2):::a�(j) pour j = 1:::n (les notations sont celles du Th�eor�eme 2.6).Remarque : On constate que la formule donn�ee par le Th�eor�eme 4.1 pour n = 2 estla même que celle donn�ee par le Th�eor�eme 3.3.Avant de d�emontrer ce th�eor�eme, calculons l'image par le morphisme d'Hurewiczdes symboles fm1; :::;mng. Dans GL�(A), on a les op�erateurs suivants :GL�(A) diag1�! GL3�(A) GL�(A) diag2�! GL3�(A) GL�(A) inc�! GL3�(A)m 7! diag(m;m�1; 1); m 7! diag(m; 1;m�1); m 7! diag(m; 1; 1):On associe �a m1; :::;mn, les matrices Mi (i = 1:::n) de GL3n�1r(A) d�e�nies parM1 = (diag1)n�1(m1); M2 = (diag1)n�2diag2(m2)et Mi = (diag1)n�idiag2(inc)i�2(mi) pour i = 3:::n:Lemme 4.2. | Soient m1; :::;mn des �el�ements de GLr(A) qui commutent. L'imagede l'�el�ement fm1; :::;mng par le morphisme d'Hurewicz H : Kn(A) ! Hn(GL(A))est donn�ee par le cycleH(fm1; :::;mng) = X�2�n "(�)[1;M�(1);M�(1)M�(2); :::;M�(1)M�(2):::M�(n)]o�u �n est le groupe des permutations d'un ensemble �a n �el�ements.D�emonstration: Par naturalit�e de H on se ram�ene �a l'�etude de H(fx1; :::; xng). Onraisonne par r�ecurrence sur n, le r�esultat pour n = 2 ayant �et�e d�emontr�e dans la preuvedu Th�eor�eme 3.3. Nous appelons R l'anneau commutatif Z[x1; :::; xn; x�11 ; :::; x�1n ]et � : R 
 R ! R la multiplication. On a, dans Kn+1(R), l'�egalit�e de symbolesfx1; :::; xn+1g = fx1; :::; xng � fxn+1g. On identi�e xi �a la matrice [xi]; i � n et xn+1avec la matrice incn�1([xn+1]).



16 GR�EGORY GINOTD'apr�es la remarque pr�ec�edent le Corollaire 5.5, on aH(fx1; :::; xn+1g) = H(fx1; :::; xng � fxn+1g)= X�2�n "(�)�� �sh �diag1 �[1; X�(1); :::; X�(1)X�(2):::X�(n)]� ;diag2 ([1; xn+1]))) :Pour 1 � i � n, � 2 �n, notons �X�i = diag1(X�(1):::X�(i)): On trouveH(fx1; :::; xn+1g) = X
2�n+1 "(
)[1; X
(1); X
(1)X
(2); :::; X
(1)X
(2):::X
(n+1)]:On obtient la formule du lemme en composant par ��. �D�emonstration du Th�eor�eme 4.1 : On identi�e a1; :::; an �a des matrices de GL1(A).Le lemme 4.2 implique quechn(fa1; :::; ang) = tr'�n(X�2�n "(�)[1; A�(1); A�(1)A�(2); :::; A�(1)A�(2):::A�(n)])o�u les matrices A�(i) sont d�e�nies comme dans le lemme 4.2. Toutes ces matrices �etantdiagonales, Le raisonnement de la preuve du Th�eor�eme 3.3 montre que, pour � 2 �n,tr'�n([1; A�(1); A�(1)A�(2); :::; A�(1)A�(2):::A�(n)]) ='�n([1; a�(1); a�(1)a�(2); :::; a�(1)a�(2):::a�(n)]):(On peut aussi utiliser le corollaire 5.5). Le Th�eor�eme 2.6 permet de conclure. �4.2. Symboles de Loday. | On veut ici calculer le caract�ere de Chern des sym-boles de Loday << b1; :::; bn >> (d�e�nis dans [19]) pour n > 2.Si b1; :::; bn sont des �el�ements de A tels que b1b2 = b2b3 = ::: = bnb1 = 0, notonsRi; i = 1:::n les matrices �el�ementaires suivantesRi = ei;i+1(bi); si 1 � i < n et Rn = en;1(bn):Les matrices Ri commutent deux �a deux ce qui permet de d�e�nir le symbole de Loday<< b1; :::; bn >>= ��fx1; :::; xng:Th�eor�eme 4.3. | Soient b1; :::; bn, n � 3, des �el�ements d'un anneau A tels queb1b2 = b2b3 = ::: = bnb1 = 0. Alors, dans BC�n (A), le caract�ere de Chern du symbolede Loday << b1; :::; bn >> est donn�e par le cyclechn(<< b1; :::; bn >>) = nXj=1(�1)(n�1)(j�1)(1; bj; :::; bj�1)u0= B((b1; :::; bn))u0:D�emonstration: Comme << b1; :::; bn >>= fR1; :::; Rng = fR1g � :::�fRng, d'apr�esle Corollaire 5.5, il su�t de calculer, en notant � pour le produit \shu�e",tr'�n (H(fR1g)�H(fR2g)� :::�H(fRng)



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 17En notant ��j = R�(1)R�(2):::R�(j) (j = 1:::n), on d�eduit du Lemme 4.2H(fR1g)�H(fR2g) � :::�H(fRng) = X�2�n "(�)[1; ��1 ; ��2 ; :::; ��n]:Int�eressons-nous d'abord au cas de i = 0; on ach0n(<< b1; :::; bn >>) = X�2�n "(�) �tr(( (��n)�1; R�1 ; R�2 ; :::; R�n))� :On travaille dans Cn(A). Rappelons qu'un �el�ement de A est dit trivial s'il appartient�a k. Pour tout � 2 �n et tout i = (i0; :::; in) 2 f1; :::; ngn+1, on doit calculer�i(�) = (((��n)�1)i0;i1 ; (R�1 )i1;i2; (R�2 )i2;i3 ; :::; (R�n)in;i0):Or, (R�1 )i1;i2 est trivial sauf si i1 = �(1) et i2 = �(1) + 1. Les tenseurs �i(�) nonnuls dans Cn(A) v�eri�ent donc i1 = �(1) et i2 = �(1) + 1. Pla�cons nous dans ce casl�a. Le coe�cient (R�2 )�(1)+1;i3 est trivial �a moins que �(2) = �(1) + 1 (modulo n) eti3 = �(2) + 1 = �(1) + 2 (modulo n). En poursuivant le raisonnement, on obtient,pour 0 � i � n, que �i(�) est nul dans Cn(A) sauf si � est une permutation circulaireet ij = �(j). Ce qui donnech0n(<< b1; :::; bn >>) = nXj=1(�1)(n�1)(j�1)(1; bj; :::; bj�1):Passons au calcul de chin, i � 1. D'apr�es le Th�eor�eme 2.6, pour tout � 2 �n,en notant �in(�) = '(�in[1; ��1 ; :::; ��n]), ��in(�) = '(s(1)�i�1n�1[��1 ; :::; ��n]) et rk;in (�) ='(rk;in [1; ��1 ; :::; ��n]), on achin(<< b1; :::; bn >>) = X�2�n "(�)0@tr0@�in(�) + ��in(�) Xk=1i�1rk;in (�)1A1A :On donne ci-dessous la preuve que Pi�1 �P�2�n "(�)tr(�in(�))� ui est un bord. Cer�esultat se d�emontre de mani�ere analogue pour les deux autres termes.Un calcul similaire au cas i = 0 donne, en notant i(n; s) = 1=2(n(2s+ 1) � 1),{ Si n = 2m, P�2�n "(�)tr(�in(�)) = 0 si i 6= sm, et, pour s � 0,X�2�n "(�)tr(�smn (�)) = nXj=1(�1)j+1(sm)! (1; (bj; :::; bj�1)1+s):{ Si n = 2m + 1, P�2�n "(�)tr(�in(�)) = 0 si i 6= sn; 1=2(n(2s+ 1)� 1), etX�2�n "(�)tr(�snn (�)) = nXj=1(sn)! (1; (bj; :::; bj�1)1+2s);X�2�n "(�)tr(�i(n;s)n (�)) = � nXj=1 i(n; s)! (bj ; :::; bj�1)2+2s:



18 GR�EGORY GINOTPour n = 2m,Pi>0 �P�2�n "(�)tr(�in(�))� ui est le bord(b+B) Xs>0 (sm)!s + 1 (b1; :::; bn)s+1usm�1! :On proc�ede de même pour n = 2m+ 1. �Remarque : Le calcul du th�eor�eme 4.3 s'applique �a ch2(<< b1; b2 >>), �a part ledernier paragraphe, et redonne la formule du Corollaire 3.5.Lorsque A est une alg�ebre commutative contenant Q, il existe des d�ecomposi-tions (appel�ees d�ecompositions de Hodge) de K�(A) et HC�� (A) obtenues �a partird'op�erations appel�ees �-op�erations (cf. [17] [2],[21], [20]). Les �-op�erations (�k�) surla K-th�eorie d'un anneau sont induites par le produit ext�erieur de matrices. Les �-op�erations (e�k�) sur l'homologie cyclique proviennent des op�erations ext�erieures dematrices sur l'alg�ebre de Lie associ�ee via le morphisme de Loday-Quillen ([21]). Onconsid�ere ici les �-op�erations appel�ees \vraies" � op�erations dans [20] chapitre 4.Corollaire 4.4. | Si A est une alg�ebre commutative contenant Q, alors, pour toutk � 1, on a e�kn(chn << b1; :::; bn >>) = k chn(�kn(<< b1; :::; bn >>)):Ce corollaire a �et�e obtenu en K-th�eorie et homologie cyclique multi-relative parGeller et Weibel dans [9].D�emonstration: D'apr�es le Th�eor�eme 4.3 et [21], [20]4.6 on ae�kn(chn(<< b1; :::; bn >>)) = e�kn(B(b1; :::; bn))u0= kB(e�kn�1(b1; :::; bn))u0= k kXi=0(�1)i�n� 1 + ii � X�2S0n;k(�1)k�1"(�)(1; b�(j); :::; b�(j�1))u0o�u S0n;k est l'ensemble des permutations de �n avec k � 1 descentes et telles que�(1) = 1. En notant toujours H le morphisme d'Hurewicz, d'apr�es [2], on aH(�kn << b1; :::; bn >>) = kMi=0(�1)i�n� 1 + ii �(�k�i�;n)�H(<< b1; :::; bn >>)o�u, pour M 2 GLm(A), on note �j�;m(M ) la matrice de �jAm d�e�nie par�j�;m(M )(v1 ^ ::::^ vj) =M (v1) ^ ::::^M (vj):Les arguments des preuves du Lemme 5:3 de [21] et du th�eor�eme 4.3 nous donnechn(�kn << b1; :::; bn >>) = kXi=0(�1)i�n� 1 + ii �X�2�n "(�)tr('�n[1; E�(1); : : : ; R�(1):::R�(n)])



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 19= kXi=0(�1)i+k�1�n � 1 + ii � X�2Un;k�i "(�)(1; b�(1); : : : ; b�(n))u0o�u Un;k�i est l'ensemble des conjugu�es de � (la permutation circulaire standard) ayantk descentes cycliques. La bijection naturelle Un;k�i �= S0n;k donne la conclusion. �On obtient comme corollaire du Th�eor�eme 4.3 et du Corollaire 4.4 le r�esultat suivantde Geller et Weibel ([9], Th�eor�eme 2.3)Corollaire 4.5. | Soit A = �i�0Ai une Q-alg�ebre gradu�ee. Le caract�ere de Chernch� : K�(A)=K�(A0)! HC�� (A)=HC�� (A0) v�eri�e, pour n � 1, e�kn chn = k chn �kn.D�emonstration: Les arguments de Kantorovitz ([13]) sont applicables dans ce cadrecar S = 0 sur HC�� (A)=HC�� (A0). La multiplication par un �el�ement de K1(Q[�]=(�2))ram�ene alors au cas d'un id�eal scind�e I de carr�e nul.D'apr�es les calculs du paragraphe IV:2 de [10], l'image de B : HCn�1(A; I) �=�!HC�n (A; I) est alors engendr�ee par des cycles x =Pn�1i=1 (�1)nj(1; xj; :::; xj�1) o�u xk 2I. En particulier xkxk+1 = 0 pour tout 1 � k � n et donc x = chn(<< x1; :::; xk >>)d'apr�es le Th�eor�eme 4.3. Comme chn : Kn(A; I)! HC�n (A; I) est un isomorphisme,le corollaire d�ecoule imm�ediatement du Corollaire 4.4. �Exemple : D'apr�es [9] on sait que, si a1; :::; an 2 A et a1a2 = ::: = ana1 = 0,alors le symbole g�en�eralis�e de Dennis et Stein < a1; :::; an > (cf. [19]) est �egal �a�(n)n (�(n � 1)! << a1; :::; an >>) o�u �(n)n : Kn(A)! K(n)n (A) est la projection sur ledernier facteur de la d�ecomposition de Hodge de Kn(A). En particulier,chn(< a1; :::; an >) = chn�(n)n (�(n� 1)! << a1; :::; an >>)= �X�n "(�)(1; a��1(1); :::; a��1(n))u0:On trouvera dans [9] une �etude tr�es d�etaill�ee des symboles de Loday et de leursd�ecompositions de Hodge.5. Commutation avec le produitLa compatibilit�e du produit de Loday en K-th�eorie et du produit de Hood-Jonesen homologie cyclique via le caract�ere de Chern a �et�e d�emontr�ee par McCarthy [24]en utilisant la notion de cat�egorie exacte avec co�brations. Dans cette partie on donneune d�emonstration simpliciale, dans l'esprit du papier de Hood et Jones [11].Rappelons la d�e�nition du produit de Loday en K-th�eorie que l'on note � [18].L'espace BGL(A)+ est muni d'une structure de H-espace induit par la somme directede matrices dont on note 	 l'inverse (�a homotopie pr�es). Le produit tensoriel desmatrices induit un morphisme de groupe �p;q : GLp(A) � GLq(A0) ! GL(A 
 A0):Alors b�p;q(x; y) = �p;q(x; y)	 �p;q(x; 1)	 �p;q(1; y) induit une applicationb� : BGL(A)+ ^BGL(A0)+ ! BGL(A 
 A0)+qui induit � sur les groupes d'homotopie.



20 GR�EGORY GINOTSi X�, X 0� sont des modules simpliciaux, on pose(X �X 0)� = X� 
X 0� et (X 
X 0)� = Mp+q=�Xp 
X 0q :Le produit de Hood-Jones [11], [20] est l'applicationS�� : B�(C(A) 
C(A0))! B�(C(A) �C(A0))d�e�nie,pour tout x =Pxiui 2 BC�p (A), y =P yiui 2 BC�q (A0), par :S�� (x; y) = sh(x�y)+ sh0 (x�y)u =Xi�00@ iXj=0 sh(xj ; yi�j) + i�1Xj=0 sh0(xj; yi�1�j)1A ui:On a not�e sh : (X 
X 0)� ! (X �X 0)�, sh0 : (C(A)
C(A0))� ! (C(A)�C(A0))�+2les applications d�e�nies par sh =P "(�)� o�u la somme est �etendue �a tous les (p; q)-shu�es � tels que p+q = � et sh0(a; b) =P "(�)�(s(a); s(b)) o�u la somme est �etendue�a tous les (p; q)-shu�es cycliques tels que p+ q = �, cf. [20] chapitre 4.Th�eor�eme 5.1. | Le caract�ere de Chern commute avec le produit de Loday en K-th�eorie et le produit de Hood-Jones en homologie cyclique. Pr�ecis�ement, si A;A0 sontdeux k-alg�ebres, p; q � 1 et (x; y) 2 Kp(A)�Kq(A0), alorschp+q(x � y) = S�� (chp(x); chq(y)):Pour d�emontrer ce th�eor�eme, on construit, pour G, G0 deux groupes, un analogueS�� : B�� (C�(G)
 C�(G0))! B�� (C�(G)� C�(G0))du produit S�� et on prouve qu'il commute avec ��.D�e�nition 5.2. | On note �sh0 l'application d�e�nie, pour tout p; q � 0 par�sh0 = pXi=0 qXj=0 X�2�(i;j) "(�)�(l(tix); l(tjy))o�u x 2 Cp(G); y 2 Cq(G0) et �(i; j) est l'ensemble des (p + 1; q + 1)-shu�es tels que�(1 + i) < �(p + 2 + j).Lemme 5.3. | Soit �S�� : HC�p (G)
HC�q (G0)! HC�p+q(C�(G)�C�(G0)) l'appli-cation �S�� = sh+ �sh0u.i) : On a '( �S�� ) = S�� ('
 '),ii) : L'application �S�� induit un produit associatif HC�p (G) 
 HC�q (G0) !HC�p+q(C�(G)�C�(G0)).iii) : On a [b; sh] = 0; [B; �sh0] = 0; [B; sh] + [b; �sh0] = 0:D�emonstration: Le i) est un calcul imm�ediat et ii) et iii) en d�ecoule en remarquantque le produit sur B�(NG
NG0)� s'obtient par restriction du produit de Hood-Jonesassoci�e aux alg�ebres de groupes k[G] et k[G0]. �



FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACT�ERE DE CHERN . . . 21Lemme 5.4. | Dans HC�p+q(G� G0), on a �S�� (�p 
 �q) = �p+q(sh).D�emonstration: Soit pour n � 0, 
n : (C�(G) 
 C�(G0))n ! B�n (C�(G) � C�(G0))d�e�ni, pour p + q = n, par 
n = �n(sh) � �S��(�p 
 �q). On va montrer que 
� esthomotope �a 0. On pose 
n = P 
inui. On cherche donc une famille (�n)n�0 d'appli-cations G-lin�eaires telles que pour tout n; i � 0 on ait
in = b�in + B�i�1n + �in�1b: (1)inDans le complexe normalis�e, on a 
0(x; y) = �0(sh(x; y)) � �S�� (�0(x)
 �0(y)) = 0.De même 
n(x; y) = 0 si y 2 C0(G0). On va raisonner de la même fa�con que dansle th�eor�eme 2.5. Posons �0n = 0 = ��1n et �0 = 0. On d�e�nit, pour i � 1; n � 1,�in = sid(
in �B�i�1n � �in�1b):Les �in sont bien G-lin�eaires par r�ecurrence sur n. La famille (�in) v�eri�e (1)in pourn = 0 ou i = 0. Supposons que les �egalit�es (1)�m sont satisfaites pour tout 0 � m.Montrons par r�ecurence sur i que les �egalit�es (1)in+1 sont satisfaites pour tout i � 0.On connait le r�esultat pour i = 0. Supposons donc, que les �egalit�es (1)jn+1 sontsatisfaites pour 0 � j � i. On ab�i+1n+1 = 
i+1n+1 � B�in+1 � �i+1n b� sidb(
i+1n+1 �B�in+1 � �i+1n b): (2in)En appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence et la relation [B; sh]+ [b; �sh0] = 0 du Lemme5.3 on trouve que b(
i+1n+1 �B�in+1 � �i+1n b) = 0 et (1)i+1n+1 est v�eri��ee. �D�emonstration du Th�eor�eme 5.1 : Il est bien connu (cf. par exemple [8]) qu'en po-sant h(x; y) = x 
 y 	 x 
 1 	 1 
 y; on obtient, par fonctorialit�e, que H(x � y) =h�(sh(H(x);H(y)).Le th�eor�eme d�ecoule de la commutativit�e du diagramme suivant (o�u l'on a pos�eG = GL(A), G0 = GL(A0),M =M(A) etM0 =M0(A)) :Kp(A)
Kq(A0) � //H
H �� Kp+q(A 
A0) H ))TTTTTTTTTTTTTTTHp(G)
Hq(G0) sh //�p
�q �� Hp+q(G� G0) h� //�p+q �� Hp+q(GL(A
 A0))�p+q ��HC�p (G)
HC�q (G0) �S�� //'
' �� HC�p+q(G� G0)' �� HC�p+q(GL(A 
A0))' ��HC�p (M)
HC�q (M0) S�� //tr
tr �� HC�p+q(M
M0)tr �� HC�p+q(M(A
 A0))tr ��HC�p (A) 
HC�q (A0) S�� // HC�p+q(A 
 A0) id // HC�p+q(A
 A0):



22 GR�EGORY GINOTD'apr�es les Lemmes 5.3, 5.4 et le d�ebut de la d�emonstration, il su�t de d�emon-trer que tr'�p+qh� = tr'�p+q . Mais tr'((x 
 1)� � (1 
 y)�) = 0 si p; q � 1 cartr1GL(A)tr1GL(A0) = 0 dans le complexe normalis�e. �Remarque : Le diagramme commutatif de la preuve du Th�eor�eme 5.1 implique lecorollaire suivant o�u l'on d�e�nit �Chp;q : Hp(GL(A))
Hq(GL(A0))! HC�p+q(A
A0)comme la compos�ee suivanteHp(G)
Hq(G0) sh�! Hp+q(GL(A
A0)) �p+q�! HC�p+q(GL(A
A0)) tr�'�! HC�p+q(A
A0):Corollaire 5.5. | Soit x 2 Kp(A); y 2 Kq(A0). Le caract�ere de Chern chp+q(x�y)est �egal �a �Chp;q(H(x);H(y))En particulier, si x 2 Prim(Hp(GLm(A)) � Kp(A) et y 2 Prim(Hq(GLm(A0)) �Kq(A0), alors H(x � y) 2 Hp+q(GL3m(A
A0)) et, pour calculer chp+q(x � y), il su�tde calculer �tr'�p+qH(x � y) o�u�tr(M0; :::;Mn) = mXi0;::;in=1((M0)i0;i1 ; :::; (Mn)in;i0):R�ef�erences[1] Brown, Kenneth S., Cohomology of groups, Graduate Texts in Mathematics, 87.Springer-Verlag, New York-Berlin, 1982.[2] Cathelineau, Jean-Louis, �-structures in algebraic K-theory and cyclic homology, K-Theory 4 (1990/91), no. 6, 591{606.[3] Connes, Alain, Noncommutative di�erential geometry, I, II, Publ. Math. Inst. HautesEtud. Sci. 62 (1985), 41{144.[4] Dennis, R. Keith, Di�erentials in algebraic K-theory, non publi�e, circa 1975.[5] Dennis, R. Keith, Algebraic K-theory and Hochschild homology, non publi�e, 1975-1976.[6] Dennis, R. Keith; Stein, Michael R., K2 of discrete valuation rings, Advances in Math.18 (1975), no. 2, 182{238[7] Fox, Ralph H.,Free di�erential calculus. I, Derivation in the free group ring. Ann. ofMath. (2) 57, (1953), 547{560.[8] Gaucher, Philippe, Produit tensoriel de matrices, homologie cyclique, homologie desalg�ebres de Lie, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 44 (1994), no. 2, 413{431.[9] Geller, Susan C.; Weibel, Charles A., Hodge decompositions of Loday symbols in K-theory and cyclic homology, K-Theory 8 (1994), no. 6, 587{632[10] Goodwillie, Thomas G., Relative algebraicK-theory and cyclic homology, Ann. of Math.(2) 124 (1986), no. 2, 347{402[11] Hood, Christine E.; Jones, John D. S., Some algebraic properties of cyclic homologygroups, K-Theory 1 (1987), no. 4, 361{384.[12] J. D. S. Jones, Cyclic homology and equivariant homology, Invent. Math. 87 (1987),403{424.
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