
Annales Mathematiques Blaise Pascal 0, 0-0 (2001)Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres deGerstenhaberGr�egory GinotR�esum�eOn �etudie ici les notions d'alg�ebre de Gerstenhaber �a homotopiepr�es et d'homologie des alg�ebres de Gerstenhaber du point de vue de lath�eorie des op�erades. Pr�ecis�ement, on donne une description explicitedes G-alg�ebres �a homotopie pr�es (c'est-�a-dire d'alg�ebres sur le mod�eleminimal de l'op�erade G des alg�ebres de Gerstenhaber). On d�ecrit �egale-ment le complexe calculant l'homologie des G-alg�ebres. On donne unesuite spectrale qui converge vers cette homologie et quelques exemplesde calculs. En�n on explicite la structure d'alg�ebre de Poisson �a ho-motopie pr�es.La notion d'alg�ebre de Gerstenhaber (not�ee aussi G-alg�ebre) a �et�e in-troduite par Murray Gerstenhaber [5] en 1963. Pr�ecis�ement, Gerstenhabera montr�e que la cohomologie de Hochschild HH�(A) de toute alg�ebre asso-ciative A peut être munie d'un cup-produit de degr�e 0 et d'un crochet dedegr�e -1. Le cup-produit est associatif et commutatif et le crochet munit lasuspension de HH�(A) d'une structure d'alg�ebre de Lie (gradu�ee). De plus,le crochet est une d�erivation pour le produit.Ce type de structure apparâ�t aussi fr�equemment en physique et en g�eom�e-trie di��erentielle. Par exemple, l'espace gradu�e des multi-champs de vecteurssur une vari�et�e di��erentiableM , muni du crochet de Schouten-Nijenhuis, estune alg�ebre de Gerstenhaber.Il existe aussi une interpr�etation topologique. Une des op�erades topologi-ques les plus �etudi�ees est l'op�erade des petits disques D. Pr�ecis�ement, D(n)est l'espace des con�gurations de n petits disques �a l'int�erieur du disqueunit�e du plan. La composition est induite par contraction et insertion detelles con�gurations dans les petits disques. La structure d'une alg�ebre deGerstenhaber est d�ecrite par une certaine op�erade G. Cohen [1] a montr�e quel'op�erade G est isomorphe �a l'homologie de l'op�erade D.L'int�erêt pour l'�etude de G-alg�ebres �a homotopie pr�es (not�ee aussi G1-alg�ebres) a grandi apr�es que Deligne [2] a conjectur�e que l'isomorphisme1



Gr�egory Ginotpr�ec�edent se relevait au niveau des châ�nes, c'est-�a-dire qu'il existait unestructure de D-alg�ebre sur le complexe de cochâ�nes de Hochschild C�(A;A).D'un point de vue alg�ebrique cette conjecture implique qu'il existe une struc-ture naturelle de G1-alg�ebre sur C�(A;A) (en caract�eristique 0). En fait unetelle structure est l'analogue en g�eom�etrie non commutative de la G-structuresur les multi-champs de vecteur d'une vari�et�e.Di��erentes r�eponses �a cette conjecture (utilisant di��erentes notions deG-alg�ebre �a homotopie pr�es) ont �et�e apport�ees notamment par [7], [21], [19].Kontsevich et Soibelman ont d�emontr�e une g�en�eralisation de cette conjec-ture [11], [12]. En 1998, Tamarkin [19] a donn�e une nouvelle preuve du th�eo-r�eme de formalit�e de Kontsevich en utilisant (et d�emontrant) l'existence d'unestructure de G-alg�ebre �a homotopie pr�es sur C�(A;A).�Etant donn�ee une (( structure alg�ebrique )) P, i:e: une op�erade P, la no-tion la plus canonique de P-alg�ebre �a homotopie pr�es est celle d'alg�ebre surle mod�ele minimal de P cf. [8], [16], [14]. Le mod�ele minimal d'une op�eradeP consiste en une op�erade gradu�ee libre munie d'une di��erentielle et d'unquasi-isomorphisme avec P. Lorsque P est de Koszul, d'apr�es Ginzburg etKapranov [8], son mod�ele minimal (not�e P1) est donn�e par la bar construc-tion de P . Il est �a noter que dans une telle structure �a homotopie pr�esles conditions de sym�etrie des op�erations (commutativit�e du produit d'unealg�ebre commutative, antisym�etrie du crochet de Lie par exemple) restentstrictes.Curieusement, les d�e�nitions explicites de G-alg�ebres �a homotopie pr�esintroduites pour r�epondre �a la conjecture de Deligne n'ont pas �et�e d�ecritesen tant qu'alg�ebres sur le mod�ele minimal de G. Le premier objectif de cet ar-ticle est de donner une description explicite de la structure d'une G1-alg�ebre�a partir du mod�ele minimal de G. Il est implicite que la d�e�nition de Ta-markin et Tsygan [20] correspond �a celle donn�ee par le mod�ele minimal deG, mais uniquement dans le cas d'alg�ebres de dimension �nie et, de plus,certaines relations ne sont pas explicit�ees. Dans [19], Tamarkin a montr�e quele complexe de cochâ�nes de Hochschild C�(A;A) admet une structure d'al-g�ebre sur le mod�ele minimal de G r�epondant ainsi positivement �a la versionalg�ebrique de la conjecture de Deligne. Cependant les op�erations d�e�nissantcette structure ne sont pas explicites. En particulier, dans cette construction,le cup-produit classique (associatif et non commutatif) sur C�(A;A) est rem-plac�e par un produit strictement commutatif et associatif �a homotopie pr�es(et homotope au cup-produit). Les liens avec la version topologique de cetteconjecture sont donn�es par Voronov [21].2



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberDans [8], Ginzburg et Kapranov ont donn�e un moyen de construire expli-citement un complexe (CP� (A); d) associ�e �a toute P-alg�ebre A. Ce complexeest tel que la nullit�e de la compos�eeCP3 (A) d�! CP2 (A) d�! CP1 (A)se d�eduise des relations d�ecrivant la structure des P-alg�ebres. Dans le cas desalg�ebres associatives, commutatives et de Lie, on retrouve les complexes stan-dard de Hochschild, de Harrison et de Chevalley-Eilenberg respectivement.Plus g�en�eralement, le complexe donn�e par Ginzburg et Kapranov calculel'homologie de Quillen associ�ee aux P-alg�ebres. En fait certains calculs deTamarkin [19] s'interpr�etent facilement comme des calculs en homologie desalg�ebres de Gerstenhaber.Le deuxi�eme objectif de cet article est de d�ecrire l'homologie op�eradiquedes G-alg�ebres (appel�ee par la suite homologie de Gerstenhaber). On d�ecrit lecomplexe et la di��erentielle calculant l'homologie de Gerstenhaber HG�(A)d'une G-alg�ebre A. Ce complexe est en fait un bicomplexe et on en d�eduit unesuite spectrale convergeant vers HG�(A) dans l'esprit de [15]. En utilisant lasuite spectrale pr�ec�edente, on calcule �egalement HG�(A) lorsque A est unealg�ebre de Gerstenhaber libre, une alg�ebre de Gerstenhaber libre sur unealg�ebre de Lie, ou une G-alg�ebre dont l'une des op�erations est triviale.On peut e�ectuer les mêmes calculs dans le cadre des alg�ebres de Poisson(ou plus g�en�eralement des n-alg�ebres). Le dernier objectif de cet article estde donner une description explicite de la structure d'alg�ebre de Poisson �ahomotopie pr�es.Le paragraphe 1 est constitu�e de rappels sur la th�eorie des op�erades. Dansle paragraphe 2 on rappelle la d�e�nition des alg�ebres de Gerstenhaber et del'op�erade G qui les d�ecrit et on donne la structure des G-alg�ebres libres. Ond�ecrit les alg�ebres de Gerstenhaber �a homotopie pr�es dans le paragraphe 3.Le complexe calculant l'homologie des G-alg�ebres est explicit�e au paragraphe4 ainsi qu'une suite spectrale E2�;� = Hq(V �Harr(A)p[1]; d`) convergeant versHG(A) pour toute G-alg�ebre A. Dans le paragraphe 5, on illustre les r�esultatsdes paragraphes pr�ec�edents en donnant une preuve �el�ementaire de la koszulit�ede l'op�erade G (un th�eor�eme de Markl [15] et Getzler-Jones [7]), en montrantque HG�(A) = HLie� (g) (l'homologie de Cartan-Eilenberg de g �a coe�cienttrivial) si A est l'alg�ebre de Gerstenhaber libre sur l'alg�ebre de Lie g et encalculant l'homologie de Gerstenhaber des alg�ebres de Gerstenhaber ayantune op�eration triviale. En�n, dans le paragraphe 6, on applique les m�ethodesdu paragraphe 3 au cas des alg�ebres de Poisson.3



Gr�egory GinotJe tiens �a remercier Gilles Halbout, Jean-Louis Loday et Mathieu Zim-mermann sans qui le groupe de travail de Strasbourg sur les op�erades n'auraitpas �et�e aussi stimulant et Pierre Cartier pour ses pr�ecieux commentaires.Notations : Dans toute la suite k sera un corps de caract�eristique z�ero etQ le corps des nombres rationnels. On notera Sn le groupe sym�etrique surn lettres (n � 1) et �k sera le k-espace vectoriel de dimension 1 muni, pourtout n � 1, de la repr�esentation signature de Sn. On munit �egalement k dela repr�esentation triviale de Sn.Pour V un espace vectoriel gradu�e (ou un complexe) et n 2 Zon noteraV [n] le k-espace vectoriel gradu�e (complexe) V [n] = k[n]
 V o�u k[n] est lek-espace vectoriel gradu�e de dimension 1 concentr�e en degr�e �n. Si x 2 V ,on notera snx l'�el�ement correspondant dans V [n] de degr�e jx j �n.1 Rappels sur les op�erades1.1 D�e�nitions g�en�eralesUn S-module M est la donn�ee d'une famille (M(1); M(2); :::;M(n); :::)de k-espaces vectoriels (gradu�es) telle que chaque M(n) (n � 1) soit munid'une structure de Sn-module �a gauche. Si V est un espace vectoriel (gradu�e),l'espace V 
n est muni d'une action �a droite de Sn par permutation (avec laconvention de signe de Koszul-Quillen). En particulier, pour x1; :::; xn 2 Vet � 2 Sn, on notera "(�) (on sous-entend la d�ependance par rapport �ax1; :::; xn) le signe d�e�ni par(x1 
 :::
 xn)� = "(�)x�(1)
 :::
 x�(n):On notera �egalement sg(�) = sgn(�)"(�). Plus g�en�eralement, soient V1; :::; Vndes espaces vectoriels gradu�es et xi 2 Vi[pi] (i = 1:::n); on notera "0(�) le signed�e�ni par (sp1x1 
 :::
 spnxn)� = "0(�)sp�(1)x�(1) 
 :::
 sp�(n)x�(n)et sg0(�) = sgn(�)"0(�). On notera aussi j xi j0=j x j �pi:On associe �a un S-module un foncteur (dit foncteur de Schur) S(M;�) :Vect! Vect (o�u Vect est la cat�egorie des espaces vectoriels) d�e�ni parS(M;V ) =Mn�1 M(n)
Sn V 
n:4



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberOn notera dans la suite simplementM(V ) l'espace vectoriel S(M;V ). Si Met N sont deux S-modules, on d�e�nit le S-module compos�e M � N de tellesorte que le foncteur de Schur associ�e soit la compos�ee des foncteurs de Schurde M et N . Pr�ecis�ement, on a(M�N)(m) =Mn�1 M(n)
Sn Mp1+:::+pn=m IndSp1+:::+pnSp1�:::�SpnN(p1)
 :::
N(pn)! :Une op�erade (cf. [17], [8]) est la donn�ee d'un S-module P et de trans-formations de foncteurs 
 : P � P ! P, � : (k; 0; :::) ! P satisfaisant desaxiomes d'associativit�e et d'unit�e ([8]). Une telle structure est en fait d�eter-min�ee par des applications lin�eaires (compatibles avec les actions des groupessym�etriques)
n;p1;:::;pn : P(n)
Sn P(p1)
 :::
P(pn) �! P(p1 + :::+ pn)appel�ees compositions.Une alg�ebre sur une op�erade P (cf. [7], [8]) est la donn�ee d'un espacevectorielA et d'une application � : P(A)! A, compatible avec l'inclusion deA dans P(A) (donn�ee par �), telle que le diagramme suivant soit commutatifP � P(A) 
 //P(�) �� P(A)���P(A) � // A:Une structure de P-alg�ebre est donc donn�ee par des applications�n : P(n)
Sn A
n ! A:Si V est un espace vectoriel, alors l'espace vectoriel P(V ) est naturelle-ment muni d'une structure de P-alg�ebre via P(P(V )) 
(V )�! P(V ). Une telleP-alg�ebre est appel�ee P-alg�ebre libre. Ces alg�ebres sont caract�eris�ees par lapropri�et�e universelle suivante: pour toute P-alg�ebre A et toute applicationlin�eaire V '�! A, il existe une unique application  : P(V ) ! A qui fassecommuter le diagramme suivant 5



Gr�egory GinotV �(V ) //' ��>>>>>>>> P(V ) ||zzzzzzzzA :Toutes les notions pr�esent�ees ici admettent des notions duales �evidentes(cf. [7]). En particulier on a les notions de coop�erades, coalg�ebres sur unecoop�erade et coalg�ebres colibres.Suivant Tamarkin ([19]), quand M est un S-module, on note Mm le S-module d�e�ni par Mm(n) = M(n) 
 �k
jmj[m(n � 1)] de telle sorte que, siP est une op�erade, une structure de Pm-alg�ebre sur A est �equivalente �a unestructure de P-alg�ebre sur A[m].1.2 Pr�esentation d'une op�eradeLe foncteur oubli U : Oper ! S-mod de la cat�egorie des op�erades versla cat�egorie des S-modules admet un adjoint �a gauche F : S-mod ! Oper.Une op�erade de la forme F (M) est libre. Elle est munie d'un morphismede S-modules i : M ! F (M) tel que, pour tout morphisme de S-modulesM '�! P (avec P une op�erade), il existe un unique morphisme d'op�eradesF (M)  �! P tel que le diagramme suivant commute.M i //' ��@@@@@@@@ F (M) ||yyyyyyyyyPUne description du foncteur F en terme d'arbres est donn�ee dans [8], [7]par exemple.Soient M un S-module et R un sous S-module de F (M). Un id�eal R deF (M) est un sous S-module de F (M) tel que 
(R�F (M)) et 
(F (M) �R)soient inclus dans R (en particulier 
 se restreint au S-module quotientF (M)=R = (F (M)(1)=R(1); : : : )). Si R est l'id�eal engendr�e par R (c'est-�a-dire le plus petit id�eal de F (M) contenant R), on note Op(M;R) l'op�eradequotient de F (M) par R. L'op�erade Op(M;R) est dite pr�esent�ee par lesg�en�erateurs M et les relations R. 6



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberUne op�erade Op(M;R) est dite binaire si M est concentr�e en degr�e 2 i:e:M = (0;M(2); 0; ::::). Une op�erade Op(M;R) est dite quadratique si R estinclus dans FM(3). Dans toute la suite on ne s'int�eressera qu'�a des op�eradesbinaires quadratiques.Dualement on a une notion de copr�esentation d'une coop�erade.Si P = Op(M;R) est une op�erade binaire quadratique, la coop�erade dualeP? (cf. [7]) de P est la coop�erade coOp(M [1]; R?[2]) o�u R? = F (M)(3)=R.Si C est la coop�erade C = coOp(N;Q), on d�e�nit l'op�erade duale C? =Op(N [�1]; Q?[�2]). On v�eri�e facilement que (P?)? = P et que (C?)? = C.1.3 Koszulit�e d'une op�eradeSoit P = Op(M;R) une op�erade binaire quadratique et V un espacevectoriel. D'apr�es [8], [7] l'espace vectoriel P?(P(V )) peut être muni de ma-ni�ere naturelle d'une structure de complexe. La di��erentielle est donn�ee parl'applicationd� : P? � P �! P? � P? � P 1
�
1�! P? � P � P �! P? � Po�u � est la compos�ee P? ! P?(2) �= P(2)[1] ,! P[1]: On dit qu'une op�e-rade binaire quadratique est de Koszul si (P? � P; d�) est quasi-isomorphe �a(k; 0; :::).Il existe une r�esolution quasi-libre d'une op�erade de Koszul, la construc-tion bar (cf. [7]): si C est une coop�erade coaugment�ee, la construction barde C est l'op�erade coB(C) = F (C[�1]). On la munit d'une di��erentielle dBd�e�nie comme l'unique di��erentielle qui prolonge la co-composition de C.Cette di��erentielle est compatible avec les �eventuelles di��erentielles C ! C.Lorsque C = P?, on a une application canonique coB(P?) ! P. Il est bienconnu que cette application est un quasi-isomorphisme si et seulement si Pest de Koszul.Exemple: L'op�erade Ass des alg�ebres associatives est engendr�e par mk[S2] etla relation m(m; 1) = m(1;m). Cette op�erade est (( auto-duale )), c'est-�a-direque Ass? = (Ass�1)� o�u � d�esigne le dual lin�eaire. Il est bien connu que Assest une op�erade de Koszul.L'op�erade des alg�ebres commutatives est l'op�eradeCom = Op(mk;m(m; 1)�m(1;m))7



Gr�egory Ginotet l'op�erade des alg�ebres de Lie est l'op�eradeLie = Op(`�k;RLie):o�u RLie est la relation de Jacobi. Ces op�erades sont (( duales )) l'une de l'autre:Com? = (Lie�1)� et Lie? = (Com�1)� et elles sont de Koszul.2 L'op�erade des alg�ebres de GerstenhaberUne alg�ebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel Z-gradu�e A munid'une multiplication commutative et associative m : A
A! A de degr�e 0et d'un crochet [ ; ] : A 
 A ! A de degr�e �1 tel que (A[1]; [ ; ]) soit unealg�ebre de Lie (gradu�ee) et que, pour tout x homog�ene, l'application [x; ]soit une d�erivation (gradu�ee) pour la multiplication m.Une alg�ebre de Gerstenhaber est d�etermin�ee par la donn�ee de deux op�era-tions binaires v�eri�ant des relations quadratiques o�u chaque variable n'ap-parâ�t qu'une seule fois. Ainsi, il existe une op�erade dont les alg�ebres sontexactement les alg�ebres de Gerstenhaber. Rappelons que, pour une op�eradebinaire Op(M;R), le S3-module F (M)(3) = IndS3S2M(2) 
M(2) o�u S2 agitsur le deuxi�eme facteur M(2). Si m1 et m2 sont des op�erations de M(2),on note m1(m2; 1) l'�el�ement m1 
m2 2 F (M)(3). On note (x; y; z) la basecanonique de la repr�esentation standard IndS3S2 k et on identi�e x; y et z avecrespectivement l'identit�e de S3, la permutation circulaire standard � = (123)et � 2. Rappelons aussi que l'on a muni k d'une structure de S2-module trivial.Lemme 2.1: L'op�erade des alg�ebres de Gerstenhaber est l'op�eradeG = Op(`k[1]�mk;R)o�u R = R(�2) �R(�1) �R(0) avecR(�2) = Vect[`(`; 1)x + `(`; 1)y + `(`; 1)z]R(�1) = Vect `(m; 1)x +m(`; 1)y +m(`; 1)z]�Vect[`(m; 1)y +m(`; 1)z +m(`; 1)x]�Vect[`(m; 1)z +m(`; 1)x +m(`; 1)y]R(0) = Vect[m(m; 1)x � m(m; 1)y]�Vect[m(m; 1)x � m(m; 1)z]:8



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberD�emonstration: Il est clair que l'op�eration m induit une structure com-mutative puisque k est la repr�esentation triviale. De plus, les relations R(0)traduisent l'associativit�e de m. On remarque ais�ement que R(�2) est le S3-sous-espace engendr�e par la relation de Jacobi (i:e: R(�2) �= RLie[2]). Donc,si A est une G-alg�ebre, l'op�eration ` induit une structure d'alg�ebre de Lie surA[1] via l'identi�cation d'une application `�k
(A[1])
2 ! A[1] avec une appli-cation `k[1]
A
2 ! A. En�n les relations R(�1) traduisent la compatibilit�edes op�erations ` et m.Donnons un exemple, celui de l'alg�ebre de Gerstenhaber libre sur un es-pace vectoriel. Dans toute la suite on notera Lie(p) = Op �`�k;R(�2)[�2]� (p).Rappelons que Lie(A) = �p�1Lie(p)
Sp A
p est l'alg�ebre de Lie libre sur A.Lemme 2.2: Soit A un espace vectoriel Z-gradu�e. L'alg�ebre de Gerstenhaberlibre sur A est G(A) =Mn�0 �n (Lie(A[1])) [�n]:Le produit commutatif m est donn�e (au signe pr�es) sur G(A) par leproduit ext�erieur. Pr�ecis�ement, soit x1; :::xn et y1; :::; ym des �el�ements deA
p1; :::; A
pn et A
q1; :::; A
qn respectivement. Pour x 2 A
p, rappelonsqu'on note j x j0=j x j +p. On am(x1 ^ :::^ xp; y1 ^ ::: ^ yq) = (�1)q(jx1j0+:::+jxpj0)x1 ^ :::^ xp ^ y1 ^ ::: ^ yq:Le produit `, appliqu�e aux �el�ements x1 ^ :::^ xp et y1 ^ :::^ yq, est donn�e parapplication de la r�egle de Leibniz (rappelons que le symbole ^ correspond �aune it�eration de la multiplication m) �a `(x1 ^ ::: ^ xp; y1 ^ ::: ^ yq) puis parcomposition sur les alg�ebres de Lie libres.D�emonstration: Notonsm�n un g�en�erateur de Com(n) = Op(mk;R(0))(n)(en particulier m�2 = m).Par d�e�nition, l'alg�ebre de Gerstenhaber libre sur A estG(A) =Mn�0 G(n)
Sn A
n:Un �el�ement de G(n) s'�ecrit comme une combinaison lin�eaire de (( composi-tions )) des op�erations m et `. Mais les relations R(�1) assurent que tout terme9



Gr�egory Ginotdu type `(m; 1) est �egal, dans G(n), �a une somme de deux termes de la formem(`; 1). On peut donc �ecrire chaque �el�ement de G(n) comme une somme determes du type m(m(:::m(`(`(:::`):::).Il est bien connu (cf: [8]) que les relations R(0) induisent une structured'alg�ebre commutative et que les relations R(2) induisent une structure d'al-g�ebre de Lie sur la suspension d'un espace vectoriel gradu�e. On en d�eduit unmorphisme (n � 2)  de G(n) dansM0�j�nm�jk
Sj0@ Mp1+:::+pj=n(Lie(p1)
Sp1 sgnp1[p1])[�1]
 : : :: : :
 (Lie(pj)
Spj sgnpj [pj ])[�1]� :Il est clair que la composition d'une op�eration commutative m�j (sur j va-riables) avec le produit tensoriel de j op�erations `1; :::; `j (sur p1; :::; pj va-riables respectivement) induit un morphisme r�eciproque de  . Par cons�equentG(n) est �egal �aM0�j�nm�jk
Sj0@ Mp1+:::+pj=n(Lie(p1)
 sgnp1[p1])[�1]
 : : :: : :
 (Lie(pj)
 sgnpj [pj ])[�1]� :On obtient alors la formule du lemme en e�ectuant le produit tensoriel avecA
n et en utilisant l'identit�eLie(A) = �p�1Lie(p) 
Sp A
p:Les formules de composition s'en d�eduisent via l'identi�cationSk(V [�1]) �= V ^ ::: ^ V [�k]:Remarque: On peut aussi d�emontrer ce lemme en utilisant directement lapropri�et�e universelle des alg�ebres libres. On commence par montrer quele crochet de Lie(A[1]) s'�etend en un unique crochet de Gerstenhaber �a�� (Lie(A[1])) [�n] = Com(Lie(A[1])[�1]). Ensuite, �etant donn�e une alg�ebre10



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de Gerstenhaberde Gerstenhaber G et une application lin�eaire f : A ! G, la propri�et�euniverselle des alg�ebres de Lie libres permet d'�etendre ce morphisme en unmorphisme d'alg�ebres de Lie g : Lie(A[1]) ! G[1]. On �etend g en un mor-phisme d'alg�ebres commutatives h : Com(Lie(A[1])[�1]) ! G de même eton v�eri�e que h est alors compatible avec les crochets de Gerstenhaber.Remarque: En particulier l'alg�ebre commutative libre (sur A)S(A) �= �n�0(A[1] ^ ::: ^A[1])[�n]est une sous-alg�ebre commutative de (G(A);m). De même l'alg�ebre de Lielibre surA[1] (i:e:�p�1Lie(p)
A[1]
p) est une sous-alg�ebre de Lie de (G(A); `).3 Alg�ebres de Gerstenhaber �a homotopie pr�es3.1 Mod�ele minimal d'une op�eradeLorsque l'op�erade P est de Koszul, il existe une notion naturelle de P-alg�ebre �a homotopie pr�es (cf. [8], [16]). Pr�ecis�ement, un mod�ele quasi-librepour une op�erade P est un S-module W = F (M) (i.e. W est libre en tantqu'op�erade d'espace vectoriel gradu�e) muni d'une di��erentielle et d'un quasi-isomorphismeW i�! P.Un mod�ele est dit minimal si d(M) � F (M)�2. Un mod�ele minimal estunique �a isomorphisme pr�es ([16]). On note P1 le mod�ele minimal de P s'ilexiste. Une P-alg�ebre �a homotopie pr�es est une alg�ebre sur le mod�ele minimalde P ([8], [16]).Lorsque P est de Koszul, son bar complexe coB(P?) = F (P?[�1]) estun mod�ele quasi-libre de P. On v�eri�e facilement qu'il est minimal. L'op�e-rade P1 s'identi�e donc �a l'op�erade coB(P?). En particulier, ses op�erationsbinaires sont les mêmes que celles de P. Le lemme suivant dû �a Ginzburg,Kapranov [8] et Getzler, Jones [7], va nous permettre d'identi�er la structuredes P1-alg�ebres.Lemme 3.1:([8], [7]) Soit C une coop�erade coaugment�ee. La donn�ee d'unestructure de coB(C)-alg�ebre sur A est �equivalente �a la donn�ee d'une di��eren-tielle de C-cog�ebre d : C(A)! C(A)[1].11



Gr�egory GinotDonnons un bref aper�cu de la d�emonstration car elle illustre la m�ethodeque l'on va utiliser par la suite. L'op�erade coB(C) �etant libre, une structurede coB(C)-alg�ebre est uniquement d�etermin�ee par la restriction 
=coB(C)(1) :C(A)! A, c'est-�a-dire par des applicationsdn : C(n)
A
n ! A:De même, comme C(A) est colibre, une di��erentielle d : C(A) ! C(A) estaussi uniquement d�etermin�ee par une famille d'applications dn : C(n) 
A
n ! A.Les conditions de compatibilit�e de 
 provenant de la structure d'op�eradedi��erentielle sont �equivalentes �a la condition d2 = 0.En particulier, une P1-alg�ebre est d�etermin�ee par une di��erentielle d :P?(A)! P?(A). Les op�erations binaires de P1 sont, par exemple, donn�eespar d2.Exemple: La construction pr�ec�edente appliqu�ee �a l'op�erade Ass redonne lanotion d'alg�ebre associative �a homotopie pr�es (appel�ee A1-alg�ebres dans lalitt�erature) introduite par Stashe� [18].De même, si on prend l'op�erade Lie, on retrouve la d�e�nition des L1-alg�ebres classiques (cf. [13] par exemple) et pour l'op�erade Com on obtientla notion usuelle de C1-alg�ebre [8].3.2 L'op�erade G1Par d�e�nition une alg�ebre de Gerstenhaber �a homotopie pr�es, encore ap-pel�ee G1-alg�ebre, est une alg�ebre sur le mod�ele minimal de l'op�erade G. Ilest connu que les alg�ebres de Gerstenhaber sont de Koszul (c.f. [7], [15], [19]et Proposition 5.1). Une structure de G1-alg�ebre sur un espace vectoriel Aest donc uniquement d�etermin�ee par la donn�ee d'une codi��erentielle sur laG?-coalg�ebre libre sur A. Avant de d�ecrire la structure des G1-alg�ebres onva donc s'int�eresser �a la coop�erade G?.Lemme 3.2:La coop�erade duale de G est G? �= (G�)2. L'op�erade duale (ausens de [8]) de G est G ! = G�1.D�emonstration: Par d�e�nition, G? est la coop�erade co-engendr�ee parM = G(2)[1] et les co-relationsR? = (FG(2))(3)[2]R[2] :12



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberEn particulier, G? est engendr�ee par ` k[2]�mk[1]. De plus il est bien connu(cf: [8] par exemple) que (FG(2))(0)(3)=R(0) correspond au sous-espace en-gendr�e par les relations de Jacobi et que (FG(2))(�2)(3)=R(�2) �a celui en-gendr�e par la relation d'associativit�e. On v�eri�e facilement que le quotient(FG(2))(�1)(3)=R(�1) donne des relations sym�etriques �a celles de R(�1) eninversant le rôle de ` et m.On a (G�)(2) = `� k[�1] � m�k. Donc (G�)2(2) = `� k[1] � m�k[2]. Onobtient ais�ement la premi�ere �egalit�e du lemme en identi�ant `� avec m et m�avec `. La seconde formule est une cons�equence imm�ediate de la premi�ere etde la formule P ! = (P?)�1 ([7]).On notera dans la suite Hap(A) le quotient de A
p par l'action des(( shu�es )) sign�es non triviaux, c'est-�a-dire le quotient de A
p par la sommedes images des applicationssh : A
m 
A
n ! A
m+n o�u m;n � 1; m+ n = p:Rappelons qu'un (p; n� p)-shu�e est une permutation � de 1; :::; n telle que�(1) < ::: < �(p) et �(p + 1) < ::: < �(n). Le produit sh est d�e�ni, poura1; :::; an 2 A
n, parsh(a1
 :::
 ap; ap+1
 :::
 an) = X(p;n�p)�shu�es sgn(��1)a��1(1) 
 :::
 a��1(n):Rappelons que Hap(A) est la composante de degr�e p� 1 du complexe deHarrison d'une alg�ebre commutative.Lemme 3.3: La G?-coalg�ebre libre sur un espace vectoriel gradu�e A est don-n�ee par G?(A) = Mp1�:::�pn(Hap1(A)[p1] ^ :::^ Hapn(A)[pn])[n� 2]:Le coproduit �m est donn�e, pour xi 2 A
pi (i = 1:::n), par�m(x1 ^ ::: ^ xn) =X sgn0(�)x�(1) ^ ::: ^ x�(i) 
 x�(i+1) ^ ::: ^ x�(n)o�u la somme se fait sur tous les (i; n� i)-shu�es.Le cocrochet �` est donn�e par la formule suivante :�`(x1 ^ ::: ^ xn) =X sgn0(�)�k x�(1) ^ :::^ x�(i) ^ (vk1; : : : ; vkj )
 (vkj+1; : : :13



Gr�egory Ginot: : : ; vkpk) ^ x�(i+1) ^ ::: ^ x�(n):Dans la formule pr�ec�edente, la somme est �etendue �a tous les entiers 1 �k � n, 1 � j � pk et toutes les permutations � qui �xent k et telle que�(1) < ::: < �(i) et �(i + 1) < ::: < �(n) (1 � i 6= k � n), i:e: � est un(i; n� 1� i)-shu�e sur 1; :::; n� k. On a not�e xk = (vk1 ; :::; vkj ; vkj+1; :::; vkpk) .Le signe �k est donn�e par�k = (�1)(jv1j+:::+jvjj)(pk�j):D�emonstration: Il su�t de faire une d�emonstration analogue �a celle dulemme 2.2. On peut aussi appliquer le lemme 3.2. En e�et,G?(A) = Mn�0 G?(n)
A
n= Mn�0(G�)2(n)
A
n:Rappelons que (G�)2(n) = (G�)(n)
 sgnn[n�1]
 sgnn[n�1] = (G�)(n)[2n�2]: D'apr�es le lemme 2.2 (et avec les mêmes notations), comme G est dedimension �nie, on obtientG?(A) = M0�j�n0@(m�)�jk 
Sj Mp1+:::+pj=n(Lie�(p1)
Sp1 sgnp1[p1])[1]
 ::::::
 (Lie�(pj)
Spj sgnpj [pj])[1]� [�2]
A
n:= M0�j�n0@(m�)�jk 
Sj Mp1+:::+pj=n(Lie�(p1)
Sp1 sgnp1[p1])
 ::::::
 (Lie�(pj)
Spj sgnpj [pj])�
Sj sgnj[j � 2]
A
n:On sait que l'alg�ebre enveloppante U(�nLie(n)
A
n) = �nA
n et que cettealg�ebre de Hopf est munie du coproduit engendr�e par les (( shu�es )) (sanssigne). On en d�eduit que Lie�(p) 
 sgnp 
Sp A
p = Hap(A) et queG?(A) = Mp1�:::�pj �Hap1(A)[p1]
 :::
Hapj [pj]� [n� 2]:14



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberLe coproduit est d�e�ni �a partir du coproduit sur la coalg�ebre commutativesur l'espace vectoriel gradu�e �A
p[p � 1] ce qui donne la formule pour �m.Le cocrochet est d�e�ni sur la coalg�ebre de Lie colibre associ�ee �a A et �etenduuniquement �a G?(A) comme dans [3], D�e�nition 2.1.Remarque: On peut aussi d�emontrer ce lemme en utilisant directement lespropri�et�es universelles des cog�ebres colibres comme pour le lemme 2.2.On peut maintenant d�ecrire la structure d'une alg�ebre de Gerstenhaber�a homotopie pr�es.Th�eor�eme 3.4: Une alg�ebre de Gerstenhaber �a homotopie pr�es est la donn�eed'un espace vectoriel gradu�e muni d'une famille d'applicationsmp1;:::;pn : A
p1 
 :::
A
pn ! Ade degr�e 3� (n+ p1 + :::+ pn) pour tout n; p1; :::; pn � 1, telles quei) pour tout x1; :::; xn dans A
p1; :::; A
pn et � 2 Sn, on aitmp1;:::;pn(x1; :::; xn) = sg0(�)mp�(1);:::;p�(n)(x�(1); :::; x�(n));ii) pour tout x1; :::; xi�1; xi+1; :::; xn, l'application de A
pi dans A donn�ee pary 7! mp1;:::;pn(x1; :::; xi�1; y; xi+1; :::; xn)s'annule sur les (( shu�es )) non triviaux;iii) l'unique cod�erivation d de G?(A) �etendant Pp1;:::;pn;nmp1;:::;pn v�eri�e d2 = 0.La condition iii) du th�eor�eme s'explicite de la mani�ere suivante. Soientx1 = (v11; :::; v1p1),..., xn = (vn1 ; :::; vnpn) des �el�ements de A
p1; :::; A
pn respec-tivement. La condition iii) est �equivalente �aX(s; n� s)-shu�es = 1::n Xq1 + r1 = p�(1)+1q2 + r2 = p�(2): : :qn + rn = p�(n) X`1 + q1 � p�(1):::`s + qs � p�(s) �Mq̀ (x�(1); :::; x�(s)) = 0avec qs+1 = � � � = qn = 0 etMq̀ (x1; :::; xs) = mr1;:::;rn�(v11; :::; v1̀1;mq1;:::;qs(v(1); :::; v(s)); v1̀1+q1+1;15



Gr�egory Ginot: : : ; v1p1)
 bx2 : : : : : :
 bxs 
 xs+1:::
 xn�:Dans la formule pr�ec�edente on a not�e bxk (k = 1:::s) le rk-tenseurbxk = (vpk1 ; vpk2 ; :::; vpk`k ; vpkk+qk+1; :::; vpkpk):Pour r = 1; :::; s, on a not�e v(jr) l'�el�ement de A
qr (qui d�epend aussi de ir; qr)suivant v(jr) = (vjrir+1; :::; vjrir+qr ):En particulier cxjk = xkj o�u on a ôt�e le tenseur v(jk).Le signe � est obtenu en appliquant les conventions de signes de Koszul-Quillen en se rappelant que mq1;:::;qs est de degr�e 3 � (q1 + ::: + qs) � s.Explicitement, en notant � la permutation associ�ee au r�eindi�cage du termede gauche de la formule, on a� = (�1)(1�q1�:::�qs�s)�r2+:::+rn+n�1+jv�(1)1 j+:::+jv�(1)`1 j+p�(1)+`�(1)�+`�(1)sg0(� ):D�emonstration: Une structure d'alg�ebre de Gerstenhaber �a homotopiepr�es sur A est donn�ee par une codi��erentielle d sur la G?-coalg�ebre G?(A)libre sur A. Une telle codi��erentielle est uniquement d�etermin�ee par sa pro-jection sur G?(A)(1) = A. D'apr�es le lemme 3.3 l'application d est doncd�e�nie par une famille d'applicationsdp1;:::;pn : Mp1�:::�pn(Hap1(A)[p1] ^ ::: ^Hapn(A)[pn])[n� 2] �! A[1]:Il est clair que la donn�ee de dp1;:::;pn est �equivalente �a la donn�ee d'applicationsmp1;:::;pn : A
p1 
 :::
A
pn ! A[3� n� (p1 + :::+ pn)]satisfaisant i) et ii) (car Han(A) est �egal �a A
n quotient�e par les (( shu�es ))non triviaux). Pr�ecis�ement, on a la formuledp1 ;:::;pn(sn�2sp1x1^ :::^spnxn) = (�1)Pni=1 �1jxij(pi+1+:::+pn)mp1;:::;pn(x1; :::; xn):Utilisant la structure de coalg�ebre donn�ee par le lemme 3.3 pour �ecrirel'application d, on obtient que la condition d2 = 0 correspond �a la formuleiii). 16



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberExplicitation en basses dimensions : L'application m1 : A ! A[1] v�eri�em21 = 0 d'apr�es la propri�et�e iii) du th�eor�eme 3.4; c'est donc une di��erentiellesur A. L'application m2 : A
2 ! A est de degr�e 3 � 2 � 1 = 0. Elle doit deplus v�eri�er m2(sh(a; b)) = 0 o�u sh(a; b) = (a; b)� (b; a) d�esigne le (( shu�e ))de a et b. Il en r�esulte que m2 est une op�eration commutative. De plus, lacondition iii) pour des �el�ements de A
n s'�ecrit sous la formeX�mj(a1; :::ap;mk(ap+1; :::; ap+j); :::; aj+k�1) = 0;c'est-�a-dire (A;m1;m2; :::;mn; :::) d�e�nit une structure d'alg�ebre associative�a homotopie pr�es.De même, l'op�eration m1;1 : A
A! A est de degr�e 3� 1� 1� 2 = �1.De plus, d'apr�es le i) du th�eor�eme 3.4, em1;1 : A[1] 
 A[1] ! A[1] (induitepar m1;1) est antisym�etrique. De même, les op�erations m1;:::;1 (n facteurs 1)induisent des op�erations n-lin�eaires altern�ees em1;:::;1. On peut encore v�eri�erque la condition iii) d�e�nit une structure d'alg�ebre de Lie �a homotopie pr�essur (A[1]; em1; em1;1; em1;1;1::::).Les autres relations d�eduites de iii) d�ecrivent une châ�ne de conditionsde compatibilit�e du type Leibniz pour les op�erations mp1;:::;pn. Par exemple,pour m1;2 on obtient, d'apr�es le th�eor�eme 3.4, pour tout x; y; z 2 A,m1(m1;2(x; y; z)) +m1;2(m1(x; y; z)) +m1;1(x;m2(y; z))�m2(m1;1(x; y); z) + (�1)1+jyj(jxj+1)m2(y;m1;1(x; z)) = 0o�u on a not�e m1(x; y; z) la di��erentielle induite par m1 sur A
 (A
2[1]). Enparticulier m1;2 fournit une homotopie pour l'identit�e de Leibniz du crochetm1;1 et du produit m2.Dans [20], D�e�nition 1.1, Tamarkin et Tsygan ont donn�e une d�e�nitiond'alg�ebre de Gerstenhaber �a homotopie pr�es tr�es proche de la nôtre. Leurstructure d'alg�ebre de Gerstenhaber �a homotopie pr�es est d�e�nie comme ladonn�ee d'un espace gradu�e A et d'une di��erentielle d (de degr�e 1) sur l'alg�ebreext�erieure sur l'alg�ebre de Lie libre sur le dual lin�eaire de A:��(Lie(A[1]�)):Corollaire 3.5: Si A est un espace vectoriel de dimension �nie, la struc-ture d'alg�ebre de Gerstenhaber �a homotopie pr�es donn�ee par le th�eor�eme 3.4co��ncide avec celle de [20], D�e�nition 1.1.17



Gr�egory GinotD�emonstration: Les op�erations d�e�nies sur A sont donn�ees par des ap-plications �p1;:::;pn : A[1]� ! Lie(A[1]�)(p1) ^ ::: ^ Lie(A[1]�)(pn):Lorsque A est de dimension �nie on a un isomorphisme canonique (A�)� �= Aet les op�erations �p1;:::;pn induisent des op�erations���p1;:::;pn : (Lie�(A[1])(p1) ^ :::^ Lie�(A[1]�)(pn)) [n]! A[2]par passage au dual et suspension.Le raisonnement des d�emonstrations du lemme 3.3, du th�eor�eme 3.4 etde la remarque 1.2 de [20] assure alors que les op�erations ���p1;:::;pn v�eri�ent lesrelations du th�eor�eme 3.4. Les op�erations �p1;:::;pn sont donc �equivalentes auxop�erations duales mp1;:::;pn du th�eor�eme 3.4.Exemple: Il est clair que toute G-alg�ebre (X;m; `) est munie d'une structurede G1-alg�ebre donn�ee par m2 = m, m1;1 = ` et mp1;:::;pn = 0 sinon. Cettestructure correspond �a la codi��erentielle obtenue en prenant la codi��erentiellede Harrison sur Hap(X) et en prolongeant le crochet de Lie ` �a �(Ha�(X)).Tamarkin a prouv�e dans [19] (cf. aussi [9], [20]) que le complexe de co-châines de Hochschild d'une alg�ebre associative est naturellement muni d'unestructure de G1-alg�ebre via l'action des (( braces )) op�erations de [6]. Pr�ecis�e-ment, la structure de G1-alg�ebre induite sur C�(A;A) est obtenue en prenantles op�erations mp1;:::;pn = 0 si n � 3. Les op�erations mp, mp;q sont construites,de mani�ere non explicite, �a partir de la di��erentielle b, du cup-produit, ducrochet de Gerstenhaber et des (( braces )) d'ordre sup�erieur cf. [19]. En par-ticulier, l'op�eration m2 munit C�(A;A) d'un produit commutatif associatif�a homotopie pr�es qui n'est pas le cup-produit habituel, mais induit la mêmeop�eration que le cup-produit sur la cohomologie H�(A;A). Cette structureest en fait un cas particulier de l'exemple suivant.Une structure de BL1-alg�ebre sur un espace vectoriel gradu�e X (cf: [9],[19]) est d�etermin�ee par la donn�ee d'une di��erentielle et d'une multiplicationsur la cog�ebre de Lie libre BL(X) := �n�1Han(X)[n] engendr�ee par X[1],telles que, muni de son cocrochet canonique et des deux structures donn�ees,BL(X) devienne une big�ebre de Lie di��erentielle gradu�ee.Lemme 3.6: Une structure de BL1-alg�ebre sur l'espace vectoriel gradu�e Xest d�e�nie par des op�erations 18



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de Gerstenhaberi) `m : X
m ! X de degr�e 2�m telles que l'unique cod�erivation de BL(X)d�e�nie par Pm�1 `m est une codi��erentielle;ii) `p;q : X
p 
 X
q ! X de degr�e 1 � p � q telle que l'unique crochetde BL(X) d�e�ni par Pp;q�1 `p;q induise une structure de big�ebre de Liecompatible avec la codi��erentielle pr�ec�edente.D�emonstration: L'espace vectorielBL(X) �etant muni d'une structure decog�ebre de Lie colibre, un calcul tr�es facile et analogue �a celui du th�eor�eme3.4 donne le r�esultat.Toute BL1-alg�ebre (X; `�; `�;�) est en particulier une G1-alg�ebre. En ef-fet, il su�t de poser mp1 = `p1, mp1;p2 = `p1 ;p2 et mp1;:::;pn = 0 pour n � 3.Cette structure d�e�nit bien une codi��erentielle sur G?(X): c'est pr�ecis�ementla codi��erentielle de Chevalley-Eilenberg de l'alg�ebre de Lie di��erentielleBL(X).Il y a une �equivalence entre la cat�egorie des BL1-alg�ebre et la cat�egoriedes B1-alg�ebre ([7]) d�emontr�ee dans [19]. Il en r�esulte que toute B1-alg�ebreou toute alg�ebre de Hirsch ([10]) est munie d'une structure naturelle de G1-alg�ebre. Il est �a noter que cette �equivalence d�epend du choix d'un associateurde Drinfeld et n'est pas explicite. Un exemple important de B1-alg�ebre estle complexe de cochâ�nes de Hochschild, cf. [21].4 Homologie des alg�ebres de Gerstenhaber4.1 Homologie op�eradiqueDans [8], Ginzburg et Kapranov ont �etendu la dualit�e de Koszul desalg�ebres au cas des op�erades pour obtenir une notion (( naturelle )) d'homo-logie des alg�ebres associ�ees �a une op�erade P de Koszul. Pr�ecis�ement, ils ontexplicit�e un complexe associ�e �a toute P-alg�ebre A, tel que la nullit�e de lacomposition des deux derni�eres 
�eches soit donn�ee par les relations de P.Rappelons leur construction.Le complexe associ�e �a toute P-alg�ebre A est simplement la P?-coalg�ebrelibre P?(A) en tant qu'espace vectoriel. Si (A; �) est une alg�ebre di��eren-tielle on munit le complexe pr�ec�edent de l'unique codi��erentielle qui pro-longe A ��! A. On le munit aussi de l'unique codi��erentielle d�etermin�ee par19



Gr�egory Ginotl'applicationd : P?(A) �! P?(2)
A
2 �= P(2)
A
2[1] 
�! A[1]:L'homologie op�eradique de A est l'homologie du complexe (P?(A); d) (oudu bicomplexe P?(A); d+ � si A est di��erentielle).Exemple: Si A est une alg�ebre associative le complexe (Ass?(A); d) est lecomplexe de Hochschild (non unitaire) classique (C�(A;A) = A
�; b0).Si (g; [ ; ]) est une alg�ebre de Lie, le complexe (Lie?(g); d) est le complexede Chevalley-Eilenberg (�g; d[ ; ]) dont on notera l'homologie HLie� (g).En�n, si A est une alg�ebre commutative et associative, le complexe dechâ�nes (Com?(A); d) est le complexe de Harrison (Ha�(A); b) obtenu en quo-tientant le complexe de Hochschild par les (( shu�es )) non triviaux (i:e: dela forme sh(x; y) o�u x; y 2 Ha��1(A), cf. 3.2). Son homologie sera not�eeHarr�(A).4.2 Le complexe G?(A)Rappelons que l'op�erade G est de Koszul. L'homologie op�eradique d'unealg�ebre de Gerstenhaber A est donc donn�ee par l'homologie du complexeCG(A) = (G?(A); d) o�u d est induite par G(2)
A
2 ! A.Th�eor�eme 4.1: L'homologie op�eradique d'une alg�ebre de Gerstenhaber A estl'homologie du complexe (CG(A) = (G?(A); d) o�u, pour tout x1 = (v11; :::; v1i1),..., xn = (vn1 ; :::; vnin), la codi��erentielle d est d�e�nie pard(x1 ^ :::^ xn) = nXi=1 piXj=1 (�x1 ^ ::: ^ xi�1 ^ (vi1; :::;m(vij; vij+1); :::; vipi) ^ xi+1^xi+2 ^ � � � ^ xn)+ X1�i<j�n piXq=1 pjXr=1�x1 ^ :::xi�1 ^ �vi1; :::; `(viq; vjr); :::; vipi; vj1;: : : ; bvjr; :::; vjpj� ^ xi+1 : : : ^ xj�1 ^ bxj ^ xj+1 ^ : : : ^ xn:On notera HG�(A) et on appellera homologie de Gerstenhaber d'une G-alg�ebre A les groupes d'homologie de (CG(A); d).20



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberLes signes sont donn�es dans la formule du th�eor�eme par les conventions deKoszul-Quillen. Le signe � de la premi�ere ligne est (�1)j�1+jx1j0+:::+jxi�1 j0. Lesigne � de la seconde est le produit "(�)0"(� ) o�u � est l'unique permutationtelle que (x1 ^ :: ^ xn)� = x1 ^ :::^ xi ^ xj ^ ::: ^ bxj ^ ::: ^ xnet � l'unique permutation telle que(vi1; :::; vipi; vj1; :::; vjpj)� = (vi1; :::; viq; vjr; :::; vipi; vj1; :::; bvjr; :::; vjpj):La notation bvjr signi�e qu'on a omis vjr dans la formule.Avant de d�emontrer le th�eor�eme 4.1 on �enonce le lemme suivant.Lemme 4.2: La di��erentielle d du complexe (G?(A); d) se d�ecompose sousla forme d = dm + d` o�u dm est une somme de di��erentielles de Harrison etd` est une di��erentielle de Chevalley-Eilenberg.D�emonstration: La di��erentielle d est induite par G?(2) 
 A
2 ! A,c'est-�a-dire par m : A
2 ! A[1] et ` : A[1] ^ A[1] ! A[1][1]. On obtientfacilement que d se d�ecompose sous la forme d = dm + d` o�u dm et d` sontles di��erentielles induites par m et ` respectivement.La di��erentielle dm est l'unique codi��erentielle induite parG?(A)! G?(2)
A
2 m! A:On d�eduit des formules pour le coproduit de G?(A) du lemme 3.3 quedm = nXi=1 piXj=1 �x1 ^ ::: ^ xi�1 ^ (vi1; :::;m(vij; vij+1); :::; vipi) ^ xi+1 ^ :::^ xn:En particulier, la di��erentielle dm est une somme de di��erentielles de Harrison(i:e: de quotients de la di��erentielle de Hochschild non unitaire b0). Pr�ecis�e-ment, dm est la somme (au signe pr�es) des di��erentielles de Harrison sur lescomplexes A
p1,..., A
pn. De même, pour tout x1 2 A
p1,...,xn 2 A
pn, onobtient la formuled`(x1^:::^xn) = X1�i<j�n piXq=1 pjXr=1�x1^: : : xi�1^�vi1; : : : ; `(viq; vjr); : : : ; vipi; vj1; : : :21



Gr�egory Ginot: : : ; bvjr; : : : ; vjpj� ^ xi+1 : : : ^ xn:En particulier la di��erentielle d` est la di��erentielle de Chevalley-Eilenbergassoci�ee au crochet [ ; ] : G?(A) 
 G?(A) ! G?(A) qui prolonge le crochet` : A
A! A (cf. [3], D�e�nition 2.1).D�emonstration du th�eor�eme 4.1 : On a d�ej�a vu que le complexe op�eradiqueest (CG(A) = G?(A)), c'est-�a-direMp1�:::�pn(Hap1(A)[p1] ^ ::: ^Hapn(A)[pn])[n� 2]d'apr�es le lemme 3.3. La formule pour la di��erentielle d d�ecoule alors dulemme 4.2 et de sa d�emonstration. �Remarque: D'apr�es le lemme 4.2, la di��erentielle d, restreinte �a Ha�(A),est simplement la di��erentielle de Harrison. De même, la di��erentielle d,restreinte �a ��(A[1]), est la di��erentielle de Chevalley-Eilenberg standard del'alg�ebre de Lie A[1].La d�ecomposition d = dm + d` de la di��erentielle d du lemme 4.2 donnenaturellement naissance �a une suite spectrale qui converge vers l'homologiede Gerstenhaber.Pour une G-alg�ebre A, notons �qHarr(A)p l'espace vectoriel suivant :�qHarr(A)p[1] = Mp1 � ::: � pqp1 + :::+ pq = p Harrp1(A)[1] ^ :::^ Harrpq(A)[1]:Th�eor�eme 4.3: Soit A une alg�ebre de Gerstenhaber. On a une suite spectraleconvergente E2p;q = Hq(��Harr(A)p[1]; d`) =) HGp+q(A):D�emonstration: On d�e�nit un bidegr�e sur G?(A). Pour x 2 Ham(A), onpose deg1(x) = m�1 (i:e: le deg1(x) correspond au nombre de multiplicationsn�ecessaires pour �ecrire x dans la cog�ebre colibre G?(A)). On �etend ce degr�e�a G?(A) en posantdeg1(x1 ^ :::^ xn) = deg1(x1) + :::+ deg1(xn):22



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberOn d�e�nit un deuxi�eme degr�e sur G?(A) en posant deg2(x1 ^ ::: ^ xn) =n� 1. Autrement dit, deg2(x) correspond au nombre de crochets n�ecessairespour �ecrire x dans la cog�ebre colibre G?(A)). Finalement, le bidegr�e jx j est,par d�e�nition, jx j= (deg1(x);deg2(x)).Le lemme 4.2 assure que d se d�ecompose sous la forme d = dm+d`. De plusdm est de bidegr�e (�1; 0) et d` de bidegr�e (0;�1). L'application dm est en faitune di��erentielle, i:e: d2m = 0, puisque c'est une somme de bord de Harrison.De plus, d` �etant la di��erentielle induite par l'op�eration ` sur G?(A), on adonc aussi d2̀ = 0. En�n la condition de compatibilit�e de Leibniz entre m et` assure que dmd`+d`dm = 0. Par cons�equent, le complexe (CG(A); d) est unbicomplexe (not�e (CG(A); dm; d`)) et HG�(A) est l'homologie du complexetotal associ�e.Ce bicomplexe est contenu dans le premier quadrant puisque deg1 etdeg2 sont toujours positifs. Il y a donc une suite spectrale qui converge versHG�(A) dont le premier terme E1p;q est obtenu en prenant l'homologie de(G?(A)�;q; dm). Le terme E2p;q est alorsE2p;q = Hq(��Harr(A)p; d`):5 ExemplesDans cette partie on donne quelques exemples de calculs de l'homologiede Gerstenhaber HG�(A) pour certaines G-alg�ebres A.Commen�cons par les alg�ebres de Gerstenhaber libres. La proposition sui-vante est un r�esultat de Getzler-Jones [7] et Markl [15].Proposition 5.1:Soit V un espace vectoriel gradu�e et A = G(V ) l'alg�ebre deGerstenhaber libre sur V . Alors, HG0(A) = V et HGp(A) = 0 pour p � 1.D�emonstration: On utilise la suite spectrale du th�eor�eme 4.3. On aE2p;q = Hq(��Harr(A)p; d`)= Hq(��Harr(G(V ))p; d`)On a vu, d'apr�es lemme 2.2, que G(V ) est �egal �aMn�0 �n (Lie(V [1])) [�n]:23



Gr�egory GinotEn particulier G(V ) s'�ecrit sous la forme d'une alg�ebre commutative librek[W ] (o�u W est l'alg�ebre de Lie libre sur V �a un d�ecalage de degr�e pr�es). Onobtient alors (par koszulit�e des alg�ebres commutatives)Harr(G(V ))p = Lie(V ):On en conclut que E2�;� est l'homologie de Chevalley-Eilenberg de l'alg�ebrede Lie libre sur V . Par cons�equent (par koszulit�e des alg�ebres de Lie) E2�;�est concentr�e en degr�e 0 et la suite spectrale d�eg�en�ere. On obtient alorsHG(A)� = 0 si � > 0 et V sinon.Remarque: La d�e�nition du complexe (CG(A); d) (et en particulier la condi-tion d2 = 0) ne n�ecessite pas que l'op�erade G soit de Koszul (mais justequ'elle soit binaire quadratique). C'est aussi le cas pour le lemme 4.2 et leth�eor�eme 4.3. Les calculs de la d�emonstration pr�ec�edente sont donc ind�e-pendants de la koszulit�e de G. Pr�ecis�ement, ils assurent que l'application(G?(G); d) �! (k; 0; : : : ) est un quasi-isomorphisme, i:e:, par d�e�nition, quel'op�erade G est de Koszul. En particulier, cette d�emonstration redonne unepreuve �el�ementaire de la Koszulit�e de l'op�erade G.Supposons maintenant que g soit une alg�ebre de Lie. On peut lui associerde mani�ere canonique une alg�ebre de Gerstenhaber comme suit. Soit X(g) =S(g[�1]) l'alg�ebre sym�etrique sur la d�esuspension de g, munie du produit deconcat�enation. La structure d'alg�ebre de Lie sur g s'�etend de mani�ere unique�a X(g) et l'identit�e de Leibniz est facilement v�eri��ee. On dit que X(g) estl'alg�ebre de Gerstenhaber libre sur l'alg�ebre de Lie g. Le foncteur g 7! X(g)est l'adjoint a gauche du foncteur oubli (avec un d�ecalage de degr�e) de lacat�egorie des alg�ebres de Gerstenhaber vers la cat�egorie des alg�ebres de Lie.Proposition 5.2:Soit g une alg�ebre de Lie, X(g) l'alg�ebre de Gerstenha-ber associ�ee et HLie� (g) l'homologie de Chevalley-Eilenberg de g �a coe�cientstriviaux. Alors, on a HG�(X(g) = HLie� (g):D�emonstration: Par d�e�nition, l'alg�ebre X(g) est une alg�ebre libre pourla multiplication commutative. Par cons�equent, on aHarrn(X(g)) = Harrn(S(g[�1])) = g[�1]24



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de Gerstenhabersi n = 0 et 0 sinon. On en d�eduit que le terme E2�;� de la suite spectrale duth�eor�eme 4.3 est concentr�e en degr�e (0; �). Donc la suite d�eg�en�ere etE20;q = Hq(��(g[�1])[1]; d`)= HLieq (g)car, sur la partie de degr�e (0; �), la di��erentielle d` est exactement la di��e-rentielle de Chevalley-Eilenberg (cf: la remarque cons�ecutive au lemme 4.2).Exemple: Si R est une extension �nie de k, la cohomologie de HochschildH�(R;R) de la k-alg�ebre R �a valeurs dans le bimodule R est une alg�ebre deGerstenhaber sur le corps R. Pr�ecis�ement, d'apr�es le th�eor�eme de Hochschild-Kostant-Rosenberg, on a H�(R;R) = S(A[1]) o�u A est le R-espace vectorielgradu�e A = Der(R;R)[�1]. La structure d'alg�ebre de Lie sur S(A[1]) estinduite par le crochet de Schouten. En particulier la proposition 5.2 assureque HG�(HH�(R;R)) = HLie� (A). Cette m�ethode s'applique aussi au cas o�uR est une k-alg�ebre a�ne lisse.Consid�erons maintenant les alg�ebres de Gerstenhaber ayant une op�erationtriviale et calculons leur homologie. Il revient au mêmede calculer l'homologiede Gerstenhaber d'une alg�ebre de Lie g, vue comme G-alg�ebre avec multipli-cation nulle, et l'homologie de Gerstenhaber d'une alg�ebre commutative A,vue comme G-alg�ebre avec crochet nul.Pr�ecis�ement, il existe un unique crochet de Lie de degr�e �1 sur la cog�ebre�n�0g[1]
n qui prolonge le crochet de g (cf. [3]). On note LT(g) l'alg�ebre deLie associ�ee. On munit alors g[�1] d'une structure d'alg�ebre de Gerstenhaberavec multiplication triviale. De même, on peut consid�erer l'alg�ebre commu-tative A comme une G-alg�ebre avec crochet de Lie nul.Proposition 5.3: Soient (g; `) une alg�ebre de Lie et (A;m) une alg�ebrecommutative. On aHG�(g[�1]; 0; `) = HLie� (LT(g)); HG�(A;m) = ��(�n�0Harrn(A)):D�emonstration: On utilise encore la suite spectrale du th�eor�eme 4.3.Pour l'alg�ebre (g[�1]; 0; `), la multiplication �etant triviale, il en r�esulte quele terme E1�;� est simplement LT(g). On v�eri�e facilement que la di��erentielled` est la di�erentielle de Chevalley-Eilenberg de LT(g). Le raisonnement estanalogue pour l'alg�ebre (A;m; 0). 25



Gr�egory Ginot6 Alg�ebres de Poisson �a homotopie pr�esLes m�ethodes des parties pr�ec�edentes s'appliquent aussi sans peine auxalg�ebres de Poisson. Conservons les notations de la partie 2.Il est bien connu que l'op�erade d�ecrivant les alg�ebres de Poisson est l'op�e-rade P = Op(`�k �mk;R)o�u R = R2 �R1 �R0 avecR2 = Vect[`(`; 1)x+ `(`; 1)y + `(`; 1)z]R1 = Vect[`(m; 1)x+m(`; 1)y +m(`; 1)z]�Vect[`(m; 1)y +m(`; 1)z +m(`; 1)x]�Vect[`(m; 1)z +m(`; 1)x+m(`; 1)y]R(0) = Vect[m(m; 1)x � m(m; 1)y]�Vect[m(m; 1)x � m(m; 1)z]:On sait que l'alg�ebre de Poisson libre P(A) est le gradu�e associ�e �a l'alg�ebretensorielle LA
n muni du produit sh induit par les (( shu�es )) et que sacoop�erade duale est P? = P�1 .On notera dans toute la suite X }X le produit sym�etrique gradu�e d'unespace vectoriel.Lemme 6.1: La P?-coalg�ebre libre sur un espace vectoriel gradu�e A estdonn�ee parP?(A) = S� (Ha�(A)[�]) = Mp1�:::�pn (Hap1(A)[p1]} � � �}Hapn(A)[pn]) [�1]:Le coproduit �m est donn�e, pour xi 2 A
pi (i = 1:::n), par�m(x1 } :::} xn) =X "0(�) �x�(1)�} :::} �x�(i) 
 x�(i+1) } :::} x�(n)�o�u la somme se fait sur tous les (i; n� i)-shu�es �.Le cocrochet �` est lui donn�e par�`(x1 } :::} xn) =X "0(�)�k x�(1) } :::} x�(i) } (vk1; :::; vkj )
 (vkj+1; :::; vkpk)}x�(i+1) } :::} x�(n):26



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberDans la formule pr�ec�edente, la somme est �etendue �a tous les entiers 1 �k � n, 1 � j � pk et toutes les permutations � qui �xent k et telle que�(1) < ::: < �(i) et �(i + 1) < ::: < �(n) (1 � i 6= k � n), i:e: � est un(i; n� 1� i)-shu�e sur 1; :::; n� k. On a not�e xk = (vk1; :::; vkj ; vkj+1; :::; vkpk) .Le signe �k est donn�e par�k = (�1)(pk�j)(jvk1 j+:::+jvkj j):D�emonstration: La d�emonstration est analogue �a celle du lemme 3.3. Ene�et, P?(A) = Mn�0 P?(n)
A
n= Mn�0(P�)1(n)
A
n:On obtient, en reprenant les notations du lemme 3.3,P?(A) = M0�j�n((m�)�jk 
Sj Mp1+:::+pj=n(Lie�(p1)
 sgnp1[p1])
 ::::::
 (Lie�(pj)
 sgnpj [pj ]))
A
n[�1]:= Mp1�:::�pn(Hap1(A)[p1]} � � �}Hapn(A)[pn])[�1]:Nous en d�eduisons le th�eor�eme suivant qui d�ecrit les alg�ebres de Poisson�a homotopie pr�es.Th�eor�eme 6.2: Une alg�ebre de Poisson �a homotopie pr�es est la donn�ee d'unespace vectoriel gradu�e muni d'une famille d'applications�p1;:::;pn : A
p1 
 :::
A
pn ! Ade degr�e 2� (p1 + :::+ pn) pour tout n; p1; :::; pn � 1, telles quei) pour tout x1; :::; xn dans A
p1; :::; A
pn et � 2 Sn, on ait�p1;:::;pn(x1; :::; xn) = "0(�)�p�(1);:::;p�(n)(x�(1); :::; x�(n));27



Gr�egory Ginotii) pour tout x1; :::; xi�1; xi+1; :::; xn, l'applicationA
pi ! Ay 7! �p1;:::;pn(x1; :::; xi�1; y; xi+1; :::; xn)s'annule sur les (( shu�es )) non triviaux;iii) l'unique cod�erivation d de P?(A) �etendant P�p1;:::;pn v�eri�e d2 = 0.La condition iii) du th�eor�eme s'explicite de la mani�ere suivante. Soientx1 = (v11; :::; v1p1),..., xn = (vn1 ; :::; vnpn) des �el�ements de A
p1; :::; A
pn respec-tivement. La condition iii) est �equivalente �aX(s; n� s)-unshu�ess = 1::n Xq1 + r1 = p�(1)+1q2 + r2 = p�(2): : :qn + rn = p�(n) X`1 + q1 � p�(1):::`s + qs � p�(s) �Pq̀ (x�(1); :::; x�(s)) = 0avec qs+1 = ::: = qn = 0 etPq̀ (x1; :::; xs) = �r1;:::;n((v11; :::; v1̀1; �q1 ;:::;qs(v(1); :::; v(s)); v1̀1+q1+1; :::; v1p1)
 bx2 : : :: : :
 bxs 
 xs+1:::
 xn):Dans la formule pr�ec�edente on a not�e bxj (k = 1:::s) le rj-tenseurcxjk = (vpj1 ; vpj2 ; :::; vpj`j ; vpj`j+qj+1; :::; vpjpj):Pour r = 1; :::; s, on a not�e v(r) l'�el�ement de A
qr (qui d�epend aussi de ir; qr)suivant v(r) = (vr̀r+1; :::; vr̀r+qr ):En particulier bxk = xk o�u on a omis le tenseur v(k) dans la formule.Le signe � est donn�e par la formule� = (�1)(q1+:::+qs)�r2+:::+rn+jv�(1)1 j+:::+jv�(1)`1 j+p�(1)+`�(1)�+`�(1)"0(� )o�u � est la permutation associ�e au r�eindi�cage de x1 } :::} xn.28



Homologie et mod�ele minimal des alg�ebres de GerstenhaberD�emonstration: L'op�erade P �etant de Koszul, une structure de P-alg�ebre�a homotopie pr�es sur un espace vectoriel A est d�etermin�ee par une codi��e-rentielle sur P?(A). Le lemme 6.1 et un calcul analogue �a celui du th�eor�eme3.4 permettent de conclure.Explicitations en basse dimension :L'application �1 est de degr�e 1 et, d'apr�es la propri�et�e iii) du th�eor�eme6.2, v�eri�e �21 = 0. C'est donc une di��erentielle sur A. L'application �2 :A
2 ! A est de degr�e 2 � 2 = 0. La propri�et�e ii) assure que �2 est uneop�eration commutative (de même que pour l'op�eration m2 de 3.4). De plus,la condition iii) pour des �el�ements de A
n implique encore que (A;�1; �2; :::: : : ; �n; : : : ) d�e�nit une structure d'alg�ebre commutative �a homotopie pr�es.De même, l'op�eration �1;1 : A
 A! A est de degr�e 0 et la propri�et�e i)assure que �1;1 : A
A! A est antisym�etrique. On peut encore v�eri�er quela condition iii) d�e�nit une structure d'alg�ebre de Lie �a homotopie pr�es sur(A;�1; �1;1; �1;1;1::::).On a �egalement�1(�1;2(x; y; z)) + �1;2(�1(x; y; z)) + �1;1(x; �2(y; z))�(�1)jzj(jxj+jyj)�2(z; �1;1(x; y))� (�1)jyj(jxj)�2(y; �1;1(x; z)) = 0o�u on a not�e �1(x; y; z) la di��erentielle induite par �1 sur A 
 (A
2). Enparticulier �1;2 fournit une homotopie pour la relation de Leibniz du crochet�1;1 et du produit �2. �Remarque: On peut appliquer les m�ethodes de la partie 4 pour d�e�nir unehomologie naturelle des alg�ebres de Poisson. On trouve alors le complexeconstruit par Fresse [3] 3.1, [4]. En particulier, l'analogue de la suite spectrale4.3 est la suite spectrale du th�eor�eme 0.2 de [3]. De plus, le premier termede cette suite spectrale s'identi�e en terme de d�ecompositions du complexede Hochschild par les �-op�erations, cf. [3], [4].Les calculs de la partie 5 s'�etendent sans probl�eme au cadre des alg�ebresde Poisson. Par exemple, pour une alg�ebre de Lie g, l'alg�ebre de Poisson libreassoci�ee est P (g) = S�(g) et on aHP�(P (g)) = HLie� (g):29



Gr�egory GinotAyant d�etermin�e la structure des alg�ebres de Poisson et de Gerstenhaber �ahomotopie pr�es, il est facile d'exhiber la structure des n-alg�ebres �a homotopiepr�es.Rappelons (cf: [7]) que pour un entier n � 0, une n-alg�ebre est la donn�eed'un espace vectoriel gradu�e A muni d'un produit commutatif gradu�e m :A 
 A ! A et d'un crochet [ ; ] : Ai 
 Aj ! Ai+j+n de degr�e n qui induitune structure d'alg�ebre de Lie sur A[n]. On demande, en plus, que le crochetet le produit v�eri�e la condition de Leibniz suivante, pour tout x; y; z 2 A :[x;m(y; z)] = m([x; y]; z) + (�1)(jxj+n)jyjm(y; [x; z]):Th�eor�eme 6.3:i) Si n est pair, une structure de n-alg�ebre �a homotopie pr�es est donn�ee parune famille d'applications �p1;:::;pk : A
p1 
 ::: 
 A
pk ! A de degr�e2 + n � (p1 + ::: + pk + nk) satisfaisant les relations i), ii) et iii) duth�eor�eme 6.2.ii) Si n est impair, une structure de n-alg�ebre �a homotopie pr�es est donn�eepar une famille d'applications mp1;:::;pk : A
p1
 :::
A
pk ! A de degr�e2 + n � (p1 + ::: + pk + nk) satisfaisant les relations i), ii) et iii) duth�eor�eme 3.4.D�emonstration: Le raisonnement est analogue �a celui utilis�e pour d�emon-trer les th�eor�emes 3.4 et 6.2. On obtient alors qu'une structure de n-alg�ebre �ahomotopie pr�es, sur un espace vectoriel gradu�e A, est uniquement d�etermin�eepar une famille d'applicationsdp1;:::;pk : A
p1 
 :::
A
pk ! A[2 + n� nk � p1:::� pk]:Pour d�eterminer les signes apparaissant dans les relations que doivent v�eri�erces op�erations, il su�t de distinguer deux cas selon la parit�e de n. Si n estpair, alors on retrouve le cas des alg�ebres de Poisson �a homotopie pr�es (quicorrespondent �a n = 0). Si n est impair, on retrouve les relations d�e�nissantles alg�ebres de Gerstenhaber �a homotopie pr�es (qui correspondent �a n = 1).R�ef�erences[1] F.R. Cohen. The homology of Cn+1 spaces, n � 0. In The homology ofiterated loop spaces, pages 207{351. Springer-Verlag, 1976.30
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