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PROJETS ENCADRES - 6
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES (EDO).

RAPPELS THEORIQUES

Considérons le systémes d’équations différentielles :

yllzfl(tayla"' 7yn)a yl(o):ylo

y'/n :fn(t7y1a"' 7yn)a yn(o) = Yno
En notation vectorielle, ce systéme s’écrit
y' =fty), y0) =y (2)

oty = (y1, - ,yn)" et f: Ry x R" — R™.

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz) Si f : Ry x R® — R™ est localement Lipschitzienne, i.e. pour tout R > 0
il existe K telle que si x,y € R™ et t,s > 0 sont tels que ||z|| < R, |ly|| <R, 0<t <R et0<s<R, alors

Iftz) = fEoll < K(lz—yl).

Alors, pour tout yo € R™ il existe T* ety : [0,T*) — R™ de classe C' solution de (2).
De plus, si f est de classe C*, il est clair que y est de classe C*1,

LA METHODE D’EULER EXPLICITE

Les méthodes traditionnelles permettant de résoudre de maniére approchée les systémes d’EDO sont basée
sur l'égalité

J (1) = Tim y(t+h) — y(t)'

On a donc, pour h petit
y(t+h) = y(t) +hy'(t) +o(h).
Et on utilise le fait que y est solution de (2) pour écrire
y(t+h) = y@) +hf(ty@)) +o(h). (3)

Négligeant le o(h), on obtient la méthode d’Euler explicite. On se donne un pas h > 0 et on note y?, la valeur
approchée de la solution exacte y au temps t; = th. La méthode d’Euler explicite est définie par

Yo = o,
yly = Yl +hf(tyl),  i>0.



On définit ensuite la solution approchée y"(¢) & un temps ¢ > 0 par
Y () = (1 — Nyl + My, avec i et A tels que th <t < (i+ 1)h et t = (1 — N)ih+ (@ + 1)h.

La fonction construite y est continue et affine par morceaux. Ce n’est pas le seul choix possible, on aurrait pu
choisir une fonction constante par morceaux ol polynomiale de degrés p par morceaux.

Remarque 2 C’est en utilisant cette approxzimation qu’Euler a montré lexistence de solutions de (2).

Q. 1 Ecrire la fonction MATLAB Euler qui réalise la méthode d’FEuler.
Appliquer cette méthode a ’EDO

Yy =-10y,  y(0)=1; (4)

Vérifier la convergence en tracant Uerreur epuer(h) = y(1) — y"(1) en fonction de h. On prendra h =
1,1/2,1/4,1/8,--- .
Méme questions avec le systéeme du pendule simple : considérons un pendule constitué d’une masse ponctuelle
m au bout d’une tige de masse nulle et de longueur L, tournant sans frottement autour de l’aze orienté dirigé
par un vecteur horizontal e, et soumis a la pesanteur g supposée uniforme. On note x l’angle que la tige fait
dz

avec la verticale et y = 57 la vitesse angulaire de la tige. On est ramené a résoudre I’équation différentielle :

d2

ﬁf + wsin(z) =0,

avec w = 4 (on se ramenera & un systéme d’EDO du premier ordre).

ORDRE DE CONVERGENCE DE LA METHODE D’EULER

Soit y la solution exacte de (2). On suppose qu’elle est de classe C? sur I'intervalle [0, T]. On suppose aussi
que ||D, f]| est uniformément bornée par M > 0. Pour étudier 'erreur, on définit le résidu

ri = y((i+Dh) —y(ih) = hf(ti,y(ih),  (i+1Dh <T.

Comme y est solution de (2), on a

y((i + Dh) — y(ih) .
’I”Zh = h - y/(lh)7
1 (i+1)h
- o W -y ds
ih
et si on note K le sup sur [0,77] de || D?y]|, on a
It < Kh (5)
Notons e? l'erreur & l'instant ih
ef = ylih) —y},
par définition on a
e = e +h{f(ty(ih) = f(tiy)} + hrf

d’ou

lefall < Nl + hsup Dy flllly(in)) — |l + Kh®
< (14 Mn)|el| + Kh2.



On en déduit (en utilisant une version discréte du lemme de Gromwall)
h K :
el < M(GXP(M(Z +1)h) = 1) h.

Si on s’interesse a l'erreur a l'instant 7'= (i + 1)k, on a donc

lefal € o (exp(MT) - DB = O(h).

On dit qu’une méthode est d’ordre v quand I'erreur est en O(hY) ot h est le pas de discrétisation. La méthode
d’Euler explicite est donc d’ordre 1.

Q. 2 Vérifier qu’on observe bien cet ordre de convergence sur les expemples précédents.

METHODE DE RUNGE-KUTTA

On écrit
(i+1)h
y((i+ 1)h) =y<ih>+h{; | s ds}.

Les méthodes ci-dessous consistent & remplacer la quantité entre accolades par une approximation. On obtient
ainsi des schémas numeériques ayant pour forme générale

Yl = yi+ ho(ti,yf' s h).
Pour le schéma d’Euler explicite, vu plus haut, on a
oty h) = [f(ty).
Ces méthodes sont nombreuses. La plus couramment utilisée est la méthode de Runge-Kutta 4 définie comme

suit
Méthode de Runge-Kutta a 4 étages.

1 1 1 1
A(tn, Yn, hn) = Ekl + §k2 + §k3 + 6k4 (6)
avec

kl = f(tna yn) (7)

hn, k
k2:f(tn+?7yn+hn?1) (8)

hy, k
k3:f(tn+?vyn+hn?2) (9)
ky = f(tn + hnvyn + hnk?}) (10)

Q. 3 Ecrire la fonction MATLAB RungeKuttad. Appliquer cette méthode aux exemples vus plus haut. Quel est
lordre de convergence de cette méthode ?
Appliquer les méthodes d’Euler et de Runge-Kutta 4 au systéeme proie-prédateur de Lotka-Volterra :

1 = —cx1+drizs,
j?g = arg — bl‘ll‘Q,

(11)

avec a,b,c,d > 0.



Q. 4 Tracez les solutions dans lespace des phases (y1(t), y2(t))i>0 pour les systémes précédents.

METHODES IMPLICITES

Nous allons voir deux méthodes implicites qui s’écrivent sous la forme générale :

Yl =y + h(ti tivr, yl ylt ).

Pour calculer ygﬁrl, il faut donc résoudre un systéme. On utilisera pour cela la méthode de Newton
Pour le schéma d’Euler implicite, on a

1/)(831;7 y’ Z) = f(t’ Z)?

et pour le schéma de Crank-Nicolson,

Woty2) = 5 (f59)+f2)).

Q. 5 Ecrire les fonctions MATLAB EulerImp et CrankNickolson. Appliquer ces méthodes auz exemples de la
question 1. Quel est l’ordre de convergence de chaque méthode ?



