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RESOLUTION DES EQUATIONS NON LINEAIRES.

But : 1) Ecrire les fonctions Dichotomie, Newton, Sécante et PointFize permettant de calculer une valeur
approchée d’une racine d’une fonction réelle d’une variable réelle par les méthodes de Dichotomie, Newton,
sécante et point fixe respectivement.

2) Valider ces fonctions sur des exemples, et comparer les approches.

PARTIE THEORIQUE

Un exemple : analyse de I’équation d’état d’un gaz réel. Pour n moles de gaz parfait, I’équation

d’état Pv = nRT établit une relation entre la pression P du gaz (en Pascals [Pa]), son volume v (en meétres
cubes [m?]) et la température T (en Kelvin [K]), R étant la constante des gaz parfaits (exprimée en Joules par
mole et par Kelvin R = 8,3144[J.mol~1. K ~1]).
Pour un gaz réel, I’équation des gaz parfaits peut étre remplacée par celle de Van der Waals qui prend en
compte l'interaction entre les molécules. En notant v et 3 les constantes du gaz dans le modéle de Van der
Waals (pression de cohésion en [Pa.mb.mol=2] et covolume en [m®.mol~1]), et en supposant connues n, P et
T, on doit résoudre I’équation non linéaire suivante pour déterminer le volume v :

(P+7(5))(v = nB) = nRT.

Résolution des équations non linéaires. L’objet de cette partie est 'approximation de racines d’une
fonction réelle d’une variable réelle , c¢’est-a-dire la résolution approchée du probléme suivant :

étant donné f : ]Ja,b[ C R — R continue, trouver a €]a, b[ tel que f(a) = 0. (1)

En général, a ne peut pas étre calculé explicitement. Par exemple, dans ’exemple ci-dessus, on peut déterminer
le volume v en cherchant la racine de la fonction

f(v) = (P + (7)) (v —nf) — nRT 2)

pour des valeurs de P, T, n, v et § données. Pour trouver cette solution, on résout alors le probléeme (1) de
fagon approchée. Les méthodes pour approcher une racine « de f sont en général itératives : elles consistent a
construire une suite (z(™),>0 telle que

lim ™ = a.
n—oo

Convergence :
Définition 1 On définit l’erreur absolue a l’étape n par

e™ =z _q n>0
La convergence des itérations est caractérisée par :

Définition 2 On dit qu’une suite (x("))nzg construite par une méthode numérique converge vers o avec un
ordre p > 1 si

3C > 0: eV < Cle™ P, ¥n >mng (3)

ot ng > 0 est un entier. Dans ce cas, on dit que la méthode est d’ordre p. Si p =1, il est nécessaire que C < 1
dans (3) pour que x(™ converge vers a. On dit que la convergence est linéaire sip = 1 (C < 1), quadratique
si p =2, et cubique si p = 3. La constante C est appelée facteur de convergence de la méthode.



En général, la convergence dépend du choix de la donnée initiale z(?) : le plus souvent on ne sait montrer la
convergence que localement, ¢’est-a-dire seulement pour un z(©) “suffisament proche” de la racine «. Les mé-
thodes qui convergent vers a pour tout z(9) € [a, b] sont dites globalement convergentes vers c.

Critére d’arrét : Soit € une tolérance fixée. Nous avons le choix entre deux types de critéres, ceux basés sur
le résidu et ceux basés sur l'incrément :

1. Controle du résidu : les itérations s’achévent dés que
[f@™)] <e (4)
2. Controle de ’incrément : les itérations s’achévent dés que

(D) — ()] < ¢ (5)

Nombre d’itérations maximal : Il est nécessaire, en plus d’un test de type (4) ou (5), d’imposer un nombre
d’itérations maximal (au cas ou le test portant sur I'incrément ou le résidu ne serait pas vérifié), c’est-a-dire :

n < Nmax (6)

OU Nypaq est le nombre d’itérations maximal que 'on se fixe.

Calcul de lerreur : Le calcul numérique de 'erreur peut servir d’une part a vérifier les estimations théoriques,
et d’autre part a comparer — en vitesse de convergence— différentes méthodes pour approcher une racine « de f.
Ainsi, en plus du calcul d’une approximation de «, on souhaite calculer |e(™| = |z(™ — a|, n > 0. Le probléme
est que 'on ne connait pas « en général, et méme si o est connu, sa valeur risque d’étre approchée sur un
ordinateur (par exemple si & = 7). Aussi on calculera en pratique un vecteur e de (n + 1)1éme
ent1 = |x(") — agl, 0 <n < ng, ott Nyt < Nypage est le nombre d’itérations, et

composante

— a4 vaut a si « est connu,
— sinon «, sera une valeur approchée de o aussi précise que possible.

Représentation de l’erreur en pratique : pour visualiser 'erreur on utilisera deux types de graphes :

e d’une part le tracé du vecteur e (en échelle logarithmique) en fonction du nombre d’itérations, c’est-a-dire le
tracé de logig(e) en fonction de n, 1 < n < n;. Pour cela on peut utiliser la fonction semilogy de Matlab :

>> semilogy(e)

En particulier, on utilisera cette représentation de ’erreur pour observer et comparer les vitesses de conver-
gence des différentes méthodes. Par exemple si ep est le vecteur erreur correspondant & l’algorithme de dicho-
tomie, et ey celui correspondant a l’algorithme de Newton, on utilisera la représentation suivante :

>> semilogy(e_D)
>> hold on
>> semilogy(e_N)
>> hold off

e d’autre part, le tracé de e, 1 en fonction de e, ,1 < n < n;—1, de fagon a trouver l'ordre de la méthode.
Rappelons qu’une méthode est d’ordre p > 1 si

3C>0: ™Y <Cle™P, ¥n > ng
oll ng > 0 est un entier. En pratique on aura alors

|e(n+1)| ~ C|e(n)|p, Vn > ng



soit encore
In(|e™V)) ~ In(C) + p * In(|e™]), Yn > ng

Ainsi, les points (In(|e(™|), in(|e*+ D)) sont sur une droite de pente p, pour n > ng. Donc pour trouver I'ordre
de la méthode, il faut tracer cette droite et regarder sa pente. Pour cela, on introduit les vecteurs y et & définis
par :

Yn = In(eny1) et z, = In(e,), 1<n <ng-i,

et on trace y en fonction de . Sauf éventuellement sur les premiéres itérations (n < ng) la courbe que l'on
obtient est une droite de pente p. On peut tracer sur la méme figure (en rouge) la droite y = px :

>> y=log(e(2:1length(e)));
>> x=log(e(1l:1length(e)-1));
>> plot(x,y,’b’,x,p*x,’r’)

Méthode de dichotomie (bisection). Cette méthode est basée sur la propriété suivante :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, telle que f(a)f(b) < 0. Alors Ja €]a, b[ tel que f(a) = 0.

Pour trouver un zéro de f, la méthode de dichotomie consiste & calculer le point milieu m de Uintervalle et a
regarder la valeur de f(m). Selon le signe, on sait dans quel sous-intervalle [a,m] ou [m,b] se trouve le zéro.
Ensuite on réitére le procédé dans le sous-intervalle correspondant. Ce qui conduit & I'algorithme suivant :

Algorithme : On pose a(® = a,b®) = b, 2(0 = (a(® + b)) /2. Alors pour n >0 :
— si f(a(n))f(x('ll)) > (0 on pose a(n+1) — x(n)’ b(n+1) _ b(”)
— st f(a™)f(xz(™) <0 on pose a® D = () p(t1) = z(n)

puis on pose z("t1) = (a1 4 p(n+1) /2,

Critére d’arrét :

Ezercice 1 : Montrer qu’un test d’arrét du type (5) est équivalent & un test d’arrét
portant sur la longueur des sous-intervalles

b — ™| < e

ot € est une tolérance fizée. On aura alors |x™ — a| < [b( —a™)| <.

Convergence :

Ezercice 2 : a) Montrer que |e(")| < gﬁ;‘?, n > 0 et en déduire que la méthode de

dichotomie converge.

b) Montrer qu’avec le choix du critére d’arrét ci-dessus, pour avoir e™ < ¢ on doit

in((b—a)/)
in(2) -1

prendre n >

La lente convergence de la méthode de dichotomie suggére de n’utiliser celle-ci que pour localiser la racine
et s’en approcher. En effectuant quelques itérations de dichotomie, on obtient une approximation de a qu’on
peut utiliser comme point de départ pour une méthode d’ordre supérieur qui convergera plus vite vers la racine
avec une précision donnée. Etudions deux méthodes d’ordre supérieur :

Méthode de Newton. Supposons que f est dérivable sur [a, b].

Principe de la méthode de Newton : On part dune valeur z(9) € [a,b] donnée. Soit T' la courbe représenta-

tive de f. On construit le nouvel itéré (1) de sorte que le point (a:(l), 0) soit le point d’intersection entre I’axe
des x et la tangente & I" passant par le point (:1c(0)7 f(x(o))). On itére ce processus : Connaissant (™), n > 0, on
construit le nouvel itéré ("1 de sorte que le point (gc("“), 0) soit le point d’intersection entre 'axe des x et
la tangente a T' passant par le point (z(™, f(2(™)).



La méthode de Newton étant une méthode de point fixe, I’étude théorique de la convergence sera effectué ci-
dessous.

L’utilisation de la méthode de Newton nécessite le calcul de la dérivée de f en chaque point de l'itération, ce
qui peut étre cotiteux. C’est pourquoi on remplace souvent dans les calculs la tangente par la sécante.

Méthode de la sécante.
Principe de la méthode de la sécante : On part de deux valeurs z(©) et 2(!) dans [a,b] données et on trace la

droite passant par les points (z(9), f(z(9)) et (), f(x(1)). Elle coupe I'axe des x en 2(2). On itére ce processus :
Connaissant (™1 et (™, n > 1, on construit le nouvel itéré z("*t1 de sorte que le point (z("+1) 0) soit le
point d’intersection entre I’axe des z et la sécante passant par les points (=D, f(z(®=D)) et (™), f(z™)).

Convergence :

Propriété 1 Supposons que f est C* dans un voisinage J =]a — 8, + [, § > 0 de la racine «, et que f' ne
s’annule pas dans ce voisinage. Alors si (%) et (V) (choisies dans J ) sont assez proche de o, la suite (l‘("))nzo
définie par la méthode de la sécante converge vers o avec un ordre p = (1 ++/5)/2 ~ 1.618. On dit que la
convergence est superlinéaire.

Méthode de point fixe (ou des approximations successives). Il s’agit d’'un procédé plus général pour
trouver les racines d’une équation non linéaire. La méthode est fondée sur le fait que pour f : [a,b] — R, on
peut toujours transformer le probléme f(z) = 0 en un probléme équivalent

O(z) =z,

ou la fonction auxiliaire ® : [a,b] — R a été choisie de sorte que ®(a) = o quand f(«) = 0. Approcher les zéros
de f revient ainsi & chercher les points fixes de ®, ce qui se fait en utilisant ’algorithme suivant : étant donné
2© on pose

(D) — @(x(")), n > 0.

Le choix de ® n’est pas unique.

Définition 3 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On dit que f est lipschitzienne sur [a,b], de constante de
lipschitz L si

Théoréme 4 (convergence des itérations de point fixe) On se donne z(°) et on considére la suite (1) =
®(z™), pour n > 0. Si

1. ®:[a,b] — [a,b] continue,

2. ¢ lipschitzienne sur [a,b], de constante de lipschitz L < 1

alors ® a un unique point fize a dans [a,b] et la suite (™) converge vers a pour tout choir de z(©) € [a,b].

Lemme 5 Si ® est dérivable sur [a,b] et si sa dérivée est bornée par L sur [a,b], alors ® est lipschitzienne sur
[a,b], de constante de lipschitz L.

Propriété 2 Si ® € CPTY(J) pour un certain voisinage J de o et un entier p > 0, et si ®¥(a) = 0 pour
0<i<pet®PtD(a)+£0, alors la méthode de point five est d’ordre p + 1 et

n— 00 (x(n) _ a)erl - (p_|_ 1)' I

Ezercice 3 : a) Interpréter la méthode de Newton comme une méthode de point fixe
(on explicitera ®, que l’on notera P ).

b) En déduire l'ordre de convergence de la méthode de Newton, d’abord dans le cas ot
la racine o est de multiplicité 1, puis dans le cas ot elle est de multiplicité m > 1.




PARTIE ALGORITHMIQUE

Notons que pour implémenter la méthode de Dichotomie, il n’est pas utile (et méme cotiteux en place
mémoire) de stocker les valeurs de a(™ b(") et (™).

Q. 1 Ecrire la fonction Dichotomie permettant de calculer une valeur approchée d’un zéro d’une fonction f
donnée, dans un intervalle [a,b] de R donné, de sorte que lorsque l'algorithme s’arréte, on ait

|z — af < tol

avec tol une tolérance fixée (tol € R tol > 0). Ecrire une fonction DichotomieErreur ayant en parametre
d’entrée supplémentaire a et en paramétre de sortie supplémentaire le vecteur de ’erreur e.

Q. 2 Ecrire la fonction Newton permettant de calculer une valeur approchée d’un zéro d’une fonction f donnée,
dans un intervalle [a,b] de R donné, par lalgorithme de Newton. Ecrire une fonction NewtonErreur ayant en
parameétre d’entrée supplémentaire o et en paramétre de sortie supplémentaire le vecteur de ’erreur e.

Q. 3 FEcrire la fonction Secante permettant de calculer une valeur approchée d’un zéro d’une fonction f donnée,
dans un intervalle [a,b] de R donné, par lalgorithme de la sécante. Ecrire une fonction SecanteErreur ayant
en parameétre d’entrée supplémentaire o et en parametre de sortie supplémentaire le vecteur de 'erreur e.

Q. 4 Ecrire la fonction PointFixe permettant de calculer une valeur approchée d’un zéro d’une fonction f
donnée, dans un intervalle [a,b] de R donné, par la méthode du point fize. Ecrire une fonction PointFixeErreur
ayant en parametre d’entrée supplémentaire o et en parameétre de sortie supplémentaire le vecteur de ’erreur e.

PARTIE PROGRAMMATION

Q. 1 Ecrire les fonctions Matlab Dichotomie et DichotomieErreur

Q. 2 Un ezemple est la recherche des zéros du polynéme de Legendre de degré 5 défini par

Ly(z) = %(6?@4 — 7022 + 15).

a) Ecrire une fonction Matlab permettant de tracer une fonction continue f : R — R sur un intervalle donné
[a,b] et utilisant la fonction plot de Matlab. Utiliser cette fonction pour représenter Ls sur lintervalle [-1,1].
Dans quel intervalle se situent les racines de Ls ¢ Donner (& laide du graphique) une premiéme approzimation
de chaque racine.

b) Pour avoir une meilleure approximation, par exemple de la racine proche de 0.9, appliquer l’algorithme
de dichotomie en prenant par exemple a = 0.6, b = 1, Nypae = 100 et € = 10719, Quelle valeur obtenez-vous ?
Vérifier que la convergence est obtenue en un nombre d’itérations conforme a ’estimation théorique de ’exercice
2 b). Tracer le vecteur e de l’erreur. Quel type de convergence est-ce ?

Q. 3 Ecrire les fonctions Matlab Newton et NewtonErreur

Q. 4 a) Utiliser l'algorithme de Newton pour trouver une racine de la fonction
1
file)==4+Inx—2, z>0.
x

Comparer a la valeur obtenue avec la fonction Matlab “fzero”. De quel ordre est la méthode ?
b) Utiliser la méthode de Newton pour trouver le zéro de la fonction

fa(z) = 2®.

De quel ordre est maintenant la méthode ? Justifiez votre réponse en calculant analytiquement etV en fonction
de (™. Vérifier que vos résultats correspondent auz résultats théoriques de ’exercice 3.



Q. 5 On considere Uapplication a l’équation d’état d’un gaz réel vue ci-dessus. On s’intéresse au dioryde de
carbone (CO2), a la pression P = 10[atm] (on rappelle que 1[atm] = 101325[Pa)), et a la température T =
300[K]. Pour ce gaz, les constantes du modéle sont o = 0.3643[J.m3.mol=2] et B = 4.27.107°[m>.mol~1].
Déterminer, dans ces conditions de température et de pression, une approrimation du volume v occupé par 1kg
de CO3, la masse molaire du gaz étant 44.01[g.mol=1]. On utilisera par exemple la méthode de Newton. On
comparera la valeur obtenue & celle calculée en supposant le gaz parfait, et on commentera son résultat.

Q. 6 Ecrire les fonctions Matlab Secante et SecanteErreur
Q. 7 Appliquer la méthode de la sécante a la fonction
fa(x) = ¥ — 2cos(x).

Pour cette fonction, représenter sur un méme graphe l’erreur obtenue avec la méthode de dichotomie, de Newton
et de la sécante. Quel est ordre de chaque méthode ? Quelle méthode vous semble-t-elle la plus performante en
terme de temps de calcul ?

Q. 8 Ecrire les fonctions Matlab PointFixe et PointFixeErreur
Q. 9 Appliquer la méthode de point fixe a la fonction
fa(z) = 2sin(z) — x,

pour trouver un zéro de fy dans Uintervalle [1.5,2]. Vérifier que le théoréme 4 s’applique. Que se passe-t-il si
on étend Uintervalle a [0,2] ?



