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Introduction

Le stockage des déchets radioactifs

Que faire des déchets radioactifs 7 Voila une question a laquelle "TANDRA (Agence
Nationale pour la gestion des déchets radioactifs) travaille depuis sa création en 1979
en cherchant des solutions stres et efficaces pour ’ensemble des déchets radioactifs.

Ceux-ci peuvent étre classés en plusieurs groupes selon leur activité (plus ou
moins radioactifs) et leur durée de vie. On distingue cinq catégories de déchets :
les déchets de tres faible activité (TFA), de faible et moyenne activité a vie courte
(FMA-VC), de faible activité a vie longue (FA-VL), de moyenne activité & vie
longue (MA-VL, dits aussi déchets B) et ceux de haute activité (HA, dits aussi
déchets C) [1]. Les déchets radioactifs sont considérés a vie courte si tous les radio-
nucléides qui les composent ont une période radioactive inférieure ou égale a 31 ans.
Sinon, ils sont dits & vie longue. L’origine des déchets radioactifs provient pour une
grande part du secteur électronucléaire (59%) (production d’électricité par les cen-
trales nucléaires, traitement des combustibles usés,...) mais aussi des secteurs de la
défense (26%), de la recherche (11%), de I'industrie non électronucléaire (3%) et du
secteur médical (1%). Les déchets HA sont essentiellement issus des combustibles
usés alors que les déchets MA-VL proviennent plutot des structures métalliques
qui entourent le combustible ou des résidus liés au fonctionnement des installa-
tions nucléaires. Si les déchets HA et MA-VL ne représentent que 3% du volume
de I'ensemble de tous les déchets radioactifs recensés en France, ils représentent en
revanche 99% de leur radioactivité. On y trouve par exemple de I'uranium 235 qui
met 700 millions d’années a perdre la moitié de sa radioactivité, le césium 135 qui
met plus de 2 millions d’années ou le chlore 36 qui met 300000 ans. Ces déchets
sont vitrifiés dans une pate de verre (HA) ou compactés et cimentés (MA-VL) puis
placés par les producteurs de déchets dans des colis cylindriques en acier inoxydable
d’une longueur de 1,3 & 1,6 metre et d'un diametre de 60 cm (1,7 & 2 tonnes) avant
d’étre entreposés dans les usines de La Hague (Manche), de Marcoule (Gard) et
Cadarache (Bouches-du-Rhones) ou ils sont entreposés dans des puits ventilés. En
effet, lors de leur production, les colis de déchets radioactifs sont chauds (350°C en
moyenne) et ont besoin d’étre refroidis (le seuil maximal étant fixé & 100°C environ)
avant de pouvoir faire l'objet d’une solution de stockage géologique a long terme [4].

Les études concernant la faisabilité d’un stockage en formation géologique pro-
fonde des déchets nucléaires HA et MA-VL, dont le volume représente a ce jour
3000m3 et 40000 m? respectivement, sont menées depuis la loi de décembre 1991
(loi Bataille). Un stockage géologique est un stockage qui utilise la roche pour confi-
ner la radioactivité présente dans les déchets radioactifs. A la différence de 'entre-



2 Introduction

@ excavé: 0,7m environ :\"—_

De 1,30m & 1,60m

C.IM.0SES.04.0269.C

FIGURE 1 — Détails d’une alvéole des déchets HA de la galerie de stockage.

posage des déchets sur leurs lieux de production qui demande une forte surveillance
active, la solution de stockage permet de profiter de 'action du milieu géologique
sur les déchets. Aprés des études géologiques menées sur quatre sites favorables a
I'implantation de laboratoires souterrains, dans des couches géologiques d’argile ou
de granite, la création d’un laboratoire in situ (dans argile) en Meuse est décidée en
1999 afin d’étudier la couche d’argile qui devrait recevoir le stockage. Les propriétés
de l'argile (faible perméabilité, capacité de rétention, propriétés géochimiques, sta-
bilité tectonique, homogénéité de la couche) en font une barriére naturelle capable
d’isoler les déchets de I’environnement. En 2005, TANDRA conclut que la couche
d’argile du site de Meuse / Haute Marne & Bure est apte a recevoir un tel stockage.
L’exploitation est envisagée pour 2025.

Les colis primaires contenant les déchets vitrifiés ou bétonnés seraient placés
dans des conteneurs métalliques ou en béton, appelés colis de stockage, eux-mémes
disposés dans des cavités souterraines (alvéoles) creusées a 500m de profondeur
dans les argilites du Callovo-Oxfordien, couche épaisse de 100 m environ, entourée
par des couches de calcaire d’une épaisseur de 400 m environ (Figure 1). Des puits
verticaux reliant la surface et le niveau de stockage permettraient d’accéder aux
alvéoles, de 7Tm (resp. 12m) de diametre et de 40 m (resp. 250m) de long pour les
déchets C (resp. déchets B). Les installations souterraines du stockage s’étendraient
A terme sur pres de 15km?, avec 350 km de galeries construites au fur et & mesure
sur une période d’un siecle. Les deux zones de stockage pour les deux types de
déchets B et C seraient composés de modules, eux-mémes constitués de quelques
centaines d’alvéoles [4] (Figures 2 et 3).

Un tel stockage doit d’abord s’opposer a la circulation d’eau. C’est en effet le
facteur principal d’altération des colis et d’entrainement des radionucléides. Pour
limiter la circulation d’eau, un systeéme de multi-barrieres est concu : scellement
des alvéoles par des barrieres ouvragées en béton et des bouchons de bentonite, une
argile qui gonfle en présence d’eau et devient particulierement imperméable (voir
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Installations

FIGURE 2 — Installations du stockage.
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FIGURE 3 — Structure du stockage.

Figure 4). Le stockage a aussi pour fonction de limiter le relachement des radio-
nucléides. Cela est réalisé en particulier par les conditions physiques et chimiques
du conditionnement des déchets : maitrise de la température, de la corrosion, de
I'altération du verre,... Enfin le stockage doit retarder et atténuer la migration des
radionucléides qui auraient été relachés. Les différentes barrieres y participent : le
verre qui enrobe les déchets HA se dégrade tres lentement, les conteneurs en acier des
déchets HA retardent I'arrivée d’eau et la dissolution du verre du fait de leur étan-
chéité pendant environ 1000 ans, le béton permet de fixer certains radionucléides
et d’en limiter la dissolution. Une autre difficulté est de préserver les propriétés
favorables de 'argile qui pourraient étre remises en cause par le creusement des ou-
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FIGURE 4 — Coupe schématique d’une alvéole avec le systeme de barrieres artificielles.

vrages souterrains du fait des déformations mécaniques ou de la chaleur engendrée
par la radioactivité.

Au fil du temps, plusieurs centaines d’années apres la fermeture du stockage,
Peau et l'oxygene dégraderont le béton et 1'acier des colis renfermant les déchets
radioactifs vitrifiés ou bétonnés. Les radionucléides les plus solubles et les plus mo-
biles commenceront alors a se déplacer dans la roche. Dans l'argile qui est une
roche tres imperméable ol I'eau se déplace tres lentement, les radionucléides migre-
ront principalement par diffusion. Ils se disperseront alors progressivement sur une
étendue tres importante et quelques uns remonteront lentement a la surface en tra-
versant les autres couches géologiques de propriétés tres différentes. Vue 1’échelle de
temps considérée (de plusieurs milliers a plusieurs millions d’années), le transport
de radionucléides par convection ne peut toutefois pas étre négligé.

C’est sur cette conception du stockage proposée par 'TANDRA [5] qu’a été ana-
lysée la stireté du stockage, notamment son comportement et son évolution dans
Pespace et le temps. La prédiction sur de tres longues périodes de temps (plusieurs
milliers et méme millions d’années) nécessite le recours aux simulations numériques,
basées sur les données acquises sur le terrain et la connaissance des phénomenes phy-
siques mis en jeu. Le projet PAMINA (Performance Assessment Methodologies IN
Application to guide the development of the safety case) fait partie des études de
streté du stockage. Il porte sur le calcul de la migration des radionucléides dans
largile [47]. Les simulations consistent d’une part & déterminer le moment ot les
radionucléides contenus dans les colis de déchets seront relachés et commenceront
a migrer dans 'argile et d’autre part a prédire 1’évolution de la concentration des
radionucléides dans I'argile au cours du temps. Ainsi, I'une des simulations envisa-
gées par le projet PAMINA, qui sera étudiée dans le dernier chapitre de cette these,
prend en compte une géométrie simplifiée bidimensionnelle, vue comme une coupe
d’une géométrie 3D prise dans la hauteur de la couche d’argile (voir [47] page 14).
Sont pris en compte trois zones particulieres : le colis de déchets situé au centre
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de la couche d’argile, la zone (EDZ) endommagée par le creusement des galeries
remplies de remblai et enfin I'argile.

Dans les modeles décrivant la physique des phénomenes évoqués ci-dessus, deux
phénomenes principaux doivent étre considérés : d’une part, 1’écoulement d’eau a
travers le milieu poreux et d’autre part la migration des radionucléides qui s’échappent
du colis dans I'eau et sont diffusés et transportés par I’écoulement. Le premier est
modélisé par ’équation de Darcy

b= —KkVh (1)

donnant la vitesse b de I'eau dans le milieu poreux de perméabilité k en fonction
. p N . .
de la charge hydraulique h = — + z ou p est la pression, p la masse volumique

de l'eau, g l'accélération de la pesanteur et z la hauteur. L’eau étant un fluide
incompressible, la conservation de la masse en régime permanent se traduit par
V -b = 0. Le phénomene de migration des radionucléides provenant & la fois d’un
mécanisme de diffusion-dispersion décrit par la loi de Fick et de la convection, il est
modélisé par ’équation de convection-diffusion instationnaire donnée par
w% — V- (KVec—bc) = f,
ot

ol c¢ représente la concentration des radionucléides, w la porosité, K le tenseur de
diffusion et f un terme source.

Vues la complexité et les dimensions de la structure du stockage, la modélisa-
tion mathématique doit subir certaines simplifications (argile supposé homogene,
géométrie du colis, restriction du calcul a une partie de la structure en supposant
par exemple que tous les colis sont identiques,...) pour envisager des simulations
numériques.

Plusieurs difficultés liées a la complexité du probleme de stockage décrit ci-dessus
demeurent et sont autant de défis pour la simulation numérique. Premierement, les
propriétés hétérogenes des différents matériaux considérés (colis, zone endomma-
gée, argile et les autres couches géologiques) obligent & considérer des parametres
physiques discontinus entre les différentes zones. De plus, la prise en compte de
lanisotropie de l'argile (qui peut étre vue comme un matériau composite naturel)
intervient dans le tenseur de perméabilité. Deuxiemement, les échelles d’espace et de
temps liées a des phénomenes physiques de différentes nature (diffusion, convection)
varient beaucoup : a I’échelle du colis, le temps de relachement des radionucléides
se produit sur une courte période de temps tandis que 1’échelle du phénomene de
diffusion a lieu sur une surface tres étendue et sur un temps tres long. Ainsi la
prise en compte simultanée de ces phénomenes requiert de pouvoir utiliser diffé-
rentes discrétisations suivant les zones de calcul. Troisiemement, la complexité de
la géométrie du stockage se traduira par 'utilisation de maillages non structurés
n’excluant pas les mailles déformées et raffinées localement de fagon non conforme.
Enfin, la modélisation sur des grandes échelles d’espace et de temps ainsi que la
précision du calcul attendu sont deux facteurs augmentant fortement le coltt de
calcul. Les difficultés évoquées représentent des contraintes par rapport au choix
des schémas numériques et poussent en faveur d’'une méthode de décomposition de
domaine, afin de profiter des développements de la puissance des machines et des
atouts du calcul parallele.
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Nous supposons le calcul du flux d’eau (champ b dont il est question ci-dessus en
(1)) en milieu poreux donné par une résolution antérieure de I’équation de Darcy.
Le cadre de cette these est celui de I'étude de ’équation de convection-diffusion en
régime instationnaire en milieu poreux. Ce modele est suffisamment général pour
s’étendre a de nombreuses autres applications physiques (simulation de réservoir,
écoulements, transferts de chaleur,...). Deux aspects sont donc & considérer : d’une
part le choix des schémas en espace et en temps capables de traiter les différentes
difficultés évoquées ci-dessus et d’autre part la mise en oeuvre de la méthode de
décomposition de domaine choisie dans ce travail pour traiter le probleme de grande
taille.

Présentation des schémas considérés

Le schéma en temps choisi devant permettre de prendre en compte des pas de
temps différents selon différentes zones du maillage, nous avons retenu le schéma
Galerkin Discontinu qui repose sur 'approximation de la solution par un polynoéme
discontinu par morceaux d’ordre quelconque définissant ’ordre du schéma. Dans la
suite, nous avons considéré 'ordre 0, qui s’écrit alors comme un schéma d’Euler
implicite, ou l'ordre 1. Ce schéma tres souple peut s’écrire sous une formulation
variationnelle et une analyse d’erreur, quelque soit ’ordre d’approximation du po-
lyndéme, est connue [67, 94]. D’autre part, une analyse d’erreur a posteriori pour ce
schéma est donnée dans [78], ce qui permet d’adapter la discrétisation du maillage
temporel selon les zones du domaine de calcul. Il est d’autant plus recommandé
dans notre cadre qu’il s’adapte idéalement a la décomposition de domaine comme
nous le verrons ci-dessous.

Dans le cadre des calculs de streté pour le probleme du stockage, C. Le Po-
tier revient dans [87, 11] sur les motivations qui ont poussé le CEA, au début des
années 2 000, au choix des méthodes de volumes finis. Si dans un premier temps
les méthodes d’éléments finis de Lagrange avaient été retenues, c’est d’une part
parce qu’elles étaient les plus répandues mais aussi parce qu’elles étaient considé-
rées comme ayant la propriété de bien approcher le flux diffusif sur des maillages
de simplexes, méme pour un tenseur de diffusion anisotrope. En revanche, I'ap-
proximation du terme de convection peut provoquer un probleme de monotonie, ce
qui peut entrainer des oscillations numériques lorsque la convection est dominante.
De la méme maniére, il était constaté dans [87] que les méthodes d’éléments finis
mixtes hybrides (EFMH) qui donnent une approximation de la solution, du flux et
du gradient de la solution, étaient généralement tres précises pour les problemes
elliptiques hétérogenes, par rapport aux méthodes de volumes finis connues il y a
une dizaine d’années. Beaucoup d’efforts ont été entrepris depuis pour améliorer
la précision et la robustesse des méthodes de volumes finis. Déja quelques années
apres, la balance penchait plus du coté des méthodes de volumes finis, notamment
sur des cas anisotropes. Dans [88], on constate en effet que si pour des problemes
isotropes les méthodes d’éléments finis mixtes hybrides sont plus précises pour un
maillage donné que la méthode de volumes finis présentée dans [88], c’est I'inverse
qui est vrai lorsque ’anisotropie augmente. Les méthodes EFMH peuvent recéler
aussi des problemes de stabilité et de monotonie pour ’approximation du terme de
convection, méme sur des maillages réguliers. Le manque de monotonie peut étre
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résolu, par des techniques de condensation de masse (mass lumping) au prix de
fortes restrictions sur le maillage. Les méthodes de volumes finis sont connues au
contraire pour étre adaptées a ’approximation des termes de convection, la stabilité
étant assurée par un schéma décentré amont. Le benchmark sur les méthodes de
volumes finis [57] montre qu’aujourd’hui, il existe des méthodes de volumes finis
plus précises (surtout pour le calcul des flux) que des méthodes d’éléments finis P,
Lagrange ou d’éléments finis mixtes hybrides, voir d’éléments finis P» Lagrange, en
notant que la précision est mesurée par rapport a la taille du maillage ou au nombre
d’inconnues ou encore au nombre de termes non nuls dans la matrice.

Les méthodes de volumes finis pour les équations elliptiques ou paraboliques
ont été largement étudiées depuis une quinzaine d’années : ainsi de nombreuses mé-
thodes émergent a ce jour. Dans la suite, nous allons en faire un rapide survol. Une
synthese récente peut étre trouvée dans [30]. Notons que la méthode des volumes
finis est maintenant largement utilisée dans I'industrie pour les équations de méca-
nique des fluides du fait de I'intuition physique sous-jacente a la construction des
schémas volumes finis (bilan des flux et conservation des flux), et de la simplicité
de son implémentation et d’un cotit de calcul en général réduit tout au moins pour
les versions les plus simples.

La méthode des volumes finis repose sur l'intégration de I’équation continue sur
les cellules d’un maillage. Par la formule de Gauss, les intégrales sur les cellules
sont transformées en des intégrales de flux sur les arétes. Pour le terme de diffusion
V - (KVe¢) défini sur le domaine €2, il s’agit de donner une approximation des flux
diffusifs & travers les arétes du maillage (de normale notée n), définis par Ve- (K'n).
Différentes classes de méthodes sont usuellement définies : celles qui sont centrées
sur les cellules (cell centered) du maillage initial (dit primal) avec une inconnue par
cellule, celles qui sont centrées sur les sommets (vertex centered) avec une incon-
nue sur chaque cellule duale centrée sur les sommets du maillage initial. D’autres
méthodes combinent ces deux classes de méthodes en gardant des inconnues aux
centres et aux sommets des éléments et en considérant les deux maillages primal et
dual. D’autres enfin font appel a des inconnues par cellules et sur les arétes.

Déterminer un schéma volumes finis pour le probleme de diffusion revient a ap-
procher le flux diffusif V- (K7n) sur les arétes des cellules du maillage considéré
(primal, dual ou les deux). Si le maillage est tel que K'n est colinéaire au vecteur
reliant les deux centres des cellules adjacentes partageant I’aréte sur laquelle est dé-
fini le flux — correspondant au cas d’un maillage orthogonal si K = Id — alors le flux
peut étre approché simplement par une différence finie & deux points. Puisque cette
condition de K-orthogonalité impose une contrainte tres forte sur les maillages (en
particulier les maillages non conformes ne peuvent pas la vérifier), ce schéma n’est
pas adapté pour autant de complexité. Sur des maillages généraux, la reconstruction
du gradient complet a alors été proposée en utilisant de nouvelles inconnues. C’est le
cas des schémas multi-points comme par exemple le schéma en O [2] qui calcule des
flux par demi-arétes. Pour les calculer, on rassemble les demi-arétes que partagent
un méme sommet en une zone d’interaction qui passe par les milieux des arétes
et les centres des cellules liées au sommet. Les gradients sont calculés dans chacun
des quadrangles formés par le sommet, le centre d’un triangle et les deux milieux
des arétes de ce triangle issues du sommet, en fonction de 'inconnue principale au
centre du triangle et d’inconnues auxiliaires aux milieux des arétes. Celles-ci sont
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éliminées localement en écrivant la conservation des flux a travers les demi-arétes.
Finalement, cette procédure permet d’écrire le flux sur les demi-arétes de la zone
d’interaction comme une combinaison linéaire des inconnues principales aux centres
des cellules. Ces schémas ne sont pas toujours monotones ou coercifs. Pour satisfaire
la propriété de monotonie, C. Le Potier a proposé un schéma multi-points pour un
opérateur de diffusion fortement anisotrope sur des maillages quelconques en défi-
nissant le gradient discret de maniére non linéaire [89]. Concernant la reconstruction
du gradient, les schémas diamants [23, 24] utilisent des inconnues supplémentaires
aux sommets et définissent un gradient discret sur les mailles appelées diamants
associées a chacune des arétes du maillage. Chaque cellule diamant est un quadrila-
tere construit a partir des deux sommets de l'aréte et des deux centres des cellules
adjacentes a I’aréte considérée. Les inconnues aux sommets sont interpolées a partir
des inconnues aux centres des cellules voisines. L’avantage d’une telle construction
est qu’elle est valable sur tout type de maillages. En revanche, I’analyse de conver-
gence de ce schéma (essentiellement liée & 1’analyse de sa coercivité) n’est donnée
que sous des hypotheses géométriques tres contraignantes. La matrice associée au
schéma est non symétrique et le systeme linéaire plus coliteux a résoudre. D’autres
schémas, comme les volumes finis mixtes [31], les volumes finis hybrides [34], les
schémas mimétiques [16], le schéma SUSHI (Scheme Using Stabilization and Hybrid
Interfaces) [35, 9] rassemblés en une méme analyse dans [32] et désignés par HMM
(Hybrid Mimetic Mized), introduisent des inconnues sur les arétes qui ne sont pas
éliminées et qui participent a rendre les schémas inconditionnellement coercifs via
un terme de stabilisation. En revanche, la synthese [30] indique que le calcul des
flux étant assez non local puisqu’il dépend de toutes les inconnues sur les arétes de
la maille, cela rend les méthodes HMM moins précises sur des maillages grossiers.
Enfin, la propriété de monotonie n’est pas toujours vérifiée. Une autre idée est don-
née par les schémas DDFV [27, 29, 58, 59] qui s’inspirent des schémas diamants, en
utilisant les inconnues aux centres et aux sommets pour la discrétisation du gradient
défini sur les mailles diamants. Mais & la différence de [23, 24], les inconnues aux
sommets sont conservées en plus des inconnues aux centres des mailles. Pour avoir
autant d’équations que d’inconnues, ’équation continue est intégrée sur le maillage
primal et sur le maillage dual centré sur les sommets. Le gradient complet est re-
construit a ’aide d’une différence finie dans la direction donnée par I'aréte primale,
et dans la direction donnée par la droite rejoignant les deux centres des cellules
adjacentes a I'aréte. Dans le cas ou K est discontinu, des inconnues auxiliaires sont
introduites au milieu des arétes primales, de telle sorte que la maille diamant est
découpée en deux cellules demi-diamants. Le gradient est alors calculé sur chaque
cellule demi-diamant et I'inconnue auxiliaire introduite au milieu de I’aréte primale
est déterminée en écrivant la conservation du flux. Ce schéma présente de nom-
breux avantages [29] : il est adapté, comme les schémas diamants, pour tout type
de maillage méme tres déformé, dégénéré et hautement non conforme, il est tou-
jours coercif parce que les opérateurs discrets du gradient et de la divergence définis
vérifient une formule de Green discrete, (d’out son nom Discrete Duality Finite Vo-
lume en référence a cette propriété de dualité discrete) et le calcul des gradients
est plus local que celui des schémas HMM. Sur des maillages K-orthogonaux, il se
découple en deux schémas dont les flux sont a deux points, sur les deux maillages
primal et dual. Toutefois sur certains cas-tests [57], il est constaté que le schéma
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n’est pas monotone. On pourrait retenir contre ce schéma sa lourdeur d’écriture,
mais la complexité est le fait des notations, non du schéma dont la matrice et le
second membre s’assemblent naturellement en parcourant les arétes du maillage et
dont des extensions 3D ont déja été proposées [6, 20, 22]. Les atouts de ce schéma,
tout particulierement la propriété de coercivité sur tous maillages quelconques et
non conformes et la possibilité de traiter des tenseurs anisotropes et hétérogenes
correspondent aux criteres requis par le probleme de stockage. Ce schéma a été
étendu a des problemes de diffusion non linéaires [8, 14, 20|, d’électro-cardiologie
[7, 22], de dérive-diffusion et de transport d’énergie [18], d’électrostatique et magné-
tostatique [28] et aux écoulements de Stokes [26, 69, 70, 71]. Il a aussi été étendu
aux équations de convection-diffusion [21], version stationnaire du probleme auquel
nous nous intéressons ici. Dans [21], la prise en compte du terme de convection
est soit considérée a I'ordre 1 par un schéma amont standard, soit a 'ordre 2 par
une reconstruction polynomiale linéaire de la solution sur la cellule dans laquelle
le gradient est calculé comme une moyenne des gradients DDFV sur les arétes de
la cellule considérée. Le flux convectif sur l'interface est alors reconstruit a par-
tir des inconnues aux centres et de la pente du gradient. Bien que [21] n’aborde
pas les problemes de monotonie, comme la méthode DDFV ne respecte pas tou-
jours le principe du maximum, il est probable que cette méthode ne respecte pas
non plus un principe du maximum en dehors de toute adaptation non linéaire des
pentes. Dans le cadre des méthodes HMM (Hybrid Mimetic Mized), o une incon-
nue est introduite sur l'aréte, les résultats proposés par [25] utilisent ceux de [32]
pour I'extension au probleme de convection-diffusion. Plusieurs discrétisations du
flux convectif sont proposées : les schémas centré et décentré amont bien connus,
mais aussi un schéma décentré utilisant 'inconnue hybride sur 'aréte. Ce dernier
s’adaptant bien au cadre de la décomposition de domaine, que nous allons préciser
dans la suite, nous retiendrons 'idée de cette discrétisation du flux convectif a la
suite de [50] en lappliquant au schéma DDFV sur le maillage primal.

Outre le choix du schéma numérique en temps (Galerkin Discontinu) et en es-
pace (DDFV) adapté a la modélisation du stockage des déchets, nous prendrons en
compte la difficulté liée au probleme de grande taille au travers de la méthode de
décomposition de domaine de Schwarz dont nous rappelons brievement la genese.

La méthode de décomposition de domaine

A Torigine, les méthodes de décomposition de domaine ont été utilisées pour
résoudre des problemes de grande taille, du fait des dimensions importantes du do-
maine de calcul, ou de la précision requise pour la résolution du systeme linéaire
associé a la discrétisation d'une EDP. D’une part, les méthodes directes sont souvent
trop couteuses pour résoudre le systeme linéaire, d’autre part un seul ordinateur
ne permet pas toujours de stocker la matrice. Avec I’émergence des calculateurs
multi-processeurs et le calcul hautement parallele, les méthodes de décomposition
de domaine permettent alors de décomposer le systeme linéaire initial en sous-
systemes linéaires plus petits pouvant étre résolus par un seul processeur. Selon
un algorithme itératif, les différents processeurs chargés de résoudre les problémes
locaux échangent, aux interfaces entre les sous-problemes, les informations néces-
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saires pour converger vers la solution globale. Ces méthodes se sont développées et
ont été étendues a d’autres besoins. En effet, dans certaines applications, la modé-
lisation recouvre différents milieux physiques ayant des propriétés tres différentes
(c’est le cas de la modélisation du stockage ou 'on doit prendre en compte dif-
férents matériaux de propriétés hétérogenes) ou considere différents modeles selon
des zones différentes (par exemple la modélisation du climat avec plusieurs modeles
climatiques, ou encore le couplage océan atmosphere). Dans ces cas de problemes
hétérogenes ou de couplage de modeles, les échelles en espace et en temps different
et il est alors souhaitable d’utiliser des discrétisations différentes en espace et en
temps selon les sous-domaines. Les méthodes de décomposition de domaine sont
alors particulierement adaptées, puisqu’elles découplent les problemes en différents
sous-domaines. On entrevoit cependant que la difficulté consistera dans la maniere
de transmettre les informations entre les sous-domaines.

L’origine des méthodes de décomposition de domaine remonte & H.A. Schwarz,
qui a introduit en 1870 [93] une méthode itérative, connue aujourd’hui sous le nom
de méthode de Schwarz multiplicative (ou Schwarz alternating method), pour prou-
ver l'existence de fonctions harmoniques dans des domaines irréguliers (il prend
I'exemple d’'un domaine composé d’un rectangle et d’un cercle qui s’intersectent).
L’idée n’a été reprise que plus d’un siecle plus tard, au moment du développement
dans les années 1980 des architectures informatiques paralleles et des supercalcula-
teurs multiprocesseurs. Les méthodes de décomposition de domaine, bien adaptées
aux calculs massivement paralleles, sont alors devenues un nouveau champ d’étude
de l'analyse numérique pour la résolution des équations aux dérivées partielles li-
néaires et non linéaires (voir [49, 12, 91, 95, 80] et les références qui y sont incluses).
En particulier, P.L. Lions [75, 76] propose a la fin des années 1980 une version
parallele de I'algorithme de Schwarz, avec recouvrement des sous-domaines ou le
raccordement de la solution est assuré par la transmission d’une donnée de Diri-
chlet. Cet algorithme a néanmoins deux inconvénients : d’une part I’hypothese de
recouvrement des sous-domaines est nécessaire pour la convergence et d’autre part
la convergence est d’autant plus lente que la zone de recouvrement est petite. Pour
remédier & cet inconvénient, il propose en 1990 une variante [77] pour des domaines
qui ne se recouvrent pas, basée sur des conditions de transmission de type Robin.
Ces conditions sont le point clé de nombreux travaux et nous utiliserons ce type
de conditions dans cette these. P.L. Lions note qu’il est possible de remplacer les
constantes intervenant dans la condition de Robin par des fonctions sur 'interface
ou des opérateurs locaux et méme non locaux. La question était donc de déterminer
les meilleurs opérateurs qui rendraient I'algorithme de Schwarz optimal. Les opéra-
teurs non locaux se prétant difficilement au calcul numérique, des approximations
utilisant des développements de Taylor ont tout d’abord été proposées ([19] pour
une petite diffusion dans le cas d’un probleéme de convection-diffusion dominée par
la convection, puis [82, 83] pour une approximation basses fréquences). La premiere
utilisation de conditions optimisées a été introduite dans [63, 64, 65]. Celles-ci sont
telles que le ou les parametres des conditions de transmission de type Robin (ou
plus généralement de type Ventcell) sont choisis de fagon a optimiser le taux de
convergence de 'algorithme. Une analyse et une synthese de ces conditions sont
données dans [37]. Ces conditions dites optimisées donnent leur nom aux méthodes
dites de Schwarz optimisées. Ces méthodes convergent nécessairement plus vite que
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les méthodes de Schwarz classiques, pour un méme cotut par itération.

Pour les problemes paraboliques plusieurs approches sont possibles.

— Une premiere consiste a discrétiser en temps I'équation a I'aide d’un schéma
implicite puis d’utiliser a chaque pas de temps la décomposition de domaine en
espace (voir par exemple [17]). L’inconvénient majeur de cette démarche est
que les pas de temps doivent étre les mémes dans les différents sous-domaines.
Elle est de plus couteuse puisqu’elle nécessite d’échanger treés souvent une
petite quantité d’informations.

— Une seconde approche consiste a discrétiser 1’équation en espace puis a ré-
soudre le systeme d’équations différentielles ordinaires (en temps) obtenu par
une méthode de type relaxation d’ondes (voir par exemple [62]).

— Une troisieme approche, dite décomposition de domaine espace-temps, consiste
a résoudre indépendamment les sous-problemes en espace et en temps dans
les sous-domaines puis a itérer sur les valeurs définies sur les interfaces espace-
temps entre les sous-domaines pour raccorder la solution entre les sous-domaines
adjacents. La force de cette approche globale en temps est que différentes
discrétisations en espace et en temps peuvent étre choisies dans les différents
sous-domaines, les données étant transférées dans ce cas sur I'interface espace-
temps, a l'aide de projections entre les différentes grilles espace-temps. Cette
approche & été introduite dans [46, 48]. Cet algorithme convergeant lente-
ment, une version optimisée, basée sur les idées des méthodes de Schwarz
optimisées [64, 65, 37] a été proposée dans [41, 42, 79, 10]. Cette méthode
est dite méthode de relaxation d’ondes optimisée ou Optimized Schwarz wa-
veform relazation method (OSWR). Elle est bien adaptée pour la résolution
des problemes en milieu poreux décrits ci-dessus, c’est donc cette approche
que nous choisirons dans cette these.

Considérons plus en détail I’algorithme OSWR au niveau continu : trouver u tel
que

Lu=f dans Q x (0,7),
u(.,0) =up dans Q, (2)
Cu=gyg sur Q2 x (0,7),

ou L et C sont des opérateurs aux dérivées partielles. Soient €2y et (2o deux sous-
domaines sans recouvrement formant une partition de €2, séparés par une interface
I' (on considere deux sous-domaines pour simplifier mais la méthode se généralise
a plusieurs sous-domaines) et soit n; la normale extérieure a ;, i = 1,2. Soit
B;, i = 1,2 lopérateur de transmission choisi sur I'interface espace-temps I" x (0, 7).
Une méthode de type OSWR pour le probleme (2) est sa reformulation : trouver
(ui)i=12 tel que

Lu; = f dans € x (0,7 Lug = f dans Q9 x (0,7
u1(.,0) = upjg, dans us(.,0) = upj, dans Q9
Cui =g sur 04 x (0,7) Cus =g sur 00y x (0,T7) ’

Biu; = Biusy sur T'x (0,7) Bous = Bouy sur I' x (0,7)
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qui conduit a I'algorithme itératif suivant :

Eu&“l) =f dans Q; x (0,7) Euggﬂ) =f dans Q9 x (0,7

u§£+1)(',0) =ug|p, dans (% ug”l)(., 0) = up|, dans 2

Cu%“l) =g sur 09 x (0,7 Cuggﬂ) =g sur 0y x (0,7)

B1u§€+1) = Blu§> sur I'x (0,7) Bwégﬂ) = Bgug@ sur I' x (0,7)
avec Blugo) =g et Bgugo) = go donnés.

Du choix des opérateurs d’interface By et Bo dépend la vitesse de convergence
de l'algorithme. Dans ’algorithme proposé par Lions dans [77], avec £ l'opérateur

du laplacien, les opérateurs de Robin sont de la forme suivante : B; = — + «;, ol

on;
a; > 0, i = 1,2 donnés. Un opérateur de type Ventcell [19, 65, 10] (pa; exemple

0 0 .
avec L = i A) est de la forme B; = . + o + BZ(E — Az,), o Ay, est

(]
l'opérateur de Laplace-Beltrami sur I', et a; > 0, 8; > 0, i = 1,2 donnés. Ces

. . : 0
conditions peuvent étre réécrites de maniere plus générale comme B; = I + A;
n;
oules A;, ¢ = 1,2, sont des opérateurs aux dérivées partielles le long de l'inter-

face a déterminer de facon judicieuse pour optimiser la vitesse de convergence de
Palgorithme (i.e. on optimisera le taux de convergence sur les parametres interve-
nant dans A;; par exemple pour un opérateur de Robin, on optimisera le taux de
convergence sur «;, i = 1,2).

Cette méthode OSWR a été introduite pour les probléemes paraboliques et hyper-
boliques dans [41], puis étendue aux problemes d’advection-diffusion & coefficients
constants dans [79]. L’optimisation des parametres intervenant dans les conditions
de Robin ou Ventcell a été étudiée dans [39, 79, 10] et pour des problemes & coeffi-
cients discontinus dans [40, 54, 73, 66]. L’extension & des grilles non conformes en
temps est introduite dans [13, 40]. Dans [13, 53], une méthode de Galerkin Discon-
tinue (DG) pour la discrétisation en temps est proposée pour pouvoir traiter des
grilles non conformes en temps, en dimension un, pour résoudre des problemes a
coefficients discontinus. L’extension & des problemes hétérogenes en dimension su-
périeure, avec une analyse de la convergence utilisant des estimations a priori, ainsi
que l'utilisation de grilles non conformes en temps et une analyse de ’estimation
d’erreur en temps est proposée dans [55, 56]. L’analyse rigoureuse du schéma DG a
été donnée quelque soit le degré de I'approximation et avec différents pas de temps
dans les différents sous-domaines (voir [55, 56]). Les projections entre les différentes
grilles espace-temps peuvent étre effectuées a I'aide d’un algorithme de complexité
optimale [45, 44]. Une application aux problémes en milieux poreux est proposée
dans [54, 66] et dans [60, 61] dans le cas d’éléments finis mixtes. Une autre approche
en volumes finis avec des pas de temps locaux dans les sous-domaines est proposée
dans [36].

Dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine en volumes finis,
une méthode est proposée dans [3] pour résoudre des problemes de diffusion et
d’advection-diffusion stationnaires. Cette méthode permet de discrétiser en volumes
finis des conditions de transmission de type Robin avec des maillages non-conformes
a 'interface entre les sous-domaines. Une autre approche est donnée dans [92] pour
un probleme de diffusion stationnaire a coefficients fortement discontinus. Pour
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I’extension de I'approche multidomaine a un schéma de type DDFV, une premiere
méthode est proposée dans [68, 15] pour un probleme de diffusion stationnaire,
avec des conditions de Robin. Une analyse du taux de convergence est donnée dans
[43]. Dans [52], une approche multidomaine en volumes finis avec des conditions de
transmission de Ventcell est proposée, pour résoudre un probleme de convection-
diffusion stationnaire. Dans cette approche, une discrétisation avec un flux a deux
points a l'intérieur du domaine est utilisée, avec une adaptation a l'interface pour
traiter des maillages non-conformes. Dans cette thése nous proposons un schéma
volumes finis différent pour résoudre I’équation d’avection-diffusion instationnaire,
permettant de traiter des maillages beaucoup plus généraux.

Plan de la these

Rappelons que nous cherchons a résoudre 1’équation de convection-diffusion ins-
tationnaire en deux dimensions d’espace avec un tenseur de diffusion hétérogene,
des pas de temps et d’espace éventuellement non conformes et des maillages quel-
conques pouvant étre déformés. Nous avons choisi de travailler avec un schéma en
temps de type Galerkin Discontinu s’adaptant bien au cadre de la décomposition
de domaine et avec le schéma DDFV qui a 'avantage de pouvoir étre utilisé sur
des maillages quelconques et non conformes. Le schéma DDFV a été étudié pour
le probleme de diffusion stationnaire dans le cadre de la décomposition de domaine
avec les méthodes de Schwarz optimisées dans [68, 43, 52]. Il reste alors & proposer
une discrétisation du terme de convection telle qu’elle soit adaptée a une écriture
locale a un sous-domaine.

Dans la premiere partie de ce document, nous nous placons en une dimension
d’espace. Cette partie est une partie préparatoire, qui a pour but d’identifier d’éven-
tuelles difficultés pouvant se présenter en deux dimensions d’espace. La principale
difficulté rencontrée est liée a la discrétisation amont du flux convectif : dans un
contexte de décomposition de domaine ol le schéma doit étre local au sous-domaine,
le décentrage du terme de convection doit étre redéfini a I'interface entre les sous-
domaines de telle sorte que le schéma défini sur le domaine global (dit schéma
monodomaine) soit équivalent au schéma défini sur chacun des sous-domaines com-
plété des conditions de transmission (dit schéma multidomaine). Une autre idée est
de reprendre la discrétisation hybride du flux convectif donnée par [25] et utilisée
par [50] en décomposition de domaine. La formulation multidomaine obtenue s’ob-
tient naturellement grace a I'inconnue supplémentaire sur l'interface. Des résultats
de comparaison de la vitesse de convergence des différents schémas sont donnés en
fin de premiere partie.

Dans la deuxieme partie de ce travail, nous étendons le schéma DDFV au pro-
bleme de convection-diffusion instationnaire en deux dimensions d’espace. La dis-
crétisation du terme de convection est définie différemment sur le maillage primal
et sur le maillage dual. Sur le primal, nous avons choisi le schéma décentré hybride
utilisé par [50] & cause de son écriture naturellement locale. Sur le dual, nous avons
considéré un schéma décentré standard, qui ne pose pas de probleme vis-a-vis de
la décomposition de domaine car son écriture est toujours locale au sous-domaine
(parce que les noeuds sont partagés par les deux sous-domaines). Le caractére bien
posé de ce nouveau schéma est alors démontré. Nous avons défini ensuite un nou-
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veau schéma multidomaine (comprenant la discrétisation des conditions d’interface),
dont nous montrons le caractere bien posé puis I’équivalence avec le schéma mo-
nodomaine proposé. En s’inspirant des grandes lignes de la preuve donnée par [56]
ou l'algorithme de Schwarz est appliqué pour une équation de convection-diffusion
semi-discrete en temps avec un schéma de Galerkin Discontinu, nous donnons pour
ce nouveau schéma la preuve de convergence de 'algorithme de Schwarz. Nous
rappelons le calcul du taux de convergence continu permettant de déterminer les
parametres optimisés et nous proposons d’une part un taux discret dans le cas parti-
culier du probleme de diffusion instationnaire et une adaptation du taux continu qui
s’avere utile lorsque le phénomene de convection est dominant. Nous donnons dans
un dernier chapitre plusieurs validations du schéma monodomaine et du schéma
mutlidomaine et nous terminons par la présentation du cas-test PAMINA introduit
ci-dessus.

Principales contributions de la these

Les principales contributions de cette these sont I'extension du schéma volumes
finis DDFV a I’équation de convection-diffusion instationnaire ainsi que I'extension
et 'analyse de la méthode de décomposition de domaine espace-temps a ce nouveau
schéma. La méthode multidomaine est basée sur 'utilisation de conditions de trans-
mission de Robin. L’une des difficultés est la discrétisation de ce type de conditions
avec un schéma volumes finis permettant d’une part de traiter des maillages tres
généraux, et d’autre part de préserver une discrétisation naturelle multidomaine de
la condition de Robin (c’est-a-dire une discrétisation du terme d’advection a la fois
simple et qui reste locale au sous-domaine). Le schéma proposé dans ce travail, basé
sur une approche volumes finis "hybride” et DDFV, permet de coupler de fagon na-
turelle les conditions de Robin en multidomaine sur des maillages quelconques. Un
algorithme itératif est proposé et analysé pour résoudre ce schéma multidomaine
discret. Une autre difficulté est de trouver les bons parametres de Robin permettant
une convergence rapide de cet algorithme multidomaine : nous avons comparé des
approches continue et discrete d’optimisation de ce parametre. Nous avons proposé
une approche prenant en compte la diffusion numérique du schéma, qui permet
d’améliorer nettement la convergence dans le cas d’une convection tres fortement
dominante.



Premiere partie

Analyse 1D
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L’objet de cette these résidant principalement dans I’écriture et I’analyse d’un
schéma décentré de type volumes finis & dualité discrete (DDFV) pour I’équation
de convection-diffusion instationnaire, adaptable a la décomposition de domaines,
nous présentons dans cette partie plusieurs choix possibles de schémas décentrés en
une dimension. A l'issue de cette partie, nous retiendrons un de ces schémas pour
I’analyse en deux dimensions.

Soit le probleme suivant de convection-diffusion-réaction instationnaire en une
dimension a résoudre :

w(z)0c — Oy (v(z)0c — be) +ne = f dans Q x (0,7), (3)

avec une condition initiale et des conditions limites & définir. Dans (3), les coeffi-
cients w, b, v, et 1 désignent successivement la porosité, la convection, la diffusion
et la réaction. Dans cette partie 1D, b est supposé constant.

L’approximation de I’équation (3) sera donnée par un schéma en temps de type
Galerkin Discontinu et en espace par des schémas de type volumes finis centrés sur
les mailles. Dans le premier chapitre, nous rappelons le schéma Galerkin Discontinu
a lordre 0 et 1, ainsi que différentes discrétisations possibles pour la convection,
donnant lieu aux schéma centré, au schéma décentré classique et au schéma décen-
tré hybride, pour lesquelles la propriété fondamentale d’existence et d’unicité de la
solution peut étre montrée.

Pour les problemes de grande taille ou dans le cas de coefficients trés hétéro-
genes, nous avons vu qu’il était souvent souhaitable de se placer dans le cadre de
la décomposition de domaines. Dans ce cas, le domaine global 2 est décomposé en
plusieurs sous-domaines et le probleme mondomaine doit alors étre remplacé par
un systeme équivalent de sous-problemes définis sur chacun des sous-domaines et
par des conditions d’interface assurant la transmission des données entre les sous-
domaines. Au niveau discret, nous devons d’une part assurer 'existence et I'unicité
de la solution multidomaine et montrer que la solution multidomaine obtenue est
identique a la solution monodomaine. L’objet du chapitre 2 est de présenter les
différents schémas multidomaine (ceux présentés dans le chapitre 1 adaptés au cadre
multidomaine), de montrer leur caractere bien posé et de montrer l'identité de la
solution multidomaine et de la solution monodomaine.

La méthode itérative de Schwarz optimisée pour la résolution du probleme mul-
tidomaine est alors présentée dans le chapitre 3, en évoquant l'optimisation des
parametres intervenant dans les conditions de transmission, puis en présentant des
cas-tests numériques de comparaison entre les différents algorithmes discrets.






Chapitre 1

Le schéma monodomaine 1D
pour I’équation de
convection-diffusion
instationnaire
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Le probleme monodomaine (3) défini précédemment avec des conditions aux
bords de type Dirichlet ou Neumann est discrétisé en temps par un schéma de type
Galerkin Discontinu (DG) basé sur une approximation polynomiale de 'inconnue ¢
sur une partition 7 de l'intervalle en temps (0,7). La souplesse de ce schéma per-
met d’envisager éventuellement des pas de temps différents selon les sous-domaines,
qu'une analyse d’erreur a posteriori permet d’adapter [78]. De plus, quelque soit
Pordre du schéma, on trouve dans [94] une analyse rigoureuse donnant des estima-
tions d’erreur. Dans la suite, nous présentons ce schéma en temps a l'ordre 0 et 1,
a partir de [56] qui reprend l'analyse de [67]. Nous nous restreindrons a 'ordre 0
(Py) pour présenter la discrétisation en espace dans un souci de clarté. En espace,
les schémas considérés sont de type volumes finis (VF) centrés sur les mailles. IIs
sont adaptés au traitement d’une diffusion discontinue. Nous présentons les schémas
centré et décentré classiques, ainsi que le schéma décentré proposé par [50] & partir
de [25, 35, 31].
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1.1 Discrétisation en temps Galerkin Discontinu

Soit 7 la partition en temps de 'intervalle (0, 7") composée de N sous-intervalles
I, := (tp—1,t,) de longueur At,, := t,—t,_1 pouvant étre inégaux. L’idée du schéma
de Galerkin Discontinu est d’approcher la solution ¢ par un polynéme U de degré d
sur chaque intervalle I,,.

L’équation forte obtenue sur I, est donnée dans [56] par
w(z) (L, U) + 0,(bU) — 0, (v(2)0,U) +n U = Pf dans Q x I, (1.1)

ot P est un opérateur de projection L? sur ’ensemble P, des polynomes de degré
au plus égal a d, et Z,, est un opérateur d’interpolation aux d + 1 points

tp—1+ Tl(tn - tn—1)7 syt + TdJrl(tn - tn—l)y

ou les d 4+ 1 points de Radau (0 < 71 < -+ < 7441 = 1) sont définis de telle sorte
que la quadrature de Gauss-Radau fol ft)dt ~ Zgi% wq f(14) soit exacte pour les
polynémes de Pog.

L’opérateur d’interpolation Z,, est tel que Z,,U € P 441 pour tout U € Py, ce qui
assure que le terme de la dérivée en temps de (1.1) soit bien d’ordre d, comme les
autres termes. Il vérifie de plus Z,U (t,—1) = U(t,_;) et Z,U(t,) = U(t;,). Sur la
figure 1.1, nous représentons ZU dans le cas ou d = 0 & gauche et le casoud =1 a

U
77.;. W
tn 1 75n tN

U U
to the1  tn tN to ,

droite.

FIGURE 1.1 — Approximation polynomiale U en noir d’ordre d = 0 (gauche) et d = 1 (droite). L'opé-
rateur d’interpolation Z dont la restriction & chaque intervalle I, est Z,, est représenté en bleu. Les points
d’interpolation sont représentés en rouge (ceux de l'ordre 0) et en vert (ceux de l'ordre 1).

Cas particulier d =0

Dans ce cas, U = Uj est constant en temps sur I,, et 'unique point de Radau
est 71 = 1. On exprime alors Z,,U dans une base de P; sur I,, comme

t—1tn
.U =Ag+ Al ———,
U o+ Ar Al

vérifiant

LU(tn-1) = U(t,_1) = U(?_l Ap = U(;L_l

Z,U(t,) =U(t,) =U} Ao+ A = Uy
On obtient alors iy

U =Uy " + (U - Uy Atn”.
Sur I, = (tn—1,tn), I'équation (1.1) s’écrit finalement
17(1)1 — U(;Lil n n n
w(:n)T — Oy (v(2)0,UY) + 0, (bUY) +n Uy =Pf dans Q, (1.2)

qui est similaire a un schéma d’Euler implicite.
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Cas particulier d =1

t—1,_
En utilisant {1,2#1/2} comme base (orthogonale) de P1, on peut écrire
sur I, : "
t—="1p—1)2
U=Uy+ 20—
0 + 1 Atn
et

t—t,
7Df:fon‘i‘folTl/Q

De méme que précédemment, on écrit

2
t—=1p1/2 t—=tp_1/2
= Ag+ 24— +4A, | ——= | .
U o+ 24; At + 2< At )

Cet opérateur est tel que

ToU(tn 1) =U(t; ) =Ur Ut
7,U (tn,l + %Atn) —U (tn,l 4 %Atn) — Uy - lup
Z,U(tn) = U(t,) = Uy + U7,

soit
5 1
Ao = U5 — 4 (U5" Lyup+up)
Ag— Ay + Ay =Up Ut .
Ag—3A1+ 345 = Uo—éUln =1 A= (U - Ut up —-uph
Ag+ A1+ Ay = U + U7
3
Ay = S (U + U Lyoupt-up).

Sur I, = (tn—1,tn), I'équation (1.1) s’écrit alors

A (08 = U5 + U7 — U ™) = 0, (v0uU8) + 0.(6U8) + 10§ — f5

3w n n n— n n n n t—="1p-1/2
* [At [(UO U+ U+ 1)] — 0 (v0,UY) + 0,(bUT") + U — fi 2Tn/ =0.
(1.3)

Ainsi la résolution de (1.3) conduit a celle du systeme a deux équations

{ L0 (U~ Ug T+ Up — UPY) = 0u(w(@)0U3) + D (0U8) + UG — f = 0

RO (Ug - U + Up + U] = 0. (v(@)3,UF) + 0:(bUT) + U — fit = 0.
(1.4)

Détermination de f' et f]
Pf étant la prOJectlon de f sur Py, f — Pf est orthogonal a chacun des vecteurs
de la base {1, P 1/2} D’une part,

tn tn

(f=Pf1) =0 f(t) dt = fo +2f1

tn—1 tn—1 A n

t—t,_
U2 g = At
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t—1,_
D’autre part, (f —Pf, 2ﬂ> = 0 donne
At,

2
tn t— tn—l/Z tn t— tn—l/Q (t - tn71/2) 1
2F (1) — Y2 gy — ofn_— Y2 g N M) g A
| 2r—- I i v SOt}

n—1 n—1

D’ou
3 [ t—ty_1/
n_ _°2 2 S Lt ek 1.
fi=ap | 20— (1.52)
n 1 tn
=5 /tnl F£(#) dt. (1.5b)

1.2 Discrétisation en espace

Le principe de la méthode volumes finis est d’intégrer 1’équation continue sur
chaque cellule du domaine. On décompose alors le domaine unidimensionnel 2 en 1
intervalles [x;_1,;,1] de longueur Ax; (i =1,---,I). Les extrémités du domaine

2 2
sont T1 et Tril-

1.2.1 Intégration sur la cellule en espace

En intégrant I’équation semi-discrete en temps a lordre 0 (1.2) sur la cellule
[z, 1, %1 |, dans laquelle nous remplacons les notations Uj et f' par U™ et f",
nous obtenons

Titd n_pynl iyl 1 iyl
/ +3 wu_/ +3 [8x(y8xU”—bU")+nU"] d.%':—/ +3 fnd.%',

1 At, 1 At, 1
2 2 2
(1.6)
ou nous notons que le flux 9, U™ — bU™ doit étre supposé continu. En notant
g = L /m”% U™ (2)dz (1.7)
t sz T ‘

la valeur moyenne de U™ sur la cellule [xi_ 1,T;,1 ] et w; une valeur constante du
2 2
parametre w sur chaque cellule, nous pouvons écrire
A.%'Z‘
Aty
+ (vo,U™ —bU™) (xi_;) + nAz; U = Az, f,
2

Wi

O =07 = wo, U™ —bU™) (mi+%) (1.8)

oll fI* est la valeur moyenne exacte de f sur la cellule [z,

1,2
—_=)
T3

z+%]

Le choix des inconnues et la maniere d’exprimer chacun des termes de (1.8) en
fonction de ces inconnues définira le schéma volumes finis. En une dimension d’es-
pace, le choix le plus naturel est de prendre le centre x; de la cellule [z, 1,x, 41 ]

2 2

comme point de controle. Notons U]* := U™(x;) I'approximation de (71" Avec ce
choix de x; comme barycentre de la cellule, cette approximation est en O((Az;)?).
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Si nous avions choisi pour x; un autre point de [xl_% iy %], I'approximation n’au-
rait été que d’ordre Az;. Dans le flux & approcher (v9, U™ — bU™) en Tiy1 et T 1,
on distinguera le flux diffusif et le flux convectif. Puisque nous considérons des mé-
thodes volumes finis centrés sur les cellules, la discrétisation ne doit dépendre que
des inconnues principales aux centres x; (i = 1,--- ,I), sauf sur les mailles de bord
ol les points extrémes x 1 etz 1 interviendront et seront déterminés par les condi-
tions limites. Les coefficients non constants w et v sont définis sur chaque cellule
par leurs valeurs aux points de contrdle z;, soit w; := w(x;) et v; := v(z;). Quant a
b, rappelons que nous ’avons supposé constant.

Dans la suite, donnons 'approximation du flux diffusif et du flux convectif.

1.2.2 Discrétisation des termes de diffusion

La discrétisation du flux diffusif v0, U™ s’exprime différemment & gauche et a

droite de x a cause de la possible discontinuité de v en ces points. Vu de la

i+
maille 7, le flux diffusif en z,, 1 noté (vo,U™), 41 est donné par I'approximation
2 ’ 2

aux différences finies suivante

vr, —Up
(V@mU")LH% >~ 2]/127% (19&)
et vu de la maille ¢ + 1, nous avons de méme
P - UZ,
il
(VamUn)Hl,z’Jr% ~ 2V¢+1T12 (1.9b)
7

2
écrivant la conservation du flux diffusif.

ou Uﬁrl est une inconnue auxiliaire approchant U" (CEZ 41 ) qui sera éliminée en
2

1.2.3 Discrétisation des termes de convection

Il y a plusieurs choix possibles pour la discrétisation du terme de convection
bu™ (352 L1 ) Donnons trois choix de discrétisations : centrée, décentrée classique et
2
décentrée hybride.

Discrétisation centrée

Dans le cas ou v est continu et U™ réguliere, un développement limité détermine
une approximation de U" (ml 41 ) a ordre 2 donnée par
2

U (.%' ) - AxiJrlUin + A:CZU;LH
ity) Az + Aziyg

et la formule ci-dessus est exacte si U™ est une fonction P;. Mais si v est discontinu

w1, alors 9, U™ est discontinu, puisque bU" et le flux total v, U™ — bU™ sont
2

continus en ce point. Cela empéche donc de faire un développement limité. Or une

en r

autre maniere de définir une approximation d’ordre 2 est de dire que I'interpolation
au point z; 1 en fonction des points z; et z;11 est celle qui est exacte pour des
. 2 . . ’ .
fonctions localement P;. Connaissant U et U’ 1, on cherche donc U ; qui vérifie
2
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la continuité du flux en z; 1 équivalente dans ce cas a la conservation du flux diffusif
. / . 2
qui s’écrit
n _ n
(v, U )”Jr% = (vo,U )i+1,i+%‘

Celle-ci s’écrit a partir des flux diffusifs donnés par (1.9) comme

i+5
A.%'Z‘

n n n n

2Vi - 21/2‘4_1 (110)

Azip

Nous en déduisons que

QVZ' 2I/i+1 ) . QVZ' n 27/@'+1 n

ur = U’ ‘
i+3 <A€U¢ Az Az; ' +A90z‘+1 h

soit

gn | = WUTAT + vin Ul A (1.11)
3 Vi1 + vip1 Az

Cela permet donc d’écrire le flux convectif centré comme

n viAxiq " Vip1Ax;
U™ (x; 1) =b i
2 VA1 + vip1 Az ViDwip1 + vip1Azy

ULl (112)

Si Ax; = Axiqq et v; = v;41, nous retrouvons la forme habituellement utilisée, soit
o1
U (2,41) = 3O + U

Discrétisation décentrée classique

Le schéma décentré classique a deux points s’écrit
bU™ (1) = U + B U, (1.13)
olt 'on note [b]T et [b] les parties positives et négatives de b définies par

[b]T = max(0,b),

[b]~ = min(b,0), (1-14)

de telle sorte que Vb, b= [b]~ + [b].

Discrétisation décentrée hybride
Quant au schéma décentré hybride, utilisé par [50], il est défini avec les inconnues

aux centres et aux sommets. Vu de la cellule 7, le flux bU™ (xl n ;) noté (bU™),; ;. 1
2 ’ 2
est défini par

(bU")LH% ~ o] U + [b]_UZ:L%, (1.15a)
et vu de la cellule 7 + 1, nous avons de méme

(U1, 641 = BITUTL + 17U (1.15b)

ou Uz’+ 1 est inconnue approchant U (xH%), continue en Tiyl et déja utilisé dans

la définition du flux diffusif (1.9).
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Ces trois discrétisations pour le flux convectif donnent lieu a trois schémas dif-
férents pour I’équation (1.8), dits centré, décentré classique et décentré hybride.

Pour résumer, notons que les inconnues aux sommets i 1 notées Uﬁr 1 (i =
1,-+-+,I—1) interviennent dans I'expression de la discrétisation du terme de diffusion
(1.9), et dans l'expression du flux convectif (1.15) lorsque la discrétisation de type
décentré hybride est utilisée.

Dans le schéma centré et le schéma décentré classique a deux points, les incon-
nues U, 1 sont déterminées par (1.11) grace a I’égalité (1.10) exprimant la continuité
du flux diffusif en chacun des points z; 1 (équivalente a la continuité du flux total
car (bUn)i,H-% = (bUn)i+1,i+§)' Cela permet de réécrire les flux diffusifs (1.9a) et
(1.9b) comme
2VZ'I/Z‘+1(UT_L’_1 — Uln)

= i (1.16a)

0, U" )
v ) ViAwii1 + vip1Azy

iyits
et de maniere analogue

2VZ'_1VZ‘(UZ-n — anl)
L] = — .
b1 vi1Az; + v Ari

(vo,U™) (1.16h)

Dans le schéma décentré hybride, les inconnues UZZ_ 1 sont définies par la conti-
2

nuité du flux total en z; 41 donnée par
2

(VaxUn)i,i—i—% - (bUn)Li-i-% = (u@xU")HLH% - (bUn)i-i-l,i—‘,—%’
soit, en utilisant (1.9) et (1.15),
UL, -Ur
N S n -y
e e (G Y
n n (1.17)
V= Uy s
ven— g% = (UL, + BOY)

Donnons une description complete des trois schémas évoqués ci-dessus, a savoir
les schémas centré, décentré classique et décentré hybride, en écrivant les matrices
associées.

1.2.4 Schéma centré
Le schéma centré pour les mailles intérieures s’écrit & partir de (1.8), ott U est
approché par U, les flux diffusifs (v0,U"), ; 1 et (v0,U"), ,_1 sont définis par
) 2 ’ 2
(1.16a) et (1.16b), les flux convectifs bU™ (:U%%) et bU™ (ﬂ:H%) sont donnés par

(1.12) et fln est approché par f' := f"(z;), la valeur de f™ au point z;. Nous avons
donc, pour tout i € [1,1 — 1],

w,%(UZ” _ Uin—l) _ 2ViVi+1(Uﬁ1 —U") I 2v;v (U = UL y)
Atn I/Z‘ACCZ'Jrl + I/Z‘Jrlei Viflei + I/Z‘sz;l
+ b [ ViAmi+1 n Vi-l—lei n :|
Vibai1 + Vi Awy ' Ui + v A T (1.18)
b [ vi—1Az; n Z7AN 7E U”}
vioiAz + Az TN v Axy +viAx

+nAx; U — Ax; f' =0,
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soit, en posant Dz = ViAxi-l—l + VZ'+1A1'Z‘,
2u,14 2U;,_1v;
141 i—1Y4 n A z‘|

UZn W AI‘Z + b ViAxi-l—l — b ViAxi—l
Aty D; D;_y D; D;_1
vy 1A.%" 2V‘I/‘+1 Vi—lAwi 2Vi—1Vi 1.19
b + (. Vi U _p _ ( ] )
* Z+1[ D; D; ] T Vi D; D;

— wlixlU" L4 Az, fi*.

Donnons la discrétisation sur les mailles de bord (i = 1 et ¢ = I). Dans le cas

d’une condition de Dirichlet
D,n D,n
U%" =91 et UZ_ gH_ . (1.20)
Le flux diffusif en z1 et x;, 1 est donné par
up-uvy o Uf g
n 2 2
(vo,U™), 1,1 21y Ao 21y AL, (1.21a)
et
ur ., -up -Up
(v, U™) 1~ 2up *3 L 2 IgH I, (1.21b)
I I+3 Az Az
et le flux convectif par
U™ (m;) o (1.22a)
2 2 2
et
bU™ (743) = BUT, 4 = byl (1.22b)
A partir de I’équation (1.8), et en utilisant (1.12), (1.16a), (1.16b), (1.21) et (1.22),
le schéma s’écrit sur la maille de centre 7 comme
ACEl VlAZCQ 21/1 21/11/2
U b A
! |f;.)1 At + D1 Awl + D1 + " o
V2A$1 21/11/2
Ud\b — (1.23)
M Dy Dy ]
211 D,n
= b - ) A n
wlAt * ( +Ax1>g% + Ant

et d’'une maniere analogue sur la maille z;
2V[ 21/]_1V[
+ + n Az

U AI‘] V[A.%'[_l
w p—
! At At D]_l A.YJ[ D[_1
vi—1Axy 2ur_1vg
! 1{ Dr_q D4 ]

Az, 2uy D,n n
_wIA (A—I_b) I+% + Ax[f[.
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La condition de Neumann donnée par

Up - Ut
(vOU™) 1 ~ ) ———2 = gin”
2 Awl 2
no_ U? (1.25)
I+1 n
et (VaxUn)I_,’_% ~ 21/1171.[ = gIJr%’
donne A A
n_rm 2Tl Nn n _ _ g LI N,n
% = Ul 2V1 g% et UI+% = UI + 2]/[ g[+%' (126)

Ainsi les deux équations sur les mailles de bords de centre x; et xy, pour une
condition de Neumann, sont données respectivement par

U{L[wli—z + b%lﬁﬂz - b+ 212;?2 + n Az
= QD_] (1.27)
—angrort - (R )+ Aay,

et
gt~ B g B
; U;u[—b IEER 2’2;111”11 (1.25)

Axg _ bAzr\ N
=w—U"" + <1— o )g”’g + Azrff.

Théoréme 1.1. La matrice associée au schéma centré défini par (1.19) et
— soit (1.23) et (1.24) pour des conditions de Dirichlet,
— soit (1.27) et (1.28) pour des conditions de Neumann,

est une M-matrice siVi=1,--- I, Ax; < —

Nous rappelons d’abord, d’apres [90], la définition d’une M-matrice.

Définition 1.2. Soit M € R™*! une matrice inversible. M est une M-matrice si
M;; <0 Vj#i et sitous les coefficients de M~ sont positifs ou nuls.
En particulier une matrice M vérifiant

- M;; <0 Vj#£i

I
- > M;;>0 Vie[l1].
j=1

est une M-matrice.
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Démonstration. Puisque la matrice associée au schéma centré est tridiagonale, no-
tons B; (1 € [1,1 —1]) les termes de la diagonale supérieure et C; (i € [2,I]) ceux
de la diagonale inférieure. Les termes diagonaux A;, B; et C; sont définis d’apres
(1.19) pour les points intérieurs, par (1.23) et (1.24) pour les conditions de Dirichlet
et par (1.27) et (1.28) pour les conditions de Neumann.

Pour i € 2,1 —1] :

vit1Az; 200441

B;i=b — <0 < bAz; <2y
(2 DZ DZ — (— 7
et
Vi 1Ax; 2u; v
O =—b 122 2R o) e —bAz; < 2,
D; 4 D; 4
N . 2y . ,
d’ou la condition suffisante Ax; < |T pour les termes extradiagonaux. D’autre

part, la somme des termes

Az,
Ai+Bi+Ci=wiﬁ+77Awi>O, ViE[[2,I—1]].

Pour 7 = 1 avec des conditions de Dirichlet :

A 2 2
Le terme extradiagonal By = by2 T s <0si Az < ﬂ.
Dq D1 |b]
De plus,
A.%'l 2V1
A By = b — A 0.
1+ B W1Atn+ +Ax1+77 x>
Pour 7 = 1 avec des conditions de Neumann :
VgAxl 20119 211
By =b — <0 <— Ar < —
! Dy Dy — 1= |b|
A
A+ By =w; 1 + nAxy > 0.
At,
Pour 7 = I avec des conditions de Dirichlet :
V[_lA.%'[ 21/]_11/] 2V[
Cr=-b — <0 <— Azr; < —
Dr D4 |b]
A 2 2
et Ay +Cr = wy Ai: - b + AL;I + nAx; est positif si Axy < ’TV’I
Pour 7 = I avec des conditions de Neumann :
vi_1 Az 2ur_1vr 2ur
C" = —p — <0 <— Az; < —.
! Dy Dy, b]
A
Aussi A[—{-C[:CU[ﬂ—FT]A.I[ > 0. O

Aty,
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1.2.5 Schéma décentré classique a deux points

Le schéma intérieur du schéma décentré classique a deux points peut étre écrit
a partir de ’équation (1.18) en remplagant les termes de convection centrés (1.12)
par (1.13). II vient alors

E(U” U BT O - UR )+ B (U - UD)

v 1 (U = UP)  2v004(Uf = U y)

7

(1.29)

N Az, U — Az; f* =0
Vilziv1 +vipi Az Vi1 Az + viAxi o ant; zifi

soit, en reprenant la notation D; = v;Ax; 11 + v;41Ax; et en remarquant que
(o] — 6] = o], (1.30)

nous avons

|ff%' Ty +|b|—|— VilVi4+1 + Vi—1V; +UA$11

Atn Dz Di—l
o 2v; 114 + oo |- — 2VVi1 (1.31)
i—1 DZ_1 Z+1 DZ

Sur les mailles de bords (i = 1 et @ = I), on peut écrire la discrétisation du
schéma décentré classique en conservant les inconnues de bord Uy et U 1, ce qui
2 2

donne
Awl n—1 + n n — n n
WAL (U =U7) + [b]" (U = Ufyp) + [ (U3 = UY)
iUy —Up) 20U —U)y) n .
I/1A£C2 + I/QAxl + Awl + " AxlUl Awlfl =0
et
Azg n—1 + (771 n — (77 n
WIA Or =ur™) + P07 =U—) + B (Ul = UT)

v (U7 —UR,) 2v1(Upy12 = UT)
vio1Axp +viAxr_g Az

+ n Ax U — Az ff =0.

Ainsi, en appliquant les conditions de Dirichlet (1.20) et en utilisant (1.30), nous

obtenons
Axq 211 20119
Uy b A
1 |: A + ’ ’ + ACEl + I/1A£C2 + V2A$1 AT
_ RS
L — 1.32
+ U {[ ] V1A$2 + VQACUJ (1.32)

A.%'l + 21/1 D.n
= ) A n
A U ([b] + Aﬂcl) g% + Az f]
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et
ur {wli + el + 2361 VI—1AZI:VVIIADCI—1 A
OB 19

o AI‘] n— 1 2V[ _
= wI(At) UI <A—le—[b] > I+1 —|—A.I[f1,

et, en appliquant les conditions de Neumann données par (1.25) ou (1.26), I’équation
est donnée par

ur {wli—z SO, A;ﬁ”; ot nAml}
U [W - ylmiyiy;ml] (1.34)
= Wlif: upt - <[b];% + 1) gg’n + Az f1'
et
Uy [wi—fi N AZI::II ot nAx[}
+ U, l —[o]* — = AZI:VVIIMI_J (1.35)

o AI‘] n— 1 [b]fAI']
Wr——— (At) UI <1 — 5 I+1 + A:C[fl .

Théoréme 1.3. La matrice associée au schéma décentré classique défini par (1.31)
et

— soit (1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet,

— soit (1.34) et (1.35) pour des conditions de Neumann,
est une M-matrice.

Démonstration. On observe que les termes de la matrice vérifient de facon simple
les conditions données dans la Définition 1.2. O

1.2.6 Schéma décentré hybride

En reprenant I’équation (1.8), les expressions (1.9a) et (1.9b) du flux diffusif et
la définition du terme de convection donnée par (1.15), le schéma peut étre écrit,
sur la maille de centre z;, comme

w; Az n n—1 2v; n n 2v; n n
5 o) 2 i -or) 2 ()

et (or-ury) b (U2 - Ur) S ndeU7 - Anf =0,
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soit

wiAxi n n—1 21/2‘ _ n
AL (Ui o )+( Awi—i_[b])( : U)

2y;
+ (—V + [b]Jr) (UZ" — U."l) + nAz; U — A, fF =
ACEZ' 73

(1.37)

Les inconnues aux sommets sont éliminées en écrivant 'égalité (1.17) du flux total
(flux diffusif et flux convectif) en chacun de ces points :

un,-Ur
pI AR S S0 (O
e v (U /Y
n,—Un
i+1 Z+l +rm —
= 21 Azt : <[b] Ui+%+[b] i+1>,

soit, en utilisant (1.30),

2v; 2041 2v; 20541 )
" DL b)) = o) U+ (L ) ) U
Vi (Aw - Ay * ‘) (Axi 1) ) ¢ F (sz‘ﬂ o a

Il vient alors

— ' ' . (1.38)

2v; 2041 )
b
(Aﬂﬁz‘ * Awiyq —H ’

L’expression précédente (1.38) est utilisée pour calculer les termes de (1.37). Nous
avons en effet

n n Az
Uz‘+% — Ui ( 2u; . 2v;41 n ]b]) (1.39)
Ax;  Aziq
et 5
Vi1 n n
(A.%' [b]Jr) (Uz - 2—1)
O e : (1.40)
2

2u; 21/2‘_1 21/2‘ _ 21/2‘4_1 _
() @mw) (o) ()
<sz‘ 1) > (Aﬂci—l 1) n Ax; o Az b n
2Vz 21/2‘_1 -1 2Vi 21/2‘+1 i+l
(A i - Az * ‘b‘) (A% " Az " ’b’)
21/2‘ _ 27/@'+1 7 QVZ 21/2‘,1
— —|b b ™ b ™
w;Ax; (Aiﬂi U ) (Aﬂﬁz‘ﬂ b ) (Aﬂﬁz‘ 1) ) (Aiﬂil 1) ) n
7 T Az + ; ; + ; . U;
Atn ( 21/2 + 2VZ+1 + |b|> < 21/2 + 2]/@71 + |b|)
Awi A:Cprl ACEZ sz;l

(1.41)
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Pour écrire le schéma sur les mailles de bord en laissant apparaitre les inconnues
UY et U 1, reprenons l'expression du schéma décentré hybride (1.36) et remplagons
2

Ug U7 (;esp. U —U} 1) par sa valeur tirée de (1.39) (resp. (1.40)). Il vient alors

(22w (22 w)
211 “\ rm Az Axy n
- Az [b] 1 = 2 2 U2
: : (—1 42y \b\)
ACEl ACEQ
<2V1 ]><2V2—[b])
w1Amry x1 Axs ( 211 +) n
A
At,, TNATL T <21/1 n 2149 L |b|) Az U v
ACEl ACEQ
Azy n
= w AtlUln 1 —I—A.%'lfl,
(1.42)
et de maniere analogue
2vr_q 2ur
+ b +) (— +[b +)
- (21/[ B [b]_) U B (Awll 1) Az U U
Az I+3 <2V1—1 n 2vr +|b|) =1
ij_l A.%'[
( 2ur_y n [b]Jr) ( 2ur n [b]Jr)
n wiAxy Iy Axr_q Az n (2VI _ [b]_) Un
At,, () < 2vrq n 2vy L |b|) Az !
Azr_1  Axg
A
= wr A;“UIH + Az fr.
(1.43)

Lorsque les conditions de Dirichlet (1.20) sont appliquées, nous remplagons sim-
plement U7 et U}‘Jrl par glf’n et gzﬁ dans les expressions (1.42) et (1.43). II vient
2 2 2

alors

]_
At 211 2v9 Az
n N2
(a0 + 2 + 1)
21/1 2V2
(Awl — L ) <A362 — L ) Un
B 2 2 2
(L 2va ,b,)
Aml AI‘Q
- Axy n 211 +\ D,n
w1 AtnUl + Az fi" + (Awl + [0] >9%
(1.44)
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et

Aty,

2vr_4 2ur
(A= ) (22 + 1017)
wiAzg + Az + Azxr_q Az n ( v [b])

o) ()

21/]_1 2V[ > I-1
— +1b
<A361—1 * Az + 1o

Azy

Aty,

n— n 2v - n
Urt + Az fp + (A—ZUII_[b] )gﬁ%.

(1.45)

Pour écrire la discrétisation du schéma décentré hybride lorsque les conditions
de Neumann sont appliquées, nous utilisons les expressions (1.42) et (1.43) avec
(1.26). D'ott

211 _ 2v9 _
2 y) (22
W1AT1 Az + Axy ) ur

At 21/1 21/2
" —+—+1b
(3o 2+ )
214 _ 219 —
— —1b — —1b
G (EEe) 0
( 2V1 4 2V2 i ’b’) 2
A.%'l A.%'Q
_ Axl n—1 n [b]JrAwl N,n
= w; AtnUl + Axy f{" — <1+ 20 g%
et
2vr4 +> <2V[ +)
wrAzy <A5611 + [0 Az + [0 n
+nAxy + U
s e e oy |
A.%'[_l AI‘]
2ur_4 2ur
bt — 4+ [b]*
_ (Aﬂﬂll U ) <A5f31 U > un (147)
2V[_1 21/[ -1
(S 1)
ij_l A.%'[
_ A.YJ[ n—1 n [b]iAxI N,n
wIAtn U™+ Axr ff + (1_72V1 a1

Théoréme 1.4. La matrice associée au schéma décentré hybride défini par (1.41)
et
— soit (1.44) et (1.45) pour des conditions de Dirichlet,

— soit (1.46) et (1.47) pour des conditions de Neumann,
est une M-matrice.

Démonstration. On observe la encore que les termes de la matrice vérifient de fagon
simple les conditions données dans la Définition 1.2. O
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Les M-matrices possedent la propriété du principe du maximum discret permet-
tant de montrer I'existence et I'unicité de la solution associée au probleme matriciel.
Ainsi, en montrant la propriété de M-matrice pour les schémas centré, décentré clas-
sique et décentré hybride, on obtient le caractere bien posé de ces schémas.

Remarque 1.5. Le principe du maximum et la propriété de M-matrice ne sont que
des conditions suffisantes pour montrer que le probléme est bien posé. Ces conditions
peuvent ne pas €tre vérifies bien que le probleme soit bien posé comme ce sera le
cas en deuxr dimensions d’espace pour le schéma de type DDF'V.

Suite a la remarque précédente, on donne également ci-apres la preuve d’exis-
tence et d’unicité de la solution associée au schéma décentré hybride, par estimation
d’énergie, en vue du 2D.

Théoréme 1.6. Le probléme associé au schéma décentré hybride défini par (1.36)
et soit (1.20) pour des conditions de Dirichlet, soit (1.25) pour des conditions de
Neumann, est bien posé si la vitesse b est sortante la ot la condition de Neumann
est appliquée.

Démonstration. Pour montrer le caractere bien posé du schéma décentré hybride
défini par (1.36) avec les conditions de bord Dirichlet et Neumann données par
(1.20) et (1.25), il suffit de montrer I'injectivité puisqu’il y a, par construction du
schéma, autant d’équations que d’inconnues.

Rappelons le flux total au temps t,,, noté anz L1 sur la maille & gauche de x;, 1
) 2 2
(1 € [1,1]) et FZJLFUJF% sur la maille & droite de Tip1 (1 € [1,1 —1]), écrit a partir

des flux de diffusion (1.9) et des flux de convection (1.15). Vu de la cellule de centre
Tiy1, il vient

n n
’L+1_U

it+3 _
FZEFLZ,JF% = 2Vi+1 Axi+1 2 _ ([b]—’—UZF% + [b] ZT—LI—I) s (148&)
ou vu de la cellule de centre z;,
Ur, Uy
R ([b]*U{l + [b]Ui’l%> . (1.48b)
De plus, la conservation du flux total permet d’écrire FzT,Ler 1= ;jr Litd Ainsi nous
rappelons le schéma au temps ¢, sur les cellules intérieures [z, 1T %] :
Ax; _
Wi (op —up=t) - Flo + F s+ ndaU) = Aaif]. (1.49)
L’injectivité consiste alors a montrer que, au temps t,,,
Ax;
Wi At; Uln - F:ZJF% + Fz?z—% + UA.%'iUZ-n =0
g =0, UInJr% =0 (Dirichlet) — U'=0Vie [1,1].
Up - Uy e, ~Up
21/1T12 =0, 2V1£7x[ =0 (Neumann)

(1.50)
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soit, en multipliant la premiere équation de (1.50) par U]' puis en sommant sur
ie[L1],

Z( At +nAm,) (U7 + FL U7

i=1

Z i z+ Z+1 U")

U p—
FragUi — Ur=0Vie[L1].
Ut = 07 Uf,1 =0 (Dirichlet)
2 2
upr—-ur UI"+_ ur
21/1T12 =0, 2V1T =0 (Neumann)
(1.51)
Cela revient donc a montrer la positivité de
-1
FpLup +Z it (Ul —U7) = FPpaup vie L] (1.52)
Dans la suite, nous omettrons I’exposant n relatif au temps. En réécrivant
Fi,i—l—%(Ui‘f’l -Ui) = Fi,i—l—%(UH‘l Ui ) + Fm+ (U+§ - Ui),
il vient, a partir de la définition du flux total (1.48),
0) =S 2 (0, ) 2 (L)
Z pirg (Uier = )_i:1 Az ( ity ’) + N ( i+1 z‘+§)
-1
- (4 Usy 1 + 1] Usa) (User = Uy (1.53)
-1
17 - _IJ
-3 ([b] U; + [b] UH%) (UH% Ul).
Détaillons le calcul des deux dernieres lignes de (1.53) :
+ 7. —
(B Uy g + ] Vi) =
Ui = Uiy [t o b bl
+ _ B 2 I o B 5 M Yo
(b =) —— Uiy — U1 = Uy y = -Uii,
(1.54)
et de méme
+717. —
(B Ui + [0V ) = .
U.1-U, + + - -
T O Stian S U Ay U B I s
<[b] 1) ) 2 g Vim 5Vt 5 Ui =7l

Puisque [b]T + [b]~ = b, nous pouvons réécrire les deux dernieres lignes de (1.53)
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comime
I-1
- Z ([b]+U1+1 + [b]_UH—l) (UZ-H - Ui-i—%)
i=1
+ (b U + 17U ) (U - 05)
-5 W - v) ¢ S Y vy - 0) o
soit
I-1
_ Z ([b]JFUH% + [b]fUHl) (Ui+1 - Ui+%)
i=1

+ (LUt B Uisy) (Viny — )
=m , (1.57)
= E(UZ+1 ) g\\( Z)

i = (Ug)" (V) - 0]

L’expression (1.53) peut donc étre écrite comme

2v; 2 2v; 2
Z zz+ z+1 U) = ; A—I;Z (UZJF% - Uz) + AIZC::l (Ui+1 - UZJF%)
I-1
b
+> % (Ui+1 Uits ) + Z ( - U")Z o9
i=1
b b
5 U1)* + 3 (U)?

Revenons maintenant & l’expression (1.5

2) dont il faut montrer la positivité. Grace
a (1.58), cette expression s’écrit

I-1 ) '
; iyx: (Ui+§ - Ui)2 + i];l;_ll (Ui—f—l - Ui+%)2
+Z i (Vi1 = Uiy ) +Izlg (Vi1 - Ui)2 (1.59)

=1

+F1 1U1+b(U1) II+1UI b(U[)2
Seuls les termes aux bords restent a envisager puisque tous les autres termes sont
positifs. Les conditions aux limites homogenes de Dirichlet (1.20) se traduisent par
U% =0et UIJF% = 0 tandis que celles de Neumann (1.25) conduisent & U% =Uj et
U, 1= Ur.

En z1, la condition de Dirichlet (U1 = 0) donne
2

FaUr+ 5 b (Ul) = s (U1)? =[]~ (U)* + g (U1)?%,
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qui est toujours positif. La condition de Neumann (U

FaUi+ o (U2 = (B + B17) (0% + 5 (0) = —3 (0,

qui est positif sous la condition que la vitesse soit sortante (b < 0) en x1.
Nous montrons de méme que

)

b 21/[ b
—Fr 1 Ur = 3 (U)? = ~ (Up)* + [b]" (Ur)? — 3 (U7)?,

qui est toujours positif. Pour la condition de Neumann, nous avons

b _ b b
—LrUn =5 (U1)? = ([pI* + []7) (Un)? - 3 (Ur)? = 5 (Un)?,
qui est positif sous la condition que la vitesse soit sortante (b > 0) en x; 11 ]

Remarque 1.7. Nous avons montré qu’il est possible de prouver l’existence et l’uni-
cité de la solution du schéma décentré hybride, par estimation d’énergie. Toutefois,
nous savons le montrer avec une condition supplémentaire suffisante (la vitesse b
est sortante la ou la condition de Neumann est appliquée) par rapport a la démons-
tration du théoréeme 1.4 de caractérisation de la M-matrice associée au schéma.
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les schémas centré, décentré
classique et décentré hybride pour le probleme monodomaine (3) avec des condi-
tions limites de type Dirichlet ou Neumann. La propriété de M-matrice, vérifiée
pour chacun des trois schémas, assure la positivité des schémas (avec une condition
dans le cas du schéma centré) : ils sont donc bien posés. Dans la suite, nous pri-
vilégierons le schéma décentré pour traiter la convection et on utilisera le schéma
centré comme point de départ et comme référence pour les autres schémas.

Dans ce chapitre, nous présentons le probleme multidomaine pour le probleme
continu (3). Pour cela, nous nous placons dans le cadre simplifié de deux sous-
domaines pour plus de clarté, bien que tout puisse étre étendu a un nombre quel-
conque de sous-domaines sans difficulté supplémentaire. Soient €2y, (gauche) et Qpr
(droite) ces deux sous-domaines unidimensionnel, séparés par 'interface réduite au
point zp. L’exposant L (resp. R) sera toujours relatif au sous-domaine Qp, (resp.
Qr).

Résoudre le probleme multidomaine consiste alors a résoudre deux sous-problemes
locaux en espace et en temps sur chacun des deux sous-domaines puis a tranférer la
solution et le flux associé via les conditions de transmission définies sur I'interface
espace-temps {xr} x (0,7). Ces conditions d’interface permettent de raccorder a
I'interface la solution des deux sous-domaines et le flux total, qui sont tous deux
continus en tout point du domaine 2, a fortiori en zp. Sur 'interface espace-temps
{zr} x (0,T), cette double condition

b=t et vloye — bet = v, — belt

peut étre rééerite [91], moyennant une combinaison linéaire, sous la forme équiva-
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lente
vEoel — bl 4+ APl = R et — belt + ALeft sur {ar} x (0,T) (2.1)
et
B0l 4 belt + AR = Lo et + bl + ARl sur {ar} x (0,T), (2.2)
ot Afu = ol u+ Lo et Afu = afu+ R0, avec o et aft des parametres réels
strictement positifs, et 3 et % positifs ou nuls. Les conditions (2.1) et (2.2) sont
dites de type Robin si elles sont d’ordre 0 (3 = % = 0), d’ordre 1 sinon.

En notant fr := fia,, (resp. B .= fior) et g™ (resp. g%) le second membre
de (2.1) (resp. (2.2)), le probleme multidomaine au niveau continu consiste donc a

résoudre
whopet — 0, (v 0pct — bel) +nct = fL° dans Qp x (0,7) (2.3)
vEO et —bel + APt = gF sur {ar} x (0,7T) )
et
whoyc® — 0, (V0 cft — bel) +neft = fB dans Qg x (0,7) (2.4)
VB0, eR 4+ bef + ARt = gL sur {ar} x (0,7). ’

Bien que le probleme multidomaine continu (2.3) - (2.4) soit équivalent au pro-
bléme monodomaine (3), il faut noter que pour un schéma donné (centré, décentré
classique ou décentré hybride), la solution peut ne pas étre identique si on ne prend
garde a la discrétisation de la condition d’interface et des équations résolues sur les
cellules liées a 'interface. Par exemple, [50] montre & I’aide d’un contre-exemple que
cette propriété n’est pas toujours vérifiée pour le schéma décentré standard, ce qui
implique que la résolution du probleme monodomaine discret et celle du probleme
multidomaine discret ne sont pas nécessairement identiques. Si la propriété d’iden-
tité de la solution monodomaine et multidomaine est jugée fondamentale, c’est parce
que le schéma monodomaine est le schéma de référence pour lequel I'analyse est en
général connue. Sans cela, il faudrait refaire ’analyse du schéma multidomaine.

L’objet de ce chapitre est de définir, pour les probléemes (2.3) et (2.4), les schémas
multidomaine correspondants aux trois schémas monodomaine présentés dans le
chapitre 1. Nous montrons d’une part que chacun de ces schémas multidomaine
admet une unique solution et d’autre part que cette solution coincide avec la solution
monodomaine.

Comme dans la description discrete du schéma monodomaine, nous présentons
les schémas multidomaine avec l'ordre 0 en temps du schéma Galerkin Discontinu.
La encore, la notation U remplacera systématiquement Uy. Le domaine global 2
est discrétisé en I sous-intervalles de centre x; et de pas d’espace Az;. On note
{zr} = {xp+%}, de telle sorte que 2, = (x%,xp+%) et Qp = (xp+%,xl+%).

Nous montrerons dans le paragraphe 2.2 I’équivalence des schémas multidomaine
et monodomaine.
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2.1 Présentation des schémas multidomaine

En repartant des schémas monodomaine centré, décentré classique et décen-
tré hybride donnés dans le chapitre 1, nous définissons au moins une formulation
multidomaine pour chacun d’eux. La formulation multidomaine consiste a définir
la discrétisation de 'EDP et de la condition d’interface. Le schéma monodomaine
(voir Chapitre 1) peut étre appliqué au moins sur toutes les cellules qui ne sont
pas liées a l'interface. Il reste a définir la discrétisation de 'EDP sur les cellules
liées a l'interface ainsi que celle des conditions d’interface. Nous verrons que si
les schémas centré et décentré hybride s’adaptent naturellement a une formulation
multidomaine, il n’en est pas de méme pour le schéma décentré classique. Dans ce
qui suit, nous présentons ces schémas multidomaine et nous nous intéressons a leur
caractere bien posé.

2.1.1 Le schéma centré

Nous écrivons le schéma centré multidomaine en repartant de I’équation exacte
(1.8) obtenue apres intégration de 'EDP sur la maille de centre zp, ot nous utili-
sons les approximations du flux diffusif (1.16b) en zp_1 et (1.9a) en 2p_ 1, et les

2 2
approximations du flux convectif (1.12) en x,_1 et bUlﬁfl sur l'interface {zp, 1}
2 5 2
Nous obtenons alors
wpAzxp (UL,n _ L,n—1)

2VP,1VP(U£’7L — Uﬁf‘l)

2
vp (UL,n —U£7n> +bUL,n1 +

B Axp P+% Pt3 vp_1Axp +vpAxp_q (2.5)
b [ vp_1Azp n vpAxrp_q n]
vp_1Azp+vpAzp y T8 up (Azp +uvpAzp g b
+nAzpUp" — Azpfp" =0,
soit, en rappelant que D; = v;Ax; 11 + vip1Ax; pour i =2,--- 1 — 1,
Azp vpAzrp_1 2up 2up_1Up
Uukn — b A
P lWP Atn Dp,1 + ACEP + DP,1 + Ut
_1Azp 2up_1vp 2up I 26
gLn | _p vP=1 B _( —b)U’" (2.6)
MR [ Dp_4 Dp_4 Azp Pt3
A _
= wp AHEP Uﬁ’” by Axpfﬁ’n.
n

La condition d’interface discrétise le flux total en {zp, 1} de la méme maniere que
2

dans le schéma (2.5). Il vient donc

— bULvnl + OZLUL’nl + —

Ln  y7Lin
P Arp Pt3 Pr3 Aty

Ln Ln—-1\ _ Rn 2.7
UP-{—%_UP—F% >—9P+%a ( )
ol gﬁf% est une approximation de gf (sur {zp n %}) a l'instant ¢, et les autres

notations identiques a celle du chapitre 1.
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D’une maniere analogue, nous écrivons le schéma multidomaine sur la maille de
centre xpy1, située a droite de I'interface zp 41, comme
2

wpt1Azp 1 (

UR,n o R,nfl)
Atn P+1 P+1

Rn Rn
2vp41 Rn Rn Rn 2VP+1VP+2(UP+2 - UP+1)
Azxpyy 2 vp1Awpio +vp2Arpy (2.8)
b vpi1Axpio R vpioAxpyg [rEn
Pr1 P2
vpi1Azpio +vppoAzpyr U vpAzpyo +upioAxpyy T

Rn Rn
+nAzpUply — Azpifpiy =0,

ou encore
Rn Azpiq vpy1Azpo 2vupqq 2Up11Vpy2
Upii|lwpyi——— + b + nAzpy
Pﬂl AL, Dpyq Axpyq Dpiq *
Rm |, VP42ATpi1  2vpiVpio ( 2VP+1) Ron
+Ux5|b — — b+ Uu>
P+2[ Dpiq Dpiq ] Azpiq) P+3
ATpi1  Rn-1 R
= Wpi P+ Azpifprlh.
At,
(2.9)

La discrétisation de la condition d’interface permettant de déterminer I'inconnue

Uﬁfl utilise la discrétisation du flux total apparaissant dans (2.8). D’ou
2

+ Ut 4 QUi 4

Arpoq P+} P+ At,

Rn Rn
—2vp

R.n Rn—1\ _ Ln
Upisr ~Upis ) ~Iptb
(2.10)

avec gﬁ,’fl une approximation de g% (sur {zp +1 }) a Uinstant t,.
2

Les conditions d’interface (2.7) et (2.10) permettent de déterminer U™ et

pP+i
UR7n . :
P43
2up pn BY Lac1 . Ra
U El U ’ g
UL,n _ ACEP P +Atn P+% +9P+%
Pt3 2up L
—b+al 4+ -—
Azp At,
(2.11)
2upi1 . mn . BY  Rn-1 Ln
U ) U ) )
g _ Bopa PR AR TP ey
L=
Ptz M + b_|_aR + ﬁ
A.YJP_H Atn

Ainsi, en insérant les expressions (2.11) dans (2.6) et (2.9), nous obtenons les lignes
de la matrice associée au schéma centré sur les mailles P et P+ 1. En reprenant les
notations du chapitre 1, nous avons

A.%'P VPAm'p_l 2VP 21/]3_11/]3
Ap = — b A
p=wr Aty Dp_4 Azp * Dp_q + noep
2up
2vp b Azp
B Am'p B 2vp L
—b+al+—
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soit
A 2 bA (iyp > <O‘L " ﬁ: )
— x n
Ap = wpZP | vp(2vp_1 Tp-1) B P ) 212
At Dp_4 2vp b+ ol + p
Chaial P
Am'p Atn

Le terme de la diagonale supérieure est donné par

vp_1Axp 2up_1vp
Cp=-b — . 2.13
Dp_y Dp_ (2.13)
De méme,
Azrpiq vp11ATpy o 2vpi 2Up1Vp 2
Apy1 = wpi1 + b + nAzpyq
* AL, Dpiq Axpyq Dpiq K *
2vpy
(e
xr
P+l ﬂ +b+ ol + =
A.YJP_H Atn
soit
Azpiq vpr1Axpia  2Upi1Vpyo
Apy1 = wpt b +nAzpiq
+ AL, Dpyy Dpyy -
2upy1 ) r. B
b+ —— — 2.14
( - Axpyq o Aty (2.14)
+ .
2upy pE
APl L R P
Azxpyy ot Aty
Et le terme de la diagonale inférieure s’écrit
A 2
Bpi=b Vp20Tpyl  AVP+1VP42 (2.15)

Dpiq Dpyq

Théoréme 2.1. Soit la matrice associée au schéma centré définie par (1.19) et

— soit (1.23) et (1.24) pour des conditions de Dirichlet,

— soit (1.27) et (1.28) pour des conditions de Neumann,
et (2.6) et (2.9) pour les conditions d’interface (2.7) et (2.10) avec ol et aft des
paramétres réels strictement positifs, et B¢ et BT positifs ouLnuls.
C’est une M-matrice siVi=1,--- I, Ax; < 2 et o + o > |b].

b At

Démonstration. Puisque les lignes de la matrice correspondant aux mailles inté-
rieures et aux mailles de bord Dirichlet et Neumann ont été analysées dans la
preuve du théoroeme 1.1, il reste seulement a considérer les lignes correspondant
aux conditions d’interface, soit les lignes P et P + 1.

Sur la ligne P + 1,

2vpqq

vpioAxpi1  2Upi1Vpyo
Bpi1 =0 - 0]

Dpyq Dpyq

<0 < Azpy <
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De plus, A%, | + Bj, est clairement positif sans restriction pour b > 0 et avec la

2
condition Axpyq < 1/’1;’-1-1 si b <0, car les parametres « et 5 sont positifs.
Sur la ligne P,
vp_1Axp 2up_1Up 2up
Cp=-b — <0 < Azp < —.
r Dp_4 Dpy 7=
D’autre part, en ajoutant (2.12) et (2.13), on trouve
(35) (=" 5)
A A At
AP+CP:wP£_b+ P nL + nAzxp, (2.16)
Atn 21/]3 b+ L 4 ,8
_ @ i
A.%'p Atn
ou encore
2b 2 L
— VP_{_bQ_F(ﬂ_b) aL—Fﬁ—
Azp Axp Azp At,
Ap+Cp =wp +nAzp + L
Atn 21/]3 b+ L +
_ o =
A.%'p Atn
L 9 L
p(b—ab— D) _2r (g B
Azp At, Azp At,
=wp +nAxp + 7
Atn 2Vp b + L +
_ o i
A.%'p Atn
L 2
poal - {b s }
AZCP Atn Axp
=wp +nAzxp + 7 )
Atn 21/]3 b+ L + ,8
_ o =
A.%'p Atn
st positif st Azp < 27 ot o 4 D > o]
i itif si —_— — .
qui est positif si Axp < 0 et a AL, =

2.1.2 Le schéma décentré classique

Pour comprendre en quoi le schéma décentré classique ne s’adapte pas naturel-
lement & la formulation multidomaine, écrivons le schéma monodomaine et multi-
domaine sur la maille P + 1 (maille intérieure dans le cas monodomaine et maille
de bord dans le cas multidomaine) avec b > 0. Rappelons le schéma monodomaine
donné par (1.18) sur la maille intérieure P + 1 :

wp+1Azp4y ( n n—1
— (U —-U )
Atn P+1 P+1
~ 2vpyvpa(Up iy —Upyy) | 2vprpa(Upy, — Up) (2.17)

vps1Axpyo +vpioAxrpry  vpAxpi +vpp1Axp
+bUpy1 — bUp + nAzpiaUpyy — Azpia fpy = 0.

Le schéma multidomaine est défini a partir de I’équation exacte (1.8) ou les flux
diffusifs sont définis par (1.9a) en xp 1 et (1.16b) en zp, s et le flux convectif en
2 2
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Tpys par (1.13). Quant & lapproximation du flux convectif décentré en z 41,00
2

le note bU P’Jr Cela se traduit par
2

wp+1Azpig Rn—1
AL, (UP+1 Upi1 )

R, R,

2vp1vpi2(Uply —Uply) | 2vp4 R (2.18)

- + Uply —Upls
vp41Axpyo +vpoAzprr  Axpyg

7o R, R,
. bUPH bUPJ:% + WAQCPHUPJZ - A36P+1fp+n1 =0.

La difficulté tient au fait que le flux convectif bﬁg’fl ne peut pas étre décentré, la
2

valeur décentrée bUp" étant 1nv181ble au regard du sous-domaine 2.
Si nous choisissons de prendre bU = bU 1 , et que I'on continue a discrétiser

la condition de transmission comme dans le cas Centré, a savoir

9 Ut Uﬁf_ b En RURn Br R Ra-1

— V . K a )

T Azpy Ty T 1+At (P+‘ 5)
UvL,n1 _ UL,n R

_ Pts3 P L,n o L n B Lin—1
(2.19)
la continuité de la solution a l'interface (Uﬁf = UL "1) implique que nous avons
2

de nouveau

gbn — yghn vpAzp Up"™ + VP+1A£UPUP+1 (2.20)
P+2 P+2 VPA.’EP_H + Vp+1Amp ’

Si le flux diffusif

L.n Ln Rn
UP+l - UP UP+1 UP+1
Qwp—2 = upp— 2
A.%'P AxP—f—l

correspond bien au flux diffusif du schéma monodomaine, il n’en est pas de méme
pour le flux convectif puisque pour le schéma multidomaine

Ln Rn
bUR’n b VPA$p+1UP + I/p+1A1’PUP+1
1 _
2 vpAzpi +vpiiAxp '

alors qu’il vaut bo ! "= bUlg’" pour le schéma monodomaine.
Les schémas monodomaine et multidomaine seront identiques si et seulement
si bﬁﬁf% = bU]%’n. Comme la condition d’interface (2.19) implique (2.20), qui lui-

meéme conduit a

Rn Rn
(l/prerl + VP+1A$P)UP+; — VP+1A$PUP+1
2

Up" = , (2.21)

vpAzTpiq

il suffit de choisir pour bﬁﬁfl la valeur donnée par (2.21), qui est bien locale au

sous-domaine 2p. Le schéma associé sera désigné par “décentré 0”.
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Une autre maniere de définir ce flux convectif décentré, dans le contexte, qui est
le notre, d’un algorithme itératif pour la résolution du probléme multidomaine, est
de prendre la valeur bU]%’n a l'itération précédente. Ce schéma sera désigné dans la
suite par “décentré 17. Il semble plus naturel que le précédent (pour lequel I'infor-
mation du flux décentré n’est pas en amont!), mais a l'inconvénient de ne pas étre
local a l'itération courante du processus itératif.

Notons que si b < 0, c’est le schéma sur la maille P qui doit étre modifié. D’une
maniere analogue aux calculs précédents, le schéma multidomaine décentré peut
étre écrit sur la maille P comme

wpAzp (U]%’n B Uﬁ’nil)

At,
2vp L.n
_ ghn
A:Up( Py

+ UL+ [T

ULvn) . 2wp_wp(UE™ — UL™)
P vp_1Axp +vpArp_y (2'22)

P = IFURY — [ UR"

pP+i T
L.n L,n
+nAzpUp™ — Azpfp =0,

N . _37L, foo s . N . N
ou le flux convectif [b]~U PZ 1 sera défini d’'une maniere tout a fait comparable a
2

[b]*UR’n . De méme que précédemment, la condition d’interface est donnée par

P+3
UvL,n1 . UL,n 7
P+3 P B L.n LyrLn Ln  y7Ln=1\ _ Rn (223)
QVP—ACUP bUP+%+Oc UP+%+—Atn (UP+% UP+% )—gp+%.

Le schéma décentré 0

Soient
Rn Rn
—Rn (VPA-%'P—H + VP+1AxP)UP+l — I/p_HA.%'PUPJrl
g, — 2 (2.24)
+3 I/pAm'p_H
et
L L
I (VPASCerl + VP+1ACUP)UP1:L — l/pA:CerlUP’n
Upty = 2 (2.25)
+3 vpi1Azxp

En utilisant (2.25), I’équation (2.22) sur la maille P peut étre réécrite de la
maniere suivante :

Azp 2up up_1Up _ vpAxpiq
ukn dl bt — b (1 7> A
P At, Azp vp_1Axzp +vpAxrp_q + [ ] [ ] + I/PJrlep +tnarp
2vp_1vp
UL” b + :|
T U0po |~ vp_1Axp +vpAxp_g
2up _ vpAxpiq
gln |- b (1 7”
* PJF% A.%'P+[] +VP+1A1']:J
A _
= wp——L UL 4 Axp .
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La condition d’interface (2.23) donne Ulﬁfl . Cela permet d’écrire
2

Azp 2up_1Up
UL |22 BT +nA
P At, vp_1Axp +vpAxp_q + [ ] THaTe
2up
2 A
+ Uk [ L A <1 + w)] 1 Azp .
Ax vpi1Axp 2up bt ol +
— a —_—
Azp At,
2vp_1vp
Uukm [— bt — 2.26
+Upm |-l vp_1Axp +vpAzp_q (2.26)
Axp [ n-1 L,
= wry, Upt Al
BY La1 . Rm
2up vpAxpy A—tnUPﬂL% +9piy
Lo (14 22 .
Tp vpy1QAzp 2vp —b—i—aL—i—ﬁ—
A.%'p Atn

De la méme maniere, le schéma (2.18) sur la maille P + 1 peut étre réécrit avec b
quelconque en utilisant (2.24). 11 vient

wp+1Axpiq 2Up VP42 _
U}f’ﬁ[ s SR — B+ nAzpa

Aty vp41Azpyo +vpioAxrpig

2up4 ( VP+1A36P)
+ R s
Axpyq U vpAxpiq

N 2 2.27
N Uff;g {[b] _ Vp{1VpP42 ] (2.27)

vpy1Axpyo + vpiaAspig

2 A
_ 2vpy B+ (1 s HEP)
Axpyq vpAxpiq

Rn—1 Rn
UP + AfUPJrlprrla

R.n
T UP+§

Azpiq
At

= Wp+1

qui devient, en remplacant Uﬁf; par son expression donnée par la condition d’in-
2
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terface (2.19) ou le second membre est remplacé par glL)’f 1

wp+1Azpyg 2Up11Vpy2 _
Ul + — [b]” + nAz
P Aty vpi1Azxpyo +vpraArpig b +nAzpn
2vpqq
2 A
n Ugrl { VP41 + <1+ Vpi1 :cp> 1_ Axpyq .
Azpyy vpAzpiy 2vp 1 bt ol B
A.YJP_H Atn
2v v
R |- P+1VP+2
+ Uk {b - ]
P2 |0 vpy1Axpyo + vpiaAspig
A.%'P 1
= Wp41 At+ Upyy '+ Azpia fply
IBL URn 1_|_gL,n
n {QVPH it <1+ VP+1A$P>} At, P+3 P+
Axpiq vpAxpy 2upq1 hiaR 4 Bl
A.YJP_H Atn
(2.28)

Théoréme 2.2. Soit la matrice associée au schéma décentré 0 définie par (1.31)
et

— soit (1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet,
— soit (1.34) et (1.35) pour des conditions de Neumann,

t (2.26) et (2.28) pour les conditions d’interface données par (2.7) et (2.10) avec
L et off des paramétres réels strictement positifs et S~ et BT des paramétres réels
positifs ou nuls.
L 5}%
C’est une M-matrice si o + — > |b| et af —|—

> 1b
AL [b].

Démonstration. Le théoreme 1.3 fournit le résultat pour les mailles intérieures et
les mailles de bord lorsqu’une condition de Dirichlet ou de Neumann est appliquée.
11 suffit alors de considérer les lignes P et P + 1 de la matrice.

Il est clair que les termes de la diagonale inférieure sur la ligne P

2vp_1vp
Cp=—[b* - <0
r U vp_1Axp +vpAxp_1 —

et ceux de la diagonale supérieure sur la ligne P + 1

2
[b]_ _ Vpy1Vp42 0.

Bpy1 = <
vpi1Azxpio +vpioArpig
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D’autre part,
wpAz
Ap+Cp = L2 4 pAzp
At,
2Vp
2u vpAzx
+{ Py (Hw) _ Azp §
Azp vpi1Azxp 2up bt al 4+
_ o L2
Azp At,
wpAxp
= A
At +nAzxp
/BL
—b Ly =7
2up VPASCerl tort Atn
—1[b 1+ T
Azp vpi1Azxp 2up bt ol +
_ N P
A.%'p Atn
Et de méme,
wpy1Ax
Api1+ Bpyy = 2222 | pAzp
At,
n R
b il
2up4 n vp1Axp tat At,
+|—+ b 1+ =
Azxpyq vpAzrpy 2W41+b+aR+-B
A.%'p_H Atn
Sous la condition suffisante du théoreme, Ap +Cp >0 et Apy1 + Bpy1 > 0. O

Le schéma décentré 1

Nous rappelons que ce schéma n’a de sens que dans le cadre d’'un processus
o, . . —R,n . —L,n 3 , . L7n . R7n N 19042 .
itératif puisque UP+% (resp. UP+%) est défini par Up™ (resp. Up)|) a litération

précédente de 'algorithme itératif.

En repartant de (2.22), le schéma peut donc s’écrire sur la maille P comme

wPAxP 2vp 2up_1Up B
UL,n b b ) A
P Aty Azp VP—1A$P+I/PA9CP_1+H [b]” +nAzp
2vp_yvp
UL,n [_ b +
T Upm |7 vp_1Azxp + vpAxp_y
2Up Lon
— U ’
Azp P+3
Axp

= wp UF™ '+ Awpfp™ — [b]ngfl-
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En utilisant la condition d’interface (2.23) exprimant Ulﬁfl , 1l vient
2

Ax]:' 27/P,1]/P B
r Aty vp_1Axp +vpAzrp_q + [ ] [ ] +nArp
2VP
2
+ Ull::yn vp 1— A.IP .
Azp 2vp . B
—b+at+—
AxP At” 2.29
+ UL,n |:—[b]+ . 27/p,11/p :| ( . )
P-1 vp_1Axp +vpAxp 4
2up <5_L gl 4 gR,n
Az - Azp \ At, P+3 P+
= wpx Up™ ™+ Dapfp” - [5]7U§f1+ - L
Aty 2up bt ol 4+ B
_ o s
Azp At,,

De la méme maniére sur la maille P+1, en repartant de (2.18) avec b quelconque,
le schéma s’écrit

wpr1ATpi 2Uup1Vpy2 2Wpi1 -
[ Rn o
P+1 [ At, I/P+1A9UP+2 + Vp+2AxP+1 A$P+1 [ ] [ ] n +
2vpy1V 2v
P |0 Pri7Pia P41 R
+ U ] — _ B
P+2 [0] vp41ATpyo +vpioAxpig Azpiy P+l

Axp 1 _
= wP+1T+Ugfl 't A$P+1f§f1 + [b]JrUlgm'
n

(2.30)

En remplacant Ulf’fl par son expression donnée par la condition d’interface (2.19),

il vient
phn [@ra182pi 2VP+1VP+2 F [ = [0 + pAzp
P At, vpr1Azxpio +vpioArpig -
[ 2vpy
v Az
R.n P+1 P+l
+ Uy’ 1-—
PHU Azp gy 2upiy s BR
L L h ol
L AxP—f—l Atn
[ 2v v
Rn [pq— P+1VP+2
+ ke - - ]
P2 _[ ] vpi1Axpio+vpiaAxpyg

2vpi1 [ BR  Rno1 In

— U +g.

Azpiq \ At, Ptz P+3
BR

2vpqq
2VPHL | oy GR P
A$p+1 Totat Atn

(2.31)

AZCP 1 _
= Wp+1 At+ Ugﬂ o+ A$P+1f§f1 + [b]JrUJI;J’n +
n

Théoréme 2.3. Soit la matrice associée au schéma décentré 1 définie par (1.31)
et

— soit (1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet,

— soit (1.34) et (1.35) pour des conditions de Neumann,
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t (2.29) et (2.31) pour les conditions d’interface données par (2.7) et (2.10) avec
L et off des paramétres réels strictement positifs et 5~ et BT des parameétres réels
positifs ou nuls.

L R
b > |b] et of —|—5

n n

C’est une M-matrice si ol —|— > |b].

Démonstration. La démonstration est tout a fait analogue a celle du théoreme 2.2.

O

2.1.3 Le schéma décentré hybride

C’est devant la difficulté soulevée précédemment (avec l'usage du schéma dé-
centré classique) que [50] a proposé l'alternative du schéma décentré hybride, qui
s’adapte naturellement a une formulation multidomaine. Le schéma décentré hy-
bride multidomaine s’exprime exactement comme le schéma décentré hybride mo-
nodomaine (1.36) sur toutes les mailles. Sur la maille P, nous avons

A _ 2 2
wpAxp (U]g,n _yke 1) _ 2vp (UL,n1 B Ulg,n) L e (Ulg,n B ULfbl)
2

Atn Axp Pt3 A:Cp P
+ 0 (gt =gy ) + B (Upr, - UB") + nbapUR" - Apfp" =0,
2 2
(2.32)
soit, a la maniere de (1.43),
21/]3_1 21/]3
bt bt
[ 2vp w- ) Uk - (AOCP—1 | ) (AOCP i ) Ln
Azp P+3 < 2up_1 | 2vup R |b|> Pl
Azp_1 Azp
21/]3_1 Jr) ( 21/]3 Jr)
+ prxp +nAzp + (A.%'P_l * [b] A.%'P * [b] (2.33)
At, newr < 2vp1 | 2vp i |b|>
Azp_1 Az

lep L.n AHIP [ n— 1 L.n
—‘F - ’ == A ’ .
(Aazp 6] )]LP “PAL Up’ Tpfp

Le flux total de la condition d’interface sur {xp 1} est discrétisée de la méme
2

maniere que le flux total apparaissant dans le schéma (2.32). D’ou

L.n Ln
2w —U”*% o — Ukt — Ukt + Ut +—5L (uknr —ukrh
P Ap P Pt} P+ T AL, VP T P (Zgj

avec gﬁfl une approximation de g% (en {zp, %}) a l'instant t,. D’une maniere
2

similaire, le schéma sur la maille de centre xp1, a droite de I'interface zp, 1, est
2

donné par
wp+1Arpyg Rn—1 2vpiq 2upi1 R
At, (UPJrl UP+1 ) B Azxpyy (UP+3 UPH) + Azpiy UP+1 UP+%

+ [o]* <U}§f1 - Uﬁ%) + [ <U§fg - U}ff1> +nArp i Unly — Azpiifply =0,
(2.35)
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soit encore, a la maniere de (1.42),

2upi1 0 2upyy

2upyg > Ron Azpyg Azpyo R

_ T b + ) _ 3
(Aﬂcp+1 + [0 Upi1 ( 2vpi n 2upyo + |b| v
Arpi1 Azpyo

(22 ) (B2 )

wp+1Azxpyq Axpiq Axpio (2.36)

At T APt ( 2upy1 | 2Upi2
n + + yby)

Arpy1 Azpig

2upiq + Rn A1’P-i—1 Rn—1 Rn
+ (er[b] Upi1 = wP+1TtnUP+1 + Azrpiafpl-

La condition d’interface sur {zp 1} est discrétisée de telle sorte que le flux total
2
soit donné comme dans le schéma (2.35). D’ou

Rn Rn

P+3 R _ R
—wpp —— =+ [BTUS" + [0 Up:
P+1 A-TPJrl [ ] P+% [ ] P+1 (237)
R
RyrR,n 5 Rn  yrRn—1y _ Ln
+ UP+%+—Atn(UP+% UP+% )_9P+%’

avec QJLJ’:; une approximation de g% (en {:UPJF%}) a linstant ¢,.
2

Les expressions de Ulgfl et Uﬁfl sont déterminées par les conditions d’interface
2 2

que nous redonnons ci-dessous a 'ordre 1 :

le,n1 B UL,n
Py P L L
up—=2——— —BTU" — B UL
oA — WU~ UL
L alubn 4 B (hn, — ghe=ly Z ghn
n _ rrRn .
— Uph UP+% + prtuln + pukn
P+1 Acp P+i P+l
+aRUR,n + BR (UR,n _ UR,n—l) _Ln
N A S 2
Elles permettent de déterminer
(QVP +[b]+) yLn 4 ghn o B g
gin _ \Azp P Ipe L TAy U
P+l 9 L
’ v —[b]*+aL+£—t
Tp " R (2.39)
(21/P+1 B [b]) g L gl B [rRn-1
URn . Amp+1 P+l PJF% Atn P+%
0P+3 ™ 2vp ph
[+ alt
Azxpyy Aty
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En injectant (2.39) dans les expressions du schéma sur les mailles P et P + 1
(2.33) et (2.36), nous obtenons

() (ew) Go) (o5 ))

2up_1 | 2vp ) 2v Br

+ + b P +ab+

(Awpl Axp i Azp b + ot + Aty

21/]3_1 21/]3

+ b*) ( + b*)
(chPAﬂUP AL >UL,n _ (A$P—1 g Azp 1) Ln
At, n P P ( 2Uup_1 n 2vp n |b|) P-1

Azp_1  Azp

2vp _ Ron B a1

A n— n
= wp——PUL" L Agprln 4 - :
Atn 21/]3 [b]f + L + ,8
_ o Ll
A.%'P Atn
(2.40)
et de maniere analogue sur P + 1
2Uupyq _ 2vp42 _
(Aot ) (22— o) R
P+1 T p42 Wp+1TP+1
+ +nAxpiq
<2VP+1 + 2VP+2 —|—|b|) Atn
Azpyr Awpyg
2upy1 ) Bl
b1+ b R 7
<A$P+1 1) < TR
BR P+1

2vpq1
ZEEL Lt 4ol 4
Arpos [0]

(35 -m) (355 -w)

o v v
( P 2vpta | b\)
Azpyr  Azpio

Rn
Upis

2upiq +) Ln BR R.n—1
(AxP—f—l * [b] gPJr% + Atn UPJF%
gr '
At,
(2.41)

Azpi1  Rn-1 R
= WP+1TUPJ7FI + AxP'FlfP:Fl +
n

2vpia

+ o]+ aft +
Azpiq H

Théoréme 2.4. Soit la matrice associée au schéma décentré hybride définie par
(1.41) et

— soit (1.44) et (1.45) pour des conditions de Dirichlet,

— soit (1.46) et (1.47) pour des conditions de Neumann,
et (2.40) et (2.41) pour les conditions d’interface données par (2.38) avec ol et o
des paramétres réels strictement positifs et B et BT des paramétres réels positifs
ou nuls.

L 5}%

C’est une M-matrice si a + — > |b] et aft + £—
est une M-matrice si « +Atn_||e « +Atn

Démonstration. En prenant les expressions (2.40) et (2.41), il apparait clairement
que les termes devant U]%fll (Cp) et devant Ug_’& (Bp41) sont négatifs. De méme,

> [b].
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L R
sous les conditions a¥ + ~— > |b| et off + Ll > |b], alors Ap + Cp > 0 et
Aty Aty

Api1+ Bpyg > 0. O

2.2 Identité de la solution multidomaine et monodo-
maine

Ayant défini les schémas monodomaine dans le chapitre 1 et les schémas mul-
tidomaine dans ce qui précede (chapitre 2) et montré l'existence et I'unicité d’une
solution monodomaine et multidomaine pour chacun des schémas (sous certaines
conditions sur les parametres), il reste & montrer que la solution multidomaine coin-
cide avec la solution monodomaine.

Dans le cas du schéma centré et du schéma décentré hybride, le schéma est iden-
tique sur toutes les mailles, y compris sur celles qui sont adjacentes a l'interface. De
plus, la discrétisation de la condition de transmission écrite a l'interface est équi-
valente & la discrétisation de I’équation exprimant la continuité du flux total écrite
a chaque sommet du maillage monodomaine. Par conséquent, il reste simplement a
vérifier ’égalité de la solution et du flux total a I'interface pour conclure.

Dans le cas du schéma centré, les conditions d’interface s’écrivent

L.n L.n
U>" — Uy L
0 P+1 P Ukt oRybe 4 B (hn, b=ty Z
P Nep P T Uy TRy Upy UL
R R
UPfl_UP;Lnl R Ly R Lo R Rn—1
2 - - 2 )T g = no n—
PO T A e bUply +a Upy + Atn(UP+% Upiy)
R.n R.n
U, —U> R
P+l " pyd R R B R Rin—1
—Up | ———2 4+ HU" + Bttt 4+ (et — Ut =
+ Azpiq P+ P+i Atn( P+ P+1 )
L.n L.n
", — Uy R
9y P+% P —|—bUL’n +aRUL,n + 5 (UL,n _UL,nfl)
P A Pt3 P43 At, s PHz Py

(2.42)
En ajoutant les membres croisés des deux équations de (2.42), il vient U}ﬁfl =
2
U]}:?fl- A partir de la, en reprenant 'une ou 'autre équation, on déduit ’égalité du
2
flux total a l'interface.

Dans le cas du schéma décentré hybride, les conditions d’interface sont données
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par
zup% BIUE" — UL + PO, + ok, Ul -
Rn
QVPH%— PIURTy = BTURY +alURT +§(U% ~UR
—27/P+1UPJZOC—P+U1}}L:+ [b]+U§f2 + b U Pt o RU§n1 +§(U§f2 Uﬁi =
- zyPU;ji—;:y + [P UE™ + (0] Ulﬁjl +afUl Tt g(UHQ - Uﬁf;),
(2.43)

et en procédant de la méme fagon que précédemment, on obtient 1’égalité de la
solution a l'interface et I’égalité du flux total, qui est la méme que celle écrite dans
la formulation monodomaine (1.17).

Pour les deux schémas décentrés désignés par décentré 0 et décentré 1, le schéma
multidomaine et le schéma monodomaine sont définis de la méme maniere partout
exceptés sur les mailles adjacentes a l'interface. Il faut donc vérifier que les mémes
équations sont résolues sur les mailles P et P + 1.

Dans le cas du schéma décentré 1 ou 'on définit le flux convectif multidomaine
comme le flux décentré emprunté au sous-domaine voisin, il est alors évident que le
schéma multidomaine est le méme que le schéma monodomaine.

Dans le cas du schéma décentré 0, considérons le cas ou la vitesse de convection
b est positive. Ainsi, la seule difficulté réside sur la maille P41 (dans le cas ou b < 0,
il faut procéder d’une maniere tout a fait analogue sur la maille P). Rappelons le
schéma monodomaine sur la maille P + 1 :

Azxpiq
At (U};H UP+1) +b(Upyy —Up)
~ 2wprvp2(UB, — Upyy) n 2vprp (Ulgﬂ — U};) (2.44)
vp1Axpio +vppArprr vpAzxpy +vppiAzp
+ nArpUp | — Axpyfpyg = 0.

En partant du schéma multidomaine sur la maille P + 1, il nous faut retrouver
Pexpression (2.44). Nous avons

Axp+1 Rn—1 Rn
AL (UP+1 Uply ) + b(UP+1 Up+%)
n
Rn Rn
2vpy1vp+2(Upy — Uplly) 5 Uphi —Upls (2.45)
- +2up g —2
vp1Axpio + vproAzpig Azrpiq

R R
+ 77A~’UP+1UP_{L1 - AmP+1fpf1 = 0.

En comparant les expressions (2.44) et (2.45), nous constatons que plusieurs termes
sont identiques. Il reste donc a vérifier que

R.n
Upty — UP+2 _ _un o 2vpvpiq (Uzg+1 - U}%)
SR & R 5

U+ 20 (2.46)
2

Al'p+1 I/pA.%'p_H + I/p+1A1‘p '
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En utilisant la définition de Uﬁfl donnée par (2.24)
2

R.n R.n
R (VpAI‘p_H + VP+1AxP)UP+l — VP+1A1']DUP+1
op, - :

P+3 VPAI']D_H ’

nous pouvons calculer

Rn
UP+1 UP+%

—R,n
—bU, 14+ 2vpiq
Pt * Azpiq

Rn

vpAxpi1 +vp1ATp Ry
U, +b ——
vpAzpiy Pt3 vpArpi1
2up4 vp1Axp vpAzpy +vpyiAzp  2upyg
= +b vl — (b +
A.%'p_H VPAI'p+1 I/pAI‘p+1 A$p+1

=-b
Azxpyq

Rn
U
P+2

Rappelons les conditions de transmission

Uy U L LysL B
b ,n ,n
Aor Upiy TUpln + 5
Rn
UP+1 Uy 5L

P+2 R.n L Rn Rn Rn—1
— 2 U U — (U -U
A$p+1 P+ 1 + At ( P+2 P+2 )’

Lin—1y

Upiy — UR’nl R

Rn Rn ﬁ_
2 4+ bU,’ 1 +a UP i + At
UvL,nl _ va7 IBR

Ln RyrL,n

R,n Rn 1
Ln Lin—1
(UP+% — UP_% ).
(2.47)
En ajoutant les membres croisés des deux équations de (2.47), nous obtenons la

continuité de la solution & I'interface U P+ Ugfl , ce qui conduit a
2 2

vpAzp UE" + vp 1 AxpURT L
_ +

UL,n
1
P35 VPA.%'p_H + I/p+1A.%'p

Par conséquent, il vient

Rn

—Rmn UP+1 UP+l
—bU >, 1 +2vupyq 2
p+i +

Azxpiq
2Upi1 vpi1Azp
- + b Uk
<A£UP+1 vpAxpyq P

Ln Rn
bVPAxPJFl +vpi1Azp n 2vpiq VPA.%'p_HUP + VP+1A-%'PUP+1
J— . )
vpAxpiq Azpiq vpAzrpiy +vpiAzp
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_ L (—b B 2vupvpy )
I/pA.%'p_H + Vp+1A1‘p
L phn ( 2vpi1 2upvpy1Azp )
PH\Azpy1  Azpi(vpAzpyr + vpiiAxp)
2VPVP+1 R 21/pr+1
:Lﬂm(—b— +Ukn
P I/pA.%'p_H + Vp+1A1‘p P+l VpA.%'p_H + I/p+1A.%'p

Rn Ln
2VPVP+1 (UPJrl - UP )

=—bU"
Pt VpAI‘p+1—|—I/p+1A.%’p ’

qui est exactement (2.46). Nous avons donc montré que les mémes équations étaient
résolues sur les mailles adjacentes et que la solution et le flux total (tel que défini
dans la condition de transmission) étaient continus a 'interface.
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Dans ce qui précede, nous avons montré I’équivalence du probleme discret mo-
nodomaine et du probleme discret multidomaine, au sens ou la solution unique du
probleme discret multidomaine coincide avec la solution unique du probleme mo-
nodomaine. La méthode de décomposition de domaine utilisée dans le cadre de ce
travail est la méthode itérative de Schwarz optimisé, dont 'efficacité repose sur
I'optimisation du taux de convergence de l'algorithme.

En effet, la vitesse de convergence de 'algorithme de Schwarz tient a la déter-
mination judicieuse des conditions d’interface. Selon les informations échangées a
I'interface, ’algorithme peut méme ne pas converger, comme c’est le cas de 'algo-
rithme de Schwarz classique sans recouvrement, avec des conditions de Dirichlet a
I'interface, pour le probleme de Poisson [75]. Les conditions de transmission sont
dites optimales lorsque 1’algorithme converge en deux itérations (pour le cas de deux
sous-domaines). Ces conditions coincident avec les conditions transparentes qui ont
été étudiées pour le probleme de convection-diffusion dans [51]. En général, les opé-
rateurs optimaux ne sont pas différentiels, ce qui les rend difficiles a utiliser d’un
point de vue numérique [19]. Pour pallier & cet inconvénient, 'idée d’approcher ces
opérateurs exacts par des opérateurs locaux est proposée par [19, 82] au moyen de
développements de Taylor. Ces opérateurs approchés, différentiels en espace le long
de l'interface et en temps, sont représentés par des polynomes dans I’espace de Fou-
rier. Selon l'ordre du polynome, un ou plusieurs parametres apparaissent alors dans
les conditions d’interface. Si tout choix de ces parametres (nombres réels strictement
positifs) assure la convergence de ’algorithme, il en est un en particulier qui opti-
mise, pour toutes les fréquences discretes, le taux de convergence de 'algorithme.
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C’est ainsi que [63, 64, 65] ont défini les conditions de transmission optimisées pour
une condition de Ventcell (ordre 2). La notion de conditions optimisées pour un
probleme en temps a ensuite été étendue dans [41]. Notons que dans certains cas, le
choix de ces parametres peut aussi étre déterminé asymptotiquement a partir de la
théorie des problemes de meilleur approximation ([40] en 1D instationnaire avec des
coefficients discontinus, [33] en 2D stationnaire a coefficients constants) ou méme
de maniere analytique (en 1D instationnaire : [38] en diffusion pure a coefficients
constants, [73] et [74] en diffusion pure a coefficients discontinus et [39] avec convec-
tion & coefficients constants ; en 2D stationnaire : [33] en diffusion pure & coefficients
discontinus ou avec convection avec coeflicients constants; en 2D instationnaire :
[10] avec convection & coefficients constants).

Dans la suite, nous définissons 'algorithme de Schwarz discret DDFV associé
au probleme multidomaine défini dans le chapitre 2 puis nous établirons dans les
paragraphes 3.2 et 3.3 les taux de convergence continu et discret afin de déterminer
les parametres optimisés des conditions de transmission considérées.

3.1 L’algorithme de Schwarz

L’algorithme de Schwarz peut se décliner en deux versions : 'une séquentielle
dite de type Gauss-Seidel, 'autre parallele de type Jacobi. La premiere consiste
a résoudre le probleme local dans un sous-domaine en utilisant les informations
transmises par le sous-domaine voisin a l'itération précédente et ainsi de suite, en
passant d’'un sous-domaine a l'autre. Dans la version parallele, les sous-problemes
locaux sont résolus en méme temps et utilisent les informations transmises par les
sous-domaines voisins a l'itération précédente. Décrivons ici I’algorithme de Schwarz
dans sa version parallele (Jacobi) avec deux sous-domaines et pour des conditions de
Robin. Nous I’écrivons dans le cas d’un schéma décentré 0 pour que la présentation
soit plus claire, mais nous préciserons dans la suite les changements a faire pour les
autres schémas.

Soit une donnée initiale (itération 0 de 'algorithme de Schwarz) sur linter-
face. Etant donnés a 'itération (¢) de 'algorithme de Schwarz, pour tout temps ¢,
(7’L€ {17 7N}) :

, les valeurs discretes de UF sur le domaine 2, aux centres des mailles
(i € {1,---, P}) aux instants nAt,,

UL,n 0)

vl

z+%
bord et de l'interface (i € {0,--- , P}) aux instants nAt,,

, les valeurs discrétes de U aux sommets du domaine intérieur, du

- Uz'R,n ()

, les valeurs discrétes de U” sur le domaine Qg aux centres des mailles
(i e{P+1,---,I}) aux instants nAt,,

R0 (f)
Uz‘+§

bord et de l'interface (i € {P,---,I — 1}) aux instants nAt,,

, les valeurs discréetes de U aux sommets du domaine intérieur, du
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A Tlitération (¢ 4 1) de l'algorithme, on calcule en parallele,
e d’une part (dans Q) :

— la solution discrete UiL’n D) aux centres des mailles (1 € {1,---,P}) et
sur le sommet de bord x1, pour tout temps t,,, en utilisant le schéma mul-
tidomaine décentré 0 dont la matrice associée est définie par (1.31), et soit
(1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet, soit (1.34) et (1.35) pour
des conditions de Neumann,

n (4+1)

— la solution discrete U L, sur l'interface en utilisant la condition de

P+3
transmission donnée par (2.47), soit

UL,n (e+1)  77Lm(6+1)
P+1 P Lyn (6+1) LyrLn(041) _
2up Ay —bUPJr% + UP+% =
Ry (£) Ryn (£)
! P+3 Rn () | LyrRn(0)
2VP+1 A.%'P_H _bUP-i-% + o UP+% )
e d’autre part (dans Qp) :
— la solution discrete UZ-R’n (¢+1) pour tout temps t,,, aux centres des mailles
(i€ {P+1,---,I}) et sur le sommet de bord x, 1, en utilisant le schéma
2

multidomaine décentré 0,

. . N R,n (¢+1
— la solution discrete U ’nl( +b)
P+§

l'autre condition de transmission donnée par (2.47), soit

pour tout temps ¢, sur I'interface, en utilisant

UR,n (e+1) UR,n (£+1)

P+1 pP+i R (6+1) RyrRm(041)
—2upiq Arpo + bUP+% + UP+% —
L,n (0) Ln(0)
U 1 - U
Pt3 F Ln(0)  RerLn(®

Les solutions sur Q, et Qr ayant été calculées a l'itération (¢ + 1), on peut passer
alors a l'itération (¢ + 2) et procéder de méme.

Dans le cas ou g # 0 et 5 # 0, 'algorithme s’écrit de facon similaire, en
adaptant les conditions de transmissions, définies (a convergence) dans le chapitre
précédent en (2.47).

L’algorithme de Schwarz appliqué au schéma centré (resp. schéma décentré 1)
est le méme que précédemment mis a part que les solutions sur chacun des sous-
domaines sont calculées en utilisant la matrice associée a ces schémas, c’est-a-dire la
matrice définie par (1.19) (resp. (1.31)) et soit (1.23) et (1.24) (resp. (1.32) et (1.33))
pour des conditions de Dirichlet, soit (1.27) et (1.28) (resp. (1.34) et (1.35)) pour des
conditions de Neumann. Pour I’algorithme de Schwarz appliqué au schéma décentré
hybride, il faut considérer la matrice définie par (1.41) et soit (1.44) et (1.45) pour
des conditions de Dirichlet, soit (1.46) et (1.47) pour des conditions de Neumann.
D’autre part, les conditions de transmission sont données par (2.43) au lieu de (2.47).

Lefficacité de I’algorithme de Schwarz dépend du choix des parametres al et
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alt (dans le cas de type Robin) et al, aft, gl et pR (dans le cas de conditions
d’ordre 1).

3.2 Taux de convergence continu

Idéalement, il faudrait déterminer ce taux de convergence par rapport a la dis-
crétisation du schéma et de la condition de transmission utilisées. Néanmoins la
complexité des calculs en 1D et la nécessité de définir pour un probleme donné
autant de taux de convergence que de schémas utilisés sont des inconvénients qui
jouent en faveur de la détermination du taux de convergence continu, utilisant
I'EDP et la condition de transmission au niveau continu, pour lequel des proprié-
tés d’équioscillation ont été démontrées dans [10]. Le taux de convergence continu
pour le probleme de convection-diffusion a été donné par exemple dans [39]. Nous
reprenons les principales lignes de ces calculs.

Rappelons tout d’abord I'algorithme de Schwarz continu a partir duquel le taux
de convergence continu est déterminé. L’algorithme itératif pour résoudre le pro-
bleme multidomaine (2.3) et (2.4) s’écrit

WLyl ) — g, (VLg,el (D — peL D)) 4 el (4D = L dans Q, x (0,7T)
(yLax -b+ AL) b)) = (VR@C -b+ AL) RO sur {zr} x (0,7T)
(3.1)
et
WRA R D) _ g (VRaxCR(Z—H) el (£+1)) + UCR(Z—H) = fRB dans Qg x (0,7)
(—VR&B +b+ AR) cREHD — (—VL&B +b+ AR) O sur {zr} x (0,7),
(3.2)
ou il faut donner en plus :
— les conditions limites de Dirichlet ou de Neumann sur Q, x (0,7) (resp. Qg X
(0,7)),
— la solution initiale sur Q, (resp. Qr)

— les valeurs initiales sur I'interface espace-temps de g% = (—VL Oy +b+ AR) k0
et gft = (VR&B —-b+ AL) RO sur Vinterface {zr} x (0,7T).

Déterminons a présent le taux de convergence continu basé sur l'algorithme de
Schwarz continu écrit ci-dessus.

On considere deux sous-domaines 7, = (—00,0) et Qr = (0,+00) sans recou-

L) L (€) R(0)

vrement. Notons e =g, — ¢ et e = Cop — ¢ les erreurs entre la

solution continue monodomaine ¢ et les solutions continues multidomaine ¢~ et ¢t

a litération (¢). Calculons la transformée de Fourier en temps. Dans I'espace de

L(¢)

Fourier, TEDP sur 'erreur e s’écrit sur le domaine €y, :

o2l (0) gel (0)
L.p~L (¢ L =L (¢
whiger O — 92 +b 5 +nel® =, (3.3)

ot wl et v (resp. wf et vF) sont la porosité et la diffusion sur le sous-domaine
Qp, (resp. Qg), 0 est la variable de Fourier en temps, et e~ (resp. é(9)) est la
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transformée de Fourier en temps de e’ () (resp. ef(9).

De I’équation caractéristique associée a cette EDO
—vEX2 4+ bX + (0w + 1) =0,

nous en déduisons les racines

L, b+ \/b2 + vl (ibwt + n)
ry = 5T :

(3.4)

Et de la méme maniere sur 'autre sous-domaine Qi supposé infini a droite, 'EDP

continue
R82§R (£) N oelt £)

0z2 b oz

donne les racines de ’équation caractéristique associée, définies par

+neft® =g (3.5)

witige®© _

2 R(;0,,R
r}i%:bi\/b + 4B (ifw +77). (3.6)
2vh

Les quantités sous les racines carrées apparaissant dans (3.4) et (3.6) sont notées

db =% + wr(iw” +n) dft =02 + (0w + ). (3.7)

On en déduit alors les erreurs e~ et e (¥) . Sous I’hypothese que celles-ci restent
bornées lorsque x tend vers —oo et 400 respectivement et puisque Re(r;) < 0 et
Re(r}) > 0, nous obtenons alors :

SL(4) _ AL®®) i
{ e O(z,0) = AL O(6)e"r (3.8)
R

@R(g)(x,ﬂ) :AR(K)(Q)BT x

ott ALO et AR® gont déterminés par les conditions de transmission données par
(3.1) et (3.2) rappelées ci-dessous :

VRO, — b+ ALY €L (D) = (VRg, — b+ AL) RO
g—uR(?m +b+ AR) R+ (—VL&B +b+ AR) el

ou By, := vdy — b+ Al et B := —vd, — b+ A sont les opérateurs a définir. En
notant A’ et A® les symboles des opérateurs A* et AT, nous obtenons grace a (3.8)

AL (6+1) (1/ b+ AL) e'LeP12 — AR ( . AL) eTRTP+1/2

AREED (—yByp 4 b4 AR eramrz = ALO) ( LHb AR) i,

Le taux de convergence, défini comme le rapport entre erreur a l'itération (¢ + 1)
et a litération (¢ — 1) peut alors s’écrire

_ el (t+1) _ AL (E+1) _ VRT’;% —b+ A\ —vlrf + b+ A\
P= JLU=1) T AL(—1) AL VB f b4 AR )

(3.9)
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L’algorithme est optimal s’il converge en deux itérations, autrement dit si chacun
des termes entre parentheses de p s’annule, c’est-a-dire en prenant les symboles
d’opérateurs

n (b= VAE\ b+ VdE

)\L"pt:b—erE:b—y

Ul 2
— — (3.10)
Neort — Lyt _p =L 7b+ dr _b:7dL—b.
L 2L 2

Les racines (3.4) et (3.6) étant non polynomiales en 6, ces symboles d’opérateurs
ne correspondent pas a des opérateurs différentiels. Il sont donc approchés par des
polynoémes d’ordre 0 ou d’ordre 1 (en if), correspondant a des opérateurs diffé-
rentiels de la forme A = o + 50;. Si = 0, l'opérateur est d’ordre 0, ce qui donne
lieu aux conditions d’ordre 0 (Robin). Sinon, les conditions de transmission sont
d’ordre 1.

Nous proposons différents moyens d’approcher ces opérateurs optimaux. Nous
indiquons dans le tableau suivant les différentes désignations et la maniere corres-
pondante de choisir les symboles d’opérateurs approchés AP et NP Q’apres la
définition de ALoPt et NPt en (3.10).

Condition paramétre(s) \Lapp N\Fapp
& optimiser
Robinls p — —
. b + VRp VLp _ b
RobinSnu p 5 ;
Robin2s PL7 PR
2 2
btp+ifq p+ifg —b
Ordrel D, q S S N priwg—0
2 2
b+ vip +iw'v g | vip — b+ iwivlbg
OrdrelSwnu P, q 5 5

Tableau 3.1 — Définition des symboles d’opérateurs approchés AL aPP et \EaPP selon les conditions
d’interface considérées.

L’idée derriere les différents choix donnés par le tableau 3.1 est d’approcher au
mieux les racines Vdl et VdR apparaissant dans AL Pt et APt (voir (3.10)) avec
le moins de degrés de liberté possible car plus le nombre de parametres a optimiser
est important, plus le probleme d’optimisation est complexe. Il y a peu de raison
d’approcher les deux quantités vdE et VdR (définies par (3.7)), différentes du fait
des discontinuités de w et v, par un unique polynoéme p ou p + i6q, mais il peut
étre avantageux d’utiliser un scaling [33] sur le parametre d’optimisation p et/ou
q, différent & gauche et & droite, comme nous l'avons fait par exemple pour les
conditions OrdrelSnu et OrdrelSwnu.
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Condition | parametre(s) ol gL oft R
a optimiser
b+p b+p
Robinls D — 0 — 0
2 2
b+vhp vip—b
RobinSnu p 5 0 Y 0
2 2
b+ pR pL —b
Robin2s p*, p" 0 0
2 2
ba btp a | p=b o
Ordrel ) 2 2 2 2
b+vlip | whivfq | vip—b | whvlyg
OrdrelSwnu b, q 5 5 5 5

Tableau 3.2 — Lien pour chaque condition d’interface entre AL (resp. M) et al et BT (resp. of et BT)
en fonction des parameétres p, p, pt, et (p, q) sur lesquels est réalisée I'optimisation.

En résumé du tableau 3.1, donnons la liste des conditions d’interface considérées :

e Conditions d’ordre O :

— condition de Robin 1-sided, désignée par Robinls (un seul parameétre p
a gauche et a droite pour approcher VdE et \/d_R)

— condition de Robin 1-sided avec scaling, désignée par RobinSnu (un
seul parametre p avec le scaling v / v%)

— condition de Robin 2-sided, désignée par Robin2s (un parametre plt
approchant VdER A gauche et un parametre p” approchant VdE 3 droite).

e Conditions d’ordre 1 :

— condition d’ordre 1 désignée par Ordrel (deux parametres p et ¢ iden-
tiques de chaque c¢oté, p + ifq approchant vVdl et \/d_R),

— condition d’ordre 1 avec scaling, désignée par OrdrelSwnu (deux pa-
rametres p et ¢ avec v /vl comme scaling sur p et vRw® / vPw! comme
scaling sur q).

Notons qu’une condition d’ordre 1 avec 4 parametres d’optimisation p”, ¢%,

pf et ¢f* aurait pu étre considérée, mais cela a 'inconvénient de rendre plus
difficile numériquement le probleme d’optimisation.

Ainsi les symboles d’opérateurs approchés AP et \FaPP définis dans le tableau
3.1 dépendent des parametres d’optimisation p (ou p” / p) et g (ou ¢” / ¢?) et de
la variable de Fourier 6.

Ils peuvent étre aussi donnés en fonction des parametres o, gL, off et g
puisque AP = ol 4 pLif et NP = o 1 BEif. Le lien entre ces parametres est
résumé dans le tableau 3.2.

Le taux de convergence (3.9) s’écrit alors

VRTIS — b+ ALar byt 4 b4 \Rapp
virt — b4 Neavp —pRpp 4 b \Rapp’

p(p,q,0) = (3.11)

et I'optimisation du taux de convergence consiste a chercher le ou les parametres
d’optimisation p / ¢ qui minimise(nt) le maximum du module du taux de conver-
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gence sur I'ensemble discret des fréquences admises par le maillage temporel. Le(s)
parametre(s) optimisé(s) p* et (p*,¢*) sont respectivement solutions des problemes
d’optimisation

min( max |,0(p,0,9)|>, (3.12)

»>0 \oel5.2]

Jnin, o (6;[1;&; |p(p: a; 0)!) : (3.13)
ou T est le temps final et At le pas de temps.

Les parametres optimisés obtenus étant les meilleurs au regard du probleme
continu, il est clair qu’ils seront d’autant mieux adaptés a un probleme discret
que celui-ci approchera mieux le probleme continu. Asymptotiquement, un schéma
centré d’ordre 2 approchant plus précisément le probleme continu qu’un schéma
décentré d’ordre 1, il s’en suit que les parametres optimisés a partir de 'EDP conti-
nue conviendront mieux pour un schéma centré que pour un schéma décentré. Dans
le cas d’un schéma décentré, plutot que de calculer le taux de convergence discret
(plus compliqué), il est possible d’adapter le calcul du taux de convergence en te-
nant compte de la viscosité artificielle introduite par le décentrage. C’est ce que
nous proposons ci-dessous dans le cas des schémas décentré 0 et décentré 1.

3.2.1 Adaptation pour le schéma décentré 0

Il est bien connu qu’un schéma décentré est équivalent a un schéma centré doté
d’une nouvelle viscosité v/ = v+ “"% contenant la viscosité artificielle provenant du
décentrage du terme de convection. Il est possible de tirer profit de cette propriété
pour mieux approcher le taux de convergence effectif (qui est le taux de convergence
discret du schéma) par le taux de convergence de 'algorithme posé sur un probleme
continu : en partant de 'EDP continue modifiée (avec v/ au lieu de v), on calcule
un taux de convergence plus adapté au schéma décentré.

Reprenons brievement les étapes effectuées ci-dessus. Les erreurs e~ (@) et ¢t (®)
sont encore données par

+
L{L’

el O (z,0) = ALO(g)er
e O (z,0) = AR (9)er”

ol les racines dépendent désormais de la viscosité modifiée v/ :

L b+ \/b2 + ' (iwl + )

b+ \/b2 + 'R (0wl + )
"L 2L ’

2R

+ _
TR_

(3.14)

Le flux convectif n’étant pas décentré dans la discrétisation des conditions de trans-
mission (cf (2.47)), la viscosité modifiée n’entre pas en jeu ici. Le taux de conver-
gence est alors défini de la méme maniere que précédemment

e e R o el s

PPm AL T YLt bt A —uRrn 4 b+ AR
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ou la viscosité modifiée est cachée dans les racines rzr et 5.
Les symboles des opérateurs optimaux sont donnés par

R
ALovt = — YRy = (b + \/4V’R(i9wR + n))
R IR ’
(3.15)
MRopt — Lyt _p — - b+ \/b2 + 4L (0wl + 7)) —b
L 201 g '

Tout le reste est identique, excepté que les scaling utilisés prennent en compte la
viscosité modifiée, étant donnée qu’elle apparait sous la racine carrée a approcher.

3.2.2 Adaptation pour le schéma décentré 1

En plus d’étre un schéma décentré auquel peut s’appliquer ce qui vient d’étre
dit dans le paragraphe 3.2.1, le schéma décentré 1 a la particularité de présenter
sur une des mailles adjacentes & l'interface (a droite de l'interface si b > 0 et a
gauche sinon) une absence de terme de convection (b = 0), celui-ci étant transféré
dans le membre de droite (car 'information du décentrement du flux convectif est
donnée par le sous-domaine voisin, invisible aux yeux du sous-domaine considéré,
donc faisant parti des données connues).

Tenir compte de cette caractéristique propre a ce schéma est possible en écrivant
I'EDP sur le domaine de droite privée de son terme de convection.
Soit b > 0. Les racines relatives a 'EDP s’écrivent maintenant

L b R 4wl )
L = 2,/L

4R (1w’ 4+ 1)
2R

rE =+ (3.16)

Les conditions de transmission sont les mémes que précédemment, ce qui aboutit au
méme taux de convergence. Les symboles d’opérateurs optimaux sont donnés par

)\Lopt_b R—_b VR AR (10 R
=b—vihrg =b+ oy (16wf + 1),

2
(3.17)

MRopt — Lyt _p — v b+ \/52 + 4L (0wl + 7)) —b
L 201 g '

3.3 Taux de convergence discret

La vitesse de convergence de l'algorithme de Schwarz étant dépendante du
schéma utilisé, I'idéal est de pouvoir déterminer les parametres d’optimisation, a
fortiori le taux de convergence, par rapport a la discrétisation de 'EDP ([81], [63]).
Dans ce qui suit, nous déterminons donc le taux de convergence discret relatif aux
schémas décentrés 0 et 1 en espace avec un schéma Galerkin Discontinu d’ordre 0
en temps. Nous considérons un maillage de pas constant Az’ et Az® sur chaque
sous-domaine et un pas de temps constant noté At. Nous supposons de plus les
coefficients constants par sous-domaine et b positif. Lorsque les notations Ax, w et
v sont utilisées sans l'exposant L ou R, cela signifie que I’égalité (ou l'inégalité)
concernée est vraie pour les deux sous-domaines.
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Ecrivons dans un premier temps les équations discretes vérifiées par I'erreur sur
chacune des mailles. Considérons deux sous-domaines dont les bornes sont infinies.

Distinguons les mailles intérieures et les mailles jouxtant l'interface. Sur les
mailles intérieures 7 telles que i > P + 2 et i < P — 1, le schéma décentré classique
consiste en une récurrence a trois points. L’équation caractéristique associée possede
alors deux racines 7 et r~ et la solution E; s’écrit sous la forme A(r*)? + B(r~)¢,
ou A et B sont des constantes & déterminer. L'une d’entre elles est rendue nulle par
les conditions a I’infini.

Sur les mailles adjacentes a l'interface {zp +1} c’est-a-dire sur les mailles P

et P+ 1, le schéma exprime respectivement ngl(g) en fonction de Eﬁj_g) et E ( )

L(0) L (4) et B (g) d’autre part. Les deux condlmons

() R(0)
o o} EP+%a

d’une part, et £ en fonction de Ep
de transmission expriment, quant a elles, la donnee de l'interface

partir de données déja connues, ce qui permet de déterminer EPJ(F? et Ep L®.

Traitement des points intérieurs

Sur les points intérieurs, les schémas décentré 0 monodomaine et multidomaine
sont identiques. En notant EZL (0 (resp. ERn(z)) I’erreur entre la solution discrete
monodomaine Up;' et la solution discrete multidomaine Uy L n(® (resp. Ué?/? (g)), nous
avons sur le sous-domaine de gauche (i < P — 1)

Azl L
Wk gln )
b4+ — Ax
AT A ] (3.18)
v gln® (o v ELn® — wL—AxL Ln=1(0) |
AgL il Axl -t At !
et sur le domaine de droite ¢ > P + % une equation similaire en remplacant EZL n(6)
Rn (Z)
par E;”

En utilisant une transformée de Fourier discrete en temps, (3.18) devient
Azl : 20l
l L2t (1—(“"“) +b+ A 1 EFO

At Azt
L L
VT AL v AL(0) _
T ALz T (“m) Fior =0

L’équation caractéristique associée est donnée par

L

+nAzt

vk Azl . 2v
X2 o L 1— —10At
N lw AL ( e )—i—b—l—A T

I/L
X — | = 2
o+ 5o ) =0 (320

et admet deux racines TL et r;. Tout ce qui précede étant également valable sur
l AR (0 o . , .
QR, les erreurs E L® o E; ©) géfinies sur les deux sous-domaines s'écrivent

EFY = AL9) (1) + BEO) (i) et EFY = AR6) ()T + BRO) (rp)'.

2
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En montrant que I'une des deux racines est de module strictement supérieure a 1 et
que l'autre est de module strictement inférieur a 1, les conditions limites a I'infini,
c’est-a~dire lorsque i — +o0o a droite ou ¢ — —oo a gauche permettront alors de
poser comme nulle I'une des deux constantes A" (resp. A%) et BY (resp. BF).
Pour simplifier, on omet pour un temps les exposants L et R dans les notations.
Commencons par écrire I'expression des racines a partir de ’équation caractéristique

(3.20) :

Az Az ; 2v
+ —i0At
= —|w—/(1 — + —i———i—?]A

" 2v ( At( ¢ )+b Az v

(3.21)

Ax . 2u 2 4
+ (] — e—i0AL - A N
\/[wAt( e )—i—b—i—Ax—i-n m] Ag

b+é} )

Montrons donc que |r| > 1 et |r~| < 1. Pour montrer que |r™| > 1, nous cherchons
d’abord a montrer que |r*| > |r~|. En notant £ et £~ les arguments respectifs des
deux racines " et r—, on peut écrire

rt = |rt] i€’ et rTo=|r"| e
D’apres (3.20), le produit des racines vaut donc

bAx o
1+ — =rt . =t r | €+, (3.22)
v
Comme r™ - r~ € RT, nous avons £~ + ¢ € {2km, k € Z}. En notant & = £ les
racines peuvent alors s’écrire comme

P = [ cos(€) +3 1| sine),
(3.23)

r~ = |r7| cos(§) —i|r~| sin(§).

Par ailleurs, la somme des racines est donnée a partir du polynome caractéristique
(3.20) par

2 2
+ - WAL L onyy | DAT o mAT o4
rt 4 AT (1—e )+ —t2+—— (3.24)
En utilisant (3.23) et (3.24), nous déduisons
Agz? A Az?
(I 4 I~ [) cos(€) = S22 (1 = cos(8A1)) + —byx 2+ (329)

soit cos(§) > 0. Puisque la racine carrée d’un nombre complexe est par définition
de partie réelle positive, il est clair, & partir I'expression de (3.21), que Re(r™) >
Re(r™). Alors, selon (3.23) et en utilisant que cos(§) > 0, nous obtenons

Re(r™) > Re(r™) — |7 | cos(&) > |r~| cos(&)

3.26
— |r+| > |r7|. ( )

Nous concluons alors que |r*| > 1. En effet, si [r™| < 1, alors r* -7~ < 1 car
|r*| > |r~|, ce qui est impossible d’apres 1'expression du produit des racines (3.22),
strictement supérieure a 1. Nous pouvons maintenant montrer, soit de maniere
graphique (cf figure 3.1), soit par un calcul rapide que nous donnons ci-apres, que
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[+ = 1+4
I vl =1

—> Itz 1

¥

1 ¥ ]
FIGURE 3.1 — pg := |rg| < 1 : solution graphique

Ir=| < 1.

bAz
En effet, en notant v = 1+ —— et en rééerivant le produit et la somme des racines

v
donnés par (3.22) et (3.24), nous avons

=T
I~ ~ (3.27)
[rt 4+ 7| = = + 7> 1+.
De la deuxieme inégalité, nous pouvons écrire successivement
2 _
r =1l 4+9) +v 20, (3.28)

(Ir=[=D)(r~[ =) = 0.

Ax

b
Comme [rt|-|r7 | =y =1+ et [rT| > 1, alors |r~| < 5. Pour vérifier I'inégalité

précédente, il est nécessaire que |r~| — 1 <0, soit |r—| < 1.

Montrons pour terminer l'inégalité stricte [r~| < 1. Grace a (3.25) et a la défi-
bA
nition de y =1+ —x, nous pouvons écrire
v
P 4 I = (rf [+ ) eos(§) = 1+
L’inégalité de gauche est stricte des que & ¢ {2km,k € Z}. Si cette condition n’est
T
)
cela n’est possible en considérant 'expression des racines (3.21) que si At = . Et
nous avons alors 1 — cos(fAt) = 2. 1l vient, d’apres (3.25),

pas remplie, alors 7+ et r~ sont des réels purs (cf (3.23)). Puisque 6 € {

2wAL?

vAt

T =2 Ty >147.
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Nous avons donc dans tous les cas
[t +r7 ] > 1+47. (3.29)

La deuxieme inégalité de (3.27) et (3.28) est alors stricte, ce qui implique que
|r~| < 1. Nous avons ainsi montré que |r*| > 1 et [r~| < 1.

Puisque les erreurs ne doivent pas exploser a l'infini, on doit avoir A = 0 et
BR =0, ce qui conduit &

EFO = BL6) (rf) et EFY = AR@) (). (3.30)

K3 3

Traitement des mailles autour de ’interface

Puisque les conditions de transmission (2.47) sont équivalentes a la continuité
du flux diffusif écrit en chaque sommet intérieur (entre deux mailles) du domaine
global, elles peuvent étre écrites sur la solution monodomaine en 1. Par linéarité,
les conditions de transmission (2.47) écrites sur la solution multidomaine sont donc
valables aussi sur 'erreur. La transformée de Fourier étant appliquée, nous avons

donc
wh (ar@) AL L) | DAL
Ak (Ep+% ~Ep ) bEL 3+ A By =
Wh (AR AR®) SRO | LR
+ AR (EPH N EP+%) N bEPJr; +ATE P+i

(3.31)

2 (R R(¢
- <Epi1)—E ()>+bE (1)+>\RU pi1=

AzxR
wh (AL AL (e> R L(@
- %7 (EP+%—EP +bE, 0 + AR

Ayant montré dans le paragraphe 2.2 que les mémes équations discretes mono-
domaine et multidomaine étaient résolues sur les mailles a gauche et a droite de
I'interface, nous pouvons écrire 1’équation discrétisée sur 'erreur.

A gauche, d’apres expression (2.5) du schéma multidomaine pour lequel nous
prenons la transformée de Fourier, nous obtenons

L
WLAAwt (1= e B5 O 4 (BEO - B5O)
L (3.32)
A” (2E O _3E5O 4+ BE “)) +nAzEER® =0,
3:

A droite, il faut distinguer entre les deux schémas décentrés multidomaine. Dans le
cas d’un schéma décentré 0, nous obtenons a partir de (2.27)

Azl . . viRAZL . .
W —i0Aty frR (€) R(O) _ pRO

VR ~R (L R (¢ R (¢ R (¢
(Epjg—:aEpjme ()) nAzERY) = 0.

(3.33)

- AzR
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Dans le cas du schéma décentré 1, expression (2.30) nous permet d’écrire

Azl i R(¢ AR (¢
wh At — (1—e OAt)EPJ(A) + bEP-i(-l) + UAQCREPJ(A)
R (3.34)
v AR (¢ R(¢ AR (¢ AL (01
- (Epjg — 3L 4 2F ()) bELY,

Détermination du taux de convergence discret
1¢" cas : schéma décentré 0

Donnons les quatre équations utilisées dans la suite et réécrites a partir de (3.31),

(3.32) et (3.33).

2 équations pour le schéma a gauche et a droite de 'interface :

RAL R R ,
= lb <1 LA ) + 2 ] ER [wRAiu — AL

vLAzR Azl | TP+3 At
vEAzl R Rr| &R0 vl ~R (0) (3:35)
+b <1+ uLAxR> + AL +nAx ]EPH - AmREP+2 = 0.
zVLEILDiQ N WL%(l—GM)JerVLL As ] SO
. (3.36)
- [b + ﬁ] BEY — .

2 équations pour les conditions de transmission :

2v R| GRO wh re | 2" R| L= W )
[A:cR TOENY Fp )~ Agr et = | TR O Fpp T AT Pe
(3.37)
2k Ll pre 20" apq 20" L pre=1) |, 20" SR
lA:EL_b—’_)\ EP+%_@ P T | T AR —b+A P+% +A:UREP+1 ’
(3.38)

~R (¢ _ ~R (¢ _ R4
EF =B@O) ()P et ERY =BO) )P = ERY),

EpY=a06) )" et Bpl = A0) 1) = Ep
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Nous pouvons alors exprimer EL “2 et Eﬁ (Q a partir des équations (3.37) et (3.38)
comme
R
() _ 1 rAT __—ifAt
P+3 b (1 vEAzl 20 R [w At (1-e )
T UTAE ) T AR
(3.39)
RAzl 3ult VB
+b<1+ A R) + AF + nAz? — AR ]Bw( yPtt
=C1BY(9) ()",
pL() _ Az LA N v’ L
Pty mﬁll< Ar (L= )+ g +naat )
(v ) [y O
x

= 0 A0 (9) (rT)PL.

Afin d’alléger les calculs, nous utiliserons dans la suite les constantes Cp et Cy
définies dans (3.39) et (3.40). Reprenons a présent les conditions de transmission
(3.35) et (3.36) afin de trouver une relation entre A (ou B) et A2 (ou B-2)),

2R
<[V + b4+ \E

AzE G-

A ) (r )P B =

<[ b+ AT
) ypo1 40
=

Cl+ 2v " (Tf)PJrlB(Zfl)
A )

L
Azl

+> (T—i—)P—lA(ﬁ—l)’

vl I

Il vient donc

} A0 ‘ BO
‘A(Z—Q) ‘B(E—Q)
20l 2L D) R (3.41)
H_AI;LH’J“AR] v H_AI; _b+AL] ClJ“AL
0 ol . oL oL ‘
|[AxR+b+)\R Cl_A—m'R ‘[m—b+AL]CQ—AxLT+

Idéalement, pour le cas décentré 0, les symboles d’opérateur A* et A doivent étre



74 Chapitre 3. Algorithme de Schwarz optimisé

tels que i
vl vl
R +
A AL + b + A 02 + m r- =90
vkt | vl
— b L -
Ar + A7 C1 + ALR 0
<~ I N I
)\Ropt:_2y .T’__b 2v
Azl Oy Azl
(3.42)
R R
oot = 2V Ly 2
Ax Cl A

Ces opérateurs étant non locaux, on cherche a les approcher par des opérateurs
différentiels, c’est-a-dire de la forme A = a+30;, de symboles A = oz—|—Aﬁt(1—e_i9At).
En prenant les notations

2 R BR ) 2VR /BL ]
FR 1— —i0At R _ _ L — b+ _ —ifAtL

AR e G Agr tor Tt =™

2 L L . 2 L R .
FL=22_ 4oL —b+6—(1—e*“’m) GL=—_4afyb+ ﬁ—(l—e’”’m),

Azl At Azl At

nous obtenons une expression plus claire du taux de convergence

oL ol

AO O GrCy+ Tt GRGi+
Al=2) T p-2) — o R ’ oL :
FRCl_ACCR FLCQ— CCL ’I“+

Pour déterminer les symboles d’opérateurs approchés A\#PP et A\22PP 3 partir du
L .
systeme (3.42), nous approchons 7+ /Cy par p* + (qA—t)(l — e WA ot 1/Cy par pft 4

%(1 — e~A%) "ot nous rappelons que Cy et Cy sont définies dans (3.39) et (3.40).
Ainsi
2wl wl ¢k -
)\Rapp:_l_L_b__‘_l_ —i0At
Azt P Ak At
BR AN
_ 1 — et
=aft+ (At)( e )
(3.43)
2l it ¢t ;
Lapp __ 1 — R o . 1 — —i0At
N = SR = b - Ao
IBL AN
_ 1 — el
=ak + (At)( e )

et un parallele avec le cas continu peut étre établi.

2¢M€ cas : schéma décentré 1

Nous procédons ici de la méme maniere que précédemment. Les deux équations
de transmission (3.37) et (3.38) sont identiques au cas précédent. Quant aux deux
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équations provenant du schéma sur les mailles a gauche et a droite de I'interface,
elles sont réécrites a partir de (3.31), (3.32) et (3.34) :

2uft Azh _ R
AxREI;J(FEE R A (1 o z@At) +b+ v +77A.7J };J(rﬁl)
: (3.44)
VY AR ., AL(-1)
~ AgREP2 = bEp
2t L LAzt —ifAL 3l Ll AL©®
— E — (1 —e" A E
pva el E vl A v e R
. (3.45)
v | s _
- b+m] EEY — o,

En écrivant

R (¢ — SR (¢ — _ AR
EP(I) = B(@) (7" )P 1 et EP( ) = B(G) (7" )P 2 = r EP(1)7
ainsi que

EAILJ(@ = A(0) (rT)P ot Alfg(f) = A(0) (T+)P71 _ EAL(f)/TJr

nous obtenons 'expression de o

R R R
AR _ Az RATT oA 3v R
EP+%_2VR[<W AL (1—e )+b+ . + nAx

(0) —\P+1 Azt (e—1) +\P
= C3BY(0) (r7)" = g AYT(0) b(rT)",

BpY) = A0 (0) ()P (3.47)
2

Reprenant les conditions de transmission (3.37) et (3.38), et utilisant la constante
C'3 définie dans (3.46) nous pouvons écrire

2wl 2wt
([0 22 )y
2 Azl L ol
([A”RMHR b+ —A—+b+a CQ+A1L r+>(r+)P1A<“>
(3.48)
et
9 L 9 L
<lALxL b+ A Oy - AI;L 7°+>(7"+)P_1A“) =

20" P+1
- B=1
2w

2R
— [—L—HAL

vl I
([2 s

Azt
2uR

AT b (rH)P A2,

(3.49)
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Nous pouvons donc écrire formellement

B — g, AC-D
AW = 5B 4 g5 A(E=2)

ou s, sp et s3 sont définis d’apres les expressions (3.48) et (3.49). On obtient
facilement une relation entre A et A¢=2) .

AO = 5B 4 534072 = (5981 + 53) A2, (3.50)

De méme, nous pouvons écrire la deuxieme équation

AO = 5B 4 g A=) _ (32 n 3_3) B,
S1

ce qui permet d’obtenir a partir de la premiere équation

B(g) = SlA(Z_l) = 51 (82 + 3_3)B(g_2) = (8182 + Sg)B(E_Q).
51

Le taux de convergence défini par le rapport entre A® et A¢—2) (le méme qu’entre
B® et BU=2)) est donné alors par (ses; + s3). En prenant sy = 0 et s3 = 0, le
taux de convergence s’annule : les symboles d’opérateurs optimaux peuvent alors
étre définis par

20k 20k
2 Oy — b )
N Aut 2 ( +AxL> ’
- AzF
S brt 4+ Cy (3.51)
208
Lopt _
AT =Rt

ol nous constatons que le parametre APt est défini de maniere exacte. En appro-
L .

chant A%t b (cf 3.51) par p* + (qA—t)(l — 7041 es symboles d’opérateurs sont

alors cherchés sous la forme

)\Lopt
; .52
{ )\Rapp — _b+pL+ %(1 _e—zeAt)‘ (35 )

En reprenant les notations établies dans le paragraphe précédent pour F®, 'F G
et G, (3.48) et (3.49) peuvent étre réécrites comme

R 2wh \PH11p(0)
F C?’_AxR (r7)y ™ BY =

Azh 20l
[FR%LR[) 4 <GLCZ+ AVxL 7n+>] ()P A(-D)

L P RV R
FCQ—ALT' (rm)" AW =
XT

Azl
R

b (rH)P AL,

R 2wh \PHlp(t-1) _ AR
G C3+AxR (r7) B -G
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Cela conduit a la formulation explicite du taux de convergence suivante

Az
vl

L
(FL02 _ ZZL r+> (r+)P-1

b (rH)f

A0 BO GE

A(—2) — Bl—2) — —

R L R
[FRng brt + (GLCQ + 2v +>] (rt)P-1 <GRC'3 + 2v ) (r)P+t

N Azl " Azl
R ' L
(FR03 _ Z’;R> (r—)P+1 (FL02 _ Z’;L T+> (r+)P-1

(FR+GR) brt + (GFCy + ZCLL ) <GR03 + Zﬁ)

vl 2wl
<FR03— A”x R) : (FLCQ— A”x . 7°+>

L

(3.53)

Notons que les parametres d’optimisation o, off, B et A% interviennent unique-

ment dans les constantes F&, FL' GF et GL.

3.4 Résultats numériques

Bien que les schémas monodomaine et multidomaine aient été étudiés dans les
chapitres 1 et 2 pour le schéma Galerkin Discontinu en temps d’ordre 0 dans un souci
de clarté, nous avons réalisé les différents cas-tests suivants aussi bien a I'ordre 0
(Py) qu'a lordre 1 (P;). Dans un premier temps, nous comparons les différents algo-
rithmes discrets a parametres de Robin fixés, provenant de I'optimisation du taux
de convergence continu pour les différentes conditions de transmission proposées
dans le paragraphe 3.2. Nous comparons ensuite la convergence de 'algorithme de
Schwarz en considérant d’une part 'optimisation du taux de convergence continu
défini dans le paragraphe 3.2 d’autre part celle du taux de convergence discret donné
dans le paragraphe 3.3 pour les schémas décentrés 0 et 1.

Nous considérons I’équation instationnaire de convection-diffusion-réaction (3)
sur le domaine 2 = (0,4) :

w(z)0rc — Oy (v(x)dc — be) +ne = f dans Q x (0,7),

Nous nous placons dans le cadre de deux sous-domaines 2 = (0,2) et Qy = (2,4),
avec un pas d’espace Az = 0.01 et un pas de temps At = 0.01 constants. Le temps
final est T' = 2. Les conditions aux bords sont de type Dirichlet. Dans cette par-
tie numérique, I’algorithme de Schwarz est considéré dans sa version Gauss-Seidel
afin d’obtenir deux fois moins d’itérations. Puisque nous souhaitons étudier numé-
riquement la convergence de l'algorithme de Schwarz et que toutes les équations
intervenant dans l'algorithme sont linéaires, on considere ’algorithme sur ’erreur
(entre la solution multidomaine et la solution monodomaine), c’est-a-dire que nous
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prenons f = 0 et une solution initiale nulle. D’autre part, I'itéré initial de 'algo-
rithme de Schwarz est un random sur 'interface.

3.4.1 Comparaison des différents algorithmes discrets

A chaque schéma multidomaine défini dans le chapitre 2 correspond un algo-
rithme discret. Nous cherchons ici a observer 'effet de la discrétisation des condi-
tions de transmission sur la convergence de ’algorithme. Pour les différents schémas
multidomaine proposés, a savoir le schéma centré, les schémas décentrés 0 et 1 et le
schéma décentré hybride, et pour différents parametres physiques constants ou non,
nous donnons la vitesse de convergence de l'algorithme pour les diverses condi-
tions de transmission introduites dans le tableau 3.1. Pour traduire la vitesse de
convergence, nous déterminons le nombre d’itérations nécessaires a ce que 'erreur,
calculée dans la norme L2(0,T; L?(f2)), soit inférieure & 1071°. Les résultats sont
rassemblés dans les tableaux qui suivent. Les deux figures (3.2(b)) et (3.2(a)) visua-
lisent I’évolution de I’erreur au cours des itérations dans deux cas présentés dans
les tableaux.

Centré | Décentré 0 | Décentré 1 | Décentré Hybride
Robinls 10 11 18 7
RobinSnu 10 11 18 7
Robin2s 10 11 18 7
Ordrel 8 8 19 5
OrdrelSwnu 8 8 19 5

Tableau 3.3 — Coeflicients constants en Py : w =1, v =0.01, b =5, n = 0.

Centré | Décentré 0 | Décentré 1 | Décentré Hybride
Robinls 16 11 18 10
Robin2s 16 11 18 10
Ordrel 12 11 19 7
OrdrelSwnu 11 8 18 7

Tableau 3.4 — Coeflicients constants en P, : w =1, v =0.01, b =5, n = 0.

Premierement, on remarque que la vitesse de convergence de 'algorithme de
Schwarz est comparable dans le cas du schéma centré, décentré 0 et décentré hy-
bride, mais qu’elle est nettement plus lente dans le cas du schéma décentré 1. Cette
mauvaise convergence pour le schéma décentré 1 se vérifie dans les cas présentés ou
la vitesse de convection b est grande (b = 1 ou b = 5). Dans ces cas (tableaux 3.3,
3.4, 3.5 et 3.7), la vitesse de convergence pour le schéma décentré 1 n’est améliorée
par aucune condition, méme avec un scaling dans le cas de parametres discontinus
et la condition de Robin 2-sided donne méme parfois de moins bons résultats que
la condition Robin 1-sided (tableau 3.5). Seul le cas o b = 0.01 montre un nombre
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Centré | Décentré 0 | Décentré 1 | Décentré Hybride
Robinls 26 26 24 26
RobinSnu 11 12 32 11
Robin2s 10 10 31 10
Ordrel 24 23 29 24
OrdrelSwnu 13 14 31 13

Tableau 3.5 — Coeflicients non constants en Py : w; = 0.06, ws = 1, 41 = 0.05,
ro=1,b=1,n=0.

Centré | Décentré 0 | Décentré 1 | Décentré Hybride
Robinls 50 50 49 50
RobinSnu 13 13 13 13
Robin2s 12 12 12 12
Ordrel 32 32 32 32
OrdrelSwnu 10 10 10 10

Tableau 3.6 — Coeflicients non constants en Py : w; = 0.06, ws = 1, 41 = 0.05,
ve=1,b=0.01,n=0.

Centré | Décentré 0 | Décentré 1 | Décentré Hybride
Robinls 28 28 23 28
RobinSnu 12 13 34 12
Robin2s 10 10 31 10
Ordrel 28 26 28 28
OrdrelSwnu 13 14 32 13

Tableau 3.7 — Coeflicients non constants en P; : w3 = 0.06, ws = 1, 41 = 0.05,
r=10b=1n=0.

d’itérations comparable (voir tableau 3.6) aux trois autres schémas. Cela est naturel
puisque ce qui distingue le schéma décentré 1 du schéma décentré 0 tient au traite-
ment du décentrage de la convection a l'interface. Ainsi, plus le terme de convection
est faible, moins la différence entre les deux schémas doit étre importante. Sur les
quelques cas présentés, les résultats obtenus montrent que le schéma décentré 1
n’est pas une bonne approche pour discrétiser les conditions a l'interface.

D’autre part, on peut confirmer que le scaling apporte un réel gain lorsque les
parametres v et w sont discontinus (voir par exemple les tableaux 3.5 et 3.6). La
condition d’ordre 0 avec un scaling RobinSnu, qui n’a qu’un seul parametre d’op-
timisation, donne presque d’aussi bons résultats que la condition de Robin 2-sided
qui en considere deux.

Les parametres optimisés sont calculés a partir du taux de convergence continu
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FIGURE 3.2 — Evolution de l'erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine en

norme L2(0,T;L%(2)) a chaque itération de l’algorithme de Schwarz : (b) pour différentes conditions de
transmission avec le schéma centré, (a) les différents schémas centré (C), décentré 0 (DO0), décentré 1 (D1)
et décentré hybride (DH) pour la condition de Robin 2-sided (notée R2s) et la condition OrdrelSwnu
(O1Swnu).

donné par (3.11). Dans le cas du schéma décentré 0 et du schéma décentré 1, les
adaptations proposées respectivement dans les paragraphes 3.2.1 et 3.2.2 sont adop-
tées.

Pour valider les parametres optimisés obtenus par une optimisation numérique,
via la fonction fminsearch de Matlab, nous considérons une gamme de valeurs de
parametres de Robin centrée autour de la valeur du parametre optimisé et nous
calculons l'erreur associée a chacun de ces parametres. Dans le cas de la condition
de Robin 2-sided (voir tableau 3.1), nous avons représenté sur les figures 3.3 et
3.4 les lignes de niveaux de l'erreur obtenue apres 20 itérations de l'algorithme
de Schwarz, pour différents parametres physiques w, v et b continus ou non, et
dans le cas des schémas centré, décentré 0 et décentré 1, d’ordre 0 en temps, afin
d’inclure les trois différentes optimisations (celle — standard — & partir du taux de
convergence continu, et les deux adaptations proposées pour le schéma décentré 0
d’une part et pour le schéma décentré 1 d’autre part). Sur chaque figure la valeur
numérique du parametre optimisé p* = (p=*, p**) (voir le tableau 3.1) est indiquée
par une étoile rouge. Nous pouvons évaluer la pertinence de ce parametre optimisé
en le comparant a 'optimum numérique, c’est-a-dire celui qui réalise un nombre
minimum d’itérations de l'algorithme discret.

Sur la sous-figure 3.3(c) correspondant au schéma décentré 1, nous remarquons
que le parametre optimisé se situe dans une enveloppe non-convexe, contrairement
aux autres cas (sous-figures 3.3(a) et 3.3(b)). En revanche, dans le cas de coefficients
non constants, la sous-figure correspondant au cas du schéma décentré (3.4(c)) ne
s’oppose pas aux deux autres (3.4(a) et 3.4(b)), montrant une forme analogue d’en-
veloppe convexe, tres étendue dans ce cas. Dans tous les cas visualisés, le parametre
numérique optimisé avec le taux de convergence continu (adapté dans les cas des
schémas décentré 0 et 1) est pertinent car il est proche de I'optimum numérique.

Dans la suite, nous nous proposons de comparer I’optimisation continue et 1’op-
timisation discrete pour les deux schémas décentré 0 et décentré 1, afin de voir si
la convergence de I’algorithme discret correspondant peut étre améliorée.
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FIGURE 3.3 — Erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine apres 20 itérations
de l’algorithme de Schwarz, pour des couples de paramétres d’optimisation (p”, p?) pour w =1, v = 0.01,
b =5 et n = 0. L’étoile rouge correspond & la valeur numérique du parametre optimisé p* = (pL *,pR*)
obtenu avec 'optimisation du taux de convergence continu.

3.4.2 Comparaison de 'optimisation continue et discrete

Dans le paragraphe 3.3, nous avons introduit le taux de convergence discret
pour les schémas décentré 0 et décentré 1, Comme il est déterminé a partir de la
discrétisation des conditions de transmission, nous pouvons nous attendre a une
meilleure convergence. Nous montrons sur les figures 3.5 et 3.6 la comparaison de la
vitesse de convergence de I’algorithme de Schwarz avec respectivement une condition
de Robin 1-sided et une condition de Robin 2-sided lorsque le parametre optimisé est
déterminé a partir du taux de convergence continu ou discret. Le résultat confirme
donc l'intuition de départ. Dans le cas du schéma décentré 0, le taux de convergence
discret apporte une amélioration nette lorsque les conditions de Robin 1-sided sont
utilisées, mais aucune amélioration pour la condition de Robin 2-sided. Dans le cas
du schéma décentré 1, le taux discret semble nécessaire quelque soit la condition de
transmission considérée.

En résumé, nous avons observé que le taux de convergence discret pour les
schémas décentré 0 et décentré 1 était bien adapté quelque soit la condition de
transmission considérée. Optimiser le taux de convergence continu peut donner des
résultats analogues a ceux de 'optimisation du taux de convergence discret pour
le schéma décentré 0 a condition de prendre des conditions de transmission avec
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a la valeur numérique du parametre optimisé p* = (p

convergence continu.
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FIGURE 3.5 — w1 = 0.06, wo = 1, v1 = 0.05, v2 = 1, b = 1, n = 0. Comparaison de 'erreur entre
la solution multidomaine et la solution monodomaine en norme L?(0,T; L?(Q)) au cours des itérations de
lalgorithme de Schwarz, ou la valeur numérique du parameétre optimisé de la condition de Robin 1-sided est
calculée & partir du taux de convergence continu ou discret pour le schéma décentré 0 (gauche) et décentré
1 (droite), en considérant plusieurs pas d’espace Awx.
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un scaling. Comme de telles conditions ne compliquent pas davantage le probleme
d’optimisation continu, et vue la complexité de la détermination du taux de conver-
gence discret, la prise en compte de telles conditions avec une optimisation du taux
de convergence continu semble un bon choix au vu des cas étudiés. En revanche,
dans le cas du schéma décentré 1, 'optimisation du taux de convergence discret est
nécessaire, ce qui est un grand inconvénient dans la pratique.
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FIGURE 3.6 — w1 = 0.06, wo = 1, v1 = 0.05, v2 = 1, b = 1, n = 0. Comparaison de ’erreur entre
la solution multidomaine et la solution monodomaine en norme L?(0,T; L?(Q)) au cours des itérations de
lalgorithme de Schwarz, ou la valeur numérique du parameétre optimisé de la condition de Robin 2-sided est
calculée & partir du taux de convergence continu ou discret pour le schéma décentré 0 (gauche) et décentré
1 (droite), en considérant plusieurs pas d’espace Az.

Nous avons constaté en définissant la formulation multidomaine du schéma dé-
centré classique et du schéma décentré hybride que seul ce dernier s’adaptait natu-
rellement a une écriture locale au sous-domaine. A travers les résultats numériques
obtenus dans ce paragraphe, nous constatons que la convergence de I’algorithme
avec le schéma décentré hybride est au moins aussi bonne voire meilleure que celle
avec les schémas centré et décentré 0. Pour ces raisons, nous avons choisi de re-
tenir le schéma décentré hybride pour la discrétisation du flux convectif en deux
dimensions d’espace, en 'adaptant au schéma DDFV.
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Considérons a présent ’équation de convection-diffusion en régime instationnaire
et en milieu poreux, en deux dimensions, définie par

Le=wiec—V - -(KVe—bc) = [ dans Qx (0,7T), (3.54)
c(.,0) = ¢o dansQ,

et des conditions limites appropriées de type Dirichlet ou Neumann aux bords de
Q, un domaine borné de R2.

Dans (3.54), ¢ représente une concentration (par exemple, la concentration en
radionucléides dans le contexte du stockage des déchets radioactifs), f le terme
source, K la matrice de diffusion symétrique et définie positive, pouvant étre ani-
sotrope, w le coefficient de porosité et b la vitesse de convection de divergence nulle
donnée par 1’équation de Darcy b = —kVh ou h est la charge hydraulique et &
le tenseur éventuellement anisotrope de perméabilité. L’équation (3.54) modélisant
I’écoulement et le transport des radionucléides dans un sous-sol composé de couches
géologiques dont les propriétés sont tres hétérogenes, les parametres physiques w,
K et k sont supposés discontinus. Quant a la vitesse de convection, seule sa com-
posante normale est supposée continue.

Nous proposons d’approcher I'équation (3.54) par le schéma volumes finis de
type DDFV développé pour le probleme de diffusion [29] et étendu ici a advection.
La présentation de ce nouveau schéma, dans sa partie connue et dans son exten-
sion, fait ’objet du premier chapitre ou I’on montre ensuite que le probleme discret
approchant (3.54), appelé probleme monodomaine, est bien posé.

Dans une approche de décomposition de domaines sans recouvrement, le pro-
bleme monodomaine précédent est décomposé en sous problemes équivalents définis
sur des sous-domaines sans recouvrement et formant une partition de 2. Ceux-ci
sont reliés par les conditions de transmission assurant la continuité de la solution
et celle du flux a l'interface entre les sous-domaines. Dans le chapitre 2, on adapte
aux sous problémes locaux le schéma DDFV défini dans le chapitre 1, et 'on donne
la discrétisation des conditions de transmission utilisées. On démontre aussi le ca-
ractere bien posé de ce probleme discret multidomaine.

Ensuite, nous présentons dans le chapitre 3 I'algorithme de type OSWR. ( Opti-
mized Schwarz Waveform Relaxation) adapté au schéma DDFV du probléme discret
multidomaine. Nous montrons la convergence de cet algorithme de Schwarz vers la
solution du probleme discret monodomaine.

La vitesse de convergence des algorithmes OSWR est optimisée a travers un ou
plusieurs parametres intervenant dans les conditions de transmission. Nous rappe-
lons dans le chapitre 4 le calcul du taux de convergence obtenu a partir de I’équation
continue (3.54) et dans le cas particulier du probléme de diffusion pure, nous éta-
blissons le taux de convergence a partir du schéma discret DDFV.

Nous achevons cette partie (chapitre 5) par différents cas-tests numériques en
terminant par le cas PAMINA présenté dans l'introduction.
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Dans ce chapitre, nous considérons le schéma volumes finis de type DDFV (Dis-
crete Duality Finite Volume) pour l'approximation de 1’équation de convection-
diffusion en régime instationnaire (3.54). Dans un premier temps, nous rappelons le
schéma DDFV tel qu’il est construit pour 'approximation de I’équation de diffusion,
en posant au fur et & mesure les notations utiles pour la suite.

4.1 Le schéma DDFV - Notations

Soit un maillage donné recouvrant €2, appelé maillage primal, de bord 9. Le
principe des méthodes de volumes finis est d’intégrer 1’équation sur des volumes
de controle : soit sur les cellules du maillage initial, dit primal (approximation
de la solution au centre des mailles), soit sur des cellules construites autour des
noeuds du maillage primal dites cellules duales (approximation de la solution aux
sommets), donnant lieu a deux grandes classes de méthodes : celles centrées sur les
cellules (cell-centered methods) et celles centrées sur les sommets (vertez-centered
methods).

Le schéma DDFV utilise des inconnues a la fois aux noeuds et aux centres
du maillage primal, permettant la reconstruction du gradient dans ses deux di-
rections, quelque soit le maillage utilisé. En effet, apres intégration du laplacien
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FIGURE 4.1 — Maillage primal. A gauche, cas particulier d’un maillage dit admissible : les deux points
i1 et i2 suffisent pour définir le gradient normal. A droite, la cellule diamant en cyan dont les diagonales
sont les deux directions & considérer pour la reconstruction du gradient, faisant intervenir les quatre points
i1, 12, k1 et ka.

Ac sur une cellule du maillage primal puis en appliquant la formule de Gauss, il
reste a approcher le flux Ve -n (ou n désigne la normale extérieure) sur les arétes
du maillage primal. Pour des maillages particuliers ou les arétes sont perpendicu-
laires au segment reliant les deux centres des cellules adjacentes a 'aréte considérée
(cas des maillages dit admissibles, comme ceux de type Voronoi), le gradient peut
étre exprimé simplement par une différence finie. En revanche, pour tous les autres
maillages ne vérifiant pas cette condition, comme tous les maillages non conformes
par exemple, le gradient doit étre approché dans ses deux directions, faisant alors
intervenir les inconnues aux centres et aux noeuds des mailles primales. Ainsi a
chaque aréte du maillage primal est associé un quadrilatere dont les deux diago-
nales sont d’une part I’aréte elle-méme et d’autre part le segment reliant les deux
centres des cellules adjacentes & l’aréte considérée (voir Figure 4.1). L’ensemble de
ces quadrilateres (plats pour les arétes de bord), appelés cellules diamants, forme
une partition de €2, dit maillage diamant.

Dans le schéma DDFV, les inconnues aux noeuds sont considérées comme des in-
connues supplémentaires (et non approchées par une interpolation, comme dans [21]).
C’est pourquoi, en vue d’obtenir autant d’équations que d’inconnues, 1’équation est
intégrée sur les mailles primales et duales.

Considérons a présent I’équation de diffusion dans le cadre général :
-V - (KV ¢)=f, (4.1)

ou K est le tenseur de diffusion, pouvant étre discontinu aux interfaces entre les
mailles primales.

Soit 7; le maillage primal formé de I cellules T; de centre i. Les J arétes primales
du maillage sont notées Aj, j € [1,J], de normales sortantes n; (ou encore n;; pour
souligner qu’il s’agit d’une normale sortante par rapport a 7;). Parmi les J arétes
primales, on dénombre J' arétes primales situées sur le bord I' = 9. On suppose
les J arétes primales ordonnées de telle sorte que celles du bord sont les dernieres,
d’indices j € [J — JU + 1,J]. Par simplification, on notera souvent j € I' pour
désigner ces arétes primales de bord. Pour traiter la possible discontinuité du tenseur
de diffusion K et dans la perspective de la décomposition de domaine (voir dans le
chapitre 5), nous introduisons o; point milieu de I'aréte A;. Quant aux K sommets
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FIGURE 4.2 — Maillage primal 7; en noir : les centres ¢ sont les points noirs et les arétes primales A;
sont les lignes continues en noir reliant deux points rouges. Maillage dual P, en pointillé rouge : les centres
k sont les points rouges et les arétes duales sont représentées par les lignes pointillées en rouge reliant deux
points noirs en passant par les points magenta, o, milieu des arétes primales.

du maillage primal, ils sont notés {k,k € [1, K]}. Chaque sommet k est aussi le
centre d’'une maille duale formée par les arétes dont les extrémités sont le centre des
mailles primales T; entourant le point £ et le point-milieu o; de 'aréte A; associée
a T; et issue du sommet k. Le maillage dual, noté Py, est 'ensemble des K cellules
duales P, éventuellement non convexes.

Dans la suite, nous utiliserons une notation locale a une aréte quelconque A; :
seront notés i1(j) et ia(j) les centres des deux mailles primales T, (;) et Tj,(;) ad-
jacentes de A; (cas des arétes intérieures) et ki(j) et ka(j) les deux extrémités de
Aj et centres des cellules duales Py ;) et Py, ;). Dans le cas d’'une aréte primale
de bord, seul 71(j), associé a la maille primale de bord Tj, (;), est défini. Par abus
d’écriture, afin de ne pas surcharger les notations, nous utiliserons (souvent) les

notations iy, 42, 1j,, T;, k1, k2, Pk, et Py, sans référence a 'indice j.

17
Pour compléter les notations, nous nous placons dans ce cadre local. La normale
extérieure a Aj, vue de Tj (;) (resp. Tj,(;)), est notée n;; (resp. ;). A chaque
aréte A; sont associées les deux arétes duales A); = [i10;] et A}y = [iz0y], mis
a part pour les arétes de bord olt seule I'aréte duale A’ ; = [i10;] est définie. Ces
deux arétes duales sont communes aux deux cellules duales voisines Py, et Py, :
vues de Py, (resp. Pj,), les normales extérieures aux arétes A’ et A’ 5 sont notées
s / / / !/
respectivement nj et nj .o (vesp. my, et ny, o).

Nous introduisons « l'indice lié a la numérotation locale introduite ci-dessus :
ac{l,2}sije[l,J—Jeta=1sije[J—J" +1,J]. Pour relier la notation
locale (indices 4 et i2) et la notation globale (indice ), on définit oy; = 1 sid = i1(j)
ou v = 2 si i =1is(j), soit oy = v si i =1in()).

Au lieu des cellules diamants formées par les points ki (7), i1(j), k2(j) et i2(j),
comme décrit plus haut dans le cas particulier du laplacien, deux demis-diamants
Dj1 et Djo seront associés a I'aréte Aj, représentant respectivement les triangles
k1i1ks et kiigks sauf dans le cas d’une aréte de bord olt un seul demi-diamant D; ;
est associé.
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FIGURE 4.3 — Notations locales du schéma DDFV. Maillage primal (en noir), maillage dual (pointillés
en rouge) et cellules demi-diamants (triangles colorés). A chaque aréte primale A; est associée une cellule
demi-diamant D; 1 (resp. Dj ), 'aréte duale A’j , (resp. A; 5) de normale n;ﬂ i (resp. n/ ).

k1,7,2
Nous avons donc défini les trois maillages primal, dual et diamant (ou demi-
diamant). Introduisons maintenant une notation utile pour la suite : |Y| désignera
la mesure d’un élément géométrique Y, soit une aire dans le cas d’une cellule soit
une longeur dans le cas d’une aréte. Nous définissons dans la suite deux produits
scalaires discret : I'un (-,-)7, p défini sur le maillage primal et dual, Iautre (-,-)p
défini sur le maillage des demi-diamants.

Définition 4.1. Le produit scalaire discret (-,-)r p est défini pour tout (®,¥) =
(@4, ®1), (W5, U1)) € (RT x RF)? par

(®,0)rp ::%( SOTR v+ Y |Pk|<1>k\11k>. (4.2)

i€[1,1] ke[l,K]

Notons || - ||7,p la norme associée au produit scalaire (-,-)7,p.

Définition 4.2. Le produit scalaire discret (-,-)p est défini pour tout (®,¥) =
2
(@irj, ®ig), (Wirj, Wirg)) € (R x RI=")" par

@)p = > (10511005 %ij + 105200005 Wing) + D 1D;11@inj¥irj. (4.3)
jeLJ—Jr] jer

Notons | - |p la norme associée au produit scalaire (-,)p.

L’équation de diffusion continue (4.1) est approchée en utilisant les opérateurs de
gradient discret et de divergence discrete définis ci-dessous. Contrairement & [29] qui
définit les gradients discrets sur les cellules diamants entieres (Figure 4.1), ceux-ci
seront systématiquement définis sur les demi-diamants (Figure 4.3) afin de prendre
en compte les discontinuités éventuelles de K ainsi que les interfaces dues a la
décomposition de domaine, coincidant avec des arétes primales (cf chapitre 5). Sur
chaque cellule demi-diamant D;, (o € {1,2} si j € [1,J —J'] et o = 1 si
jeJ-J Ti1,0 ]) en correspondance avec son aréte primale A; et son aréte duale
Al ., est alors défini un gradient discret reconstruit selon les deux directions A; et

j?a’

/
Aj,a‘
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Définition 4.3. Le gradient discret Vj, est défini sur Dj, (o € {1,2} si j €
1,J—J eta=1sije[J—JV +1,J]) a partir des valeurs auz points iy, o, ki
et ky de Dj . par

1 ,
(Vhe)ij = 3D, ((% = k) Ao, | Ty i, + (Coy — €i)|A)] nw) (4.4)
Jruij

en notant ¢;,, Co;, Ck, €l C, les valeurs respectives de c aux points ia, 0j, k1 et k.

En écrivant la composante tangentielle du gradient discret comme une diffé-
rence finie aux points ki et ko, nous tenons compte de la la continuité du flux
(Vhe)ij - k1ko & travers laréte duale A97aij. La continuité du flux a travers les arétes

primales A;,j € [1,J —J I permet quant & elle d’éliminer toutes les inconnues Coys
exceptées celles aux bords qui sont conservées.

Nous donnons aussi la définition de la divergence discréte a partir de [14].

Définition 4.4. L opérateur de la divergence discréte V- : (RQJ*JF)2 — R x RE
est défini pour tout w par ses valeurs sur I; et Py, par

(4.5)
/
|45
i | X M wa w3 Sluaen .
A;yacaPk Aj:)aPkﬂaQ

oUUj (a0 =o0y; € {1,2} siAj ¢ T et =1 si Aj C I') représente la valeur discréte
de u sur Dj .

Remarque 4.5. Sur la notation de (4.5) :
° ZAjcaTi fait la somme sur les arétes primales A; de OT;
° ZA;@CaPk (resp. ZAjDaPkmag) réalise la somme sur les arétes duales inté-
rieures a §) (resp. demi-arétes de bord 0S2) de OPj.

Cette notation sera désormais utilisée dans la suite sans précisions.

L’équation —V - (KVe¢) = f intégrée sur T; et P est alors approchée par
—(Vh - (KVye))i = fi sur T; et par —(Vj, - (KVpe))r = fr sur Py, ou f; et fi
représentent les valeurs moyennes respectives de f sur 7T; et Pi. De plus, en écrivant
la continuité du flux normal (K'Vc¢);; - m;; a travers chaque aréte primale A; ¢ T,
il est possible de prouver I'existence et I'unicité de ce probleme discret de diffusion
avec des conditions limites de Dirichlet ou de Neumann [29] en utilisant une formule
discrete de Green reliant le gradient discret et la divergence discrete (son opérateur
adjoint).

Les principales notations étant posées, et la discrétisation du gradient étant
rappelée, revenons a 1’équation de convection-diffusion pour présenter le schéma
DDFV complet.
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4.2 Le schéma étendu a I’équation de convection-diffusion

Nous réécrivons cette équation de convection-diffusion en milieu poreux, donnée
dans l'introduction en (3.54) :

Le=wiec—V - -(KVe—bc) = [ dans Qx (0,7T), (4.6)
c(.,0) = ¢o dansQ, (4.7

c = 0 surI'p x(0,7), (4.8)

(KVe)-n = 0 sur 'y x(0,7), (4.9)

ou (4.8) et (4.9) sont les conditions limites homogenes de Dirichlet ou de Neumann
définies respectivement sur I'p et 'y définis tels que 9Q2 = I'p UT . On supposera
de plus (voir théoréme 4.9) que

0)

V-b 0 dans €, (4.
4.11)

> 1

b-n > 0surly. (4.1

Pour la discrétisation en temps, nous décomposons l'intervalle en temps (0,7")

en N sous-intervalles I,, := (t,—1,t,) de pas de temps At, tp, — tp—1. Ayant

fait le choix de considérer I'ordre 0 du schéma Galerkin dlscontmu, ce schéma en

temps ne pose aucune difficulté. L’approximation de ¢ au temps t, est notée avec

I'exposant n : ainsi ¢} (resp. ¢}}) est 'approximation de ¢ au temps ¢,, dans la cellule
T; (resp. Py).

Le champ de vitesse b est donné au niveau discret par ses valeurs b; ,, sur chaque
demi-diamant Dj, (€ {1,2}sije[l,J —J]eta=1sij € [J-J' + 1,J]).
Lorsque le champ de vitesse provient de la résolution de I’équation de Darcy utilisant
un schéma DDFV, les valeurs discretes données par demi-diamant sont directement
utilisables. Lorsqu’on dispose d’un champ de vitesse b analytique, b; , est donné par

1
bj,a Ny = ’A—J’ /Aj b- nzj(g)dg (412)

et
bjo- nz,j,a = | // k:]a &)d¢. (4.13)

. / . 7’ .
Puisque n;; et Ny, o SONt deux dlrectlons indépendantes de D o, bj est défini de
maniere unique par demi-diamant.

4.2.1 Le schéma intérieur

Intégrée sur les cellules primales T; et sur les cellules duales intérieures Py,
léquation (4.6) peut étre discrétisée sur chaque I, et T; par

it ST A = f (4.14)
7 Atn ’E’ Pz J15 70 .

et de maniere analogue, sur les intervalles I,, et les cellules duales P, par

PG Sl S Z A F = f7 (4.15)
Atn |Pk| J,alt kja k- .
CaPk
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Dans (4.14), w; := wir, est bien défini car la discontinuité du coefficient de porosité
a lieu suivant les mailles primales. Quant a la valeur de w sur Py, noté wy dans
(4.15), elle est donnée comme une moyenne des valeurs de w sur les mailles primales
entourant le sommet k :

|Pel wi = > [PeNT| ws. (4.16)
1€[1,1]

Les seconds membres f et f7! de (4.14) et (4.15) sont définis de la maniere sui-
vante :

n .__ 1
= R /f/:ff (@, t)dedt,

1
o= x,t)dxdt.

(4.17)

Afin d’alléger les notations, nous omettons (sauf mention explicite) 'exposant n
dans la suite de ce chapitre.

Les flux primaux Fj; de T} a travers les arétes primales A; et les flux duaux Fy; o
de Py, a travers les arétes duales A ,, intervenant dans (4.14) et (4.15), contiennent

une partie diffusive et une partie convective. Ils sont définis comme suit :

Ej = [KZ(th)Z]] Ny — (bC . n)i]’, (418)
ij,oc = [Kla (vhc)iaj] : n;cj,a - (bC : nl)kj,a- (419)

Dans l'expression de ces flux primaux (4.18) et duaux (4.19), la discrétisation de
la partie diffusive est donnée par le gradient discret (Définition 4.3). D’autre part,
K; = K7, est la valeur moyenne de K sur 7;. Dans la pratique, K est pris constant
sur chaque Tj.

Pour discrétiser la partie convective des flux donnés par (4.18) et (4.19), avec
un schéma amont, nous utilisons les notations [a|T et [a]~ des parties positive et
négative de a définies dans la partie I (1.14). La partie convective du flux primal,
notée (bc-m);; est discrétisée par le décentrage amont

(be-n)ij = [(b-n)ij]Tei + [(b-n)ij] ¢o, (4.20)

ot (b-n);; est donné par
1
by =y [ By mi©)de (421)
il A

qui a un sens en raison de la continuité de b; o -n;; a travers les mailles primales A;.
L’idée d'un tel décentrement dans (4.20), local au demi-diamant D ,,. utilisant la
valeur de ¢ au point o, est empruntée a [50], dans I'optique de la décomposition
de domaine (voir chapitre 5). Il est ainsi parfaitement défini aux arétes du bord 9.
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Quant & la partie convective du flux dual, notée (bc - n')y; q, elle est discrétisée
suivant le schéma décentré amont classique

(be -1 Vg = [bja - Mgl ek + Bia ol o (4.22)

ol 'on pose vy = ko si k = k1(j) et vy; = ki1 si k = ka(j), c’est-a-dire une notation
analogue & «;; pour lier la notation duale locale (indices ki et k2) et la notation
duale globale (indice k). Dans la pratique, b; . est souvent pris constant sur chaque
demi-diamant D .

L’inconnue c,, (pour o; ¢ 09) est éliminée en écrivant la conservation du flux
primal a travers chaque aréte primale intérieure

F; =—F,; VA]‘ = 0T;, N OT5,. (4.23)

L’expression de c,, obtenue a partir de (4.23), fonction des seules inconnues ¢;, , ¢;,,
i, €t cp, de D1 U Do, est alors remplacée dans les définitions du gradient (4.4)
et du flux primal (4.20), intervenant pour le premier dans le flux primal (4.18) et
le flux dual (4.19) et pour le second dans le seul flux primal (4.18).

Notons que le schéma dual est aussi conservatif dans sa partie diffusive et sa
partie convective prises séparément : en effet, la conservation du flux diffusif et du
flux convectif provient de la définition du gradient (4.4) et du flux convectif (4.22).

4.2.2 Le schéma au bord

Il reste a prendre en compte les conditions limites (4.8) et (4.9) sur les mailles
primales et duales.

Lorsqu’une condition de Dirichlet est appliquée sur le bord 052, I’équation conti-
nue (4.6) n’est pas intégrée sur les cellules duales de bord Py, mais la condition (4.8)
est imposée de maniere forte :

c,=0 VkeTlp. (4.24)
De méme, les valeurs aux points 0; € A; C I'p sont imposées de maniere forte

¢o,=0  Yo;€Tp. (4.25)

J

Le traitement est différent lorsqu’une condition de type Neumann est appliquée
sur la frontiere 02. Premierement, la discrétisation de la condition (4.9) sur les
arétes A; C I'y

(K, (Vhe)iys] - miy; =0, VA; C 'y, (4.26)
permet de déterminer les valeurs de ¢,; sur le bord. Rappelons que sur le bord, seul

i1(7) a un sens, par convention. D’autre part, les équations liées aux noeuds duaux
k € 'y sont déterminées en intégrant 1’équation continue (4.6) sur les mailles duales
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de bord P, associées. La discrétisation sur I,, et sur chacune de ces mailles duales
de bord P est donnée par

CZ — C.Z_l 1 |AJ| n

KA, 1P > MialFlat+ > SRR | =M (427
" b A;‘,acapk A] D@F:kﬂf‘N
kel'n

ou la premiere somme concerne les arétes duales intérieures de Py (voir 4.19) et la
deuxieme somme prend en compte les arétes de bord de P, incluses dans les arétes

primales de bord A; C I'y. La discrétisation spatiale du flux F,,, intervenant

1,k
dans (4.27), a travers les demi-arétes primales de bord issues du point k € I'y, est
définie par

Filj,k = [K“ (th)m-] . nilj — (b . n)m Cl. (4.28)

Nous reconnaissons dans le premier terme de (4.28) la partie diffusive du flux (4.18)
a travers les arétes primales : les flux diffusifs sur les deux demi-arétes de bord issues
de k € I'y sont ceux définis sur les arétes primales A; associées. Quant au terme
(b-m); du flux convectif a travers les demi-arétes de bord Neumann des mailles
duales de bord P, k € I N, il faut distinguer différents cas de figure, dépendant de
la donnée de b.

— Si b est défini analytiquement, alors (b-m);; peut étre calculé sur les deux

demi-arétes de bord Neumann issues de k € T N :

1
(b-n)jr= A b-n;,;(§)dE,

Aj D0P.NI'N
2

— Si le champ de vitesse b; , est donné par la résolution numérique de I'équa-
tion de Darcy par le schéma DDFV, ou la condition limite de Neumann est
appliquée sur les mémes arétes, il suffit de reprendre la valeur de b; o -n;; déja
définie sur ces mémes demi-arétes :

(b-n)jr=bja niy,

— Si le champ de vitesse b; , vient de la résolution numérique de I’équation de
Darcy par le schéma DDFV avec des conditions limites différentes, un seul
flux convectif noté (b-n)y sur les deux demi-arétes issues d'un sommet k € I'y
est considéré, soit

b b - ﬂ b A
0P, NTN| (B-n)p = (b-7m)jk- (4.29)
AjDBPkQFN
kEfN
Ce flux (b-n)j est défini tel qu’il compléte la divergence discrete de b sur la
maille duale de bord P, soit

0P D] b-n)i =B (VE-b), = D [4jal bja-mi e
Ag’acapk

ol VE- est un nouvel opérateur de divergence discrete pour les termes liés a
la convection défini ci-dessous.
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Définition 4.6. L opérateur de la divergence discréte V- (RQJ*JF)2 — R x RE
est défini pour tout w par ses valeurs sur I; et Py, par

(Vf u)Z = (Vp -u);,
4 '“)keér = (V- igr

1 |Aj| / /
(V “)ker =B > ot Y Mial e il
ou de maniére équivalente, grace a (4.29),

TQ

AJ‘ 20PN’ A/j’oéCBP;C

1

(V6 u) = [lonnr @+ Y A waeni. ], (430
kEF ’Pk’ A/ ? 1y

! o COPy

en rappelant que w; o (v = oy € {1,2} si A; ¢ T et o =1 si Aj CT') représente la
valeur discréte dew sur Dj o et en notant que (w-n); représente les flux a travers
les demi-arétes de bord de Py, (incluses dans les arétes primales A; issues de k € T')
et (u-n)y désigne le flux a travers l'union de ces demi-arétes de bord de Py, (k €T),
défini par cette méme équation (4.30).

Notons bien que la seule différence entre la divergence discrete Vj,- et la di-
vergence discrete Vg- tient a 'expression du terme de convection sur les arétes de
bord d’une maille duale de bord. Ce terme differe si le champ de vitesse est donné
par une expression analytique ou par la résolution DDFV du probleme de Darcy
ayant des conditions limites différentes de celles du probléme de transport résolu ici.

Dans la proposition suivante, on établit le lien existant entre la divergence du
champ de vitesse b donnée par le calcul de Darcy et la nouvelle divergence discrete
de b définie ci-dessus.

Proposition 4.7. Sib est donné analytiquement avec V-b >0 ou sib = (b; ) est
donné par la résolution du probléme de Darcy par le schéma DDFV avec Vi -b > 0
sur les mailles primales et les mailles duales, alors Vg -b>0.

Démonstration. Distinguons les deux cas :
— 1°" cas : b est donné analytiquement avec V -b > 0.
Par la définition 4.6, nous avons

1
c
(Vi -b)i = T > 1Aj] bjay, -nij
v AjcaTi

Puisque bjmj est défini & partir de I'expression analytique b, il vient

1
(V5 )i = = / b-n;;(§)dé
’E‘AjcaTi AjcaTi
~ L bn(e)de = 2 /v b>0
B ’TZ‘ aT; B ‘Tz, T; N

En écrivant des égalités analogues pour les mailles duales intérieures (k ¢ IT)
et les mailles duales de bord (k € T'), on obtient facilement que VE -b>0.
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— 20me cag : b = (bj) est donné par la résolution du probleme de Darcy par
le schéma DDFV avec Vj, - bj, > 0 sur les mailles primales et les mailles
duales.

On a déja (V§ -b); = (V) - b); et (VS -b) = (Vy - b)g pour k ¢ T. Pour

k € 'y, distinguons le cas ou k est aussi de type Neumann pour le calcul de

Darcy de celui ot il ne 'est pas.

e Dans le premier cas, on a (V§ - b), = (V) - b)), par définition des deux
divergences.

e Dans le second cas, on utilise le fait que (b-n); complete la divergence de

b sur P, donnée par le calcul de Darcy et notée fp.

1
On a donc (Vg b = @ /P fp qui est positif par hypothese.
k

0

Appliquée au flux convectif be, la divergence Vg - n’est pas clairement définie.

Il nous faut préciser le sens de (Vg - (b)) compte tenu du fait que b et ¢ ne

kEfN’
sont pas définis aux mémes points. Les termes de cette divergence donnant les flux
convectifs sur les demi-arétes de bord sont exactement ceux de la partie convective

du flux total (4.28). Il vient donc

1

1 4|
kEf‘N ’Pk‘

> L benpet D0 A (ben)ya
AjDaPkﬂFN A;ﬂC@P)C
k‘ef‘N

(Vi - ()

(4.31)
ou de maniere équivalente, si (b -n); n’est pas déterminé explicitement sur les
demi-arétes de bord de Py incluses dans A; C I'y,

1
kel'y N ‘Pk‘

(V5 - (b)) 0P OTN| (bon)p ek + > Aol (e n)ija |
Al ,COPy
(4.32)
olt (be'n)gj.q est donné par (4.22) et (b-n)y est défini par la relation (4.30) appliquée
ab.

Remarquons qu’il est inutile de préciser le sens de (Vg - (be)) étant donné

kEfD ’
que cette quantité n’apparait pas dans le schéma.

. T,P . . . R
Dans la suite, nous notons V;* - I'opérateur discret de divergence, adapté a
I’équation de convection-diffusion avec des conditions de Dirichlet et Neumann.

Définition 4.8. L’opérateur discret de divergence V;‘C’P- : (RQJ*JF)2 — R x RE

C

est défini pour tout u = uC +uP décomposé en termes de convection u€ et en termes

de diffusion uP, par
(VZ’P . u)l = (Vh . ’U,)Z',
(Vi - wreonr = (Vi -wkeor (4.33)
(VZ’P “U)ger = (Vg "U'C)kel“ + (Vh 'UD)keF,

ot les opérateurs de divergence V- et Vg- sont donnés par les définitions 4.4 et

4.6.
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4.3 Existence et unicité pour le probleme discret mo-
nodomaine

Théoréme 4.9. Soient K la matrice de diffusion symétrique définie positive, b la
vitesse de convection de composante normale positive sur le bord ou la condition de
Neumann est appliquée, vérifiant de plus Vg -b>0.

Alors le probleme discret de convection-diffusion, approchant le probleme continu
(4.6) - (4.9) et défini par les expressions (4.14) - (4.30), est bien posé.

Démonstration. L’existence et 'unicité de la solution pour le probleme discret de
convection-diffusion défini par les équations (4.14) - (4.30) sera obtenue si 'on peut
montrer d’une part que le systeme discret résolu au temps ¢,, a autant d’équations
que d’inconnues et d’autre part qu’il est injectif.

La premiere affirmation est évidente par construction du schéma défini par les
équations (4.14) - (4.30), en particulier les équations sur les mailles primales, duales
intérieures et duales de bord données respectivement par (4.14), (4.15) et (4.28),
I’équation de continuité du flux normal sur les arétes primales intérieures (4.23) et
les conditions limites (4.24) et (4.25) pour Dirichlet et (4.26) pour Neumann.

. . . . ’ . \ F
L’injectivité consiste & montrer que, pour ¢® € R x R7" x RE|

ﬁc’; — (VEP (K'Y, 4 b)) =0

W TP n n o
ar, k(O BV b e, =00 (4.34)
CZ],ZO, CZ: VUJ‘GFD,V/{?EFD

[Kh (thn)ilj] My = 0 VA] cTy

En multipliant les deux premieres équations de (4.34) par ¢”, et en utilisant le
fait que ¢! = 0 pour k € T'p, cela revient & montrer que

W a2 TP n__p.ny n _
A e = (Vi (B Vet b)) =0
p=0,cf=0 Vo, eTpVkeTlp = "=0, (435

(K, (Vhc™)iyj]l -miyj =0 VA; C Iy

ot le produit scalaire (., )7 p est défini en (4.2). Une condition suffisante pour mon-
trer (4.35) est de montrer la positivité de (—VZ’P (KVpc" —bc"),c")TP, im-
pliquant alors ||c"||rp = 0, dout ¢} = 0Vi € I et ¢f = 0Vk € K. De plus,

" =(0Vj el par les conditions homogenes de Dirichlet ou de Neumann.

C
9y

Dans la suite de la preuve, nous omettrons I’exposant n relatif au temps.

Tout d’abord, notons que les hypotheses du théoreme 4.9 requises pour la positi-
vité du produit scalaire discret (—V;‘C’P - (KVye —be), c)T  sont analogues a celles

données dans le cas continu. Nous rappelons ci-dessous le calcul de la positivité de
— [ (V- (KVe —bc)) c et les hypotheses associées.
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4.3.1 Rappel au niveau continu

Sur le domaine €2 de bord I', nous avons

/Q—(V-(KVc—bc))c:/Q(KVc)-Vc — /F(KVC)-TLC + /Q(V-(bC)) c.

Le troisieme terme du membre de droite peut étre exprimé de deux manieres diffé-

/Q(V-(bc))c:—/ﬂbc-Vc+/Fb-ncz,

[ e e=[(v:0) &+ [ beve

rentes :
ou bien

Il vient alors

/Q(V-(bc))c:/g(v-b) 2 /Q(V-(bc))c + /Fb-nCQ,
soit

[ ene=5 [(vn) &+ [bne

On a finalement
/ V- (KVe— (be)) e =
Q

1 1 (4.36)
/ (KVc)-Ve — /(KVC)-'n,c + —/(V-b)  + —/b-an.
Q r 2 Ja 2J)r
Pour obtenir la positivité de (4.36), il faut donc supposer V-b > 0 sur Q et b-n >0
sur I'y ot la condition (K'Ve¢)-n = 0 annule 'autre terme de bord. Sur I'p, aucune
hypothese supplémentaire n’est nécessaire, compte tenu de la condition limite ¢ = 0
qui annule les deux termes de bord.

Donnons a présent la démonstration de la positivité de

(—VZ’P (KVjc" —bc"),c") , (4.37)

T,P

équivalent discret de — [, (V- (KVe—bc)) ¢, ot nous rappelons que I'opérateur
V;’P- est défini par (4.33).

4.3.2 Au niveau discret

D’apres la définition du produit scalaire (4.2), nous pouvons écrire (4.37) comme

1
— (Vi (KVie—be)c), == 3 'G[ZU] T (VDT - (K Ve — b)), ¢

1
T2 S IRV (KVie = be)),, cx-

ke[1,K]|
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En écrivant la divergence discrete a laide des flux (4.18), (4.19) et (4.28), on
peut écrire

- (VZ’P - (KVpc—bc), c) =

T,P
-5 Z > Fjo
26[1 1] A;COT; (4.38)
1 / |4
SN B DRNT D PN DU Ly
k‘e[l,K] A;’QCBPJC Aj DOP,NI

ot il faut noter que le flux dual Fj;; sur les demi-arétes de bord de P tel que
k € T'p n’intervient pas dans le schéma défini dans le paragraphe 4.2. Bien que
contenu dans la derniere somme de (4.38), sa contribution est nulle car il est mul-
tiplié par ¢; qui vaut zéro aux points k € I'p.

Au lieu d’une somme sur les éléments, (4.38) peut étre transformé en une somme
sur les arétes A; en distinguant celles qui sont intérieures (notées A; ¢ I') et celles
qui appartiennent au bord du domaine € (notées A; C I'). En utilisant 1’équation
de continuité du flux primal Fj ; = —Fj,; (4.23) sur les arétes primales intérieures
et I’égalité (toujours vraie) des flux duaux sur les arétes duales intérieures Fy, ;o =
—Fjyj,a, Vexpression (4.38) devient

—(Vh'(KVhC—bC) pp=
1

-5 Z |Aj| Fiyj (ciy —ciy) — B} Z |Aj| Fiyj iy

A,¢F A;Cr
-5 Z Z ’A] a‘ Fklja (ck‘l ckz)

A,¢F ac{1,2} (4.39)
-5 Z |Aj 1| Fryja (cry — cky)

A cr

|Aj]

- = Z T 11] ki Cky +FZ1] ko2 Ck?Q)

A cr

Distinguons les termes relatifs aux arétes intérieures et ceux aux arétes de bord.
Désignons une notation pour chacune des expressions suivantes, a calculer séparé-
ment :

EPp = —= Z |A;| Eyj iy, (4.40)
A I

EDr = —- Z | A5 1| Fryjn (cry — ciy)
A cr

1 A;
>y E : M (EljJﬂ Cky +Filj,k2 Ck?Q)? (4-41)
2A 2
jCF

EPy = —- Z |A | El_] Cip — Ciz)a (442)
A,¢F

EDpny = —- Z Z ’A] a‘ kaa (cky — ckz)' (4.43)
A,¢F ac{1,2}
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Calcul de EP;,;

Introduisons Co; dans l'expression (4.42) de EP;,; en tenant compte de I’égalité
des flux F;,j = —Fj,; (4.23) sur les mailles primales A; ¢ I :

EPpnt = —5 Z ’A ’ ( i1j (ciy — caj) + Fiyj (CiQ - thj)) : (4.44)
2 gT

Séparons les termes liés & la diffusion (notés EPL,) et ceux liés & la convection

int
(notés EPC,) :

EP;, = Z K, (Vie)iyj) - mirj (ciy — Coy)
1 et (4.45)
) Z Ki,(Vic)iyj) - minj (ciy — Caj)a
A;gT
et
EPS, = 5 3 1A ([0 mig) e, + (-] e0,) (e —cr,)
A 7T
(4.46)
g 0 1A ([ m)ig] e, + (b m)ig] er,) (o5 — co).
A 7T
En vertu de (4.21), remarquons que (b-n);,; = —(b-n);,;. De plus, comme pour
tout a, [—a]” = —[a]T et [~a|T = —[a] ™, alors nous pouvons écrire
(- n)in]+ =—[(b- n)ilj]_ et (b~ n)iQJ]_ =—[(b- n)ilj]+
Nous avons donc
EPz%t Z |A [(b-n 21]] (Cil (ciy _CUj) + G (C(Tj _Cz‘g))
A 7T
(4.47)
+ - Z A6 )ins]™ (co, (i = o) + i (o, — i)
A gT
Or,
Ciy (cil - Ccfj) + Coj (ng - C’ig)
_ (e —co))? N ¢iy? — ot (Coy — Ciy)? N Co;? — Ciy?
2 2 2 2
_ (Cil - Coj)2 + Ci12 + (CU]' - Ci2)2 _ Ci22
2 2 2 2
De méme,
Co; (Cl'l - CUj) + Ciy (CUj - Ciz)
_ _(Cl'l - Coj)2 + CZ'12 - CO'jQ o (Coj - Ci2)2 + CO'jQ - 0122
2 2 2 2
e el e o
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Ainsi, (4.47) devient

(ciy — Co,)? (Cor — Ciy)?
EPZ% Z‘A‘bnm]<12J + J22

Agzr

Ci1 — Cy;; 2 Co —CZ‘2 2
+§ > 1A (B -n)y )~ <—( 5 ) L 5 ) ) (4.48)

A;¢T

5 3 14l ([e-m +[<b-n>m1)'<q§2 - 2)

A ¢r
Soit, en utilisant encore que [(b-n);,;|T = —[(b-n);, ;] et le fait que
[(® )i " +[(bn)iri] ™ =b-mij = —b-niy;,

nous obtenons
C
EPS = 2 3 1A 10-m)il (e — 0,2+ (e, — €)?)
A 7T

+— S 4] (b n)ig e+ (b))
Agzr

(4.49)

car [(b-n); ;T — [(b-n);;]7 = |(b-n);,|. L'expression finale de EP;,; (4.42) est
(4.45) et EPS, (4.49).

finalement obtenue en sommant les expressions E PP it

int

Calcul de ED;,;

On procede d’une maniere analogue pour calculer ED;y; (4.43) dont 'expression
est donnée par

EDijp = —3 Z S 140l Frja (0 — k),
A FZT ae{l1,2}

et que I'on décompose comme ED;,; = EDP. + EDS . pour séparer les termes de
diffusion et ceux de convection. Nous avons alors

EDD, = — = Z A 1| K5, (VRe)ig] My in (Chy = Chy)
2 57
(4.50)
T 9 Z ‘A]2’ 12 vhc)@]] n?ﬂj,Q (ckl - ckz)a
A 7T
et
EDiy = Z Al (g gl e + By miyjul er) (on — o)
A 7T
(4.51)

+ 5 Z |A]2| ( J2'n;clj,2]+ck1 + [bj72'n;clj,2]7ck2) (Cky — Chy)-
A 7T
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L’expression EDZ-CM se réécrit
1

c ' '
EDGy = 5 > (1450 B mi a4 1470] By nkjo]") e (e, — cra)
A;¢T
1 / _ / _
+ 3 Z (|Aj71| ;1 'nﬁm‘,ﬂ + |Aj72| b2 .n;ﬁﬂ] )Ck2(6k1 — Cly)-
A;¢T
(4.52)
En utilisant la méme technique que plus haut, nous écrivons
(Cky — Chy)? Chy 2 Chy”
Clky (Clﬂ - Ck2) = : 9 - + 21 - 22
(e — k) | an’” o’
ckg(ckl — ckg) = — 1 2 2 —|— 21 - 22 )
ce qui permet de réécrire (4.52) comme
1 / / (C —C )2
o k k
EDGy = 5 > (1450 B mi ]+ 1450] By - mf o)) S
A;¢T
1 ’ _ / - (ck‘ — Ck )2
T2 (|Aj,1| [bj1 - mijal ™+ Aol (b2 mp 0] )%
1 A;gT | (4.53)
+ 4 (|AJ71| bjn mp 1+ Al b '";ﬂﬂ) Cil
A;¢T
1 / !
+ Z (|A‘771| b]’,l ‘n;€2j71 + |AJ72| bj,2 : n;cgj,2) sz'
A;gT
D

L’expression complete de FD;,; est obtenue en sommant les expressions de ED
(4.50) et EDS, (4.53).

int

wnt

Calcul de EDr

On écrit, comme précédemment, K Dp = EDIQ + EDlg en séparant les termes
de diffusion et de convection. D’apres (4.19), (4.28), (4.31) et (4.41), on a

1 /
EDII") = - ) Z |Aj,1| [Kil(vhc)hj] 'n;c1j71 (Cky — Cky)
A;CT
. ’ Al (4.54)
~35 > Tj ([Kil(VhC)nj] "Ny (cky +0k2))7
AjCF
et
1 ,
c _
EDF =2 > |45l (1B -yl Tens + [y il ers) - (en — cra)
A;cT
. ! A ; ; (4.55)
+o ) L (®n) G+ (Bn), cy )
2 2
AjCF
En utilisant encore
(Cry — Chy)? Cry Chy
Clky (Clﬁ - Ck2) = - 9 . + 21 - 22
2 2 2
C — C C C
Ckg(ckl _Ckg) _ ( k1 k2) + k1 ko

2 2 2
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(4.55) devient

(Cky — Cry)? _ (cky — cgy)?
EDFC: > ’AJ 1l < Jvl'n;mj,lrr% — [bj1-np ]

A cr 2
! 1 !
2 2
+ Z Z [Aj 1] (bj1 My 1) cry” + 1 Z |Aj 4] (bj1 - Myj1) Chy
AjCF A]’CF
1 |Aj]
+§§:7f(@ﬂhm%+@4%mig7
AjCF

soit

(cr, — cry)?
ED?- Z |AJ 1l [bj1 nlm1| e

A T 2
/ 1 /
+ Z Z |Aj,1| (bja 'n;ﬁj,l) Clc12 + 1 Z |Aj,1| (b1 ‘n;cgj,l) Ck22 (4.56)
A'CF AjCF

A;
+ 5 Z ’ ’ (b n ]k'l Ck‘l (bn)]7/€2 sz>‘

Ainsi, 'expression complete de FDp = EDIQ + EDlg est donnée par les expressions
(4.54) et (4.56).

Calcul de EPr

Nous décomposons l'expression (4.40) de E'Pr en deux termes : ceux de diffusion
(notés EPP), et ceux de convection (notés FPY), eux méme dénotés différemment
selon qu'ils concernent la condition limite de Dirichlet (notés EPFCD) ou celle de
Neumann (notés EPFCD).

Rappelons d’abord l'expression de EPp a partir de (4.40) :

EPr=—— Z |A | i1 (vhc)ilj] "Niyj Ciy
A cr

£33 1Al (6 e, + (B -n)igles,)

AcF

Introduisons I'inconnue ¢,. dans les termes de diffusion :
aj

EPIP = -5 Z ’A | [Ki vhc)llj] n;, 5 (ciy _CUJ)
A cr
(4.57)
- = Z |Aj| [K iy (VRe)iyj] - iy Coy-
A cr
D’autre part,
c_ 1 B
EPr = 5 Z |A| ( b n le] Ciy +[(b'n)ilj] C"J‘) Ciy - (4-58)

A;cr
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L’expression (4.58) peut se développer comme

EPf = % > 14 l ([(b-n)z‘lj]++[(b'")iljr) i

AJ‘ cr

_l’_

N = DN =

([ )i " = [ -n)ij) )
+ [(b : n)ilj]ich Cil] )

EPI‘C: Z |A | ( b n)llj 6221 +35 [(b ln’)Zl]]Jr Cgl

A cr
1 - 2
_ 5[(b )i 5] [(Cil - caj) - cg]} )
On obtient finalement

EPFC_ > Ajl(b )iy

A cr
+ - Z [AGI[(B-m)iy )" e,
A cr
(4.59)
+ - Z EMICR e
A cr

Z |A;[[(b- )i ]~ (Caj _Ci1)2-

ACF

L’expression complete de EPr = EPlp + EPFC s’obtient en ajoutant respective-
ment les expressions (4.57) et (4.59).

L’expression du produit scalaire discret (4.39) a finalement été décomposée de

la maniere suivante, selon les termes liés a la diffusion :

EPP (4.50) + EDE (4.54) + EPP (4.57),

int

(4.45) + EDP

int

et selon les termes de convection :

EPC (4.53) + EDS (4.56) + EPS (4.59).

int

(4.49) + EDS

int

En ajoutant (4.45) et (4.50), il vient
-5 Z i1 th 21]) [‘Aj‘ (Ci1 - ch) N5 + ’Aj,l‘ (ck‘1 - Ckz) n§€1]}1:|
A Ay

5 5 (Kaln0)i) - [1A4] (e = o) iy |45 (et = ) ).
A;¢T

(4.60)
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ou l'on reconnait, grace a la définition du gradient discret (4.3), dans les deux
expression entre crochets de (4.60) |D;1/(Vrc)i; et |D;j2l(Vic)ip; sur les demi-
diamants intérieurs. De méme, la premiere ligne de (4.54) et (4.57) donnent

PN Z 11 th 21]) |AJ| (Cil - Coj) N, 5 + |Aj,1| (Clﬁ - Ck?Q) n;clj,l ) (4.61)
A cr

ce qui complete alors le gradient discret sur les demi-diamants de bord. L’ajout des
expressions EPE, EDP. EDE et EPP données par (4.60), (4.61) et la deuxieme

int? int?

ligne des expressions (4.54) et (4.57), aboutit donc &

Z |D],1|( i (th)“]) (Vie) ij T Z |D] 2| (Kiy (th)m]) (vhc)izj
JelLJ] Al
(4.62)

Cry, + 2¢o. +
- Z ‘A‘ ( i1 th)n]] Niyj : 4JJ 2)'

A;Cl

Par la définition (4.3) du produit scalaire (.,.)p, la premiere ligne de (4.62) est
justement (KVye, Vie)p qui est positif car K est une matrice définie positive.
En se reportant au cas continu rappelé dans le paragraphe 4.3.1, en particulier
Iexpression (4.36), on constate qu’elle est 1'équivalent discret de [, (KVe) - Ve.
Quant & la derniere ligne, elle correspond au terme continu [ (KVc-n) c et est
nulle. En effet :

- si Aj C I'p, alors

o, =, =0  Vojel'p, YkeTp (voir (4.24) et (4.25)),

J

- si Aj C I'y, alors
(K, (V)i -miyj =0,  VA; C Ty (voir (4.26).

Quant a la somme des termes de convection, on souhaite faire apparaitre les
termes liés & la divergence de b sur les mailles primales et duales, autrement dit
(VS b,c?)r,p, équivalent discret de 3 [(V - b) ¢® et des termes de bord ana-
logues & 3 [-b-n c?, tous deux présents dans (4.36).

Donnons tout d’abord I’expression de 3 (VC b,c*)r p a partir de la définition
4.8 :

(VZ’P . b Cz)Tp

:_Z > 14 (b + Z > bjania

16[1 1] A;COT; keQ\F Al COP (4.63)

DD SRR RED S

kEF A/ CaPk Aj DOP,NOTI

N |

A.
M (b 'n)j}k Cz’
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ce qui donne, en ramenant (4.63) a une somme sur les arétes primales A; :

1
§(Vg - b, ) rp

1
= 7 2 A4 (b-n)uy & + b))
A;¢T
1
+ 23 [A4lBn) ¢

4 AjCF

1 /
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(4.64)

Dans l'expression (4.64) ci-dessus, les deux premieres sommes du membre de droite
correspondent a la divergence de b sur les mailles primales tandis que les autres
termes donnent cette divergence sur les mailles duales. Remarquons que la der-
niere ligne de (4.64) contient les flux (b-n); s sur les demi-arétes de bord Dirichlet
(k € Tp) : ceux-ci n’apparaissant pas dans le schéma et ne sont donc pas définis
explicitement. Ils n’ont en fait pas besoin de I'étre puisqu’ils interviennent dans la
preuve d’une maniere implicite, étant multipliés par ¢, nul dés que k € T'p.

Reprenons a présent les termes de convection (4.49), (4.53), (4.56) et (4.59) :

- la deuxieme ligne de EPS, (4.49) est exactement la méme que la deuxieme
ligne de (4.64),
- la premiere ligne de EPS (4.59) égale la troisieme ligne de (4.64),

- les troisieme et quatrieme lignes de EDZ-CM (4.53) représentent la quatrieme
ligne de (4.64),
- la deuxieme ligne de EDE (4.56) est identique & la cinquieme ligne de (4.64),

- la troisieme ligne de EDS (4.56) vaut deux fois la sixieme ligne de (4.64).

Par conséquent, les termes de convection peuvent étre écrits comme

1
§(vg : b, CQ)T,P + Spos

1 | 4]
+ Z Z TJ ((b-n)j,kl Czl + (b 'n)jJCQ czQ) (465)

AJ‘ cr
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ol Spos désigne la somme des termes positifs provenant des termes de EPZ% (pre-
miere ligne de (4.49)), EDS, (premicre et deuxieme lignes de (4.53)), EDS (pre-

int

miére ligne de (4.56)) et EPS (deuxiéme et quatrieme lignes de (4.59)). Spos est
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donné par
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La positivité de (4.66) est claire des que 1'on sait que [a]™ > 0 et [a]~ < 0 pour tout
a. Reste a étudier la positivité de (4.65) selon les conditions limites :
— Si A; C I'p, alors
Coy = =0 Vo; € I'p, Vk € I'p (voir (4.24) et (4.25)),
et les termes de (4.65) relatifs a I'p s’annulent tous.

— Si Aj C T'y, alors il faut supposer (b-n);,; > 0et (b-n);, >0 (k € I'y) pour
conclure. Cela est une hypothese du théoreme.

Sous les hypotheses du théoreme, nous avons montré que (4.38) vérifie

(Vf’P (KVhe —bC),C)TP (KVhe,Vie)p + 5 (VS- b,)rp >0. (4.67)

)

Cela permet de montrer I'injectivité (4.35) et de conclure la preuve. U
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Dans le chapitre 4, nous avons défini le schéma discret DDFV pour le probleme
monodomaine de convection-diffusion approchant le probleme continu défini sur le
domaine global Q x (0,7T), rappelé ci-dessous

Le=wdie—V-(KVe—bc)=f, dans Qx (0,7),
c(.,0) =¢o dans Q,

c=0 surI'p x (0,7),

KVc-n=0 surI'y x (0,7).

(5.1)

Dans la suite, nous rappelons la formulation multidomaine continue associée au
probleme (5.1), qui a été analysée pour des conditions de Robin et de Ventcell dans
[55, 56]. D’un point de vue discret, une formulation multidomaine a été donnée
par S. Krell dans [68] avec le schéma DDFV, pour le probleme de diffusion. Nous
proposons alors une version discrete multidomaine avec le schéma DDFV pour le
probleme de convection-diffusion. Nous montrerons d’'une part que la formulation
proposée est bien posée et d’autre part qu’elle est équivalente a la formulation
monodomaine introduite dans le chapitre 4.

5.1 Rappel de la formulation multidomaine continue

Le probleme continu (5.1) est équivalent & un ensemble de sous-problemes définis
chacun sur un sous-domaine de §2 et des conditions de raccord entre les solutions et
entre les flux, aux interfaces entre les sous-domaines.

Plagons nous dans le cadre le plus simple de deux sous-domaines (la généralisa-
tion ne pose pas de difficultés particulieres) : soient Q, et Qg les deux sous-domaines
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sans recouvrement formant une partition de €2, d’interface I'py, = Q2 N Qp. Les
bords Dirichlet et Neumann de 7, (resp. Qp) sont notés I', = I'p N 9Q (resp.
I'E =TpnoQg) et Tk =TV NoQ, (vesp. TR = I'y N 9Qg). Les normales sor-
tantes de Q, (resp. Qp) sont notées aussi n® (resp. nf). Dans la suite, 'exposant L
(resp. R) ajouté aux différentes notations déja introduites ou & venir, caractérisera
toujours le domaine Qf, (resp. Q).

Ainsi (5.1) est équivalent & un systeme de deux sous-problemes définis sur Qf,

et Qp :

Lck = fio, dans Qp, x (0,7) Lcf = fia, dans Qg x (0,7)

ck(.,0) = cojn,  dans Qf cR(.,0) = colo, dans Qp

=0 sur 'k x (0,7) =0 sur I'E x (0,7)

KLvel -nl =0 surTL x (0,7) KBVl .nf =0 sur TR x (0,7)
(5.2)

auquel on ajoute les conditions de raccord, dites conditions de transmission phy-
sique, données par

{ CL = CR sur PRob X (O,T) (5 3)

(KEvcl —bEcl) .l = —(KBV R — bRcR) . nR sur I'pop x (0,7)

ou par toute combinaison linéaire équivalente de ces deux égalités. C’est ainsi que
sont écrites ces conditions d’interface sur I'gyp % (0,7) :

(KEvel —blel) nl 4 \ecl = — (KRR — bReF) . nB 4 \LCF (5.4)
(KRVCR — bRcR) nft g ABCl = —(KLVCL — chL) nL 4 B '
ott A¥ et A sont des fonctions strictement positives de L>(T).
En notant que n¥ = —n® les conditions (5.4) peuvent étre réécrites via les
opérateurs d’interface de Robin By, et Br définis sur I'gyp x (0,7) :
Br (K" b") & = BL(KR bR) 55)
Br(KE b) ¢ = Br(KE, b c* '

ot les opérateurs d’interface sont définis par Brc = (KVe — be) - nf + Mc et
Brc = (KVc—be) -n® 4 \Ee.

Dans la section suivante, nous discrétisons la formulation multidomaine continue
(5.2) avec le schéma DDFV, et nous introduisons la discrétisation des conditions de

Robin (5.4).

5.2 Le schéma DDFYV du probleme local

Le probleme local est en fait un probléeme monodomaine avec des conditions
limites de type Dirichlet/Neumann et Robin. La discrétisation du probléeme local
sera donc comparable a celle du probleme monodomaine, avec quelques adaptations
liées a la condition de Robin. Puisque les deux sous-domaines €2, et Q2p sont in-
dépendant I'un de l'autre, nous convenons que la notation locale utilisée dans le
chapitre précédent peut étre utilisée indifféremment dans un domaine ou un autre.
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FIGURE 5.1 — Notation locale & V'intérieur de chaque sous-domaine Qf, et Q. Visualisation des cellules
duales de 'interface (PkL et Plf avec k € I'rop) en pointillés rouge. A Paréte de bord A; C I'ryp correspond
une seule cellule demi-diamant D; 1 pour chacun des sous-domaines.

Rappelons le schéma sur les mailles primales (4.14), avec des conditions de
Dirichlet et de Neumann sur €2;. Sur chaque I, et TiL de )7, nous avons

. CL,n o CL,nfl 1 . I
i i A\pLn _ pLin
A;COT;
ou
L, L Loy L L oLy 1+.L L Ly 1—
Fi; " =K (Vie™")i) mi; — (07 - n )ij) T = [0 - n")y) G, (5.7)
L’équation de continuité des flux Fé}n = —Fi}n écrite sur les arétes primales A;

intérieures (élimination de C{;J’") ainsi qu’une condition pour chaque aréte primale de
Ln

bord portant sur C) complétent le schéma primal. Pour une condition de Dirichlet,

nous imposons

ckn =,

oj
tandis qu’une condition de Neumann se traduit par

L Lny, . L _
K“(vhc n)Zl] ‘nl'lj —0.

Lorsque o € I'gop, nous utilisons la condition de Robin (5.4) discrétisée par

Fl+ A k=g, (5.8)

i1

ou Fi}n représente le flux a travers I'aréte de bord A; vu de Qf, (pour rappel, dans
la notation locale, D; est le seul demi-diamant associé & une aréte de bord A;)
et )\JL est la moyenne de A\ sur A;. Notons que gjL’n, un nombre réel quelconque,

remplace le second membre de (5.4) afin de rester dans un cadre local.

L’équation (5.6) est tout aussi valable sur Qr en remplacant I’exposant L par
R. Rappelons que les notations étant locales a chaque sous-domaine, cela justifie
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I'emploi de i1(j) de chaque coté de I'aréte A; C 'y (voir Figure 5.1). Ecrivons la
condition de Robin associée, avec des notations analogues aux précédentes :

R,n R Rn_ R.n
Fllj +)\ =9 -

Puisque la seule différence entre le probleme local et le probleme monodomaine
réside dans la frontiere de Robin, le schéma sur les mailles duales intérieures est
bien str identique dans les deux problemes. Rappelons cette équation (4.15) en
I’écrivant sur chaque I, et P,CL intérieure de 0, (la méme expression est valable sur
le sous-domaine Qp) :

Lo =" 1 Ln
Wk - T Z ‘ ]oz’ k]a = Jk > (5'9)
At |PL]
k Al COPE

L, L -
ij,g = [KZI; (vthm)ia]] -/ kj a [bL -n k] oz] Ck — [bjI: n/k] oz] Coy s (510)

en rappelant que vy; = kg si k = k(j) et v = k si k = ka(j).

Nous rappelons que le schéma discret ne s’écrit pas sur les mailles duales de
bord dans le cas d'une condition de Dirichlet : si le centre & d’une maille duale PkL
appartient a la frontiere Fé, la valeur de I'inconnue c£ est simplement imposée par
la condition de Dirichlet.

Dans le cas d’'une condition de Neumann, ’équation continue est en revanche
intégrée sur les mailles duales de bord P} (k € I’%), donnant lieu a la discrétisation
suivante qui distingue un flux sur les arétes duales intérieures et un flux sur les
arétes duales de bord :

re =" 1 L A5l o L
/ n J T — )T
Wi L Z ‘AJE ’Fk]oz Z Fi1j,k - fk ’
Aty ’Pk ’ L LATL 2
Al CoPy A;DOPLNIY,
(5.11)
ij’ © est défini par (5.10) et le flux F1; . & travers les demi-arétes de bord
[aj, k] C TX est rappelé ci-dessous :
Lin _ gL L, L L oL L,
Fiie = (K (V™ ™)ig] - iy — (07 %) 67" (5.12)

Dans le cas de la condition de Robin, I’équation continue est aussi intégrée sur
les mailles duales de bord Py (avec k € I'pop ou k € T'pyp N I’%), donnant lieu au
schéma suivant :

k: k ! " J n
wk At B |PL| Z |Aj704|ij7a + Z 9 Fiu}k
" kilar copk A;D0PENTE
kel ropC'L (5.13)
L
+ |(9Pk N T Rop| Fk Tro | = T "
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ou le flux Flfjnk a travers la demi-aréte de bord Neumann 8P,€L N F% est donné par

(5.12) et F; kL fnR , €st une approximation du flux a travers aPlf NI rop, autrement dit

de
1

Kvel —bel) -n;. 5.14
Atn ]8P,f N PRob’ /In /iﬂP]fﬁFRob( ) t ( )

Ce flux FkL ’F"Rob n’est jamais calculé explicitement. Il est déterminé par la condition
de Robin (5.4) adaptée au cadre local et discrétisée sur la frontiere Robin des cellules
duales de bord aPlf N T rep comme suit :

L7 L L7 J— L7
Fk,FnRob + g =g, (5.15)
ou glf’n est un nombre réel donné et )\ﬁ est une approximation de A sur aPlf NI Rob-

11 faut d’abord noter que 8PkL NI rep représente soit I'union des deux demi-arétes
issues de k lorsque k € I Rob, Soit une seule demi-aréte dans le cas ot k € I'pep HF%.
L’inconnue de flux FkL ’F"Rob n’est alors définie sur une demi-aréte que dans le cas ou
k € I'pep N I’%. Sinon, elle est définie sur I'union des deux demi-arétes issues de
k, a la différence de [68] qui considérait systématiquement une inconnue de flux
par demi-aréte. Cependant, dans leurs récents travaux, les auteurs de [52] utilisent
aussi désormais une seule inconnue de flux pour les deux demi-arétes issues de k.

D’autre part, lorsque le point dual k£ € I'g,, n’est pas le milieu de 8P,€L N T rop
(autrement dit lorsque les deux demi-arétes issues de k£ ne sont pas de méme lon-
gueur), I'approximation de la condition de Robin par (5.15) n’est que d’ordre un
lorsqu’une seule inconnue de flux F, ,f f"Rob sur aPkL N I'rep est définie. Cela pourrait
éventuellement conduire a un schéma moins précis si elle était utilisée pour discré-
tiser une condition limite sur le bord de €2, mais ce n’est pas le cas ici puisqu’il
s’agit d’une condition de transmission qui n’aura pas d’influence sur la précision du
schéma monodomaine.

Enfin, il faut dire un mot du cas général ou plus de deux sous-domaines sont
considérés. Supposons par exemple qu’'un sommet du bord k& € €y appartienne a
deux autres sous-domaines Qr, et Qp,. Nous notons I‘g;b et ngb les deux fron-
tieres Robin séparant 17, et 2, d’une part et €1, et Qp, d’autre part, si bien que
ke I’g})b N Pgib. Nous considérons alors deux inconnues de flux : une sur la demi-
aréte OPL ﬂfgéb et I'autre sur la deuxiéme demi-aréte 9 P ﬂfgib liée au sommet k.

Le schéma discret sur les mailles duales de bord de Qi peut étre écrit d’une
maniere tout & fait similaire a (5.11) (pour T'E) et (5.13) (pour gy N Qg) en
remplacant ’exposant L par R. Nous nous contentons d’écrire I’équivalent de (5.15)
sur Qp :

Rn R Rn _ Rmn
Bl TG =0k

ou F; lf 1’3;01) et )\kR sont respectivement ’approximation du flux a travers 8P,f” NT rob

et approximation de A\ sur cette méme portion de frontiere tandis que g,f’n est
un nombre réel donné par la condition de Robin.
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Pour que le schéma discret du probleme local donné sur €7, par les expressions
(5.6) - (5.15) soit completement défini, il reste & préciser le sens de (bL - nk), ; sur
les demi-arétes, définissant le flux Ef}nk donné par (5.12), intervenant dans (5.11)
et (5.13).

Pour £ € I’%, il suffit de se reporter a la discussion faite a la fin du paragraphe
4.2.2 du chapitre 4 :
— soit ¥ est donné par une expression analytique sur les demi-arétes issues de k,
et alors (b -nL); ; est défini par

2

oL .nly. = =
( )]’ ’Aj’ A;D9PENIk

bt ni(€)de,

— soit (bL -nk );.k est donné directement par la résolution de I’équation de Darcy
si les conditions limites sont identiques au probleme de convection-diffusion :

L L L L

(6" -n")jk = by - i,

— soit dans le cas échéant, la somme (bL - nl); des deux flux (b -nk); ; sur les

deux demi-arétes associées a k (cf (4.29)) est définie en bouclant la divergence
de bl (cf définition (4.30)) sur les mailles duales de bord.

L L C L L L'
OBE NTR| 08 -nb)e =P (VE07), L, = X Al bk,
N Al COPE

Si k € Troy NT'%, le choix de (bL -nL)ng sur la demi-aréte de bord Neumann est
libre (on prendra par exemple la valeur du flux primal (3% -nL); ;), & condition qu’il
soit positif et qu’en recollant les deux sous-domaines, les deux flux définis sur cha-
cune des demi-arétes 0 PLNTL et OPENTE (provenant d’un sous-domaine différent)
permettent de retrouver le flux monodomaine correspondant & travers 0P, N Ty.
Cette condition est toujours vérifiée des que les flux sont considérés par demi-aréte
de bord Neumann dans le schéma monodomaine. En revanche, lorsqu’un unique
flux (b-n)j est déterminé sur 'union des deux demi-arétes issues de k € I'y dans le
schéma monodomaine, cette condition n’est pas évidente a priori. Cette condition
est utilisée dans le paragraphe 5.4.

Sik €TgyNTL ouk e fRob, le flux (bF-nl), & travers OPLNT gy n'intervient
pas explicitement dans le schéma (il est contenu dans l'inconnue de flux F; kL7 ifLRob). En
revanche, ce flux apparait dans la preuve et les hypotheses du théoréme d’existence
et d’unicité du probleme multidomaine 5.4 exposé ci-apres. Ces flux sont définis tels
qu’ils completent la divergence discrete de b sur les mailles duales de bord Robin :

\BPkL mfRob‘ (bL -nL)k =

L C 3L L L lAjl L L
BE(VE0), = = X bl X S 0Fah),
o A;acaPkL AjCFDOUFN
' E€\I Rop

ol VE- est redéfini ci-dessous, a partir de la définition 4.6, afin de prendre en compte
les conditions de Robin.
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Définition 5.1. L’opérateur de la divergence discréte V- (RQJ*JF)2 — R x RE
avec I' =Tp Uy Ul gy est défini pour tout w par ses valeurs sur T; et Py par

(Vg u)z = (Vh -u)i,

i '“)k¢r = (Vh-Wigr,

1
(V6 u) o = [0 Tl mi b YD A w mh |
Sy AL Cop,
],
1 |4
c
(V)i =7 | 2 g @t X Ml el
Rob k A;CTpUl'y A;’QCBP;C

K€\ Rop

+ > |0PNTrep| (w-n)jy

AjClRob
keT\I rob

en rappelant encore que ujo (@ = o5 € {1,2} si Aj ¢ T'etaw =1si Aj CT)
représente la valeur discréte dew sur Dj o, que (u-n); i représente les flux a travers
les demi-arétes de bord de Py, issues de k € F\fROb et (u-n)y désigne le flux o travers
OPy NT pop tel que k € T rop.

On complete dans la suite la proposition 4.7 qui établissait le lien entre la diver-
gence du champ de vitesse b donnée par le calcul de Darcy et la divergence discrete
VE- de b pour les sommets k € T pop.

Proposition 5.2. Sib = (b; ) est donné par la résolution du probleme de Darcy
par le schéma DDFV avec (Vi - b)r = fr > 0 sur les mailles duales telles que
k € Trop, alors (b-n)y est continu et (VS -b)y > 0.

Démonstration. Considérons le cas ou k € I'py, par simplicité d’écriture. En écri-
vant la définition de (b-n); a gauche et a droite, nous avons

o i
‘aPkL N FROb‘ (bL 'nL)k - ’PkL‘ f/f - Z ‘A;,a’ bioz 'nﬁ,j,a
Ag’acaPkL

et
> R R R R
|8PIfOFRob| (b n )k = |Plf| f/f_ Z |A;,o¢| bj,oz s
Al CoRf

/
j7a
ou ka et f,f sont les valeurs moyennes de f sur P,f et P,f. En ajoutant ces deux

expressions, on obtient que

0P T gob| (F -nE) +10PENT roy| 0% -nB) = 1P| fi— D 1450l bja 0
Al CoP,
],

cest-a-dire (b -nL), + B -nk), = 0, ce qui donne la continuité de (b-n);. Par la
définition 5.1, on a aussi que (Vg -bL)k = fk,L > 0. O
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Il reste alors a prendre en compte les conditions de Robin dans la définition 4.8
de 'opérateur de divergence Vz’P-.

Définition 5.3. L’opérateur discret de divergence V;‘C’P- : (RQJ*JF)2 — R x RE
avec T =T p U N UT pey est défini pour tout uw = u€ +uP décomposé en termes de
convection u€ et en termes de diffusion uP, par

(Vi wi = (Vi)

(Vi wreor == (Vi wieorr

(VZ,P u)kef}m (Vh‘“)kebe (5.16)
(VZ’P‘“)ker\rRob = (Vi “C)ker\fRob+(Vh‘“D)ker\fRob’

ot les opérateurs de divergence V- et Vg- sont donnés par les définitions 4.4 et
5.1.

Notons que dans le cas ou un sommet k appartient a plus de deux sous-domaines
et tel que k € I‘g;b N ngb en reprenant la notation introduite un peu plus haut, la
divergence sur la maille duale de bord associé a ce point k se traite comme pour
k € Troy NTK, cest-a-dire comme pour k € T\I'ggp-

Dans ce qui suit, nous donnons la preuve d’existence et d’unicité du probleme
multidomaine discret défini ci-dessus, a partir de la preuve donnée pour le probleme
monodomaine discret dans le théoréeme 4.9 (paragraphe 5.3).

5.3 Existence et unicité du probleme discret multido-
maine
Théoréme 5.4. Soient K la matrice de diffusion symétrique définie positive, b

la vitesse de convection de composante normale positive sur le bord ot la condition
de Neumann est appliquée, vérifiant de plus V;‘C’P bk > 0.

Si, de plus,
)\jL > %(bL . nL)ilj V] : AQ] C FRob
Ao > L - nt), Vk € T rop (5.17)
Ae>1E ), VkETgy NIy

alors le probleme discret multidomaine de convection-diffusion défini sur 1, par les
expressions (5.6) - (5.15) avec les conditions d’interface de Robin définies par

117
Ln

Fyl +AF e =g/ Vi A; CTho (5.18)
Ffpo T Aécﬁ’" = glg’n Vk € I'rop\I'p .

est bien posé.

Démonstration. Comme dans la preuve du théoreme 4.9, I'unique difficulté tient
dans la démonstration de la positivité de (—Vg’P (KEVycl — bcL),cL)TP a un
temps donné. ’

Nous avons vu dans le paragraphe 5.2 que la discrétisation du probleme local

était identique & celle du probleme monodomaine & l'intérieur (arétes primales et
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duales intérieures) et sur les bords de Dirichlet et de Neumann. I1 suffit donc de
traiter les termes correspondant au bord I'g.p.

Dans la suite, nous omettons ’exposant L pour plus de clarté.

Sur les mailles primales, ce terme peut s’écrire

1

=5 2 Ml Fyjen, (5.19)
A;jCT Rop

ou Fj ; est donné par (5.7). En introduisant I'inconnue ¢,;, nous avons donc

1
-5 2 Al By (e —co)
AjCFROb

> Ajl Fiyj co,

A;jCT Rob

(5.20)

N | =

soit, en séparant les termes de diffusion et de convection dans la premiere ligne,

1
—3 > 1A K (Vhe)ig] - nay (i — co;)
AjCT Rop
1 _
T3 > 14 ([(b'n)ilj]+cz‘1 —[(®-n)i] Caj) (ciy = ¢o;) (5.21)
AjCFRob
1
~ 3 > |Aj| Fiyj oy
AjCFRob

Réécrivons (5.21) en détaillant la deuxieme ligne :

1
—3 > 1A K (Vhe)ig] iy (ciy — ¢o;)
A;CT Rob
1 e —cg )2 2 2
P3O A [bm )t (7( bl G —f>
2 2 2 2
AjCFRob
9 (5.22)
1 A b — (Cl'l - CO’j)2 0121 caj
+§AZ [Aj] [(b-m)iyg Ty Ty Ty
i CT Rob
1
- 5 Z ‘Aj‘ Filj Cojs
AjCFRob
ou encore
1
~3 o 1A K (Vie)ig] - iy (i — ¢o;)
A]’CFRob
1
+1 > 1Al -n)i; &
A;jCT Rob
1
-7 2 Al (5.23)
A;CT Rob
1 —
+1 2 4l ([6-m)ig]* (e = e0)” = [(b-m)irs] ™ (i —cr)’)
A]’CFRob
1
- 5 Z |Aj| Filj Coj-

AjCTRop
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Sur les mailles duales, les termes provenant de la frontiere Robin peuvent étre

écrits
1 /
—5 Do Al K (Vae)ig] -y (cry — cks)
AjCFROb
_|_1 Z |Al | ([b .n, . ]+c + [b .n, . ]_c )(c —C )
9 7,1 .1 " Tk 5,11 Cky .1 " Tk15,11 Cko k1 ko
AjCFROb
1 5.24
~3 > 10PN Rop| Frrp,, Ck (5:24)
kEFROb
1 | A,
-5 2 5 (K (Vae)ins] - mins = (b-m)j i) e
AjCFDUFN
kEFROb
ou, en utilisant (4.55) - (4.56),
1 /
3 Z |Aj,1| (K i, (Vic)iyj] 'n;clj,l (Cky — Ciy)
A]’CFROb
1 A
- 5 Z ’ j’ [Kh (vhc)ilj] "Ny 5 C
AjCFDUFN
k€T Rob
1 ’ (Ck — Ck. )2
+3 > A Ibja ‘"%m,ﬂ% (5.25)
A]’CFROb
1 / 1 /
+ 1 Z |Aj 4] (b1 -1y 51) o’ + 1 Z |Aj 1] (Bj1-niyj0) Cry”
AjCFROb AerRob
1 OP. AT F 1 ‘AJ‘ b ) 2
—= > 10PN Tros| Frorp,, ck+ > (b-m)jk i’
2 &= 2 2
k€L Rob AjkCFfDUFN
€l rob

En sommant la premiere ligne des expressions (5.23) et (5.25), on obtient

= > D1l Kiy (Vio)iyj - (Vio)iyy, (5.26)
AjCFROb

qui est une partie de (K (Vjc), (Vie))p.

Il faut aussi retrouver, des deux expressions (5.23) et (5.25), les termes relatifs

1 .
a la frontiere I'g,, provenant de §(V;‘C’P - b,c*)r p, cest-a-dire

1 1
1 > 1Al n)iy; &, + 1 > |0Pe N oyl (b 1)y ¢
A;CT Rob kEfRob
1 1451 a2 1 n)s o2
+ 1 Z (b- ’n,)]’k cL” + 1 Z |OP, N T gop| (b n)m Ck (5.27)
AjCcI'pUl'y AjCI Rop '
k€T Rob k€T rob\I Rob

, 1 / )
+ = D Al (b)) o 1 > 1Al (b myy0) ks
AjCFROb AerRob

= =
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ou (b-n), pour k € f’Rob et (b-n);x pour k € T rob €t Aj C T'pep introduit dans la
définition 5.1, bouclent V;‘C’P -b sur P.

En faisant (5.23) + (5.25) - (5.26) - (5.27), il reste

1 1
=7 2 e - 5 >0 1Al e
AjCFROb

AjCFRob
1 A
1y Bk @) g
A;CTpUl'y
kEFRob
1
t3 Yo 141 6n) o
AjCFDUFN
kEFRob
1
— 1 X 19PN Tra|(b-n)y
kEfRob (528)
1
—7 X 19BN Thal (b-m)ss o
zijCFRcob
kEFROb\FRob
1
-3 Z |0Px N T gop| Fr g Ch
k‘efRob
1
12 4Gl e — e,
AjCFRob
t3 o 1Al b ng sl —
AjCFRob

La deuxieme ligne de (5.28) est nulle car si k € I'p N e, alors ¢ = 0 par la
condition de Dirichlet, et si k € I' yNI" g, soit A; C I'y, alors [K;, (V)i j]mi; =0
par définition de la condition de Neumann.

De méme, la troisieme ligne de (5.28) est nulle ou positive selon la condition
limite : si k € I'p alors ¢, =0 et si k € I'y alors (b-n); est positif par hypothese.

On peut donc écrire une inégalité analogue & celle écrite pour le probléme discret
mondomaine (4.67), en remarquant que les deux dernieres lignes de (5.28) sont
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positives :

1
. (vz;,P . (thc _ bC), C)TP > (KVhC, VhC)D + §(VZ7P . b, CQ)T,P

)

1
AjCFRob
1
_ 5 Z ‘A]‘ El] cO’j
A]’CFRob
1
LS RNTRalb ) o 529
kefRob
1
—7 Y 19BN Thal ()i
A]’CFRob
kefRob\fRob
1
-3 Z |0P; N T gop| Fr g Ch
kEfRob

En appliquant les conditions discrétisées de Robin (5.18) en prenant nuls les

seconds membres g; et g, on a

1 1
=5 2 Ml Ry =5 3 4] e,
AjCFROb AjCFRob
1 1 , (5.30)
—3 > 10PeNTrop| Frrp,, ¢k = 3 > |0Pe N oyl Ak ci.
k€T rop\I'D k€T rob\T'D
On peut donc réécrire (5.29) comme
1
- (Vzvp (KVpe — bc),c)TP > (KVpe,Vipe)p + §(V5’P b, A rp
t3 > 4] <)\j—72 m) <,
A;jCL Rob
1 (b-n)g 5.31
+§ Z |8PkﬂFRob| ()\k—T> Cz ( )
k€L Rop
1 b-n ik
+ 5 Z |(9Pk N FRob| <)\k — %) C%
A;jCT Rob
k€l ropNI'N
en utilisant la condition de Dirichlet ¢; = 0 lorsque k € T'p.
Avec I'hypothese (5.17) sur les parametres de Robin A et A
b-n): .
)‘j > % VAJ C I'rop,
(5.32)
b- . b-n):
A > ( 2n)k Vk € I'rop et A > % Vk € Trop Ny,

et en remarquant que les trois dernieres lignes sont positives, nous pouvons conclure
. e el TP , .
a la positivité de (—Vh’ - (KVpe —be), C)TP pour le schéma local avec une inter-

face de Robin. O
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Ayant montré que les problemes discrets monodomaine et multidomaine étaient
bien posés, nous montrons a présent 'identité des solutions associées a chacun de
ces problemes.

5.4 Du multidomaine au monodomaine

Dans le chapitre 4, nous avons démontré dans le théoreme 4.9 'existence et
I'unicité de la solution pour le probleme discret monodomaine défini sur €2 par
(4.14) - (4.30). Nous avons introduit le probleme multidomaine au niveau continu
(paragraphe 5.1) avant de définir le probleme discret associé a partir du schéma
monodomaine (paragraphe 5.2) et de montrer 'existence et I'unicité de la solution
du probleme discret multidomaine sur Qf, ou Qg (paragraphe 5.3). Nous avons donc
définis deux schémas admettant chacun une solution unique, 'une sur €2 et 'autre
sur €27, ou 2r. Reste donc a montrer que le schéma discret monodomaine est équi-
valent au schéma discret multidomaine sur Q = Qp U Qg, autrement dit que la
solution discrete associée au schéma monodomaine est identique sur €2 a la solution
discrete associée au schéma multidomaine. Pour cela, nous montrerons d’'une part
que la solution multidomaine sur les points de l'interface I'gop = 7, N QR est iden-
tique dans I'un ou 'autre sous-domaine €27, ou Qg et d’autre part que le vecteur des
solutions multidomaine sur €2, et Qg ainsi recollées a 'interface vérifie les équations
monodomaine.

L’interface I'gyp se situant au niveau des arétes primales, le maillage primal du
probleme local est exactement le méme que le maillage primal du probleme global,
restreint seulement au sous-domaine considéré. Cela reste vrai pour des maillages
non conformes car, dans ce cas, chacun des points des maillages locaux est aussi
un point du maillage global, ayant comme conséquence que chaque aréte primale
A;j sur 'interface I'gop, correspond a une aréte dans les maillages locaux et dans le
maillage global (Figure 5.2).

L’équation résolue sur chacune des cellules primales est donc la méme pour le
probleme monodomaine et pour le probleme multidomaine. Il reste simplement a
Lo — C?J_, Vi Aj C FRob) ainsi

vérifier la continuité de la solution sur 'interface (caj

s ez Ln _  pRn
que la continuité des flux (F;" = —F%").
En ajoutant les membres croisés des deux équations de la condition de Robin
écrite a convergence sur les arétes primales A; C I'pyy, :
Ln L Ln _ Rn L Rn . .
Filj +)\J CUj - _th +)‘] Caj \V/j . A] C FRoba n

Rn R Rn __ L.n R L, . )
Filj + )‘j chn - _Filj + )‘j cojn Vj E A] C I'rop, V1,

(5.33)

nous obtenons
()\f + )\f) cﬁ;" = ()\f + )\?) cffj,’",
d’ou
cgj’" = c?j’" Vj:A; CTRrey, Vn.
En utilisant cette égalité dans 'une des deux équations de (5.33), il vient 1’égalité
des flux
EEM = —FE" Yj: Aj C Trey, Vn,

i1] i1]
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FRob
FIGURE 5.2 — Cellules duales de bord PE (rose foncé) et P (rose clair) & I'interface I' gop,. Sous-figure de
gauche : en monodomaine, la cellule duale associée au point k est la réunion des deux cellules duales de bord
PkL U Plf. Sous-figure de droite : dans le cas d’un maillage non conforme, les deux maillages correspondant

aux sous-domaines 7, et Qr ont en commun, sur 'interface, toutes les arétes primales prises une & une et
les sommets correspondants (points rouges), centres de mailles duales de bord.

qui correspond & la continuité du flux écrite sur chacune des arétes primales inté-
rieures.

Le traitement sur les mailles duales demande un peu plus d’attention puisque
I'interface I'py, divise certaines cellules duales P, du domaine global 2 en deux
sous-cellules duales, engendrant ainsi deux mailles duales de bord : 'une PkL sur 0,
et Pautre PP sur Qp telles que PF U PE = P, (voir figure 5.2).

Rappelons la condition de Robin a convergence, sur chaque frontiere (3PkL N rop =
8P]f N Tgrep :

F My = —F A pep” VE € OPE N T oy, Vi

(5.34)
Fk Achg " == ]fl:fnRob + Aché " Vk e 8P]€R m FROb, \V/n

L' Rob
En ajoutant les membres croisés des deux égalités de (5.34), nous avons la encore

oL o
o = ckR’n (noté simplement c}}),

et donc également
L, _ R, L
BT ny = ~Fil Vk € 0P NT gov, Vn.

Montrons a présent que la somme de I’équation associée a la maille duale de
bord PkL et de celle associée a P,f redonne I’équation associée a la maille duale Pj
coupée par I'interface I'gyp.

Sur PkL et P, nous avons respectivement :

cL,n - cL,n—l 1
L%k k
Wi At - ‘PL‘ Z |A | k]a
" ktar copt
(5.35)
1 |Aj| L
_!PkL! Z 2 kaﬂapk N LRy krm ="

AJ' DaPkLI'_‘IFk
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et
RCRn_CRn 1 1
k k
Wi At _‘PR‘ Z ‘ ja’ k]a
" klar copR
(5.36)
1 |Aj| R
 |PE| > 5 SEE L 10PN TRyl BT | = £
AjD@PkRI"‘Irﬁ

En multipliant (5.35) par |PF| et (5.36) par | P[], puis en sommant ces deux ex-

,n

. o f e L
pressions et en utilisant I'égalité ¢, = ckR = ¢, on trouve

Ln Lin—1

—c
PL L P, k
(I1Pf |wk + 1P wih) AL,
- Z ‘A ’ k,‘] o - Z ‘A ’ k;] o
/ L / R
AjyacaP Aj’QCaP (5.37)
|45 45| oRn
Z 92 Fllj k" Z TFiljJﬂ
A;DopPLATE A;DOPENIR
R, L)L, R ¢R,
— [0PF N T poy| (F ktory F Fton,) = [P f " + 1P "
D’apres la définition (4.16) de wy sur Py, on conclut déja que
1P| wip + B wff = | Pl w.
Aussi, puisque FL ki“ —F lf Fn , alors le dernier terme du membre de gauche de
(5.37) est nul. L’ expresmon (5 37) devient donc
g —cp !
’Pk’wkT— Z VNI 3= A SRV N ) s
" oCOPE AL coPf
A, A, (5.38)
R| R,
Z 5 ka Z 9 ka—|Pk| B
A;DOPENTL A;DoPENIE

Ecrivons maintenant I’équation résolue sur la maille duale P, du domaine global :

g —cp ! ,
| Pewi - AL > AL LR
" Al ,COPy
|A | 7 (5.39)
- Z 2 11] k — |Pk|fk
AjD@PkQFN

Les deux sommes de la deuxiéme ligne de (5.38) regroupent les flux sur toutes les
arétes duales intérieures de P, d’ou

= Y MWlFe - X ulFge == Y Al e

L R ’
A;’acaP A’j’acaP Aj’aCBPk

Quant au flux F}} jk sur le bord de Neumann 0P, NIy, union de deux demi-arétes
de bord issues du noeud k, il doit étre décomposé en son flux diffusif et son flux
convectif. Lorsque ces flux sont définis par demi-arétes, il devient facile de voir qu’en
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. . L .
ajoutant la contribution des flux ank et ﬂlfjnk de chacun des deux sous-domaines

(les deux sommes de la deuxieme ligne de (5.38)), on retrouve exactement le méme
flux F}}; , monodomaine (troisieme terme de (5.39)). Si le flux diffusif est toujours
défini sur les demi-arétes issues de k, il n’en est pas de méme du flux convectif.
Cependant, méme dans le cas ott un unique flux convectif (b - n); (monodomaine)
est défini sur 9P, N Ty, les flux convectifs (multidomaine) définis sur OPF NT'% et
aP,f N I’ﬁ peuvent étre toujours choisis de telle sorte que le flux convectif monodo-
maine soit exactement la somme des flux multidomaine. On pourra se reporter a la
discussion faite précédemment, dans le paragraphe 5.2.

Par conséquent, a la condition que
PESE™ + IBTST = [Plfit Yk € OB NThoy, Yo, (5.40)

les équations résolues sur le maillage dual sont équivalentes en monodomaine et en
. . . ’ Ln R.n n . ,
multidomaine, ayant montré au préalable que ¢, = ¢,”" = ¢.. La conclusion étant
la méme sur le maillage primal, nous pouvons conclure, sous I’hypothese (5.40), que
la solution du schéma multidomaine est identique a la solution du schéma monodo-

maine.

Notons que la condition (5.40) est vérifiée en prenant pour fj la valeur moyenne

de f sur Py, @ / P f, et de la méme manieére pour fk,L et f,f. C’est ainsi que nous

calculons le second membre dans la pratique.



Chapitre 6

L’algorithme de Schwarz
optimisé de type relaxation

d’ondes pour le schéma DDFV
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6.2 L’algorithme de Schwarz discret pour le probleme mul-
tidomaine discret . . . . . . ... o000 129
6.2.1 Présentation de 'algorithme . . . . . . . . ... ... ... 129
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L’idée de Valgorithme itératif de Schwarz est de ramener la résolution du pro-
bleme monodomaine (sur le domaine global ) a la résolution de sous-problemes
locaux (sur Q, et Qr), avec pour contre-partie d’échanger des données a I'interface
entre les sous-domaines, via les conditions de transmission, aussi appelées conditions
d’interface. Ces conditions doivent étre telles que les problemes locaux dans chaque
sous-domaine soient bien posés et telles que I'algorithme converge vers la solution
monodomaine.

Dans ce qui précede, nous avons montré que le probleme discret multidomaine
défini dans le chapitre 5, avec des conditions limites de type Dirichlet et Neumann
et les conditions d’interface Robin (5.4), était bien posé et équivalent au probléeme
discret monodomaine défini dans le chapitre 4.

La formulation discréte multidomaine est résolue par un algorithme itératif de
Schwarz de type relaxation d’ondes. La convergence de ’algorithme par estima-
tion d’énergie est donnée au niveau continu et en semi-discret en temps dans [56].
Nous introduisons dans la suite ’algorithme discret DDFV pour le probleme de
convection-diffusion pour lequel nous démontrons la convergence pour le schéma
espace-temps par estimation d’énergie.
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t L'rop x (0,7
¥
i
Qr Qr
x

FIGURE 6.1 — Configuration avec deux sous-domaine Qj, et Qp et interface espace-temps I gop X 0,7
sur laquelle sont définis les opérateurs d’interface By, et Bg.

6.1 Rappel de Palgorithme de Schwarz continu

L’algorithme itératif de Schwarz de type relaxation d’ondes, dans sa version
parallele, est initialement écrit & partir du probléme multidomaine continu (5.2)
associé aux conditions d’interface de Robin (5.4) de la maniere suivante :

Lpcl D = fo) dans Q, x (0,7)

D (0) = cop0, dans Qf,

) =g sur T'h x (0,7) (6.1)
KLVl pk =0 sur 'Y x (0,7)

Br(KL, bl ¢t (D = B (KE b)) (O sur Tgyy x (0,7T)

Lpcl D) = fion dans Qg x (0,7
RED(,0) = o, dans Qg

R — sur I'E x (0,T) (6.2)
KRy nk — sur ' x (0,7)

Br(K% b)) RUED = BR(KE ) v O sur Tgyy x (0,7T),

I’algorithme étant initialisé sur 'interface par

= Br(KE b O (6.3)
gR — BR(KL,bL) CL(O)

donnés dans L?(0,T; L?(T'rep))- De plus, on rappelle que

Ls® = w30,® — V- (K5Ve® —b°¢), (6.5)
BL(K®,b%)c® = (K°Ve® —b5¢%) -nk 4 A5,
Br(K®,b%)c® = (K9Ve® —b9¢°) - nft 4+ A5,

en notant S 'exposant L ou R lorsqu’il est indifféremment I'un ou 'autre.

Le caractere bien posé du probleme continu pour l’équation de convection-
diffusion a été montré au niveau continu dans [56] ou l'on trouve aussi la preuve
de la convergence de I'algorithme de Schwarz de type relaxation d’ondes associé au
probleme continu (6.1) - (6.7).
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Ainsi, étant donnés le second membre f, la condition initiale ¢y et la valeur
initiale g” (resp. gf*) sur linterface espace-temps I'go, % (0,7) (voir Figure 6.1),
I’algorithme (6.1) - (6.2) calcule en parallele la solution ¢™) et ¢() (itération
1) sur Qp x (0,7) et Qr x (0,7). La solution obtenue sur chaque sous-domaine
permet de calculer Bg ¢ (resp. By, ¢®()) contenant les données de interface
espace-temps, a échanger au domaine voisin. La solution peut alors étre calculée a
I'itération suivante. Le processus est ainsi répété jusqu’a convergence.

Nous présentons ci-apres I'algorithme discret de Schwarz de relaxation d’ondes
pour le schéma multidomaine DDFV.

6.2 L’algorithme de Schwarz discret pour le probleme
multidomaine discret

Au lieu d’étre appliqué & PEDP continue (5.1) avec les opérateurs d’interface
Brc = (KVec—be)-nl + \ec et Bre = (KVe —be) -nf + A\fe, algorithme (6.1)
- (6.2) est appliqué au schéma DDFV pour le probleme local défini dans la section
5.2 avec les conditions discrétisées de Robin (5.8) et (5.15).

6.2.1 Présentation de I’algorithme

Soient, a l'itération initiale (¢ = 0) de l'algorithme de Schwarz, (gfj" et g}jn) les
valeurs discretes de ¢° sur le domaine Qg aux noeuds oj et k pour tout temps t,.
La solution a l'itération (¢ = 1) peut alors étre calculée.

Donnons le passage d’une itération quelconque (¢) & la suivante. Etant donnés
a l'itération (¢), pour tout temps ¢, :

B (CS,n(E) CS,n(Z) CS,n (£)

it , ,Co; ) les valeurs discretes de ¢ sur le domaine 25 aux noeuds

il, ka 05,

S,n (0) S,n (0) S,n (€) S,n (€)
-G B Fiie s Fiorg,
/

les arétes primales Aj, les arétes duales intérieures Am{,
bord Neumann [0, k] C 'Y, et la frontiere des mailles duales de bord Robin
aP,f NI rob,

) les flux discrets définis respectivement sur
les arétes duales de

on calcule a l'itération (¢ + 1) de l'algorithme :

— la solution discrete (cin (Hl), cf’n (Hl), c}an (“1)) pour tout temps t,,
} . . S,n (€+1) S,n (€+1) S,n (€+1) S,n (€+1)
— les flux discrets (Filj Bl N TR ) pour tout t,,

en utilisant le schéma discret défini par (5.6) - (5.15) et les équations d’interface de
Robin suivantes :

Lo (6+1 L Ln(4+1) _ _ pRn( L Rn(t -
Filjn( )—|—)\j cgjn(Jrl)__};iljn()_'_)\j Cojn() Vj: Aj C Trop .
F}%;(iﬂ) + A Ci,n (+1) _ F]fi:; (l;) + )\éckR,n () Wk € T

et
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Ryn (041 Ln (4 .
Fil}n( +1) +)\§% ij’"(“'l) - _ﬂl}"( ) +)\§% cé,_n(e) Vj:A; CTrop 69)
D+ A" Y — R0+ M@ k€ Ta,

Montrons maintenant la convergence de 'algorithme itératif de Schwarz de type
relaxation d’ondes pour le probleme discret en espace et en temps, défini ci-dessus,
dans le cas d’une grille conforme en temps.

6.2.2 Convergence de I’algorithme discret de Schwarz de type re-
laxation d’ondes

Théoréme 6.1. Supposons une grille conforme en temps. Soient KT (resp. K®) la
matrice de diffusion symétrique définie positive, b¥ (resp. bR) la vitesse de convec-
tioTnPde composante nojz’gmle positive sur le bord F% (resp. Fﬁ), vérifiant de plus
v, bl >0 (resp. v, bR >0).

Si, de plus,
)\]L > %(bL -nL)ilj et )\f2 > %(bR -nR)ilj Vi Ao] C I'rop
MNe> Tt onb), et Ar > LOR-nR),  VE €Ty (6.10)
)\ﬁ > %(bL-nL)ng et )\kR > %(bR-nR)M Vke€lgap NIy

et

)\;»%—)\]L—(bL'nL)ilj:O Vj:AOjCFRob
ME_NE— (L -nl) =0 Vk € T Rop (6.11)
ME_NE— (L nl); =0  VE€Tgr,NTy,

alors 'algorithme de Schwarz de type relaxation d’ondes converge vers la solution
du probléeme multidomaine discret défini par les expressions (5.6)- (5.15).

Démonstration. La preuve de ce théoreme s’appuie sur [56] qui traite la convergence
de I'algorithme pour le probleme de convection-diffusion semi-discret en temps avec

le méme schéma Galerkin Discontinu en temps.
Notons e = MO — ¢l (vesp. i) = cFE) — ¢l Terreur entre la solution
discrete a l'itération £ de l'algorithme et la solution du probleme multidomaine
discret sur Qp, (resp. 2r) donné par les expressions (5.6) - (5.15).
La méthode de Galerkin discontinu en temps (voir partie I, chapitre 1, para-

graphe 1.1) permet d’écrire d’apres [94] :

{ (I EMO) — vy, - (K, EHO —pEELO) = (6.12)

H(IRERO) — v, - (KERV,ERO — pRERO) = 0,

ot Bl désigne I'approximation polynomiale en temps (de degré quelconque d) sur
chaque sous intervalle I,, de I'erreur e et Z* (resp. Z'!) est I'opérateur d’interpo-
lation polynomiale de degré d + 1 défini dans Qp, (resp. Qg) tel que Z*EL(t,) =
EE(t).

D’autre part, notons

¢L(z) — O gL (resp. ¢£§»€) — pRO _ Flt),

i1J i1J 11 (W) 1]
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la différence entre le flux primal discret a l'itération ¢ de l'algorithme et le flux

primal FL. (resp. Ff%.) du probleme multidomaine discret sur 7, (resp. Qr) défini

i1j irj
par (5.7). Nous notons de méme

L _ pLo L . _ pR® R
PrLror = Lilaoy ~ FhTgs (1P O, = Firp,, = Frirg):
la différence entre le flux dual a litération ¢ de I'algorithme et le flux dual F,ﬁFRob
(resp. F, fFRob) a travers BPkL NI rep du probléme multidomaine discret sur €, (resp.
Qr) défini par (5.13).
On peut alors écrire les équations d’interface de Robin (6.8) et (6.9) comme

wlLU(éJrl) + Ak EL(z+1) _wm( ) + Ak ER(z) Vi A; C Doy 1
(€+1) L L(Z—i—l R(Z) _ (6 3)
(bk; L Rob + )\ ¢k‘ FRob Ek; Vk € PROb7
et
A B < 0B AT
( ¢ — .
Pk F}::i )‘kREk ( = _¢k,rRob )‘kREk © Vk € T'Rob-

Sur Qp,, 'équation homogene (6.12) combinée avec l'inégalité (5.29) devient
, (ILEL(Z—f—l)’EL(E-i—l))

T,P

1 2
L L(0+1) L(¢+1) - T.P 3L L(0+1)
+ (K V,E  V,E )D+ 5 (vh b (E ) )TP

! (e+1
<3 > 14 ( i >+ 2(b nl); Eé_(ﬁ—i—l)) Eé_(zﬂ)
o (6.15)
1 (¢ 1 I L
+ 5 Z |8P/€ N FRob| <¢k F;rot) + i(bL .nL)k Ek ( Jrl)) Ek ( +1).
kel rop
L L(¢ 1 I L
AJCFRob
k“efRob

Les trois produits présents dans le membre de droite de (6.15) sont exprimés de
telle sorte a faire apparaitre les membres de gauche et de droite de la condition de
Robin (6.13). En utilisant la formule

. 1 2 2 1 2
ab = o) [(a +A1b)2 — (@ — Aob) } — 50 =),
et en prenant ¢,1]( ) (resp. qﬁi(re;?) pour a et Eg; L(e+1) (resp. B Lt +1)) pour b, il

vient pour j tel que A; C I'pep :

117 a

_ 1 (¢+1) L L(e+1) L(e+1) _ \RpL(e+1))2
- o [ o) o )

5 (AR ) (BE)

{w;(gﬂ) _{_l(bL.n s EL(Z+1)] L (e+1)
2 73

(6.16)
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pour ke fRob :

1
LD + S0 by Y] B

2
1 L (6+1) L (4+1) L (0+1) L(0+1)) 2
YY) [(dm AREPY2o ) R (4 M YU o ) W I (RS
2
_ % (}\L R E ‘nL)k) (E]f(ZJrl)) ’
et pour k € 'y NIy
(e+1) 1 L(41) | L (641
[‘bﬂ;b 2(bL .nL)M B} (t4+1) Ef (¢+1)
1 L (¢+1) L 0+1) L (£+1) L (6+1)\ 2
EERYESYS) [(% P I o ) (et = MBS (618)
2
_ % ()\L _\R_ (bL .nL)M) (Elf (z+1)) ‘
Réécrivons alors l'expression (6.15) en utilisant (6.16) - (6.18) :
0, (ILEL(ZJrl)’ EL(ZJrl))
T,P
1 2
Ly, B L(e+1) L (TP L (pLUt+1)
+ (KRB v, pH) <vh bt (EHCHD) >T7P
|45 L(4+1) _ \RpL(t+1))?
b Tk (vi =)
iC
08 N T ob| (e+1) _ \RpL(e+1)
+ Z )\L+)\R) |:(¢k;FRob )\ E )
’A]’ L (¢+1) L L (0+1 2
x T+ [% )]
A;jCT Rop 195, (T (6.19)
BPk N T Rob +1) L L(z+1)
1 2
-3 Z 45| (AJL AR b)) (BLE)
AJCFRob
1 2
— 1 2 10BN Tra| (A = A = 0% -nb)e) (B77)
kel Rob
1 2
— 1 2 10PN Trel (A = M = 7 nb)0) (L)
AJCFRob

keFRob
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) (IR FR(EHL) ER(ZJrl))
! ’ TP

1 2
n (KthER(Z—f—l)’thR(ﬁ-i—l))D L1 (VZ,P. bR, (ER(Z—H)) )

2 T,P

|44 R(41) LR (6+1))2
X gt () )

|0P, N T Rop| 041)  \L R (041)\ 2
p> m[(%rm AEE DY

k€T rop
|45 ((+1) | \R R(£+1)
< Z m[@m + M\ E] )]
v (6.20)
‘3PkﬂFRob‘ (€+1) R R (6+1)
+ Z )\L+)\R) ((bk;FRob +)\ E )
ke
. 2
- Z |45 ()\f R .nR)Z_lj) (Eg(eﬂ))
AJCFRob
: 2
_ Z Z |(9Pk N FRob| ()\kR — )\ﬁ/ _ (bR . nR)k) (Ellj(@d))
kel Rop
: 2
4 Z |0Pg N T Rop| (AR S VA (i nR)j,k) (Elf(ZJrl)) ‘
AJCFRob
k€T Rob

Dans la suite, nous intégrons I'expression (6.19) et (6.20) sur I, = (t,—1,tn), en
1
utilisant l'inégalité / O (ZE)Edt > §[E(t,;)2 — E(t;,_1)?] [78]. Nous obtenons
In
donc sur €y, :
1BV @I — IEXD (1) 17 p

2
+2/1 (KLthL(E-i-l),thL(E—l—l))D_|_/ (VZ’P‘ bL, (EL(£+1)) )

In TP
[ AL [(wwm_ )\REL.(ZJrl))Q
In 4,0 2N+ AF) [N o
0Py NTRop| [/, L(e+1)  \RpL(E+1)\2
X Snrm (k) - M)
”ke_ ob k
Aj 2
< J 5 st [ e gy
In 4,CT 2007 + A7) 620
0P, N T Rop L(¢+1) L(6+1
/ Z ’ AL+>\R‘ K‘ﬁ’f(ib M (+)”
Rob
2
_ _/ Z |A | )\L )\R ( . )le) (Eizj(f—kl))
In AjCTRob
2
5 [ % R Taal (A - M - 05 nty) (BL)
kel Rob

T 9 / Z |8Pk N FRob| (Ak — AR - (b nL)M) (E]f (ZJFI))Q .

In A;CTRop
keFRob



Chapitre 6. L’algorithme de Schwarz optimisé de type relaxation
134 d’ondes pour le schéma DDFV

Puisque erreur EZ s’annule au temps initial ¢y = 0, la somme sur tous les intervalles
en temps de la premieére ligne de (6.21) vaut HEL(ZH)(T)H% p- De plus, la somme
des intégrales sur [, donne une intégrale sur (0,7"). Il peut étre fait de méme sur
Qr. En sommant sur les sous-domaines, il vient

IEX (D)3, p + IEMED (D)7, p

T T
+2 / (KPV, XD, 9, BHEHD) 2 / (K, BRED v, BRED)

+/ ( VP pL, (EL(ZJrl)) )TP+/ ( VTP bR, (ER(ZH))z)T,P

|45 [ L(+1) _ \R L (e+1)\2 R(+1) L R (641)) 2
+ e (gl AREL + (¢ AFEER
0 AJCXF: 2(AF + M) ( 1 7 ) ( Y T )
r 0P, NTgop| [ ,L 41 R oL (41) (+1)  \L R (E+1))2
" Jo Z 200 F + A\ (¢krRob Ak Bl ) (¢ker Ak By, )
kel rob
2 2
+ = / S A (AF = A = @F nb)yyg) [(EULJ_(M)) _<Efj(€+1))]
A;CTRop
1 /T 2 2
+§/ S 0P (T o ()\ﬁ_)\g_(bL.nL)k) [(E;f(””) _ (Elf(€+1))
0 k€N Rob
L (6+1)\ 2 R(6+1)) 2
2/ > 10PN oyl (A = M — (0% -n); 1) {(Ek(+ N (B
A;CT Rop
k€T Rob
T |41 L(t+1) | L L(z+1) R(+1) | \R R(£+1) 2
= /o ACZF 2N+ A (T’Z)’U A Eo ) +(¢m +AES )
J Rob

T 0P, NTgop| [/ L+t L oL (6+1) R(z+1 R R (£41)\ 2
L I g (]

(6.22)

ou l'on a utilisé la continuité de la composante normale de b & l'interface I'ggp

(bR .nf = _pL -nL).

Réécrivons 'inégalité (6.22) de maniere a faire apparaitre des termes semblables
dans le membre de gauche et le membre de droite. En utilisant que

(0+1) (e+1) L(e+1) L(6+1))2
(1/}21] )\RE‘TJ ) ( wuj )\fEJJ' ) ’

ainsi que sur les trois autres termes analogues du membre de gauche de (6.22), il
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vient

HEW“ T)|i7,p + IEMHD (D)7 p

(
(KLV FL+1) thL(ZJrl))D
(

+2/ KBy, BRED) v ER(Z-H))
D
T 2
(VTP bL EL(ZJrl)) ) +/ (vg,P. bR, (ER(ZJrl)) )
T,P 0 T,P

+/T (3o @t nty, ) [(m00) - (m500)°

0 A;CT Rrob
P.NT 2 2
N |0P; N T Rrop| ()\ VY -nL)k) [(Elf(ﬁ-i-l)) B (E]}j(é—f—l))
0 2
k: 8PkCFRob
Lt <t
(6.23)
ou
/ |45 [(_wR(Z) _|_)\LER(Z))2 n (_w_L(z) +/\REL(4))1
0 46T )\L + )\R) 11 J o5 1) J 7o
|3PkﬂFRob| [ R(0) LR (0)\ 2 L) Rl (02
S TR | TP, T AR ER R G U VAR O :
/0 k‘@PkCFR , 20% +40) ( b ) ( T )
(6.24)
Il reste & sommer sur les itérations de Schwarz ¢ € {1,--- , N;}. L’hypothese (6.11)

du théoreme 6.1 permet d’achever la preuve en annulant les deux expressions du
membre de gauche de (6.23) non nécessairement positifs. Dans ce cas, nous obtenons

ZHEW“ HTP+ZHER““( NP

- 2; /0 (K"V,BHED, v, BHED)

N,
19 i /T (KthER(ZJrl)’ thR(z+1))D

+Z/ < TP L <EL(H1))2)T7P+

4N < 71

Ny

Tr_rp R 2
S [ (wir o (eeny’)

=1 )

(6.25)

Les parametres de Robin sont tels que )\JL + )\f > 0et )\ﬁ + )\kR > () par la condition
(6.10) (en rappelant que b¥-nf = —bR.nf). Par conséquent, d’apres (6.24), Z¢ > 0
pour tout ¢. Aussi Z! est une constante ne dépendant pas de £. De plus, puisque
la matrice K* (resp. K) et VTP . bL (resp.VT'T - bR) sont supposés positifs, les
termes des séries sont positifs.
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Cela permet de conclure que les séries convergent et que les termes || EXO(T)||r p,

T T
| ERO(T)|7.p, / VL EXO|p et / |V, ERO| 5 convergent vers 0.
0 0

On peut en fait montrer que [|[EX®) (t,,)||7.p et | EFO(t,)|r.p convergent vers 0
quelque soit t, puisqu’au lieu de faire une somme sur le nombre N de pas de
temps, on peut tout aussi bien faire cette somme sur n’importe quel nombre de
pas de temps. Notons que cela ne serait plus vrai si le maillage temporel était non

T T
conforme. Cela implique que / |EXO |7 p et / |ERO||1p convergent vers 0.
0 0

L(0)

T
De plus, par définition des flux, on obtient aussi la convergence vers 0 de / Yy Pt
0

T T T
[ ol [T k@ et [ of pour tout jik € T,
0 0 0
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Dans une méthode de Schwarz optimisé, les parametres des conditions de trans-
mission introduites dans le probleme multidomaine sont déterminés comme étant
ceux qui optimisent, pour toutes les fréquences discretes, le taux de convergence de
I’algorithme continu. Ainsi, étant directement liés a la vitesse de convergence, leur
choix est déterminant. Dans la suite, nous nous restreignons a des conditions de
Robin (ordre 0). Nous présentons d’abord le probleme d’optimisation dans le cas
continu & la maniere de [10, 54, 66] pour le probléme instationnaire de convection-
diffusion & coefficients discontinus en deux dimensions. Cette approche est basée
d’une part sur le calcul de la tranformée de Fourier dans le cas de deux demi-plans
et d’autre part sur 'optimisation du taux de convergence continu. Selon le choix
des données du probleme (taille du domaine et valeurs des données physiques),
la décomposition en deux demi-plans infinis peut s’avérer étre une hypothese peu
réaliste. En fait, une condition sur les données du probleme peut étre établie sous
laquelle I'influence des frontieres est négligeable. Nous donnons cette condition dans
le cas d’'un domaine borné selon la direction .

Notons d’autre part que le parametre de la condition d’interface, obtenu a par-
tir de 'optimisation du taux de convergence continu, est le meilleur relativement a
I'EDP continue, non au schéma. Pour des petits pas de temps et d’espace, travailler
sur le taux de convergence continu est donc cohérent. Cependant, définir le taux
de convergence discret adapté au schéma utilisé est en soi préférable, méme si la
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complexité des formulations obtenues et la dépendance du taux de convergence a
un schéma donné sont deux inconvénients importants dans la pratique. A la suite
de [81, 63, 43], nous explicitons dans la deuxiéme section le taux de convergence
discret pour le schéma DDFV pour des maillages cartésiens, dans le cas particulier
du probleme de diffusion pure. Pour un probleme de convection-diffusion dominé
par la convection, une autre alternative est de tenir compte dans le calcul du taux
de convergence continu d’un nouveau coefficient de diffusion prenant en compte la
diffusion physique et la diffusion numérique augmentant avec la convection. Nous
détaillerons ce calcul dans un troisieme paragraphe, dans le cas d’un maillage rec-
tangulaire.

7.1 Le taux de convergence continu

Rappelons ’équation continue sur © x (0,7)
Le=wlec—V - (KVec—be)=f dans Qx (0,7), (7.1)

et supposons la matrice de diffusion K diagonale & coefficients constants de part et
d’autre de I'interface située en x = 0, écrite sous la forme

v, 0
K= (0 Vy>'

Soit n¥ = (1,0) et 7L = (0,1) les vecteurs normal et tangentiel. Notons alors
by = b-nl et by :=b- L. L’'hypothese de continuité de la vitesse normale &
Iinterface s’écrit donc

bl = bl .nl = bR . nL = p%, (7.2)

7.1.1 EDP continue

L’équation continue (7.1) est mise sous la forme

%_ &_ &+b@+b@_
Yor  YTarz T a2 T ar T oy

dans l'intérieur de chacun des deux sous-domaines sur (0,7') de maniere a écrire la
transformée de Fourier en ¢ et le long de l'interface en y (les variables de Fourier

SO = SO _ 5 sur Qg

f (7.3)

respectives seront notées 6 et k). Appliquée a lerreur e

S (0)

(indifféremment Q7 ou Q) entre la solution ¢’ ¥ a litération de Schwarz (¢) et la

solution convergée multidomaine ¢, I'équation (7.3) s’écrit sur Qg
S S S S (¢ S (¢
wsae () —1/5826 () _VsaQB ()+b58€ ()+bsae () —0
ot Oz Yoooy? T Ox Yooy
En prenant la transformée de Fourier définie par

+o00 . .
é(x,k,0) = / e_lkxe_lezc(x,y,t),

—00

nous obtenons sur I'un ou l'autre des sous-domaines {2g (supposés étre infinis en
T — 400 et x — —00)

_Vf(?QéS O (2, k,0) N bfaés(f)(g;,k:ﬁ)

S12 | .0 S S 45 (0) _
52 5 + (v k™ +i(w”0 + by k))e” Y (z,k,0) = 0

(7.4)
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Le polyndéme caractéristique associé permet de déterminer les racines Tf et rﬁ
définies par

bE £ \J(bE)2 + Ak (k2 + (w0 + bEE))

+ _
L= vk
(7.5)
L bR £ \/(0F)2 + 4B (WK + i (wh6 + bE))
R’ vl '
Dans la suite, elles seront notées
bl + Vdk bl £ Vdk
7"% = 7:2 Tjﬁg = 722 . (7.6)

2k 2kt
Notons que par convention, la racine carrée d’un nombre complexe est un complexe
de partie réelle positive. Comme nous cherchons les solutions sur Q7 et Qg de (7.4)
bornées en —oc et +oo, et que Re(rf) > 0 et Re(ry) < 0, celles-ci sont de la forme

L Oz, k,0) = ALO(k,0) s eRO(2,k,0) = ARO K, 0) e'r®  (7.7)

ott les constantes AY et AR, dépendant des variables de Fourier k et 6, des para-
metres physiques w, K, b et de l'erreur g a l'interface a l'itération initiale ¢ = 0,
sont déterminées grace aux conditions de transmission.

7.1.2 Conditions de transmission

Réécrivons les conditions d’interface de Robin au niveau continu (5.4) avec les
itérations de Schwarz :
(KLvéL (Z+1) _ bLéL (z+1)) . nL + )\LéL (Z+1)

_ _(KRvéR(Z) _bRéR(Z)) ‘nR + )\LéR(Z)
(KRvéR(Z) _ bRéR(Z)) _nR + )\RéR(Z)

— _(KLveét (e=1) _ pLol (571)) L 1 \ReL (=)

(7.8)
Apres la tranformée de Fourier, nous obtenons
5L (6+1)
o0 a(x,kﬁ) — bl D (1, K, 0) + A&l D (a2, &, 0)
x
SR (£)
_ ”fw — YRR O (2, k,0) + AR O (2, k. 6)
x
(7.9)
sR (L) k.O
_ufw + bR O (@, k, 0) + MO (2, &, 0)
x
L (£—1) k.O
_ _Vﬁae 85256, , ) + bééL (4-1) (CE, k‘,@) + )\RéL (671)(56, k’e)

En insérant les expressions de ¢ et ¢ données par (7.7) dans les conditions
de transmission (7.9), on obtient
(vErf — bk + AE) ARHD = (yBrp — bR 4 XE) AR

T

(7.10)
(_Vfrz_% + 08 + )\R) ARO) = (—y:frz + b+ )\R) AL(-1)
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Alors, le taux de convergence p défini par

_eEE (g g) ALYk, 6)
p= éL(éfl)(k,H) B AL(éfl)(k,G)

peut s’écrire comme

xT

CowLlrf b AL —uB g DR AR

B e e e R R (7.11)

Le parametre de Robin optimal A\°P! est celui qui annule le taux de convergence :

bont _ p _ i b F VAR —by + V"
= 2 2

T )\Ropt = _bél +V£ TZF =

7=
Puisque les racines carrées vV dL et v/d® sont non polynomiales en k et §, 'opérateur
associé est non local. Le parametre de Robin optimal A\°P! est alors approché par le
parametre A?PP cherché sous la forme

bR bE
aarp = +pl et AReP = - +pf, (7.12)
N R L . } < N . . . . 1/dL
ou p'* et p~ sont les deux parametres a optimiser, approchant respectivement -

et @. Le taux de convergence (7.11) associé au parametre approché A\*PP peut
alors étre défini par

LVt r_ Vd
L R Py 9
9 ’k>9 = : )
o, p7 K, 6) L E—wky Vabo o (pF b)) VAR
. T T R

qui, en utilisant (7.2) donnant la continuité de la composante normale de la convec-
tion, peut encore s’écrire

L R 2 2
) akae = : . 7.13
p(p™p" k. 0) Vi, VaR (7.13)
Pty iy

Le domaine €2 étant en fait borné, tout comme l'intervalle en temps, les fré-
quences k et 0 supportées par le maillage et la discrétisation en temps sont telles

que
ke [kmina kmaa}] et 0 S [amzru HmaxL
ou 'on prend
T T s s
kmin = LFROb’ kmax = Ea emm = ?, emam = @a (714)

avec Lp, , la longueur de l'interface, et h et dt les pas d’espace et de temps sur
I'interface I'gop.
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Le probleme d’optimisation est alors de minimiser sur p*, pf* > 0 le maximum
du module du taux de convergence sur I’ensemble des fréquences discretes :

min max
pL7 pR>O ke[k"minvkmaw}
oe [szn 79maz}

", 0" k,0)| | . (7.15)

On peut choisir d’optimiser sur un seul parametre p = p& = pft (condition de Robin
1-sided) ou sur les deux parameétres indépendants pL et pt (condition de Robin
2-sided). La condition de Robin 1-sided a alors surtout un sens si les coefficients
de diffusion et la composante tangentielle de convection sont continus (auquel cas,
dl = at).

Remarquons qu’en écrivant les parametres de Robin comme dans (7.12) et dans
le cas ou la vitesse de convection n’est pas nulle, nous obtenons toujours deux
parametres de Robin distincts AX9%P et AP meéme avec la condition de Robin
1-sided.

D’autre part, il faut noter que dans le cas de parametres discontinus, il est
intéressant de remplacer les parametres p” et pf dans la formule (7.13) par p* =
vE py et pft = vL py comme le montre O. Dubois [33] pour un probleme stationnaire
de diffusion a coefficients constants discontinus v* et v. En effet, dans le cas ot w
R Vi,

et b sont nuls ainsi que yf = ny = vl et yf = Vf = v°%, nous avons 5 vlk
Vd Vd Vd

et TR = vRE. Cela justifie donc d’approcher L par pft = vlp et TR par

pl = vEp, permettant ainsi d’optimiser le probléme min-max (7.15) sur un unique

parametre tout en tenant compte de la discontinuité de la diffusion. Dans le cas
d’un probleme instationnaire de diffusion pure, on obtient

NG L Vd R
VO k2 4ifg2 o YR R Rz 422,
2 vk 2 vR

rendant la conclusion moins évidente. La question est en effet de savoir s’il est

L R
/ w / w
raisonnable d’approcher {/k? +i—0% et || k* + i—6? par un unique parametre p.
v v

Dans la pratique, nous avons observés que la vitesse de convergence était en général
plus rapide que dans le cas d’une condition standard de Robin 1-sided.

Dans le cas de 'optimisation sur deux parametres, le scaling n’apporte en théorie
aucune amélioration, mais s’avere utile dans la pratique si I'on utilise une méthode
d’optimisation numérique.

La détermination du ou des parametres d’optimisation peut se faire soit par
une optimisation numérique, soit en utilisant les formules analytiques ou asymp-
totiques trouvées pour certains problemes et dans certaines conditions. A notre
connaissance, aucune formule analytique ou asymptotique n’a été déterminée pour
I’équation de convection-diffusion instationnaire a coefficients discontinus en 2D.
Des formules existent en 2D pour des problemes stationnaires de diffusion pure a
coefficients discontinus [33] ou avec convection pour des coefficients continus [10].
En 1D, des formules analytiques ont été déterminées pour ces mémes probléemes
([39],[73] et [74]) et des formules asymptotiques sont données par [40] dans le cas
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de coefficients discontinus.

Pour résumer, les parametres optimisés de Robin intervenant dans les conditions
de transmission (7.9) s’écrivent

* _ X _ T
A= (A A )_ S+ S 4 (7.16)
ot les paramétres p=” et pf* sont définis différemment selon les 3 conditions de

transmission, désignés par Robin 1-sided, Robin 1-sided avec scaling et Robin 2-
sided avec scaling

(r™"p") = 0",p") (Robin 1-sided)
(PL*,pR*) = (pr*, V%’p*) (Robin 1-sided avec scaling) (7.17)
(PL*,pR*) = (I/fpl*, l/é;pz*) (Robin 2-sided avec scaling)

Définition 7.1. La solution (pL*,pR*) du probleme d’optimisation min-max (7.15)

(resp. \* = ()\L*,)\R*) en considérant l’expression équivalente du taux de conver-
gence (7.11) ) vérifie une propriété d’équioscillation si le module du taux de conver-
gence oplimisé p (pL*,pR*, k, 9) (resp. p (A\*, k,0)) atteint son mazimum en exacte-
ment m + 1 points ou m désigne le nombre de paramétres a optimiser.

Bien que O. Dubois [33] rappelle que cette propriété n’est pas toujours remplie
pour les équations de convection-diffusion, elle a par exemple été démontré a coeffi-
cients continus [10] ou a coefficients discontinus en diffusion pure [72]. De plus, elle
peut étre souvent observée et est en tout cas un gage que les valeurs obtenues du
parametre optimisé correspondent bien a un minimum global.

7.1.3 Prise en compte de la géométrie dans un cas particulier

Dans le paragraphe précédent, les solutions données par (7.7) tiennent compte
de 'hypothese de domaines non bornés a 'infini avec une solution qui décroit rapi-
dement & U'infini. Cette hypothese n’étant pas vérifiée dans les problemes modélisés,
nous cherchons une relation entre les parametres et la largeur du domaine L, se-
lon x telle que cette hypothese soit justifiable. Considérons le cas particulier d’un
domaine € coupé en deux sous-domaines (bandes) par l'interface = = ar,,,. Le do-
maine de gauche Qy est délimité par les bords x = 2~ (a gauche) et © = zr,,, (&
droite), tandis que le domaine de droite est compris entre les bords z = zr, , (a
gauche) et z =zt (a droite). Notons L, = xp,, —z~ et L} =zt —ap,  les
largeurs des deux sous-domaines.

Si 'on tient compte de la géométrie du domaine €2 borné a gauche et a droite,
les solutions de 1’équation (7.4) appliquée a Qf, et Qp sont de la forme

eLO (2, k,0) = ALO(k,0) L% + BLO (k) erL®

B N (7.18)
e Oz, k,0) = ARO(k,0) ¢"r® + BEO (K, 0) e"r"
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ott Von rappelle que ALO ARO) BLE) ot BE®) sont des constantes qui dépendent
aussi des parametres physiques w, K, b et de 'erreur g a l'interface a l'itération
initiale £ = 0. Les deux constantes BY( et BR®) seront déterminées ici par les
conditions aux limites en x = 2~ et z = 2. Supposons-les de type Dirichlet homo-
gene. Cela se traduit par

eL Oz k,0) = ALO K, 0) ™ + BLO(k,0) 2™ =0

. L (7.19)
e Ozt k,0) = AR (k. 0) er® + BRO(k,0) err®” = 0.
D’ou
BL(Z)(k’Q) _ —AL (Z)(k’e) er‘[;c—frzx—
7.20
BR(E)(k,G) _ AR(Z)(]C 0) rpat—rfat ( )
En utilisant (7.20), les solutions (7.18) peuvent alors s’écrire
e O(a, k,0) = A O(k,0) [ere — erieHrileme)]
o (7.21)
MO, k,0) = ARO(k,0) |e7h® — emn= Hrale=r]
soit
eLO (g, k,0) = ALO(k, 0) L™ [1 - e(rz—rZ)(x—x—)}
. o (7.22)
MO, k,0) = ARO(k,0) e7r” [1 = errRIEE]
ou encore, en utilisant 'expression (7.6) des racines,
+ f\/d_L(:vfm*)
e Oz, k,0) = ALO(k,0)em® [1 —e v ]
(7.23)

. iR (4t
e Oz, k, 0) = AR (K, 0)e"r” [1 —e ] :

Pour que ’analyse faite dans le paragraphe précédent garde un sens pour des pro-
blemes posés sur des domaines bornés, il faut qu’en x = xr,, , (interface), les termes
entre crochets dans les expressions de (7.23) soient proches de 1.
Autrement dit, on veut que
v dL
—L( >1 e <1
V$

LT Rop — x_) LT Rop — x+)

VdER
t —uﬁ (

c’est-a-dire
Ly[>1
(7.24)

LTI >1

Pour un nombre complexe z = 1 + iy = we'™, rappelons que

VIR = |Veer

= (2 +x*)1. (7.25)

= Viwe )t e

= | +xieE
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En reprenant les expressions de d” et d¥ dans (7.5) et (7.6), nous avons donc
1
2 2117
Var| = [[0b2 + wbv]” + [k (o obR)]]" r20)

Or, d’apres (7.14), k > kpin =

7 . Comme w’ + sz/; k est de signe indéterminé
T'rob

a cause de bé , nous écrivons simplement

2 2
VdE| > | (b5)? + avluE—" vee{zq Vke |—— | (121
‘ ‘ - ( m) + Vm Vy (LFROb)2 T’ dt ) LFROb7 h ( )
Ainsi
1
Vdb L; 72 2 T T oow
— L > = () att— VGG{——} Vke | ——,—|.
Vajg; 1 Vajg; (bx)" v Yy (LFRob)2 T'dt]’ LFRob, h
(7.28)
avec une expression analogue pour le sous-domaine de droite.
Dans le cas particulier de diffusion pure, nous avons
NET — 2 4 2
%L; > L—i <4V£V§7T72> + (41/:5sz>
1% 1% L ) T
T x (Lr g (7.29)

m™ T T s
voe |2 T, vk .
© [T’dt]’ © [LFM’ h]

et de maniere similaire sur le sous-domaine de droite.

Ainsi les différents parametres doivent étre choisis de telle sorte que (7.27) et
(7.29) remplissent la condition (7.24).

7.2 Le taux de convergence discret en diffusion pure

Le probleme d’optimisation défini par (7.15) étant relatif au probleme continu,
les parametres optimisés p* permettent d’approcher au mieux les conditions de
transmission continues (5.4). Or c’est le schéma DDFV multidomaine, et non le
probléeme continu, qui est résolu. Par conséquent, les parametres optimisés a partir
du taux de convergence continu ne sont pas totalement adaptés au probleme discret.
Cet inconvénient peut étre résolu en établissant un probleme d’optimisation relatif
au probleme discret, bien que la formulation et 'optimisation d’un tel probleme soit
souvent tres complexe. Afin de lever une partie de cette difficulté, nous considérons
ici ’équation de diffusion pure sur Perreur €5 (entre ¢5© et ) :

L5 = woe’ V) — v . (Kve® D) =0 sur Qg x (0,7, (7.30)

ou g est indifféremment le sous-domaine 5, ou Qg. Soit un maillage cartésien
régulier de pas h, un pas de temps uniforme At, = At et K = vId. Supposons de
plus que Uinterface entre €27, ou Qg est située en x = 0. Afin de n’écrire qu’une seule
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Qr ['Rop Qr

g+l e | @ | o060 | © | @

FIGURE 7.1 — Discrétisation du maillage primal cartésien de pas régulier. Les centres des mailles carrées
sont notées (m, q). La numérotation est identique de part et d’autre de I'interface.

discrétisation valable sur les deux sous-domaines, nous choisissons de repérer les
mailles carrées par leurs centres (m,q) en posant m = 1/2 en z = 0, (m,q) = (1,q)
de la méme maniere les centres sur les deux mailles adjacentes a l'interface, et
m € N* croissant de part et d’autre de l'interface (figure 7.1).

L’équation discrete résolue sur le sous-domaine Qg (supposé non borné) a 'ité-
ration (¢) de I’algorithme de Schwarz s’écrit sur les cellules primales intérieures pour
m > 2, comme

S,n (£) S,n—1(¢)

wS emyq - em,q
S > (7.31)
V= Sn(t S,n (¢ S,n (¢ S,n (¢ S (¢ Sn@Y\
- h? (engv‘)l - 267”71( ) + emig,i)] + em,rf]g-% - 26m,r:1( ) + emz(_%) =0.

. ) ) ) . Sn(0) 1es < e
ol ey, 4 est 'inconnue de ¢ sur la maille (m, ¢). En introduisant e, ;1 ) Jige & I'inconnu

de I'interface ef’z ® par
27

1
e = 3y el ) (732

léquation (7.31) peut aussi étre écrite pour m = 1.

Les centres des cellules duales étant notées (m*, ¢*) avec m* = 0 pour les points
de l'interface (mailles duale de bord) et m* € N croissant de part et d’autre de
I'interface d’une maniere similaire a m. Pour les cellules duales intérieures (m* > 0),
I’algorithme discret résout

S,n (£) S,n—1(L)

S “m*,q* m*,q*
At (7.33)

S
v S,n (£) S,n (0) S,n (0) S,n (0) S,n () S,n (0)
_ ﬁ(em*_’_Lq* — 2€m*,q* + m*—1,q* + em*7q*+1 — 2€m*7q* + em*7q*_1),

w

et sur les cellules duales de bord (m* = 0), le schéma est donné par

S,n () Sn—1(L)
S 60*’q* - 60*’q*
At

w

Sn(f)  Sn(f) S, (6) Sn(0) | Sn() 2 Sn _
- ﬁ |:2 (61*7(1* - 60*7(1* ) + (60*7q*+1 - 260*7(1* + 60*7q*_1):| - E¢O*7q* - 9

(7.34)
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n(®) _ pSin(0 0

ou %* * 0*.q* Féin* est 'erreur entre le flux F| *n* sur 'interface de Robin

a l'itération (¢) et le flux multidomaine convergé F0*7,q*'

Rappelons les conditions de transmission de Robin (5.4) en diffusion pure sur
Tgrop % (0,7T) sur les arétes primales de U'interface :

(KEVel (HD) gk L 2Ll (FD) — _(KRy RO pR 4 \L RO
(KRVBR(Z)) ‘n +)\R R(0) _ (KLveL(Z 1)) .nL _{_)\RBL(Zfl)

L:

En utilisant que n —nf = (1,0), les conditions (7.2) se réécrivent comme

L (6+1 Rt
1 0e (e 4+ ALl (D) — VRae ® + ALR(®)
% RO T (7.35)
_VRaz— LARGR() _ _VL(%T 4 ARGL (1)
X xXr

La discrétisation de la premiere condition de (7.35) est alors donnée par

RGN AC Y RO _ R
L b 39 \LLEH) _ ri3e My RO (7.36)

h 244 h 2,q

v

En remplagant e1 o bar son expression (7.32) en fonction de e 4 et e 4, la discréti-
27

sation des deux conditions (7.35) donne

Ln(0) | Lan(0)
ﬁ( Ln®) _ Lm0 | y1 (o +ers ™)
po o 2 (7.37)
R (eR,n(Zfl)_i_eR,n(éfl)) ’
_ v ( Rn(£-1) Rn([ 1)) + )\L 0,9 1,q
T e La 2
et
n(®)  Rn(f)
vt (cfn (@ _ ftn®) 4 yn (c0q " +eig”)
ho A0 2 (7.38)
. (e n(e-1) | Ln(Z—l)) :
T \“0a “La 2 ’

Sur les cellules duales liées a l'interface, les conditions de transmission de Robin
s’expriment par

¢O* *ﬁ) + A e Ln(ﬁ ¢Rn(€ 1) )\L Rn(f 1) (739)
et
n (£ R E n(l—1 Ln(l—1
goo ) H AT ) = gl (7D g pR L (Y, (7.40)
Notons éffk(@ la transformée de Fourier discrete en temps et en espace le long de
l'interface (variables de Fourier € et k) de esn(z) d’ou
sz ) — Z éiek(é) pikah ifnAt ot ei,n ((1 ) _ éif (,f)eikqhew" At (7.41)

k0 k0
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En prenant la transformée de Fourier discrete de (7.31) et en utilisant (7.41), on
peut écrire la relation de récurrence

1 — e 08 s s
WS 7( ) - 2—2 (2cos kh — 2)] o0 — 2 (e300 - 20550 + &30 1) =,

At Cm k h2 m+1.k m—1,k
(7.42)
Cette relation (7.42) est vérifiée aussi sur les cellules duales intérieures, en rempla-
sew 5,0 ()
cant e’ par €. ;"

Le polyn()me caractéristique associé aux deux équations (7.31) et (7.33) peut
s’écrire a partir de la relation de récurrence (7.42) :

ShQ

2 w
X —2X+1+[ak—VSAt<1

- e“’m)] X =0, (7.43)

e(z) .S,0 (£)

avec oy, = 2cos kh — 2. Puisque les solutions ¢’ et €.  sont bornées a l'infini,

elles peuvent étre écrites

e d <l () LS L e S0 (TS)’”*, (7.44)

mk

ot 7% est 'une des deux racines du polynome caractéristique (7.43) définies par

572 57,2 2
(= (677 w”h —iOAL 1 w”h _iOA
=1-—+ —1(1- + — 2 — — (1 — ¢—0At —4
" 2 +2y5At( ¢ ) 2$< ok + Jay (1= e70) ’
(7.45)
ou encore
s+ woh? —ifAL woh? —iOAL ’
r :2—coskh+m(l—e )i 2—coskh+m(1—e )] —1.
(7.46)

La racine intervenant dans (7.44) est celle de module inférieur ou égal a 1.

. . + 5— . L.
Puisque les racines sont telles que 75" °~ = 1, seule 'une des deux racines vérifie

cette propriété. Soit z tel que

wh? < ?
[2 — o+ A (1 - ewm)] —4 et Re(z) >0.
Alors o ap  wSh? Re(z)
Re(r®" ) =1-— > + VS—At(l — cos (6AR)) + . (7.47)

Comme 1 — % =2 —coskh > 1, alors Re(rSJr) > 1.

D’autre part ‘TSJF‘ > Re(rSJr) implique ‘TSJF‘ > 1, Vk,6. Par conséquent, la

racine apparaissant dans (7.44) est 75 = 57 . Finalement, nous avons

*

2S00 _ Cliée) (Ts—)m ot 8300 _ C,:j(") (Ts—)m ’ (7.48)

mk m*k
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avec r° donné par (7.46).

Les constantes C,f ée) et C}:g(z) sont déterminées a partir des conditions de trans-
mission. En prenant (7.37) et (7.38) sur les arétes primales de bord Robin, avec
Pexpression (7.44) de e300

€k - DOUS obtenons

r - L~ - R—
VL(l—’I“L )+>\L<1+r ) CL(Z)— _I/R(l—’I“R )+>\L<1—|—’I“ ) CR(éfl)
h 9 k.0 h 9 k.0
) (7.49)
et
i — R™ - L~
VR(l_TR )+)\R(1+r ) C’R(z)— _VL(l_TL )+)\R(1+r ) CL(Zfl)
h 2 kO h 2 W
i (7.50)
Sur les frontieres duales de 'interface, nous utilisons (7.39) pour écrire
Ln (¢ Ln (¢ R.n (0— Rn 0—
¢0* g ) — —)\L 60*7(1& ) - 0*7q>~(< 1) )\L ( 1),

qui est ensuite inséré dans 'expression (7.34) du schéma sur les cellules duales de
bord Robin du sous-domaine €. Il vient alors

L,n (0) Ln—1(¢)
I 60*7(]* - 0*7(]*
At
L
v Ln (¢ Ln (¢ Ln (¢ n (0 Ln /4 7.51
— ﬁ |:2 (61* g) 60* g‘)) + (eo*7q£_2_1 — 260* g) +e g‘)l):| ( )
{4 Rn E 1 R,n(£—1
b 200 ) 4 2gtinten 2y nn
En réécrivant ’expression (7.34) du schéma sur les cellules duales de bord Robin
sur Qp, a l'itération £ — 1
Rn(-1)  Rn—1({-1)

w

e e
R ~0*,¢* 0%,q*
“ At
R
v R.n (£—1) R (£—1) R.n (£-1) Rn([ 1) R.n (£-1)
— ﬁ |:2 <€1*7q* - 60*7(1* ) + <€0*7q*+1 - 2 + 0* *_1 ):|
2 Rn(t—1
(7.52)
nous voyons que le terme qﬁo*ng(f 2 apparait dans les deux expression, ce qui permet
d’écrire la relation suivante
L (0) Lin—1(L)
WL eO*,q* - 60*,q* + EAL eL;n gé)
At h
L
v L (0) L, (¢) L (0) L n(Z) L, (0)
— ﬁ |:2< 1*’q* - 60*’q* ) + <€0*7q*+1 + *,q** ):|
R,n (¢-1) Rn—1(¢-1)
_ _wR 60*7(]* - 60*’q* + 2)\L Rn(ﬁ 1)
At h
R
R,n (£—1) R,n (£—1) R,n (£—1) Rn([ 1) R,n (£—1)
+ ﬁ |: (61*7(1* - 60*7(1* ) + (60*7q*+1 - 2 + 0* *_1 ):| .

(7.53)
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En utilisant I’expression (7.44) et en prenant la transformée de Fourier, nous avons

finalement
1 _ e*i@At) L
L ( v L= 2. 0| ~xL(0)
[w A7 % (2 T 2+ ak) =+ h)\ Ck,e
_ (7.54)
_ R (1 B G_ZGAt) VR 2 R™ ) 2)\[/ C*R(Z_l)
Nous avons de méme, & partir de (7.40),
1 _ e*i@At) R
R ( v R~ 2. R| ~*R(0)
[w A7 % (2 r 2+ ak) + h)\ Ck,e
A (7.55)
_ L (1 B e—zem) vh o, L7 o 2)\R o Le=1)

Nous pouvons ainsi définir trois taux de convergence, un primal pp a partir de
(7.49) et (7.50), Pautre dual pp avec (7.54) et (7.55) et le troisieme global pg défini
a partir des deux autres :

{_m ), a0 )] {< ) el )]

h 2 h 2
PP = — . — )
I/L(l—TL_) Y <1+TL ) yR(l—rR_) +)\R<1—|—’I“R )
h 2 h 2
(7.56)
1— e—iGAt) R
_WR <7 V(g R 2L
{ w At +h2 (27“ 2—|—ozk)—{—h)\
PD = -
(1 e—zeAt) UL - 2
w A7 —ﬁ<2r —2—|—ozk)—|——)\
7.57
(=) eyt
—w A7 +ﬁ(2r —2+Oék)+ﬁ)\
R ( v R~ _ Z\R
{w A7 2 (2r 2+ak)+h)\
et enfin le taux de convergence global défini par
pc = max (|ppl, |ppl)- (7.58)

Le probleme d’optimisation du taux de convergence discret est alors défini par

i NONE K6, b, At 7.59
U Vs L > )
ee[eminﬂmaw}
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olt les bornes de k et 0 sont définies par (7.14). Nous noterons g, = (A4", &™) le
couple des parametres optimisés. De méme, N}, = ()\]LJ*,)\I@*) et N\, = ()\%)*,)\g*)
désigneront les parametres optimisés de pp et pp. Notons que c’est I’hypothese sur
le maillage rectangulaire qui permet de définir un taux de convergence primal et un
taux de convergence dual indépendants 'un de 'autre. Dans ce cas particulier, le
schéma primal et le schéma dual sont en effet entierement découplés. Les résultats
ne sont donc plus vrais pour des maillages quelconques.

D’une maniere analogue & (7.17) dans le cas continu, on peut définir les condi-
tions de Robin 1-sided avec scaling et Robin 2-sided avec scaling en exprimant )\é*
et )\g* comme

()\L*, )\IL%*) = (l/Rva, vk pg) (Robin 1-sided avec scaling)
(7.60)
()\L*, )\ﬁ*) = (VRpgf, vk pg§) (Robin 2-sided avec scaling).

Ci-dessous, nous proposons un cas-test de comparaison entre les différents taux
de convergence continu p (7.11) et discrets pp (7.56), pp (7.57) et pg (7.58) pour
des coefficients continus et discontinus. Nous considérons les deux cas suivants de
diffusion pure sur un maillage rectangulaire de pas régulier h = 1/320. Soient (0, 1)
I'intervalle en temps décomposé en 50 pas de temps, Ly, , = 1 la longueur de I'in-
terface, w = 1, vl = 1072 (cas 1) ou v* = 1073 (cas 2) et v® = 1072. Le probleme
min-max continu (7.15) ou discret (7.59) est résolu numériquement par la fonction
fminsearch de Matlab en considérant une condition de Robin 1-sided.

Sur les figures 7.2(a) et 7.2(c), nous observons pour les trois taux de convergence
pp, pp et pg pris a leurs valeurs optimisées respectives une équioscillation aux
points (@rmin, kmin) €t (Omazs kmaz). Au point 9~(/<:) de la droite reliant (0,in, kmin)
et (Omazs kmaz) défini par

o (amax - amln)k + amln kma:r - emam kmm

kma:r - kmm

, (7.61)

le taux de convergence discret global pg(Af;) se comporte comme le taux de conver-
gence discret dual pp(A},). Sur les figures de droite 7.2(b) et 7.2(d), nous comparons
le taux de convergence discret pour les différents parametres optimisés A* (trait plein
magenta), Ap (trait pointillé fin noir), A}, (trait en pointillé rouge) et A, (trait poin-
tillé avec des points en bleu). Le maximum du module du taux de convergence en
A* est un peu plus élevé qu’en Af,, mais tres proche cependant. Cela montre que
pour ces deux cas, le parametre optimisé a partir du taux de convergence continu
est tres proche de celui optimisé a partir du taux de convergence discret. Les autres
courbes des figures de droite confirment les figures de gauche, en montrant expli-
citement que Ag* =~ Ap* # Apx (car la courbe pg(\h,A(k), k) est confondue avec

pc(AG, 0(k), k).
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FIGURE 7.2 — (a) et (b) : vL =B =1072; (¢) et (d) : v2 = 1073 et 2 = 1072, Maillage rectangulaire
avec h = 1/320, At = 1/50, et w = 1. A gauche, les trois taux de convergence pp (courbe en pointillé
rouge), pp (courbe en trait plein noir) et pg (ronds cyan) & leurs valeurs optimisées respectives A}, A7, et
A¢; représentés a ¢ = 6 en fonction de k. A droite, le taux de convergence discret pg pour les parametres

optimisés \* (trait plein magenta), A}, (trait pointillé fin noir), A}, (trait en pointillé rouge) et Af, (trait
pointillé avec des points en bleu)

7.3 Le taux de convergence adapté a un probleme do-
miné par la convection

Nous reprenons ici 'idée considérée en 1D dans la partie I, chapitre 3, para-
graphes 3.2.1 et 3.2.2 pour les schémas décentré 0 et décentré 1. Rappelons que
cette idée vient du fait qu’il est établi qu’un schéma décentré apporte de la dif-
fusion numérique causée par le décentrage du terme de convection. Ainsi, lorsque
la convection est dominante par rapport a la diffusion, il est intéressant d’écrire
le schéma décentré initial sous la forme équivalente d’un schéma centré avec une
diffusion modifiée. Un schéma centré étant d’ordre supérieur a un schéma décentré,
le schéma approche en fait mieux 1’équation de convection diffusion avec la valeur
modifiée de la diffusion qu’il n’approche I’équation avec la valeur initiale de la dif-
fusion. Pour 'optimisation du taux de convergence continu, il est alors préférable
de considérer I’équation continue avec la nouvelle diffusion modifiée.
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7.3.1 Ecriture du schéma décentré comme un schéma centré

Placons nous dans le cas particulier d’'un maillage rectangulaire 2D, de pas ré-
gulier h dans les deux directions. On repere chaque maille primale par ses indices
(m,q) et chaque maille duale par (m*,¢*). On suppose, pour simplifier I’écriture,

1% e
que K = Ox et b sont constants, et que de plus b, et b, sont positifs.
v
Y
La discrétisation étant la méme selon les deux directions, nous donnons celle
selon la direction z. Sur le maillage primal, le flux sortant F;m’z)q vu de la maille
2
(m, q) s’écrit avec le schéma décentré comme
¢, 1. —C
(myq) _ m+3,4 g
Fm+%7q == 2]/1-2T — b:l? Cm,qa (7.62)
et de méme, le flux sortant Fy::ilt’]q) vu de la maille (m + 1, q) s’écrit
29
C 1g — C 1
(m+1,q) mtla mt3.4
milg = 2V - + by Crg L g0 (7.63)

ol ¢, 1, est 'inconnue située sur 'aréte primale, intersection des mailles (m, q) et
29
(m+1,q). Elle est déterminée en écrivant 1’égalité des flux sur chaque aréte primale.

Détermination
éte ation de cm+%7q

Par continuité du flux en (m + %, q), la somme des flux sortants est nulle, d’ou

Cmylq ™ Cma Cm+1q 7 Cmyl g

2u, - — by Cmyg = 20, - — b, Cmtl g (7.64)
Cette égalité permet de déterminer 'inconnue sur ’aréte primale
2v 2v
<_m + br) Cm,q T —meJqu
h h
Crtlg = T, . (7.65)

L 4,
h—i—

Réécriture du flux décentré selon la direction =z

Ainsi il est possible de réécrire le flux (7.62) en fonction des inconnues aux centre
des mailles primales, en utilisant (7.65). D’autre part, le terme de convection est
décomposé en un terme centré plus un reste. D’ou

2u,
(m,q) 20 | (CerLq - Cm,q)
er%,q _T 4Vx

=+ (7.66)

— by (Cqu +20m+17q) + b, (_cm+17q2_ Cmﬂ) .
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Le reste peut se factoriser avec le flux diffusif pour faire apparaitre un coefficient
de diffusion modifiée. Ainsi, nous obtenons

r 4dv,
(ma)  _ h M (Cerl,q — Cm,CI) o Cm,q T Cm+1,q
Fm-‘r%,q Ve 4v, b + 20y b by 9
7 T
- (7.67)
=1, b + M M — b, Cm,qg t Cmt1,q .
ba:h 21/$ h 2
1+ —
L 4v,

La nouvelle diffusion sur le primal vp! (expression devant le terme de gradient
normal dans (7.67)) peut étre transformée sous la forme v,(1 + X) ou X est a

déterminer. En posant 7, = ——, nous avons
2u,
-7
/ 1 2
Vpy, = Vg = T T | = Ve 1+ T T Tz
1+ — 1+ —=
2 L 2
r 2
=vy |1+ =
14 =

D’ou, en définitive,
vpy =Vy |1+ ————7—| . (7.68)

Bilan sur le maillage primal

Les flux sortants F (m’?) et F (m’q)1 dans les deux directions x et y, vus de la
m+§7q m7q+§
maille (m, q), s’écrivent avec le schéma décentré

(ma) _ (¢mt1,g — Cmyg) b <Cm7q + Cm+17q>
x 9

m+%7q — P h 2 (7 69)
(ma) _ (¢mg+1 — Cmyq) _p, [ Ema t Cmyg+1
maty Y h v 2 ’
avec
byh
o (1) bh(Hi)
VPQC:V;E 1—{—36—ﬂ et Vp'yzuy 1+y—7y
4v, (1 n @) 4v, ) byh
4, T,
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11

— V' _/v
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FIGURE 7.3 — Représentation de —£ (en trait bleu et continu) et —2 (en pointillé rouge) en fonction
v v

de 7= —.

2v

Sur le maillage dual

Le schéma décentré sur le maillage dual étant le schéma décentré classique, le
flux sortant au travers de 'aréte verticale, vu de la maille duale (m*,n*) est donné

par
(m*7q*) Cm*+17q* — C*m7q*
m*—}—%,q* = Va h o bx Cm*,q*
Cm*+1’q* — C*m7q* Cm*+17q* —|— Cm*7q*
= Vg — by
" ’ 7.71
Cm*+17q* — Cm*,q* ( . )
+ b,
2
bzl cmry1gr — Crmpg Cm*+1,¢* T Cm* g
=vp |1+ 5 — by .
2u, h 9
Nous avons donc
(m*q) _ |, 1 Cmilgt T Crmgt o Cmr g + Cm* g+
* 1 % T VD;); — Oy ,
m +27q h 9 (7 72)
(m*,q*) 1 Cm* g+l T Cmr g Cm* q*+1 T Cm* g* '
=D —b
m*,q*—f—% Y h Y 2 9
avec
byh b,h
VD;C = Uy (1 + g et VD; =1y 1+ i ) (773)
r y

La figure 7.3 permet de visualiser et de comparer les deux diffusions modifiées vp’
bh

et vp' par rapport au coefficient de diffusion v en fonction de 7 = % ou b (resp. v)
v

représente soit b, (resp. v,) soit by, (resp. vy).

7.3.2 Adaptation du taux de convergence

Le coefficient de diffusion modifiée étant différent sur le maillage primal () et
sur le maillage dual (v},) du fait de la discrétisation différente du flux convectif sur
les deux maillages, cela donne lieu aussi a des parametres optimisés différents sur
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chacun des maillages. En effet, en écrivant ’équation continue (7.3) et les conditions
de transmission (7.8) en remplacant v par vp (resp. vp), on aboutit au taux de
convergence (7.11) défini avec vp (resp. vp). Notés pp et p), ils sont donnés par

, VB TR=UT AL B L by A 1)
P T VL o A bR |
et , ,
. vh, TR = b+, —vh, Tl by A 75)
S A R ey '
ol )\533, )\IIZD, )\533 et )\fb désignent les parametres de Robin. Notons de plus, qu’en
notant R .
b b
Apr, = ()\5337)\533) = (733 +P533a - +P§;> (7.76)
et R .
b b
My, = (A, A, ) = <7 A +p5D> , (7.77)

deux problemes d’optimisation analogues a (7.15) peuvent étre définis : I'un sur pf,
P

et pi, I'autre sur pf,D et pf,D comime

. / L R
min max ok, 0 ‘ 7.78
pL, ,pR/ >0 ke[kmin,kmaz} pP(pVP’pVP’ ’ ) ( )
Yp “p 96[9m1n79ma1}
et
. / L R
min max oppy ok 9)‘ . (7.79)
plL/’, s pf, >0 k?E[k?minykmaac] Yp'TVp’
D D Ge[eminﬂmaw]

La résolution de ces problemes d’optimisation définissent les couples de parametres
optimisés (pf,*, pf,*) pour le maillage primal et (pf,* , pf,*) pour le maillage dual,
P P D D
reliés & AL NET AL et AE" par (7.76) et (7.77). Selon la condition de transmission
P P D D

1 /7 \ * * 7’ .
utilisée, les parametres pf/ et pf; sont écrits comme
P P

L* R* _ * * . o
(py%,p%) = (py;g,p%) (Robin 1-sided)
(pfg,pf;) = (Vﬁ;p%, VIL:';pz;D) (Robin 1-sided avec scaling) (7.80)
(pL* pR*) = (lep * vk po¥ ) (Robin 2-sided avec scaling)

v Pul, Py 11/;;.’ Py 21/;;, g)-

\ . . ’ * * . 7’ -\ . . .
Le couple des parametres optimisés (pf/ , pf; ) est exprimé d’une maniere similaire
D D

a (7.80), en remplacant les indices P par les indices D :

(pL/*7p§£) _ (pib’pzb) (Robin 1-sided)

(pL* ,pR*) = (yg;p*b, yl%;p;b) (Robin 1-sided avec scaling) (7.81)

(pL* ,pR/*) = (l/g/ m vh P2y ) (Robin 2-sided avec scaling).
D * D ® D






Chapitre 8

Résultats numériques

Sommaire
8.1 Ordre du schéma monodomaine . . . . ... ... ..... 158
8.2 Probléeme de diffusion pure a coefficients discontinus . . 160
8.2.1 Maillage rectangulaire . . . . . ... ... ... ... 161
8.2.2 Maillage triangulaire . . . . . . ... ..o 163

8.3 Probléme de convection-diffusion a coefficients constants165
8.3.1 Différentes valeurs de convection . . . . . . .. ... ... 166

8.4 Probléme de convection-diffusion avec une vitesse tour-

NANEE . . . . i i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 169
8.5 Probléme instationnaire de convection-diffusion - cas
Pamina. . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e 173

Sur le nouveau schéma monodomaine défini dans le chapitre 4 de cette partie
pour les équations de convection-diffusion, nous n’avons pas d’analyse théorique de
convergence. Cependant, le nouveau schéma est une extension du schéma DDFV
proposé par [29] pour des problemes de diffusion pure sur lequel des résultats de
convergence ont été démontrés théoriquement. D’autre part, le nouveau schéma
proposé est de type décentré hybride, tout comme le schéma utilisé par [50] sur des
maillages orthogonaux, pour lequel un résultat de convergence est donné d’apres
[25]. Dans ce chapitre, nous établissons numériquement la convergence du schéma
monodomaine défini dans le chapitre 4 et nous déterminons son ordre de conver-
gence pour un cas-test ol1 ’on connait une solution analytique. Ensuite, des cas-tests
plus difficiles seront résolus pour montrer que les solutions numériques obtenues
sont bien réalistes. A travers ces cas-tests de difficulté croissante, nous mettrons
en évidence la convergence de la solution multidomaine vers la solution monodo-
maine, convergence dont la preuve théorique a été donnée dans le chapitre 6. Nous
donnons aussi des résultats propres a 'optimisation des parametres en illustrant
les différentes approches introduites dans le chapitre 7, en particulier 1'utilisation
du taux de convergence discret dans un cas de diffusion pure et celle du taux de
convergence prenant en compte une diffusion modifiée dans un cas de convection
dominante pour des maillages rectangulaires.

Ainsi, aprés I’étude numérique de 'ordre du schéma, nous considérons successive-
ment un cas en diffusion pure a coefficients discontinus, un cas d’advection-diffusion
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a coeflicients constants, un probleme avec une vitesse de convection variable sur un
maillage triangulaire et enfin le cas Pamina présentant une géométrie plus complexe,
un maillage non conforme en espace, des coefficients de porosité et diffusion discon-
tinus avec un champ de vitesse variable provenant de la résolution d’un probleme
de Darcy.

8.1 Ordre du schéma monodomaine

P. Omnes et K. Domelevo [29] ont démontré la convergence du schéma DDFV
pour des problemes stationnaires en diffusion pure a coefficients continus. Ils ont
obtenu I'ordre 1 dans la norme H{ et dans la norme L? pour des maillages généraux,
ainsi qu'un résultat de superconvergence (ordre 2 — « en norme L? et ordre 1.5 — «
en norme H{, a > 0) lorsque les cellules diamants sont presque toutes des paral-
lélogrammes, ou “presque” signifie que la surface cumulée des cellules diamants qui
ne sont pas des parallélogrammes est bornée par O(h). C’est le cas des maillages
rectangulaires conformes, des maillages rectangulaires non conformes a condition
que les cellules diamants autour de la non conformité soit dans une bande de taille
en O(h) et des maillages triangulaire dits homothétiques (apres raffinement des tri-
angles en 4 triangles semblables dont les nouveaux sommets sont les points milieux
de chaque aréte des triangles initiaux) ou les points de controle des cellules primales
sont les barycentres, & la condition que le second membre f soit dans H'(£2) et que
la solution exacte soit dans H3(£2). P. Omnes a montré aussi 'ordre 2 en norme
L? pour les maillages de type Delaunay-Voronoi [86] si f est dans H'(Q) et Q est
polygonal convexe. En revanche, en dehors de ces conditions sur la régularité de f et
sur des classes particulieres de maillages, des contre-exemples pour lesquels I'ordre
2 en norme L? n’est pas vérifié, peuvent étre construits [85], déja en dimension un
d’espace. Numériquement (par exemple [84, 14, 68]), Pordre 2 sur la solution est
observé dans le cas d’'un probleme stationnaire avec une diffusion continue éven-
tuellement anisotrope sur des maillages triangulaires ol les arétes du maillage dual
relient les barycentres des cellules primales en passant par les points milieux o; des
arétes primales (caractérisation d’un maillage dual dit barycentrique qui est celui
qui a été utilisé pour les tests numériques).

Sur un cas simple, nous déterminons 'ordre de convergence du schéma monodo-
maine défini dans le chapitre 4 pour I"équation (3.54) avec et sans convection, pour
un maillage rectangulaire et un maillage triangulaire. Avec une vitesse de convection
b = 0, ce schéma est le méme, hormis la dérivée en temps, que le schéma DDFV dé-
fini pour le laplacien dans [29] et le schéma m-DDFV donné dans [14]. D’autre part,
avec b non nul, ce schéma est identique sur les mailles primales au schéma hybride
utilisé dans [50] qui donne un résultat de convergence d’ordre 1 emprunté a [25].
Ainsi, n’ayant pas de résultats théoriques de convergence, nous espérons trouver des
résultats cohérents avec ceux connus ou observés pour ces deux schémas.

Le domaine Q = QF U QF est le carré unité [0, 1], avec QF = [0,0.5] x [0, 1]
et OF =1[0.5,1] x [0, 1]. Pour un probléeme de diffusion pure, les conditions limites
sont partout de type Dirichlet. Avec convection, les conditions limites sont de type
Dirichlet sur les bords x = 0 et y = 0, et de type Neumann sur les bords x = 1 et
y=1,laoub-n > 0. L'intervalle en temps est (0,7) = (0,1). La porosité vaut
w = 1 et les coefficients de diffusion donnés par v = 0.01 et v = 0.01 ou 107
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FIGURE 8.1 — Représentation de Ierreur en norme L*>°(0,T, L?(2)) en fonction du pas d’espace Ax. Le
pas de temps est fixé trés petit & At = 1074, A gauche : Maillage rectangulaire. En diffusion pure (courbe
rouge avec étoiles) : w = 1, v = 0.01 et v = 0.0001 et b = (0,0) ; avec convection (courbe magenta avec
ronds) : w = 1, v = 0.01 et ¥ = 0.0001 et b = (0.1,0.1). A droite : Maillage triangulaire. En diffusion
pure : coefficients continus (courbe rouge avec étoiles) : w = 1, v = 0.01 et v = 0.01 et b = (0,0);
coefficients discontinus (courbe bleue avec croix) : w = 1, v = 0.01 et v = 0.0001 et b = (0,0); avec
convection (courbe magenta avec ronds) : w = 1, vX = 0.01 et v = 0.0001 et b = (0.1,0.1).

définissent les tenseurs de diffusion KL = vL1d et KB = vEId. Quant & la vitesse
de convection, elle est soit nulle soit égale a b = (0.1,0.1). Le second membre f est
calculé a partir de la solution analytique ¢ = sin(7x) - sin(7y) - cos(wt). Notons que
cette solution est C'™ sur € : la continuité du flux a U'interface a toujours lieu, que
la diffusion soit discontinue ou non, parce que le gradient normal de ¢ est nul en
z = 0.5.

En partant d'un pas de temps suffisamment petit (At = 10*4) pour n’observer
que lerreur en espace, nous raffinons plusieurs fois le pas d’espace. L’erreur est
donnée en norme L> (0,7, L?(Q)) en fonction du pas d’espace. Nous considérons
d’abord un maillage rectangulaire. Dans ce cas, les points de controle des mailles
duales sont les barycentres de ces mailles, exceptées sur les mailles duales de bord
(rappelons que l'intégration de 'EDP sur les cellules duales de bord est faite dans
le cas de conditions de Neumann, non dans le cas des conditions de Dirichlet). Sur
la figure 8.1 & gauche, nous observons au moins lordre 2 pour le probleme insta-
tionnaire de diffusion pure a coefficients discontinus et 'ordre 1 avec un terme de
convection, ce qui est cohérent avec les résultats théoriques. Nous considérons en-
suite un maillage triangulaire, sur lequel les points de contréle des cellules duales
ne sont pas a priori les barycentres (les maillages étant assez réguliers, ils ne s’en
éloignent sans doute pas beaucoup). La encore (figure 8.1 a droite), pour des coeffi-
cients de diffusion continus, 'ordre 2 peut encore étre observé (pour Az plus petit)
ainsi que l'ordre 1 en convection-diffusion, confortant les résultats numériques déja
observés. En revanche, dans le cas des coefficients discontinus, I’ordre observé est
ici un peu moindre (ordre de 1.87). Bien que satisfaisant, ce cas-test ne permet de
valider le schéma que pour des fonctions régulieres.

Ainsi, dans les paragraphes 8.4 et 8.5 suivants ou des cas plus complexes seront
considérés, nous visualiserons d’abord la solution monodomaine avant de calculer
la solution multidomaine, afin de vérifier que la solution monodomaine obtenue est
réaliste par rapport au phénomene physique modélisé.

Dans la suite, I’algorithme de Schwarz utilisé pour la résolution du probleme
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multidomaine est considéré dans sa version multiplicative (de type Gauss-Seidel),
afin de présenter, comme cela est couramment fait, des courbes avec deux fois moins
d’itérations. Les conditions de transmission (6.8) et (6.9) sont alors remplacées par

Ln (441 Rn (¢ .
lejn( +1) +AJL cﬁjﬁ"(”l) — _lejn( ) +)\]L cfj,n(z) Vj: Aj C Trop o)
F;,FnR(fjl) + )\5 cﬁ’" (e+1) _ F;ff’; (OL;) 4 )\ﬁ/cg,n () Wk € T o

et
Ffjn (e+1) AR R (1) — _ szj" (e+1) AR cLon (1) Vj: A; C Trop o
F]f,rr;(fl) + )\chkR,n (t+1) _ _Flgl:fnRFfjl) i )\chi/,n (e+1) Vk € T pop.

D’autre part, l'erreur entre la solution discréte multidomaine & itération (¢) de
I’algorithme de Schwarz et la solution discréete monodomaine est calculée dans la
norme L? 0,7 LQ(Q)), relativement a ’erreur dans cette méme norme entre la so-
lution multidomaine & la premiere itération (¢ = 1) et la solution monodomaine.
Cela permet de partir toujours d’une erreur relative égale a 1.

Dans le paragraphe suivant, nous étudions l'effet des parametres de Robin sur
la convergence pour un probleme de diffusion pure & coefficients discontinus.

8.2 Probleme instationnaire de diffusion pure a coeffi-
cients discontinus

Dans le cas d'un probleme de diffusion pure, nous avons déterminé dans le pa-
ragraphe 7.2 le taux de convergence discret associé a l’algorithme de Schwarz pour
un maillage cartésien régulier. Dans ce cas particulier dans lequel nous nous plagons
d’abord, il est possible de comparer la valeur du parametre qui optimise le taux de
convergence continu et celle qui optimise le taux de convergence discret pour des
conditions de Robin 1-sided avec scaling et Robin 2-sided avec scaling. Cependant,
lorsque le calcul du taux de convergence discret est compliqué, comme dans le cas
d’un maillage triangulaire quelconque, nous cherchons a montrer que 'optimisation
continue est une approche qui donne déja de bons résultats.

On considére 'équation (3.54) avec b = 0 et w = 1, c’est-a-dire 'équation de
diffusion instationnaire

oc
5% V- (KVc) =0, (8.3)

ou la matrice de diffusion K = vId est supposée discontinue a Uinterface entre les
sous-domaines. Le domaine € est le carré unité [0, 1]?, coupé en deux sous-domaines,
avec une interface en = = 0.5. Ainsi Q7 = [0,0.5] % [0,1] et Qg = [0.5,1] x [0, 1]. L’in-
tervalle en temps est (0,7') = (0, 1). La discrétisation en temps est de pas constant
At = 1/50, et le maillage est rectangulaire ou triangulaire selon les cas considé-
rés. Les conditions limites dont de type Dirichlet homogene. Nous considérons la
convergence de la solution multidomaine vers la solution monodomaine nulle, avec
pour itéré initial un random sur l'interface.
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8.2.1 Maillage rectangulaire

R
Prenons v = 0.01 et V—L € {1,10,100,1000}. Le choix de ces parameétres assure
v

la condition posée en (7.24) avec (7.29) ou v, = v,. En effet, en prenant 7' = 1,
w=1,L; =0.5et Lr,, =1, il vient
V- 1 L \4 L \2]4

L
2 4
Comme vL < 0.01, <4VL7T) > <2I/L7T) . Nous avons alors

L
L] = = 0vm,
1%

L
VZ'
et la méme égalité peut étre montrée sur (2g.

Ly

-

xT

Dans la suite, nous considérons un maillage rectangulaire de pas h = 1/320.

Vérification de la valeur du parametre optimisé - Robin 1-sided

Nous vérifions en premier lieu la valeur du parametre optimisé obtenu pour une
condition de Robin 1-sided avec scaling, pour différents cas de coefficients de diffu-
sion discontinus. D’apres (7.17), les parametres d’optimisation p”, p® du probleme
continu min-max (7.15) sont alors cherchés pour cette condition de Robin 1-sided
avec scaling sous la forme p” = v p et pft = v p, ot p > 0 est le seul parametre
a optimiser. La valeur du parametre optimisé p* est obtenue par une optimisation
numeérique utilisant la fonction fminsearch de Matlab. Notons que pour chacun des
cas étudiés, nous observons une équioscillation & deux points (voir définition 7.1).

Nous déterminons par ailleurs les parametres optimisés )\é* et )\g* solutions du
probléeme min-max (7.59) relatif au taux de convergence discret pg défini par (7.58).
Pour une condition de Robin 1-sided avec scaling, (7.60) définit )\é* =yt pe; et
)\g* = b pe; de telle sorte que I'optimisation a lieu pour cette condition sur un
unique parametre pg.

Pour réaliser ce cas-test, nous faisons varier la valeur du parametre d’optimi-
sation p > 0 en calculant 'erreur associée a chacun d’eux apres 20 itérations de
I’algorithme de Schwarz. Sur chacune des courbes obtenues, nous placons la valeur
du parametre optimisé p* par un rond rouge et celle du parametre optimisé associé
au taux de convergence discret pf, par un losange vert (voir figure 8.2).

Remarquons tout d’abord que lorsque la valeur de v¥ tend vers 0, seule la
dérivée en temps tend a subsister dans 'EDP en (8.3). Une unique itération de
I’algorithme de Schwarz suffit alors pour la convergence de la solution multidomaine.
Cela explique que I’échelle de I'erreur est de plus en plus petite pour les différentes
valeurs de v’.

D’autre part, lorsque v” tend vers 0, les formules du taux de convergence discret
primal (7.56) et dual (7.57) permettent de conclure que la valeur optimale de A&
tend vers 0. D’apres la figure 8.2, la valeur de p¢; est de 'ordre de 10? quelque soit
les valeurs de v¥. Mais puisque )\g = vl pg, cela signifie que la valeur optimisée
)\g* diminue en méme temps que v et donc tend bien aussi vers 0.
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FIGURE 8.2 — Erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine nulle apres 20 itérations
de l'algorithme de Schwarz avec une condition de Robin 1-sided avec scaling, pour une gamme de parametres
d’optimisation p et pour différentes valeurs de diffusions discontinues. Cas d’un maillage rectangulaire avec
Az = 1/320 et At = 1/50. Le rond rouge correspond & la valeur de p* (relatif au taux de convergence
continu) et le losange vert & celle de pf, (relatif au taux de convergence discret).

R
Mis & part le cas avec v = 0.01 et V—L = 10 ou p; = 138.26 n’améliore
quasiment pas p* = 135.65 (ce qui reste in(:(;/mpris), la, valeur du parametre pg, qui
optimise le taux de convergence discret est proche de 'optimum numérique, ce qui
confirme que la prise en compte du schéma dans I'optimisation des parametres de

Robin est une approche idéale.

Comparaison Robin 1-sided avec scaling vs Robin 2-sided avec scaling

R R
Pour les cas ou vt = 0.01, V—L =10 et v =0.01, V—L = 1000, nous comparons
la vitesse de convergence en utlijlisant une condition dey Robin 1-sided avec scaling
ou une condition de Robin 2-sided avec scaling. Dans chacun de ces deux cas, les
parametres de Robin définis par (7.17) et (7.60) sont ceux qui optimisent le taux
de convergence continu ou discret. Les 4 courbes de convergence obtenues sont

montrées sur la figure 8.3.
R

Dans le cas ou v* = 0.01, V—L = 10 (figure 8.3(a)), nous remarquons que la
v

condition d’interface de Robin 2-sided avec scaling (2 parametres d’optimisation
indépendants) améliore nettement la convergence par rapport a la condition de
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FIGURE 8.3 — Vitesse de convergence sur les 30 ou 20 premieres itérations de ’algorithme de Schwarz
R
dans deux cas : (a) : v = 0.01, V—L =10 et (b) : v = 0.01, V—L = 1000. Maillage rectangulaire avec
v v

Az = 1/320 et At = 1/50. La vitesse de convergence est comparée pour le ou les parametres optimisant
soit le taux de convergence continu, soit le taux de convergence discret. Pour chacun de ces deux cas, nous
comparons les résultats obtenus avec une condition de Robin 1-sided avec scaling (carrés noirs dans le cas
continu et losanges rouges dans le cas discret) ou de Robin 2-sided avec scaling (points bleus dans le cas
continu et ronds magenta dans le cas discret).

Robin 1-sided. De méme que précédemment (figure 8.2(b)), nous constatons que
la prise en compte du taux de convergence discret dans le calcul des parametres
optimisés pour la condition de Robin 2-sided avec scaling n’améliore pas non plus
la convergence par rapport au cas continu.
I/R

Dans le cas ou vt = 0.01, — = 1000 (figure 8.3(b)), nous constatons assez
peu de différences entre les quat];e courbes : pour une précision donnée, le nombre
d’itérations varie peu selon le cas considéré. Nous observons néanmoins le compor-
tement attendu, savoir que le cas discret améliore le cas continu, et que la condition
de Robin 2-sided avec scaling donne une meilleure convergence que la condition de
Robin 1-sided avec scaling.

A partir de ces cas-tests 2D en diffusion pure, nous pouvons conclure que la
prise en compte du taux de convergence discret apporte une amélioration limitée en
terme de vitesse de convergence par rapport a ’optimisation du taux de convergence
continu. Cela revient a dire que les parametres optimisant le taux de convergence
continu sont adaptés pour les conditions d’interface discrétisées. Nous allons le vé-
rifier en prenant un maillage triangulaire quelconque, pour lequel nous n’avons pas
défini de taux de convergence discret.

8.2.2 Maillage triangulaire

Nous considérons maintenant un maillage triangulaire tel que le pas sur 'inter-
face et sur chacun des bords soit égal a Az = 1/160. Nous cherchons & comparer
les parametres optimisant le taux de convergence continu a I'optimum numérique
dans le cas des conditions de Robin 2-sided avec scaling et de Robin 1-sided avec
scaling.
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FIGURE 8.4 — Erreur apres 20 itérations de 'algorithme de Schwarz pour différentes valeurs de A =
()\L,)\R). Maillage triangulaire tel que le pas d’espace Az = 1/160 sur les bords. Le parametre optimisé
avec une condition de Robin 2-sided avec scaling est représenté par 1’étoile rouge, tandis que le parametre
optimisé avec une condition de Robin 1-sided avec scaling est visualisé par le rond vert. les autres valeurs
des paramétres d’optimisation AL et A, Dans le cas ou la diffusion est discontinue (& droite), la droite en
pointillé représente ’ensemble sur lequel est cherché le couple des parametres optimisés dans le cas d’une
condition de Robin 1-sided avec scaling.

Vérification de la valeur du parametre optimisé - Robin 2-sided

Pour des valeurs de diffusion »* = 0.01 et v* = 0.01 ou v* = 0.001, nous cher-
chons d’une part & vérifier que le couple de parameétres optimisés \* = (AL", A\
obtenu a partir du taux de convergence continu pour une condition d’interface de
Robin 2-sided avec scaling (défini en (7.17)) est suffisamment proche de la valeur
numérique optimale. D’autre part, nous comparons les deux couples de parametres
optimisés pour les deux conditions 1-sided et 2-sided avec scaling.

Pour cela, les lignes de niveaux de l'erreur au bout de 20 itérations de I’algo-
rithme de Schwarz sont tracées sur la figure 8.4 pour différents couples de parametres
A= ()\L, )\R) tels que AX = vfip; et A® = vlp,. Le couple de parametres optimisés
relatif & la condition de Robin 2-sided avec scaling est marqué par une étoile rouge,
tandis que celui relatif a la condition de Robin 1-sided avec scaling ()\L* = vliip* et
M = plp* d’apres (7.17)) est désigné par un cercle vert.

Dans les deux cas présentés sur la figure 8.4, nous pouvons confirmer la conclu-
sion précédente quant a 'amélioration qu’apporte la condition de Robin 2-sided par
rapport a la condition de Robin 1-sided (notons que la figure 8.4(b) ne peut pas
étre rapprochée de la figure 8.3(a) ou 8.2(b) puisque le pas d’espace y est différent).

Par ailleurs, 1'étoile rouge (parametre optimisé) étant trés proche de la valeur
numérique optimale, cela signifie que I'optimisation des parametres a partir du taux
de convergence continu est une bonne approche.

Sur la figure (8.4(a)), nous voyons que 'optimum numérique ne se situe pas sur
la droite A% = M. Cela montre que les parametres obtenus avec une condition de
Robin 1-sided ne pourront pas approcher correctement I’optimum numérique, étant
cherchés le long de cette droite. La condition pour approcher 'optimum numérique
est donc de chercher les parametres AY et A® de maniere indépendante dans ’en-
semble du plan. C’est justement ce que réalise la condition de Robin 2-sided. Ainsi,
cette figure montre visuellement comment la condition de Robin 2-sided amélio-
rera la vitesse de convergence de 'algorithme. Sur la figure (8.4(b)), les mémes
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remarques peuvent étre faites. Nous avons tracé la droite d’équation A = 10\ qui
correspond a ’ensemble des valeurs que peuvent prendre les parametres optimisés
pour une condition de Robin 1-sided avec scaling.

Nous voyons sur les deux sous-figures que les valeurs des parameétres optimi-
sés pour la condition de Robin 2-sided avec scaling sont proches de I'optimum
numeérique, c’est-a-dire de la valeur qui donne la convergence la plus rapide de 'al-
gorithme multidomaine discret DDFV. Le parametre optimisé avec la condition de
Robin 1-sided avec scaling est a comparer avec ce que serait 'optimum pour une
telle condition. Sur la figure de gauche, la valeur obtenue par 'optimisation du taux
de convergence continu (rond vert) semble optimale. Sur la figure de droite, 1'opti-
mum serait situé vers \* = 0.15, plutot quen A\ = 0.1.

Pour résumer, nous avons vu que la prise en compte du taux de convergence
discret pour le probleme de diffusion pure sur des maillages rectangulaires n’amé-
liorait pas beaucoup la vitesse de convergence par rapport au cas continu. Sur des
maillages triangulaires, nous avons observé que les parametres de la condition de
Robin 2-sided (avec scaling) optimisant le taux de convergence continu sont tres
proches de I'optimum numérique. Cela confirme ainsi que 'optimisation du taux de
convergence continu est une bonne approche, surtout lorsqu’est utilisé une condition
de Robin 2-sided (avec scaling).

Dans la suite, nous nous intéressons a un probleme de convection-diffusion a
coeflicients constants pour différentes valeurs de vitesse de convection. Nous com-
parons la convergence de I'algorithme pour différents parametres de Robin.

8.3 Probleme instationnaire de convection-diffusion a
coefficients constants

Pour un tel probleme, nous n’avons pas déterminé le taux de convergence discret
a cause de la complexité des calculs. Comme nous 'avons déja dit, utiliser le taux
de convergence continu au lieu du taux de convergence discret est d’autant plus
cohérent que le schéma numérique utilisé approche mieux ’équation continue.

Or nous avons expliqué dans le paragraphe 7.3 que la diffusion numérique en-
gendrée par le décentrage du terme de convection n’était pas prise en compte par
l'optimisation du taux de convergence continu. Nous avons vu qu’un moyen de
I'intégrer au probleme d’optimisation est de remplacer, dans ’'EDP continue, le co-
efficient de diffusion v par les coefficients de diffusions modifiées v}, ou v}, définis par
(7.70) et (7.73), rendant 1’équation continue ainsi modifiée plus proche du schéma
numérique lorsque le phénomeéne de convection domine celui de la diffusion.

Nous définissons différentes valeurs de convection, en passant d’un cas dominé
par la diffusion a un cas largement dominé par la convection. Pour chacun de ces
cas, nous cherchons a vérifier I'intérét d’utiliser les parametres (7.80) (resp. (7.81))
optimisant le taux de convergence continu (7.78) (resp. (7.79)), exprimé avec la
nouvelle diffusion modifiée pour chacun des maillages primal et dual. Pour cela, nous
comparons la vitesse de convergence de 'algorithme tenant compte des parametres
optimisés utilisant ce taux de convergence modifiée ou des parametres basés sur le
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taux de convergence continu.

8.3.1 Différentes valeurs de convection
On considere ici I"équation (3.54) avec w = 1 et f = 0, rappelée ci-dessous

%—V (KVe—be) =0,

de solution initiale nulle. Le domaine Q = [0,1]? est le méme que précédemment,
avec une décomposition en deux sous-domaines 7, = [0, 0.5]x[0, 1] et Qr = [0.5, 1] X
[0,1]. Les conditions limites sont de type Dirichlet homogene sur les bord z = 0 et
y = 0 et de type Neumann homogene sur les bords x = 1 et y = 1. L’intervalle
en temps est (0,7) = (0,1). Le maillage est rectangulaire de maniére a pouvoir
utiliser les calculs du chapitre 7. Les discrétisations en espace et en temps sont de
pas constants, respectivement h = 1/160 et At = 1/50 . La matrice de diffusion
K = vid est définie par le coefficient de diffusion constant ¥ = 0.01. Comme dans
le cas-test précédent, nous considérons ’erreur entre la solution multidomaine et la
solution monodomaine nulle, en prenant pour itéré initial un random sur I'interface.

Vérification de la valeur du parametre optimisé - Robin 1-sided

Nous considérons différentes valeurs constantes de vitesse de convection b, suc-
cessivement (0.1,0.1), (1,1), (4,4) et (10,10). Nous nous placons d’abord dans le
cas de la condition Robin 1-sided. Pour plusieurs valeurs de p > 0, nous tragons
(Figure 8.5) Perreur obtenue apres 20 itérations de I'algorithme de Schwarz associée
a chaque valeur de p via les parametres A\* et AT définis par (7.12) ou p* = pf* = p.

Quelque soit la valeur de b, nous calculons I'unique parametre optimisé p* relatif
a la condition de Robin 1-sided obtenu par la résolution du probleme d’optimisation
(7.15).

Par ailleurs, suivant la définition (7.73) de la diffusion modifiée vp’ sur les mailles
duales appliquée a notre cas (v = 0.01 et h = 1/160), nous avons

v '—1/<1+M)—1/< +b—)
b= w,) 3.2

— Pour b, = 0.1, vp’ =~ v, impliquant que la prise en compte de vp’ (et donc
vp' car vp' < vp’) est inutile. Ils ne sont donc pas calculés dans ce cas.

— Pour b, = 1, vp’ = 1.3125v : la diffusion numérique représente déja un tiers
de la diffusion physique. C’est un cas ou le role de la convection n’est pas
négligeable.

— Pour b, = 4 et b, = 10, vp’ vaut respectivement 2.25v et 4.125v, et il est clair
que la prise en compte de la diffusion modifiée peut s’avérer nécessaire.

Ainsi, pour le cas ou b = (1, 1) et les deux cas a convection dominante b = (4, 4)
et b = (10,10), nous calculons aussi les erreurs obtenues apres 20 itérations de
Schwarz avec A\; = A\, = )\l’j, puis \j = A\, = )\* et enfin \; = A%, et \p = X7, ,

Vp
ou les parametres primaux )\ et duaux Ak interviennent dans les conditions ge
transmission (8.1) et (8.2) et les parametres optimisés )\23 et )\;,D sont liés par (7.76)
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FIGURE 8.5 — Erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine nulle apres 20 itérations
de l'algorithme de Schwarz avec une condition de Robin 1-sided avec scaling, pour une gamme de parametres
d’optimisation p et pour différentes valeurs de vitesse de convection b. Maillage rectangulaire avec avec
Az = 1/160 et At = 1/50. Le rond rouge correspond & la valeur de p* (relatif au taux de convergence
continu avec le coefficient de diffusion v), le carré noir et le losange vert correspondent aux valeurs du
parametre optimisé p;% et p;,D (relatifs au taux de convergence continu avec le coefficient de diffusion

e ,
modifiée v}, et v]).

et (7.77) aux parametres pz;) et pzb qui sont solutions des problemes d’optimisation
(7.78) et (7.79).

Cherchant a comparer 'optimum numérique et la valeur du parametre optimisé
p* (resp. pl’i}g ou pzb) reliés aux parametres \* (resp. )‘:i;j ou )\zb), nous représentons
pour toutes les valeurs de b le parametre optimisé p* par un cercle rouge et dans les
trois seuls cas convectifs mentionnés plus haut (cf figures 8.5(b), 8.5(c) et 8.5(d))
les parametres optimisés pl’i;) (rond noir) et pl’i;) (rond vert).

En calculant I'erreur avec les parametres \j = A\, = A, et A\; = A\ = )\zb,
on voit I'influence de chacun des parametres optimisés )\Z;) et )\IZ pris séparément,
mais seul le cas ou \; = )‘:i;j et \p = )\l’jb a vraiment du sens par rapport au schéma
DDFV utilisé (voir les détails dans le paragraphe 7.3).

Nous observons sur la figure 8.5 que le parametre optimisé p* s’écarte de 1'op-
timum numérique lorsque la convection est forte (voir figures 8.5(c) et 8.5(d)). En
revanche le cas ou b = (1,1), qui semble un cas limite en raison de la valeur de
vp' = 1.3125v seulement d’un tiers supérieure a celle de v, semble montrer que la
prise en compte de la diffusion modifiée n’est avantageuse que si la convection est
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FIGURE 8.6 — Cas b = (4,4). Maillage rectangulaire avec Az = 1/160 et At = 1/50. (a) Vitesse de
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de niveaux de I’erreur aprés 20 itérations pour plusieurs couples (AL, A?). Le paramétre optimisé A* (resp.
Ar, et A7, ) est représenté par un rond rouge (resp. carré noir et losange vert).
P D

fortement dominante (disons vp’ &~ 2v). Les résultats numériques confirment donc
que les parametres optimisant le taux de convergence continu sont d’autant moins
adaptés au probleme discret que la valeur de b augmente et engendre de la diffusion
numérique. Cela justifie I'utilisation des nouveaux parametres optimisés pl*/} et p;j,D
introduits dans le paragraphe 7.3.2. Dans les cas étudiés, c’est clairement pl’i}g qui
est le meilleur, dans le sens ou il est le plus proche de 'optimum numérique en
comparaison des autres parametres considérés.

Vérification de la valeur du parametre optimisé - Robin 2-sided

Pour mieux voir comment la prise en compte de la diffusion modifiée améliore le
cas convectif b = (4, 4), nous tragons la courbe de 'erreur en fonction des itérations.
Nous considérons les conditions de Robin 1-sided avec scaling et de Robin 2-sided
avec scaling, d'une part avec \; = )\I’j;) et A\, = )\le définis par (7.76), (7.77), (7.80)
et (7.81), d’autre part avec A\; = A\, = A* défini par (7.16) et (7.17) — voir la figure
8.6(a). Nous constatons que sur les premieres itérations, la vitesse de convergence
est meilleure avec le parametre optimisé A*. Si ce n’est qu’au bout d’une dizaine
d’itérations (pour une erreur d’environ 7 - 1077) dans le cas de la condition de
Robin 1-sided que la convergence devient meilleure avec les parametres optimisés
)\’t} et )\z/D, c’est au bout de 5 itérations (pour une erreur de 10~4) dans le cas de la
condition de Robin 2-sided. En revanche, pour une erreur de 1070, "amélioration
est déja bien sensible dans le cas de la condition Robin 2-sided.

Pour cette méme valeur de b = (4,4), nous donnons dans la figure 8.6(b) les
lignes de niveaux de l'erreur associée a différents couples de parametres (AF, A\,
Nous représentons le couple des parametres optimisés \* = ()\L*, )\R*) (rond rouge)
vérifiant le probleme d’optimisation continu avec v, ainsi que les parameétres optimi-
sés Ayr, = ()\5;, )\f;) (carré noir) et A, = ()\5;, )\fg) (losange vert) pris séparément
A =X = )‘Z;D d’une part et \; = A\, = )\Zb d’autre part), afin de pouvoir les re-

présenter sur la figure 8.6(b) et les comparer chacun a 'optimum numérique. Apres
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FIGURE 8.7 — Champ de vitesse de convection : vitesse tournante.

20 itérations de I'algorithme de Schwarz, les parametres optimisés utilisant la valeur
de v/ sont trés proches de 'optimum numérique, & la différence du parametre opti-
misé A*. Cela rejoint la conclusion donnée pour la condition Robin 1-sided (figure
8.5) quant & ’amélioration apportée par la prise en compte de la diffusion modifiée.
Pour un nombre suffisant d’itérations et une vitesse de convection tres dominante,
nous pouvons conclure que 1'utilisation des parametres optimisés tenant compte de
la diffusion modifiée apporte un réel gain sur la vitesse de convergence.

Dans le paragraphe suivant, nous allons considérer un cas a vitesse de convec-
tion variable sur un maillage triangulaire, ou la prise en compte de la diffusion
modifiée aurait put étre un atout supplémentaire. Cependant, étendre les calculs
du paragraphe 7.3.2 au cas d’un maillage triangulaire n’est pas immédiat. En effet,
la diffusion modifiée dépendant de b-n, elle varie donc aréte par aréte. La question
est donc de savoir quelle valeur de b - n il est judicieux de considérer. Nous pensons

par exemple a une moyenne sur toutes les arétes ou aux valeurs sur les arétes de
I'interface.

8.4 Probléme instationnaire de convection-diffusion avec
une vitesse tournante

Sur le probleme de convection-diffusion (3.54) a vitesse b variable, nous montre-
rons la solution monodomaine calculée a partir du schéma présenté dans le chapitre
(4) et la convergence de la solution multidomaine vers la solution monodomaine,
validant ainsi le schéma monodomaine et le schéma multidomaine. Du fait de la
vitesse variable, nous déterminerons les parametres optimisés de Robin variables
par aréte primale et par aréte duale. Comme nous considérons le cas d'un maillage
triangulaire ol nous n’avons pas défini le probleme d’optimisation adapté a une
nouvelle diffusion modifiée, nous nous restreignons a utiliser aréte par aréte le taux
de convergence continu standard (avec v) bien que le probleme soit dominé par la
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convection. Nous représenterons les valeurs des parametres optimisés et le taux de
convergence associé le long de 'interface.

Le domaine €2 est le carré unité, décomposé en deux sous-domaines 27, et Qg
séparés par linterface {x = 0.55}. Les conditions limites sont de type Dirichlet
homogene partout sur d€). Le maillage recouvrant le domaine €2 est triangulaire et
les pas d’espace sur linterface et les bord physiques valent h = 1/100. Le temps
final est T' = 1, et l'intervalle en temps est décomposé en 50 pas de temps égaux
At = 1/50. Les coefficients de diffusion et de porosité sont discontinus : v* = 0.005,
wl =0.2 et v =0.01, w = 1. Quant & la convection, elle est donnée par

by = —sin(mw(y — 0.5)) * cos(m(z — 0.5))
by = cos(m(y — 0.5)) * sin(w(z — 0.5)).

Elle est visualisée sur la figure 8.7. La solution initiale vaut
co(z,y) = 0.5expfloo[(170.6)2+(2y71.5)2] (8.4)

et le terme source f = 0.

Nous montrons sur la figure 8.8 la solution monodomaine obtenue aux temps
intermédiaires t = 6At et t = 15A¢. Nous observons que la solution numérique est
physiquement satisfaisante : le phénomene de convection est clairement apparent, et
la discontinuité de la diffusion z = 0.55 est visible sur la figure 8.8(b), dans la moitié
inférieure. Notons que le phénomene de diffusion physique est largement exagéré par
la diffusion numérique liée a la convection. En effet, la diffusion numérique vaut a
gauche vl = <1—|— ﬂ) vl ~ 20F et A droite vB' = <1 + ﬂ) vit ~ 1508,

2vL 20k
Aussi, nous voyons que la diffusion numérique réduit la discontinuité de la diffusion :
vt =20 tandis que v =150

La convergence de la solution multidomaine (avec pour itéré initial un random
sur l'interface et avec la solution initiale ¢y définie en (8.4)) vers la solution mo-
nodomaine est représentée sur la figure 8.9, jusqu’a la précision proche de l'erreur
machine, pour une condition de Robin 1-sided avec scaling (en pointillé noir) et une
condition de Robin 2-sided avec scaling (tracé continu en rouge).

Dans ces conditions d’interface, il convient de prendre en compte la variabilité
de la vitesse de convection sur Iinterface en considérant des parametres de Robin
différents sur chaque aréte. Les conditions d’interface (8.1) et (8.2) étant discrétisées
sur chaque aréte primale A; et chaque frontiere duale 0P, NI"ryp associée au sommet
k € I'rep, il nous faut déterminer deux parametres optimisés par aréte primale de
bord A;, notés AJL* (du coté de Q) et )\f* (du coté de Q) et deux parametres
optimisés sur les frontieres duales 0P, N I Rob a@ssociées au sommet k € I Rob, NOtés
AT (du coté de Q) et A (du coté de Qg). Les parametres optimisés )\]L*, )\f*,
AT et AP sont définis d’apres (7.16) avec bl = bl - nk et bE = bR . L selon (7.2).
Nous avons donc

R ,L L L
L* \R*\ _ O -n");y e (0" n7) R*
(AJ ' Aj )—(#ﬂ% 7‘%+Pj
n

* * bR' L * bL-nL *
(o) = (5 ot O )
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FIGURE 8.8 — Solution monodomaine obtenue & ¢ = 6At (a) et t = 15At (b).

ou les parametres ij*, pf*, pﬁ* et ka* sont donnés pour les conditions de Robin
1-sided et 2-sided avec scaling par (7.16) et (7.17) et ou les définitions de (b-n);, ;
et (b-n); ont été donnés dans le paragraphe 5.2.
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FIGURE 8.9 — Vitesse de convection

10 : ; ;
SN -~ Robin 1-sided avec scaling
R —— Robin 2-sided avec scaling
10° ¢ * 1
5 N
e AN
LI .
10"% N |
10’15 L L L L —— :,\_F,*_**,
1 5 10 15 20 25 30 35

Itérations

variable sur linterface. Maillage triangulaire avec Az = 1/100 et

At = 1/50. Convergence de la solution multidomaine vers la solution monodomaine. Comparaison de la
vitesse de convergence de ’algorithme de Schwarz entre la condition de Robin 1-sided et la condition de

Robin 2-sided.

99.5

= ey A

0.4 R
o P
0.35
0.3
0.25
0.2

0.15

0.1 K

0.05- 1

99.5

FIGURE 8.10 — Condition de Robin 1-sided : (a) Evolution des paramétres optimisés de Robin le long
de l'interface {x = 0.55}. (b) Taux de convergence associé aux parameétres optimisés.
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FIGURE 8.11 — Condition de Robin 2-sided : (a) Evolution des paramétres optimisés de Robin le long
de l'interface {x = 0.55}. (b) Taux de convergence associé aux parameétres optimisés.
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Sur la figure 8.10(a) (condition de Robin 1l-sided avec un scaling) et 8.11(a)
(condition de Robin 2-sided avec un scaling), nous tragons ces parametres de Ro-
bin optimisés le long de l'interface. Les arétes primales (resp. les frontieres duales
associées a un sommet) sur l'interface sont considérés dans l'ordre croissant de-
puis [0;0.01] (resp. [0.005;0.015]) jusque [0.99;1] (resp. [0.985;0.995]). On asso-
cie aux 100 arétes A; rangées dans l'ordre croissant la numérotation croissante
j€{0.5,1.5,---,99.5}. Nous faisons de méme pour les 99 sommets duaux de fRob
en leur associant la numérotation croissante k € {1,2,---,99}. Nous constatons
sans surprise que les courbes des parametres primaux et duaux sont confondues :
cela est du au fait que les arétes primales et duales de 'interface se chevauchent et
se suivent. Sur les figures 8.10(b) et 8.11(b), nous donnons le taux de convergence
associé a ces parametres optimisés de Robin : le maximum du module du taux de
convergence est divisé par deux dans le cas de la condition de Robin 2-sided avec
scaling, par rapport a la condition de Robin 1-sided avec scaling. Cela s’accorde
avec la courbe 8.9 donnant la vitesse de convergence de I’algorithme de Schwarz, et
montrant le gain que donne la condition de Robin 2-sided avec scaling par rapport
a la condition de Robin 1-sided avec scaling.

En visualisant la solution du probleme monodomaine, nous avons vu que le
pheénomene de vitesse variable semblait bien pris en compte par le schéma mono-
domaine. Par ailleurs, la vitesse de convergence de la solution multidomaine vers la
solution monodomaine a convergence de 'algorithme de Schwarz a permis de valider
d’une part que la solution multidomaine coincidait (& la précision machine pres)
avec la solution monodomaine confirmant les résultats théoriques du paragraphe
5.4, d’autre part de conclure sur la nette amélioration apportée par la condition
de transmission de Robin 2-sided avec scaling, par rapport a celle de Robin 1-sided
avec scaling. Dans la suite, nous proposons de réaliser un cas-test numérique réaliste
avec une géométrie plus complexe oll un sous-domaine est emboité dans ’autre, et
un maillage non conforme a I'interface entre les deux sous-domaines.

8.5 Probléeme instationnaire de convection-diffusion -
cas Pamina

Comme cela a été présenté dans l'introduction générale, ce cas-test est ins-
piré de simulations réalisées pour le stockage des déchets radioactifs [47], ou les
radionucléides sont stockés dans un colis situé dans l'argile. Les galleries creusées
(zones endommagées) sont remblayées avec de l'argilite, de propriétés assez diffé-
rentes de l'argile [5]. Le transport des radionucléides est modélisé par 1’équation de
convection-diffusion (3.54) instationnaire (de terme source nul) rappelée ci-dessous :

woec—V - (KVe—bc) =0 dans Q x (0,7). (8.6)

Le domaine d’étude global est © = [0,10] x [0, 100] (en metres) décomposé en deux
sous-domaines : p = [4,6] x [49, 51] représentant le colis de dimension [4.5,5.5] x
[49.5,51.5] (en rouge sur la figure 8.12(a)) et la couche de remblai (couleur cyan),
et Q7 = Q\Qp représentant 'argile (en jaune sur la figure 8.12(b)). Les conditions
limites sont de type Dirichlet homogene sur les bords ou y = 0 et y = 100 et
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FIGURE 8.12 — Géométrie des deux sous-domaines : (a) Q, représente Pargile en jaune, (b) Qg représente
le remblai de la zone endommagée (cyan) et le colis (rouge).
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FIGURE 8.13 — Champ de vitesse de convection autour du colis et du remblai.

de type Neumann homogene sur les deux autres bords. Le phénomene est observé
sur une période de temps 7" = 10''s (environ 3170 années). Au temps initial, la
concentration en radionucléides vaut ¢y = 1 dans le colis et ¢y = 0 ailleurs (argile
et remblai).

La vitesse de convection supposée indépendante du temps est obtenue par la
résolution de I'équation de Darcy régissant 1’écoulement stationnaire d’'un fluide
incompressible a travers un milieu poreux de perméabilité k donnée par

b= —kVh

Y .b=0 (8.7)

avec des conditions limites de type Neumann homogene en z = 0 et z = 10 et de
type Dirichlet définissant h en 2 =0 (h = 0) et x = 10 (h = 100). Les tenseurs de

KRa

diffusion K = vId et de perméabilité K = , ainsi que la porosité w sont

donnés par [47] et rappelés dans le tableau 8.1.
Le maillage considéré est triangulaire non conforme a l'interface (figure 8.14), la
non-conformité venant d’un pas de maillage différent de chaque coté de 'interface :
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Colis | Remblai | Argile
Porosité w 0.1 0.2 0.06
Diffusion v (m?/s) 1071 {1 2.1071 | 6-10713
Perméabilité x, (m/s) | 5-107% [ 5107 | 5.10712
Perméabilité x, (m/s) | 5-107% | 51071 | 5.10713

Tableau 8.1 — Parametres physiques dans les trois zones du stockage géologique autour du colis.

FIGURE 8.14 — Maillage Pamina autour de l'interface entre I'argile (mailles grossieres) et ensemble
colis-zone endommagée (mailles fines). Zoom sur la non conformité entre les mailles de la zone intermédiaire
(remblai) et de I'argile.

h* = 0.1 sur linterface de Q¥ (argile) tandis que h® = 0.05 sur l'interface de QF.
La discrétisation en temps est de pas constant At = T'/100.

Le probléme de Darcy (8.7) anisotrope et discontinu est résolu par le schéma
DDFV [84] sur le domaine global Q. La vitesse de convection obtenue est donnée par
la figure 8.13. En référence a la discussion faite dans le chapitre 4, apres I'expression
(4.28) définissant le flux dual a travers les demi-arétes de bord, notons que la valeur
de (b-m); sur les demi-arétes de bord des mailles duales de bord Neumann est
donnée par la résolution du probleme de Darcy car les conditions limites sont de
méme type dans les deux problemes.

Sur la figure 8.15, nous représentons la solution monodomaine obtenue apres
1 et 20 pas de temps. Nous avons indiqué en pointillé les limites du colis et de
la zone endommagée (remblai). Autant le phénomene de diffusion est clairement
visible dans le colis apres 2 pas de temps (¢ = 1At = 0.01), puis dans l'argile a
t = 20At = 0.2, autant la convection ’est moins, sinon légerement sur la figure
8.15(b). Cela s’explique par le fait que la physique du probleme modélisé est do-
minée par la diffusion dans l'argile, et plus fortement encore dans le remblai et le
colis. Le phénomene de diffusion se produit selon deux échelles de temps différentes.
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FIGURE 8.15 — Solution monodomaine obtenue & ¢t = 2At (a) et t = 20A¢ (b) autour du colis et du
remblai.

Dans le colis et le remblai, la diffusion est rapide (figure 8.15(a) au bout de 1 pas
de temps) et semble tendre vers un état qui ne bouge plus beaucoup pouvant étre
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FIGURE 8.16 — Solution monodomaine, sur le colis et le remblai, obtenue & t = 20At.

observé au temps t = 20At sur la figure 8.15(b), ou plus en détails sur la figure
(8.16) représentant seulement le colis et le remblais. Sur cette méme figure (8.16),
I'influence de la convection peut étre observée surtout au niveau des coins en bas
a gauche et a droite. En revanche, une fois les radionucléides dans 'argile, la diffu-
sion est tres lente et I’échelle de temps ou les phénomenes se produisent est donc
beaucoup plus grande.
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FIGURE 8.17 — Comparaison de la vitesse de convergence pour la condition d’interface de Robin 1-sided
(noir) et celle de Robin 2-sided (rouge).

Dans l'algorithme de Schwarz, nous considérons les conditions de Robin 1-sided
avec scaling ou de Robin 2-sided avec scaling. Comme dans le paragraphe précédent
pour le cas-test a vitesse tournante, les parametres de Robin sont déterminés par
aréte primale (resp. par frontiere duale associée a un sommet de linterface). La
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définition de ces parametres )\]L* et )\f* (resp. )\ﬁ* et )‘kR*) est donnée par (8.5),
avec p]L*, pf*, pﬁ* et pf* données par (7.16) et (7.17) pour les deux conditions de
transmission considérées.

La vitesse de convergence de 'algorithme de Schwarz jusqu’a la précision proche
de lerreur machine est donnée par la figure 8.17. L’erreur entre la solution multido-
maine et la solution monodomaine associée a la condition de Robin 2-sided (courbe
en trait plein rouge) est représentée aux cotés de l'erreur associée a la condition de
Robin 1-sided avec scaling (courbe en pointillé noir). La conclusion est assez claire
au regard de la figure : la condition de Robin 2-sided améliore grandement la vitesse
de convergence (16 itérations nécessaires au lieu de 25 pour arriver a convergence).

Sur ce cas-test présentant plusieurs difficultés (coefficients discontinus, vitesse
variable, géométrie non standard, maillage non conforme), la solution monodomaine
semble réaliste. D’autre part, la convergence de la solution multidomaine vers la
solution monodomaine a été mise en évidence, et de méme que dans le cas-test
précédent présenté dans le paragraphe 8.4, la convergence est bien plus rapide avec
une condition de Robin 2-sided (avec scaling) qu’avec une condition de Robin 1-
sided (avec scaling).



Conclusion

Ce travail de recherche, qui était motivé par la résolution du probleme de
convection-diffusion en régime instationnaire en milieu poreux pour I'application au
stockage des déchets radioactifs, a été développé autour de deux axes : d’une part
Iextension du schéma volumes finis DDFV a I’équation de convection-diffusion ins-
tationnaire et d’autre part I’extension, ’analyse et la mise en oeuvre de la méthode
de décomposition de domaine espace-temps a ce nouveau schéma.

Dans la premiere partie de cette étude, nous avons réécrit en une dimension
d’espace les schémas centré, décentré amont classique et décentré hybride pour les-
quels nous avons montré une propriété de M-matrice. Nous avons vu que le schéma
hybride, tout comme le schéma centré, peut étre adapté de maniere simple a une
formulation multidomaine parce qu’il est naturellement local au sous-domaine. Au
contraire, le schéma décentré amont standard a besoin d’étre modifié sur les mailles
de l'interface (d’out I'introduction des schémas décentré 0 et décentré 1), afin de
pouvoir montrer ’équivalence, a ’aide des conditions de transmission discrétisées,
entre le schéma monodomaine et le schéma multidomaine. Ayant choisi de résoudre
le probleme multidomaine par la méthode itérative de Schwarz, nous avons comparé
ces schémas au travers de la vitesse a laquelle la solution multidomaine converge vers
la solution monodomaine pour une condition de transmission de type Robin. Les
résultats montrent que la convergence pour le schéma décentré hybride est toujours
au moins aussi rapide que pour le schéma centré et le schéma décentré 0, le schéma
décentré 1 donnant des résultats nettement moins bons. Du fait de son adaptation
plus naturelle & la décomposition de domaine, le schéma décentré hybride a été
retenu pour la discrétisation en deux dimensions.

Dans la deuxieme partie de ce travail, nous avons proposé un nouveau schéma
DDFV pour I'équation de convection-diffusion, a partir du schéma DDFV défini
pour le probleme de diffusion et en utilisant I'idée du schéma décentré hybride pour
la discrétisation du flux convectif sur les mailles primales. Nous avons montré, par
estimations d’énergie, le caractere bien posé du schéma DDFV monodomaine et
nous avons établi numériquement sa convergence. Si d’autres cas-tests numériques
seraient a envisager pour confirmer les résultats de I'ordre de convergence, il reste
également a développer une analyse théorique de convergence du schéma proposé.

Ce schéma monodomaine a été défini ensuite dans un cadre multidomaine en
proposant une discrétisation des conditions d’interface de type Robin, de telle sorte
que les schémas multidomaine et monodomaine ont été montrés équivalents. Le
caractére bien posé de ce schéma multidomaine a aussi été démontré. Enfin, la
convergence de I'algorithme discret de Schwarz pour ce schéma DDFV a été prouvé,
par estimations d’énergie, pour une grille conforme en temps, quelque soit I'ordre



180 Conclusion

du schéma en temps Galerkin Discontinu. Un travail a venir est la généralisation de
cette preuve dans le cas de pas de temps différents, avec 'utilisation des projections
globales en temps [55, 56]. Cela nécessite de définir le schéma monodomaine dont
la solution est la limite de la solution multidomaine calculée par ’algorithme de
Schwarz avec les projections a 'interface.

Pour déterminer les parametres de Robin optimisés, nous avons envisagé diffé-
rentes approches. Nous sommes d’abord partis de ’approche bien connue utilisant le
taux de convergence de l'algorithme continu. Dans le cas des schémas 1D décentré 0
et décentré 1 et du schéma 2D pour le probleme de diffusion pure pour des maillages
cartésiens, nous avons également pu calculer explicitement le taux de convergence
de I'algorithme discret. Et comme troisieme approche, nous avons optimisé les pa-
rametres de Robin a partir du taux de convergence de I'algorithme continu dans
lequel nous avons considéré un coefficient de diffusion modifié pour prendre en
compte la diffusion numérique venant du décentrage du terme de convection. Nous
avons développé cette troisieme approche en 1D, et en 2D pour des maillages rec-
tangulaires. Nous avons observé qu’elle pouvait se montrer indispensable dans le
cas d’un probleme tres fortement dominé par la convection. L’utilisation de cette
troisieme approche étant facile a mettre en oeuvre, il serait intéressant d’essayer de
la généraliser a des maillages quelconques.

En 2D, une série de cas-tests de difficulté croissante a permis d’étudier la vitesse
de convergence de l'algorithme de Schwarz en fonction des conditions de transmis-
sion (cas de diffusion pure a coefficients discontinus, cas de diffusion et convection
constantes, cas de diffusion discontinue avec une vitesse variable et enfin le cas-test
plus réaliste issu du projet européen PAMINA avec une géométrie moins standard,
un maillage non conforme, des discontinuités dans la porosité et la diffusion ainsi
qu’une vitesse variable). Dans le cas-test a vitesse de convection tournante et dans
le cas représentatif des études de streté issu du projet PAMINA, les parametres
de Robin sont optimisés sur chacune des arétes primales et duales de 'interface.
Nous avons vérifié la convergence de la solution multidomaine vers la solution mo-
nodomaine dans ces deux cas, en observant une nette amélioration de la vitesse
de convergence avec la condition de Robin 2-sided avec scaling par rapport a la
condition de Robin 1-sided avec scaling. Si les résultats obtenus sur le cas réaliste
PAMINA sont satisfaisants, il est néanmoins difficile de quantifier le gain en terme
de temps de calcul apporté par la méthode de décomposition de domaine. Il faudrait
pour cela considérer des pas de temps différents dans les deux sous-domaines afin
de pouvoir utiliser un pas de temps beaucoup plus grand dans la zone d’argile. La
mise en oeuvre effective de I'utilisation d’une grille non conforme en temps devrait
étre atteignable a court terme.

Outre les différentes idées déja évoquées, une suite logique de ce travail serait de
prendre en compte l'utilisation des conditions de transmission de Ventcell d’ordre 2 a
la maniere de [52] pour accélérer la convergence de I’algorithme de Schwarz. Comme
perspectives plus lointaines, il vient a l'esprit la généralisation a trois dimensions
d’espace, a partir de [6, 20, 22]. Enfin, il semblerait intéressant d’adapter cette étude
a d’autres schémas volumes finis.
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Résumé : Dans le contexte du stockage des déchets radioactifs en milieu poreux,
nous considérons ’équation de convection-diffusion instationnaire et sa discrétisa-
tion par des méthodes numériques. La discontinuité des parametres physiques et
la variabilité des échelles d’espace et de temps conduisent a utiliser des discrétisa-
tions différentes en temps et en espace dans différentes régions du domaine. Nous
choisissons dans cette these le schéma volumes finis en dualité discrete (DDFV) et
le schéma de Galerkin Discontinu en temps couplés a une méthode de décompo-
sition de domaine de Schwarz de type relaxation d’ondes optimisées (OSWR), ce
qui permet de traiter des maillages espace-temps non conformes. La principale dif-
ficulté réside dans I'obtention d’une discrétisation amont du flux convectif qui reste
locale a un sous-domaine et telle que le schéma monodomaine soit équivalent au
schéma multidomaine. Ces difficultés sont appréhendées d’abord en une dimension
d’espace ou différentes discrétisations sont étudiées. Le schéma retenu introduit une
inconnue hybride sur les interfaces entre cellules. I’idée du décentrage amont par
rapport a cette inconnue hybride est reprise en dimension deux d’espace, et adaptée
au schéma DDFV. Le caractere bien posé de ce schéma et d’un schéma multido-
maine équivalent est montré. Ce dernier est résolu par un algorithme OSWR dont
la convergence est prouvée. Les parametres optimisés des conditions de Robin sont
obtenus par ’étude du taux de convergence continu ou discret. Différents cas-tests,
dont I'un est inspiré du stockage des déchets nucléaires, illustrent ces résultats.

Mots-Clés : Décomposition de domaine espace-temps, méthodes de Schwarz de type re-
laxation d’ondes, conditions de Robin, équation de convection-diffusion, schéma DDFV,
schéma Galerkin Discontinu, optimisation des parametres de Robin.

Abstract : In the context of nuclear waste repositories, we consider the nu-
merical discretization of the non stationary convection diffusion equation. Discon-
tinuous physical parameters and heterogeneous space and time scales lead us to
use different space and time discretizations in different parts of the domain. In this
work, we choose the discrete duality finite volume (DDFV) scheme and the dis-
continuous Galerkin scheme in time, coupled by an optimized Scwharz waveform
relaxation (OSWR) domain decomposition method, because this allows the use of
non-conforming space-time meshes. The main difficulty lies in finding an upwind dis-
cretization of the convective flux which remains local to a sub-domain and such that
the multidomain scheme is equivalent to the monodomain one. These difficulties are
first dealt with in the one-dimensional context, where different discretizations are
studied. The chosen scheme introduces a hybrid unknown on the cell interfaces. The
idea of upwinding with respect to this hybrid unknown is extended to the DDFV
scheme in the two-dimensional setting. The well-posedness of the scheme and of an
equivalent multidomain scheme is shown. The latter is solved by an OSWR algo-
rithm, the convergence of which is proved. The optimized parameters in the Robin
transmission conditions are obtained by studying the continuous or discrete conver-
gence rates. Several test-cases, one of which inspired by nuclear waste repositories,
illustrate these results.

Keywords : Space-Time Domain Decomposition, Schwarz Waveform Relaxation Methods,
Robin conditions, convection-diffusion equation, DDFV scheme, Discontinuous Galerkin
Method, Robin parameter optimization.



