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M. Pascal Omnes Ingénieur de recherche CEA, PAST Paris 13 Directeur de thèse





Remerciements

Je voudrais d’abord remercier le CEA pour son accueil au sein du laboratoire
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1.2.5 Schéma décentré classique à deux points . . . . . . . . . . . . 29
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Introduction

Le stockage des déchets radioactifs

Que faire des déchets radioactifs ? Voilà une question à laquelle l’ANDRA (Agence

Nationale pour la gestion des déchets radioactifs) travaille depuis sa création en 1979

en cherchant des solutions sûres et efficaces pour l’ensemble des déchets radioactifs.

Ceux-ci peuvent être classés en plusieurs groupes selon leur activité (plus ou

moins radioactifs) et leur durée de vie. On distingue cinq catégories de déchets :

les déchets de très faible activité (TFA), de faible et moyenne activité à vie courte

(FMA-VC), de faible activité à vie longue (FA-VL), de moyenne activité à vie

longue (MA-VL, dits aussi déchets B) et ceux de haute activité (HA, dits aussi

déchets C) [1]. Les déchets radioactifs sont considérés à vie courte si tous les radio-

nucléides qui les composent ont une période radioactive inférieure ou égale à 31 ans.

Sinon, ils sont dits à vie longue. L’origine des déchets radioactifs provient pour une

grande part du secteur électronucléaire (59%) (production d’électricité par les cen-

trales nucléaires, traitement des combustibles usés,...) mais aussi des secteurs de la

défense (26%), de la recherche (11%), de l’industrie non électronucléaire (3%) et du

secteur médical (1%). Les déchets HA sont essentiellement issus des combustibles

usés alors que les déchets MA-VL proviennent plutôt des structures métalliques

qui entourent le combustible ou des résidus liés au fonctionnement des installa-

tions nucléaires. Si les déchets HA et MA-VL ne représentent que 3% du volume

de l’ensemble de tous les déchets radioactifs recensés en France, ils représentent en

revanche 99% de leur radioactivité. On y trouve par exemple de l’uranium 235 qui

met 700 millions d’années à perdre la moitié de sa radioactivité, le césium 135 qui

met plus de 2 millions d’années ou le chlore 36 qui met 300 000 ans. Ces déchets

sont vitrifiés dans une pâte de verre (HA) ou compactés et cimentés (MA-VL) puis

placés par les producteurs de déchets dans des colis cylindriques en acier inoxydable

d’une longueur de 1,3 à 1,6 mètre et d’un diamètre de 60 cm (1,7 à 2 tonnes) avant

d’être entreposés dans les usines de La Hague (Manche), de Marcoule (Gard) et

Cadarache (Bouches-du-Rhônes) où ils sont entreposés dans des puits ventilés. En

effet, lors de leur production, les colis de déchets radioactifs sont chauds (350°C en

moyenne) et ont besoin d’être refroidis (le seuil maximal étant fixé à 100°C environ)

avant de pouvoir faire l’objet d’une solution de stockage géologique à long terme [4].

Les études concernant la faisabilité d’un stockage en formation géologique pro-

fonde des déchets nucléaires HA et MA-VL, dont le volume représente à ce jour

3 000m3 et 40 000m3 respectivement, sont menées depuis la loi de décembre 1991

(loi Bataille). Un stockage géologique est un stockage qui utilise la roche pour confi-

ner la radioactivité présente dans les déchets radioactifs. A la différence de l’entre-
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Figure 1 – Détails d’une alvéole des déchets HA de la galerie de stockage.

posage des déchets sur leurs lieux de production qui demande une forte surveillance

active, la solution de stockage permet de profiter de l’action du milieu géologique

sur les déchets. Après des études géologiques menées sur quatre sites favorables à

l’implantation de laboratoires souterrains, dans des couches géologiques d’argile ou

de granite, la création d’un laboratoire in situ (dans l’argile) en Meuse est décidée en

1999 afin d’étudier la couche d’argile qui devrait recevoir le stockage. Les propriétés

de l’argile (faible perméabilité, capacité de rétention, propriétés géochimiques, sta-

bilité tectonique, homogénéité de la couche) en font une barrière naturelle capable

d’isoler les déchets de l’environnement. En 2005, l’ANDRA conclut que la couche

d’argile du site de Meuse / Haute Marne à Bure est apte à recevoir un tel stockage.

L’exploitation est envisagée pour 2025.

Les colis primaires contenant les déchets vitrifiés ou bétonnés seraient placés

dans des conteneurs métalliques ou en béton, appelés colis de stockage, eux-mêmes

disposés dans des cavités souterraines (alvéoles) creusées à 500m de profondeur

dans les argilites du Callovo-Oxfordien, couche épaisse de 100m environ, entourée

par des couches de calcaire d’une épaisseur de 400m environ (Figure 1). Des puits

verticaux reliant la surface et le niveau de stockage permettraient d’accéder aux

alvéoles, de 7m (resp. 12m) de diamètre et de 40m (resp. 250m) de long pour les

déchets C (resp. déchets B). Les installations souterraines du stockage s’étendraient

à terme sur près de 15 km2, avec 350 km de galeries construites au fur et à mesure

sur une période d’un siècle. Les deux zones de stockage pour les deux types de

déchets B et C seraient composés de modules, eux-mêmes constitués de quelques

centaines d’alvéoles [4] (Figures 2 et 3).

Un tel stockage doit d’abord s’opposer à la circulation d’eau. C’est en effet le

facteur principal d’altération des colis et d’entrâınement des radionucléides. Pour

limiter la circulation d’eau, un système de multi-barrières est conçu : scellement

des alvéoles par des barrières ouvragées en béton et des bouchons de bentonite, une

argile qui gonfle en présence d’eau et devient particulièrement imperméable (voir
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Figure 2 – Installations du stockage.

Figure 3 – Structure du stockage.

Figure 4). Le stockage a aussi pour fonction de limiter le relâchement des radio-

nucléides. Cela est réalisé en particulier par les conditions physiques et chimiques

du conditionnement des déchets : mâıtrise de la température, de la corrosion, de

l’altération du verre,... Enfin le stockage doit retarder et atténuer la migration des

radionucléides qui auraient été relâchés. Les différentes barrières y participent : le

verre qui enrobe les déchets HA se dégrade très lentement, les conteneurs en acier des

déchets HA retardent l’arrivée d’eau et la dissolution du verre du fait de leur étan-

chéité pendant environ 1 000 ans, le béton permet de fixer certains radionucléides

et d’en limiter la dissolution. Une autre difficulté est de préserver les propriétés

favorables de l’argile qui pourraient être remises en cause par le creusement des ou-
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Figure 4 – Coupe schématique d’une alvéole avec le système de barrières artificielles.

vrages souterrains du fait des déformations mécaniques ou de la chaleur engendrée

par la radioactivité.

Au fil du temps, plusieurs centaines d’années après la fermeture du stockage,

l’eau et l’oxygène dégraderont le béton et l’acier des colis renfermant les déchets

radioactifs vitrifiés ou bétonnés. Les radionucléides les plus solubles et les plus mo-

biles commenceront alors à se déplacer dans la roche. Dans l’argile qui est une

roche très imperméable où l’eau se déplace très lentement, les radionucléides migre-

ront principalement par diffusion. Ils se disperseront alors progressivement sur une

étendue très importante et quelques uns remonteront lentement à la surface en tra-

versant les autres couches géologiques de propriétés très différentes. Vue l’échelle de

temps considérée (de plusieurs milliers à plusieurs millions d’années), le transport

de radionucléides par convection ne peut toutefois pas être négligé.

C’est sur cette conception du stockage proposée par l’ANDRA [5] qu’a été ana-

lysée la sûreté du stockage, notamment son comportement et son évolution dans

l’espace et le temps. La prédiction sur de très longues périodes de temps (plusieurs

milliers et même millions d’années) nécessite le recours aux simulations numériques,

basées sur les données acquises sur le terrain et la connaissance des phénomènes phy-

siques mis en jeu. Le projet PAMINA (Performance Assessment Methodologies IN

Application to guide the development of the safety case) fait partie des études de

sûreté du stockage. Il porte sur le calcul de la migration des radionucléides dans

l’argile [47]. Les simulations consistent d’une part à déterminer le moment où les

radionucléides contenus dans les colis de déchets seront relâchés et commenceront

à migrer dans l’argile et d’autre part à prédire l’évolution de la concentration des

radionucléides dans l’argile au cours du temps. Ainsi, l’une des simulations envisa-

gées par le projet PAMINA, qui sera étudiée dans le dernier chapitre de cette thèse,

prend en compte une géométrie simplifiée bidimensionnelle, vue comme une coupe

d’une géométrie 3D prise dans la hauteur de la couche d’argile (voir [47] page 14).

Sont pris en compte trois zones particulières : le colis de déchets situé au centre
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de la couche d’argile, la zone (EDZ) endommagée par le creusement des galeries

remplies de remblai et enfin l’argile.

Dans les modèles décrivant la physique des phénomènes évoqués ci-dessus, deux

phénomènes principaux doivent être considérés : d’une part, l’écoulement d’eau à

travers le milieu poreux et d’autre part la migration des radionucléides qui s’échappent

du colis dans l’eau et sont diffusés et transportés par l’écoulement. Le premier est

modélisé par l’équation de Darcy

bbb = −κκκ∇h (1)

donnant la vitesse bbb de l’eau dans le milieu poreux de perméabilité κκκ en fonction

de la charge hydraulique h =
p

ρg
+ z où p est la pression, ρ la masse volumique

de l’eau, g l’accélération de la pesanteur et z la hauteur. L’eau étant un fluide

incompressible, la conservation de la masse en régime permanent se traduit par

∇ · bbb = 0. Le phénomène de migration des radionucléides provenant à la fois d’un

mécanisme de diffusion-dispersion décrit par la loi de Fick et de la convection, il est

modélisé par l’équation de convection-diffusion instationnaire donnée par

ω
∂c

∂t
− ∇ · (KKK∇c− bbbc) = f,

où c représente la concentration des radionucléides, ω la porosité, KKK le tenseur de

diffusion et f un terme source.

Vues la complexité et les dimensions de la structure du stockage, la modélisa-

tion mathématique doit subir certaines simplifications (argile supposé homogène,

géométrie du colis, restriction du calcul à une partie de la structure en supposant

par exemple que tous les colis sont identiques,...) pour envisager des simulations

numériques.

Plusieurs difficultés liées à la complexité du problème de stockage décrit ci-dessus

demeurent et sont autant de défis pour la simulation numérique. Premièrement, les

propriétés hétérogènes des différents matériaux considérés (colis, zone endomma-

gée, argile et les autres couches géologiques) obligent à considérer des paramètres

physiques discontinus entre les différentes zones. De plus, la prise en compte de

l’anisotropie de l’argile (qui peut être vue comme un matériau composite naturel)

intervient dans le tenseur de perméabilité. Deuxièmement, les échelles d’espace et de

temps liées à des phénomènes physiques de différentes nature (diffusion, convection)

varient beaucoup : à l’échelle du colis, le temps de relâchement des radionucléides

se produit sur une courte période de temps tandis que l’échelle du phénomène de

diffusion a lieu sur une surface très étendue et sur un temps très long. Ainsi la

prise en compte simultanée de ces phénomènes requiert de pouvoir utiliser diffé-

rentes discrétisations suivant les zones de calcul. Troisièmement, la complexité de

la géométrie du stockage se traduira par l’utilisation de maillages non structurés

n’excluant pas les mailles déformées et raffinées localement de façon non conforme.

Enfin, la modélisation sur des grandes échelles d’espace et de temps ainsi que la

précision du calcul attendu sont deux facteurs augmentant fortement le coût de

calcul. Les difficultés évoquées représentent des contraintes par rapport au choix

des schémas numériques et poussent en faveur d’une méthode de décomposition de

domaine, afin de profiter des développements de la puissance des machines et des

atouts du calcul parallèle.
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Nous supposons le calcul du flux d’eau (champ bbb dont il est question ci-dessus en

(1)) en milieu poreux donné par une résolution antérieure de l’équation de Darcy.

Le cadre de cette thèse est celui de l’étude de l’équation de convection-diffusion en

régime instationnaire en milieu poreux. Ce modèle est suffisamment général pour

s’étendre à de nombreuses autres applications physiques (simulation de réservoir,

écoulements, transferts de chaleur,...). Deux aspects sont donc à considérer : d’une

part le choix des schémas en espace et en temps capables de traiter les différentes

difficultés évoquées ci-dessus et d’autre part la mise en oeuvre de la méthode de

décomposition de domaine choisie dans ce travail pour traiter le problème de grande

taille.

Présentation des schémas considérés

Le schéma en temps choisi devant permettre de prendre en compte des pas de

temps différents selon différentes zones du maillage, nous avons retenu le schéma

Galerkin Discontinu qui repose sur l’approximation de la solution par un polynôme

discontinu par morceaux d’ordre quelconque définissant l’ordre du schéma. Dans la

suite, nous avons considéré l’ordre 0, qui s’écrit alors comme un schéma d’Euler

implicite, ou l’ordre 1. Ce schéma très souple peut s’écrire sous une formulation

variationnelle et une analyse d’erreur, quelque soit l’ordre d’approximation du po-

lynôme, est connue [67, 94]. D’autre part, une analyse d’erreur a posteriori pour ce

schéma est donnée dans [78], ce qui permet d’adapter la discrétisation du maillage

temporel selon les zones du domaine de calcul. Il est d’autant plus recommandé

dans notre cadre qu’il s’adapte idéalement à la décomposition de domaine comme

nous le verrons ci-dessous.

Dans le cadre des calculs de sûreté pour le problème du stockage, C. Le Po-

tier revient dans [87, 11] sur les motivations qui ont poussé le CEA, au début des

années 2 000, au choix des méthodes de volumes finis. Si dans un premier temps

les méthodes d’éléments finis de Lagrange avaient été retenues, c’est d’une part

parce qu’elles étaient les plus répandues mais aussi parce qu’elles étaient considé-

rées comme ayant la propriété de bien approcher le flux diffusif sur des maillages

de simplexes, même pour un tenseur de diffusion anisotrope. En revanche, l’ap-

proximation du terme de convection peut provoquer un problème de monotonie, ce

qui peut entrâıner des oscillations numériques lorsque la convection est dominante.

De la même manière, il était constaté dans [87] que les méthodes d’éléments finis

mixtes hybrides (EFMH) qui donnent une approximation de la solution, du flux et

du gradient de la solution, étaient généralement très précises pour les problèmes

elliptiques hétérogènes, par rapport aux méthodes de volumes finis connues il y a

une dizaine d’années. Beaucoup d’efforts ont été entrepris depuis pour améliorer

la précision et la robustesse des méthodes de volumes finis. Déjà quelques années

après, la balance penchait plus du côté des méthodes de volumes finis, notamment

sur des cas anisotropes. Dans [88], on constate en effet que si pour des problèmes

isotropes les méthodes d’éléments finis mixtes hybrides sont plus précises pour un

maillage donné que la méthode de volumes finis présentée dans [88], c’est l’inverse

qui est vrai lorsque l’anisotropie augmente. Les méthodes EFMH peuvent recéler

aussi des problèmes de stabilité et de monotonie pour l’approximation du terme de

convection, même sur des maillages réguliers. Le manque de monotonie peut être
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résolu, par des techniques de condensation de masse (mass lumping) au prix de

fortes restrictions sur le maillage. Les méthodes de volumes finis sont connues au

contraire pour être adaptées à l’approximation des termes de convection, la stabilité

étant assurée par un schéma décentré amont. Le benchmark sur les méthodes de

volumes finis [57] montre qu’aujourd’hui, il existe des méthodes de volumes finis

plus précises (surtout pour le calcul des flux) que des méthodes d’éléments finis P1

Lagrange ou d’éléments finis mixtes hybrides, voir d’éléments finis P2 Lagrange, en

notant que la précision est mesurée par rapport à la taille du maillage ou au nombre

d’inconnues ou encore au nombre de termes non nuls dans la matrice.

Les méthodes de volumes finis pour les équations elliptiques ou paraboliques

ont été largement étudiées depuis une quinzaine d’années : ainsi de nombreuses mé-

thodes émergent à ce jour. Dans la suite, nous allons en faire un rapide survol. Une

synthèse récente peut être trouvée dans [30]. Notons que la méthode des volumes

finis est maintenant largement utilisée dans l’industrie pour les équations de méca-

nique des fluides du fait de l’intuition physique sous-jacente à la construction des

schémas volumes finis (bilan des flux et conservation des flux), et de la simplicité

de son implémentation et d’un coût de calcul en général réduit tout au moins pour

les versions les plus simples.

La méthode des volumes finis repose sur l’intégration de l’équation continue sur

les cellules d’un maillage. Par la formule de Gauss, les intégrales sur les cellules

sont transformées en des intégrales de flux sur les arêtes. Pour le terme de diffusion

∇ · (KKK∇c) défini sur le domaine Ω, il s’agit de donner une approximation des flux

diffusifs à travers les arêtes du maillage (de normale notée nnn), définis par ∇c·(KKKTnnn).

Différentes classes de méthodes sont usuellement définies : celles qui sont centrées

sur les cellules (cell centered) du maillage initial (dit primal) avec une inconnue par

cellule, celles qui sont centrées sur les sommets (vertex centered) avec une incon-

nue sur chaque cellule duale centrée sur les sommets du maillage initial. D’autres

méthodes combinent ces deux classes de méthodes en gardant des inconnues aux

centres et aux sommets des éléments et en considérant les deux maillages primal et

dual. D’autres enfin font appel à des inconnues par cellules et sur les arêtes.

Déterminer un schéma volumes finis pour le problème de diffusion revient à ap-

procher le flux diffusif ∇c · (KKKTnnn) sur les arêtes des cellules du maillage considéré

(primal, dual ou les deux). Si le maillage est tel que KKKTnnn est colinéaire au vecteur

reliant les deux centres des cellules adjacentes partageant l’arête sur laquelle est dé-

fini le flux – correspondant au cas d’un maillage orthogonal siKKK = IdIdId – alors le flux

peut être approché simplement par une différence finie à deux points. Puisque cette

condition de K-orthogonalité impose une contrainte très forte sur les maillages (en

particulier les maillages non conformes ne peuvent pas la vérifier), ce schéma n’est

pas adapté pour autant de complexité. Sur des maillages généraux, la reconstruction

du gradient complet a alors été proposée en utilisant de nouvelles inconnues. C’est le

cas des schémas multi-points comme par exemple le schéma en O [2] qui calcule des

flux par demi-arêtes. Pour les calculer, on rassemble les demi-arêtes que partagent

un même sommet en une zone d’interaction qui passe par les milieux des arêtes

et les centres des cellules liées au sommet. Les gradients sont calculés dans chacun

des quadrangles formés par le sommet, le centre d’un triangle et les deux milieux

des arêtes de ce triangle issues du sommet, en fonction de l’inconnue principale au

centre du triangle et d’inconnues auxiliaires aux milieux des arêtes. Celles-ci sont
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éliminées localement en écrivant la conservation des flux à travers les demi-arêtes.

Finalement, cette procédure permet d’écrire le flux sur les demi-arêtes de la zone

d’interaction comme une combinaison linéaire des inconnues principales aux centres

des cellules. Ces schémas ne sont pas toujours monotones ou coercifs. Pour satisfaire

la propriété de monotonie, C. Le Potier a proposé un schéma multi-points pour un

opérateur de diffusion fortement anisotrope sur des maillages quelconques en défi-

nissant le gradient discret de manière non linéaire [89]. Concernant la reconstruction

du gradient, les schémas diamants [23, 24] utilisent des inconnues supplémentaires

aux sommets et définissent un gradient discret sur les mailles appelées diamants

associées à chacune des arêtes du maillage. Chaque cellule diamant est un quadrila-

tère construit à partir des deux sommets de l’arête et des deux centres des cellules

adjacentes à l’arête considérée. Les inconnues aux sommets sont interpolées à partir

des inconnues aux centres des cellules voisines. L’avantage d’une telle construction

est qu’elle est valable sur tout type de maillages. En revanche, l’analyse de conver-

gence de ce schéma (essentiellement liée à l’analyse de sa coercivité) n’est donnée

que sous des hypothèses géométriques très contraignantes. La matrice associée au

schéma est non symétrique et le système linéaire plus coûteux à résoudre. D’autres

schémas, comme les volumes finis mixtes [31], les volumes finis hybrides [34], les

schémas mimétiques [16], le schéma SUSHI (Scheme Using Stabilization and Hybrid

Interfaces) [35, 9] rassemblés en une même analyse dans [32] et désignés par HMM

(Hybrid Mimetic Mixed), introduisent des inconnues sur les arêtes qui ne sont pas

éliminées et qui participent à rendre les schémas inconditionnellement coercifs via

un terme de stabilisation. En revanche, la synthèse [30] indique que le calcul des

flux étant assez non local puisqu’il dépend de toutes les inconnues sur les arêtes de

la maille, cela rend les méthodes HMM moins précises sur des maillages grossiers.

Enfin, la propriété de monotonie n’est pas toujours vérifiée. Une autre idée est don-

née par les schémas DDFV [27, 29, 58, 59] qui s’inspirent des schémas diamants, en

utilisant les inconnues aux centres et aux sommets pour la discrétisation du gradient

défini sur les mailles diamants. Mais à la différence de [23, 24], les inconnues aux

sommets sont conservées en plus des inconnues aux centres des mailles. Pour avoir

autant d’équations que d’inconnues, l’équation continue est intégrée sur le maillage

primal et sur le maillage dual centré sur les sommets. Le gradient complet est re-

construit à l’aide d’une différence finie dans la direction donnée par l’arête primale,

et dans la direction donnée par la droite rejoignant les deux centres des cellules

adjacentes à l’arête. Dans le cas où KKK est discontinu, des inconnues auxiliaires sont

introduites au milieu des arêtes primales, de telle sorte que la maille diamant est

découpée en deux cellules demi-diamants. Le gradient est alors calculé sur chaque

cellule demi-diamant et l’inconnue auxiliaire introduite au milieu de l’arête primale

est déterminée en écrivant la conservation du flux. Ce schéma présente de nom-

breux avantages [29] : il est adapté, comme les schémas diamants, pour tout type

de maillage même très déformé, dégénéré et hautement non conforme, il est tou-

jours coercif parce que les opérateurs discrets du gradient et de la divergence définis

vérifient une formule de Green discrète, (d’où son nom Discrete Duality Finite Vo-

lume en référence à cette propriété de dualité discrète) et le calcul des gradients

est plus local que celui des schémas HMM. Sur des maillages K-orthogonaux, il se

découple en deux schémas dont les flux sont à deux points, sur les deux maillages

primal et dual. Toutefois sur certains cas-tests [57], il est constaté que le schéma
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n’est pas monotone. On pourrait retenir contre ce schéma sa lourdeur d’écriture,

mais la complexité est le fait des notations, non du schéma dont la matrice et le

second membre s’assemblent naturellement en parcourant les arêtes du maillage et

dont des extensions 3D ont déjà été proposées [6, 20, 22]. Les atouts de ce schéma,

tout particulièrement la propriété de coercivité sur tous maillages quelconques et

non conformes et la possibilité de traiter des tenseurs anisotropes et hétérogènes

correspondent aux critères requis par le problème de stockage. Ce schéma a été

étendu à des problèmes de diffusion non linéaires [8, 14, 20], d’électro-cardiologie

[7, 22], de dérive-diffusion et de transport d’énergie [18], d’électrostatique et magné-

tostatique [28] et aux écoulements de Stokes [26, 69, 70, 71]. Il a aussi été étendu

aux équations de convection-diffusion [21], version stationnaire du problème auquel

nous nous intéressons ici. Dans [21], la prise en compte du terme de convection

est soit considérée à l’ordre 1 par un schéma amont standard, soit à l’ordre 2 par

une reconstruction polynomiale linéaire de la solution sur la cellule dans laquelle

le gradient est calculé comme une moyenne des gradients DDFV sur les arêtes de

la cellule considérée. Le flux convectif sur l’interface est alors reconstruit à par-

tir des inconnues aux centres et de la pente du gradient. Bien que [21] n’aborde

pas les problèmes de monotonie, comme la méthode DDFV ne respecte pas tou-

jours le principe du maximum, il est probable que cette méthode ne respecte pas

non plus un principe du maximum en dehors de toute adaptation non linéaire des

pentes. Dans le cadre des méthodes HMM (Hybrid Mimetic Mixed), où une incon-

nue est introduite sur l’arête, les résultats proposés par [25] utilisent ceux de [32]

pour l’extension au problème de convection-diffusion. Plusieurs discrétisations du

flux convectif sont proposées : les schémas centré et décentré amont bien connus,

mais aussi un schéma décentré utilisant l’inconnue hybride sur l’arête. Ce dernier

s’adaptant bien au cadre de la décomposition de domaine, que nous allons préciser

dans la suite, nous retiendrons l’idée de cette discrétisation du flux convectif à la

suite de [50] en l’appliquant au schéma DDFV sur le maillage primal.

Outre le choix du schéma numérique en temps (Galerkin Discontinu) et en es-

pace (DDFV) adapté à la modélisation du stockage des déchets, nous prendrons en

compte la difficulté liée au problème de grande taille au travers de la méthode de

décomposition de domaine de Schwarz dont nous rappelons brièvement la genèse.

La méthode de décomposition de domaine

A l’origine, les méthodes de décomposition de domaine ont été utilisées pour

résoudre des problèmes de grande taille, du fait des dimensions importantes du do-

maine de calcul, ou de la précision requise pour la résolution du système linéaire

associé à la discrétisation d’une EDP. D’une part, les méthodes directes sont souvent

trop coûteuses pour résoudre le système linéaire, d’autre part un seul ordinateur

ne permet pas toujours de stocker la matrice. Avec l’émergence des calculateurs

multi-processeurs et le calcul hautement parallèle, les méthodes de décomposition

de domaine permettent alors de décomposer le système linéaire initial en sous-

systèmes linéaires plus petits pouvant être résolus par un seul processeur. Selon

un algorithme itératif, les différents processeurs chargés de résoudre les problèmes

locaux échangent, aux interfaces entre les sous-problèmes, les informations néces-
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saires pour converger vers la solution globale. Ces méthodes se sont développées et

ont été étendues à d’autres besoins. En effet, dans certaines applications, la modé-

lisation recouvre différents milieux physiques ayant des propriétés très différentes

(c’est le cas de la modélisation du stockage où l’on doit prendre en compte dif-

férents matériaux de propriétés hétérogènes) ou considère différents modèles selon

des zones différentes (par exemple la modélisation du climat avec plusieurs modèles

climatiques, ou encore le couplage océan atmosphère). Dans ces cas de problèmes

hétérogènes ou de couplage de modèles, les échelles en espace et en temps diffèrent

et il est alors souhaitable d’utiliser des discrétisations différentes en espace et en

temps selon les sous-domaines. Les méthodes de décomposition de domaine sont

alors particulièrement adaptées, puisqu’elles découplent les problèmes en différents

sous-domaines. On entrevoit cependant que la difficulté consistera dans la manière

de transmettre les informations entre les sous-domaines.

L’origine des méthodes de décomposition de domaine remonte à H.A. Schwarz,

qui a introduit en 1870 [93] une méthode itérative, connue aujourd’hui sous le nom

de méthode de Schwarz multiplicative (ou Schwarz alternating method), pour prou-

ver l’existence de fonctions harmoniques dans des domaines irréguliers (il prend

l’exemple d’un domaine composé d’un rectangle et d’un cercle qui s’intersectent).

L’idée n’a été reprise que plus d’un siècle plus tard, au moment du développement

dans les années 1980 des architectures informatiques parallèles et des supercalcula-

teurs multiprocesseurs. Les méthodes de décomposition de domaine, bien adaptées

aux calculs massivement parallèles, sont alors devenues un nouveau champ d’étude

de l’analyse numérique pour la résolution des équations aux dérivées partielles li-

néaires et non linéaires (voir [49, 12, 91, 95, 80] et les références qui y sont incluses).

En particulier, P.L. Lions [75, 76] propose à la fin des années 1980 une version

parallèle de l’algorithme de Schwarz, avec recouvrement des sous-domaines où le

raccordement de la solution est assuré par la transmission d’une donnée de Diri-

chlet. Cet algorithme a néanmoins deux inconvénients : d’une part l’hypothèse de

recouvrement des sous-domaines est nécessaire pour la convergence et d’autre part

la convergence est d’autant plus lente que la zone de recouvrement est petite. Pour

remédier à cet inconvénient, il propose en 1990 une variante [77] pour des domaines

qui ne se recouvrent pas, basée sur des conditions de transmission de type Robin.

Ces conditions sont le point clé de nombreux travaux et nous utiliserons ce type

de conditions dans cette thèse. P.L. Lions note qu’il est possible de remplacer les

constantes intervenant dans la condition de Robin par des fonctions sur l’interface

ou des opérateurs locaux et même non locaux. La question était donc de déterminer

les meilleurs opérateurs qui rendraient l’algorithme de Schwarz optimal. Les opéra-

teurs non locaux se prêtant difficilement au calcul numérique, des approximations

utilisant des développements de Taylor ont tout d’abord été proposées ([19] pour

une petite diffusion dans le cas d’un problème de convection-diffusion dominée par

la convection, puis [82, 83] pour une approximation basses fréquences). La première

utilisation de conditions optimisées a été introduite dans [63, 64, 65]. Celles-ci sont

telles que le ou les paramètres des conditions de transmission de type Robin (ou

plus généralement de type Ventcell) sont choisis de façon à optimiser le taux de

convergence de l’algorithme. Une analyse et une synthèse de ces conditions sont

données dans [37]. Ces conditions dites optimisées donnent leur nom aux méthodes

dites de Schwarz optimisées. Ces méthodes convergent nécessairement plus vite que
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les méthodes de Schwarz classiques, pour un même coût par itération.

Pour les problèmes paraboliques plusieurs approches sont possibles.

– Une première consiste à discrétiser en temps l’équation à l’aide d’un schéma

implicite puis d’utiliser à chaque pas de temps la décomposition de domaine en

espace (voir par exemple [17]). L’inconvénient majeur de cette démarche est

que les pas de temps doivent être les mêmes dans les différents sous-domaines.

Elle est de plus coûteuse puisqu’elle nécessite d’échanger très souvent une

petite quantité d’informations.

– Une seconde approche consiste à discrétiser l’équation en espace puis à ré-

soudre le système d’équations différentielles ordinaires (en temps) obtenu par

une méthode de type relaxation d’ondes (voir par exemple [62]).

– Une troisième approche, dite décomposition de domaine espace-temps, consiste

à résoudre indépendamment les sous-problèmes en espace et en temps dans

les sous-domaines puis à itérer sur les valeurs définies sur les interfaces espace-

temps entre les sous-domaines pour raccorder la solution entre les sous-domaines

adjacents. La force de cette approche globale en temps est que différentes

discrétisations en espace et en temps peuvent être choisies dans les différents

sous-domaines, les données étant transférées dans ce cas sur l’interface espace-

temps, à l’aide de projections entre les différentes grilles espace-temps. Cette

approche à été introduite dans [46, 48]. Cet algorithme convergeant lente-

ment, une version optimisée, basée sur les idées des méthodes de Schwarz

optimisées [64, 65, 37] a été proposée dans [41, 42, 79, 10]. Cette méthode

est dite méthode de relaxation d’ondes optimisée ou Optimized Schwarz wa-

veform relaxation method (OSWR). Elle est bien adaptée pour la résolution

des problèmes en milieu poreux décrits ci-dessus, c’est donc cette approche

que nous choisirons dans cette thèse.

Considérons plus en détail l’algorithme OSWR au niveau continu : trouver u tel

que





Lu = f dans Ω × (0, T ),

u(., 0) = u0 dans Ω,

Cu = g sur ∂Ω × (0, T ),

(2)

où L et C sont des opérateurs aux dérivées partielles. Soient Ω1 et Ω2 deux sous-

domaines sans recouvrement formant une partition de Ω, séparés par une interface

Γ (on considère deux sous-domaines pour simplifier mais la méthode se généralise

à plusieurs sous-domaines) et soit nnni la normale extérieure à Ωi, i = 1, 2. Soit

Bi, i = 1, 2 l’opérateur de transmission choisi sur l’interface espace-temps Γ×(0, T ).

Une méthode de type OSWR pour le problème (2) est sa reformulation : trouver

(ui)i=1,2 tel que





Lu1 = f dans Ω1 × (0, T )

u1(., 0) = u0|Ω1
dans Ω1

Cu1 = g sur ∂Ω1 × (0, T )

B1u1 = B1u2 sur Γ × (0, T )





Lu2 = f dans Ω2 × (0, T )

u2(., 0) = u0|Ω2
dans Ω2

Cu2 = g sur ∂Ω2 × (0, T )

B2u2 = B2u1 sur Γ × (0, T )

,
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qui conduit à l’algorithme itératif suivant :




Lu(ℓ+1)
1 = f dans Ω1 × (0, T )

u
(ℓ+1)
1 (., 0) = u0|Ω1

dans Ω1

Cu(ℓ+1)
1 = g sur ∂Ω1 × (0, T )

B1u
(ℓ+1)
1 = B1u

(ℓ)
2 sur Γ × (0, T )





Lu(ℓ+1)
2 = f dans Ω2 × (0, T )

u
(ℓ+1)
2 (., 0) = u0|Ω2

dans Ω2

Cu(ℓ+1)
2 = g sur ∂Ω2 × (0, T )

B2u
(ℓ+1)
2 = B2u

(ℓ)
1 sur Γ × (0, T )

,

avec B1u
(0)
2 = g1 et B2u

(0)
1 = g2 donnés.

Du choix des opérateurs d’interface B1 et B2 dépend la vitesse de convergence

de l’algorithme. Dans l’algorithme proposé par Lions dans [77], avec L l’opérateur

du laplacien, les opérateurs de Robin sont de la forme suivante : Bi =
∂

∂nnni
+ αi, où

αi > 0, i = 1, 2 donnés. Un opérateur de type Ventcell [19, 65, 10] (par exemple

avec L =
∂

∂t
− ∆) est de la forme Bi =

∂

∂nnni
+ αi + βi(

∂

∂t
− ∆τττi), où ∆τττ i est

l’opérateur de Laplace-Beltrami sur Γ, et αi > 0, βi > 0, i = 1, 2 donnés. Ces

conditions peuvent être réécrites de manière plus générale comme Bi =
∂

∂nnni
+ Λi

où les Λi, i = 1, 2, sont des opérateurs aux dérivées partielles le long de l’inter-

face à déterminer de façon judicieuse pour optimiser la vitesse de convergence de

l’algorithme (i.e. on optimisera le taux de convergence sur les paramètres interve-

nant dans Λi ; par exemple pour un opérateur de Robin, on optimisera le taux de

convergence sur αi, i = 1, 2).

Cette méthode OSWR a été introduite pour les problèmes paraboliques et hyper-

boliques dans [41], puis étendue aux problèmes d’advection-diffusion à coefficients

constants dans [79]. L’optimisation des paramètres intervenant dans les conditions

de Robin ou Ventcell a été étudiée dans [39, 79, 10] et pour des problèmes à coeffi-

cients discontinus dans [40, 54, 73, 66]. L’extension à des grilles non conformes en

temps est introduite dans [13, 40]. Dans [13, 53], une méthode de Galerkin Discon-

tinue (DG) pour la discrétisation en temps est proposée pour pouvoir traiter des

grilles non conformes en temps, en dimension un, pour résoudre des problèmes à

coefficients discontinus. L’extension à des problèmes hétérogènes en dimension su-

périeure, avec une analyse de la convergence utilisant des estimations a priori, ainsi

que l’utilisation de grilles non conformes en temps et une analyse de l’estimation

d’erreur en temps est proposée dans [55, 56]. L’analyse rigoureuse du schéma DG a

été donnée quelque soit le degré de l’approximation et avec différents pas de temps

dans les différents sous-domaines (voir [55, 56]). Les projections entre les différentes

grilles espace-temps peuvent être effectuées à l’aide d’un algorithme de complexité

optimale [45, 44]. Une application aux problèmes en milieux poreux est proposée

dans [54, 66] et dans [60, 61] dans le cas d’éléments finis mixtes. Une autre approche

en volumes finis avec des pas de temps locaux dans les sous-domaines est proposée

dans [36].

Dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine en volumes finis,

une méthode est proposée dans [3] pour résoudre des problèmes de diffusion et

d’advection-diffusion stationnaires. Cette méthode permet de discrétiser en volumes

finis des conditions de transmission de type Robin avec des maillages non-conformes

à l’interface entre les sous-domaines. Une autre approche est donnée dans [92] pour

un problème de diffusion stationnaire à coefficients fortement discontinus. Pour
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l’extension de l’approche multidomaine à un schéma de type DDFV, une première

méthode est proposée dans [68, 15] pour un problème de diffusion stationnaire,

avec des conditions de Robin. Une analyse du taux de convergence est donnée dans

[43]. Dans [52], une approche multidomaine en volumes finis avec des conditions de

transmission de Ventcell est proposée, pour résoudre un problème de convection-

diffusion stationnaire. Dans cette approche, une discrétisation avec un flux à deux

points à l’intérieur du domaine est utilisée, avec une adaptation à l’interface pour

traiter des maillages non-conformes. Dans cette thèse nous proposons un schéma

volumes finis différent pour résoudre l’équation d’avection-diffusion instationnaire,

permettant de traiter des maillages beaucoup plus généraux.

Plan de la thèse

Rappelons que nous cherchons à résoudre l’équation de convection-diffusion ins-

tationnaire en deux dimensions d’espace avec un tenseur de diffusion hétérogène,

des pas de temps et d’espace éventuellement non conformes et des maillages quel-

conques pouvant être déformés. Nous avons choisi de travailler avec un schéma en

temps de type Galerkin Discontinu s’adaptant bien au cadre de la décomposition

de domaine et avec le schéma DDFV qui a l’avantage de pouvoir être utilisé sur

des maillages quelconques et non conformes. Le schéma DDFV a été étudié pour

le problème de diffusion stationnaire dans le cadre de la décomposition de domaine

avec les méthodes de Schwarz optimisées dans [68, 43, 52]. Il reste alors à proposer

une discrétisation du terme de convection telle qu’elle soit adaptée à une écriture

locale à un sous-domaine.

Dans la première partie de ce document, nous nous plaçons en une dimension

d’espace. Cette partie est une partie préparatoire, qui a pour but d’identifier d’éven-

tuelles difficultés pouvant se présenter en deux dimensions d’espace. La principale

difficulté rencontrée est liée à la discrétisation amont du flux convectif : dans un

contexte de décomposition de domaine où le schéma doit être local au sous-domaine,

le décentrage du terme de convection doit être redéfini à l’interface entre les sous-

domaines de telle sorte que le schéma défini sur le domaine global (dit schéma

monodomaine) soit équivalent au schéma défini sur chacun des sous-domaines com-

plété des conditions de transmission (dit schéma multidomaine). Une autre idée est

de reprendre la discrétisation hybride du flux convectif donnée par [25] et utilisée

par [50] en décomposition de domaine. La formulation multidomaine obtenue s’ob-

tient naturellement grâce à l’inconnue supplémentaire sur l’interface. Des résultats

de comparaison de la vitesse de convergence des différents schémas sont donnés en

fin de première partie.

Dans la deuxième partie de ce travail, nous étendons le schéma DDFV au pro-

blème de convection-diffusion instationnaire en deux dimensions d’espace. La dis-

crétisation du terme de convection est définie différemment sur le maillage primal

et sur le maillage dual. Sur le primal, nous avons choisi le schéma décentré hybride

utilisé par [50] à cause de son écriture naturellement locale. Sur le dual, nous avons

considéré un schéma décentré standard, qui ne pose pas de problème vis-à-vis de

la décomposition de domaine car son écriture est toujours locale au sous-domaine

(parce que les noeuds sont partagés par les deux sous-domaines). Le caractère bien

posé de ce nouveau schéma est alors démontré. Nous avons défini ensuite un nou-
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veau schéma multidomaine (comprenant la discrétisation des conditions d’interface),

dont nous montrons le caractère bien posé puis l’équivalence avec le schéma mo-

nodomaine proposé. En s’inspirant des grandes lignes de la preuve donnée par [56]

où l’algorithme de Schwarz est appliqué pour une équation de convection-diffusion

semi-discrète en temps avec un schéma de Galerkin Discontinu, nous donnons pour

ce nouveau schéma la preuve de convergence de l’algorithme de Schwarz. Nous

rappelons le calcul du taux de convergence continu permettant de déterminer les

paramètres optimisés et nous proposons d’une part un taux discret dans le cas parti-

culier du problème de diffusion instationnaire et une adaptation du taux continu qui

s’avère utile lorsque le phénomène de convection est dominant. Nous donnons dans

un dernier chapitre plusieurs validations du schéma monodomaine et du schéma

mutlidomaine et nous terminons par la présentation du cas-test PAMINA introduit

ci-dessus.

Principales contributions de la thèse

Les principales contributions de cette thèse sont l’extension du schéma volumes

finis DDFV à l’équation de convection-diffusion instationnaire ainsi que l’extension

et l’analyse de la méthode de décomposition de domaine espace-temps à ce nouveau

schéma. La méthode multidomaine est basée sur l’utilisation de conditions de trans-

mission de Robin. L’une des difficultés est la discrétisation de ce type de conditions

avec un schéma volumes finis permettant d’une part de traiter des maillages très

généraux, et d’autre part de préserver une discrétisation naturelle multidomaine de

la condition de Robin (c’est-à-dire une discrétisation du terme d’advection à la fois

simple et qui reste locale au sous-domaine). Le schéma proposé dans ce travail, basé

sur une approche volumes finis ”hybride” et DDFV, permet de coupler de façon na-

turelle les conditions de Robin en multidomaine sur des maillages quelconques. Un

algorithme itératif est proposé et analysé pour résoudre ce schéma multidomaine

discret. Une autre difficulté est de trouver les bons paramètres de Robin permettant

une convergence rapide de cet algorithme multidomaine : nous avons comparé des

approches continue et discrète d’optimisation de ce paramètre. Nous avons proposé

une approche prenant en compte la diffusion numérique du schéma, qui permet

d’améliorer nettement la convergence dans le cas d’une convection très fortement

dominante.



Première partie

Analyse 1D
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L’objet de cette thèse résidant principalement dans l’écriture et l’analyse d’un

schéma décentré de type volumes finis à dualité discrète (DDFV) pour l’équation

de convection-diffusion instationnaire, adaptable à la décomposition de domaines,

nous présentons dans cette partie plusieurs choix possibles de schémas décentrés en

une dimension. A l’issue de cette partie, nous retiendrons un de ces schémas pour

l’analyse en deux dimensions.

Soit le problème suivant de convection-diffusion-réaction instationnaire en une

dimension à résoudre :

ω(x)∂tc− ∂x(ν(x)∂c− bc) + ηc = f dans Ω × (0, T ), (3)

avec une condition initiale et des conditions limites à définir. Dans (3), les coeffi-

cients ω, b, ν, et η désignent successivement la porosité, la convection, la diffusion

et la réaction. Dans cette partie 1D, b est supposé constant.

L’approximation de l’équation (3) sera donnée par un schéma en temps de type

Galerkin Discontinu et en espace par des schémas de type volumes finis centrés sur

les mailles. Dans le premier chapitre, nous rappelons le schéma Galerkin Discontinu

à l’ordre 0 et 1, ainsi que différentes discrétisations possibles pour la convection,

donnant lieu aux schéma centré, au schéma décentré classique et au schéma décen-

tré hybride, pour lesquelles la propriété fondamentale d’existence et d’unicité de la

solution peut être montrée.

Pour les problèmes de grande taille ou dans le cas de coefficients très hétéro-

gènes, nous avons vu qu’il était souvent souhaitable de se placer dans le cadre de

la décomposition de domaines. Dans ce cas, le domaine global Ω est décomposé en

plusieurs sous-domaines et le problème mondomaine doit alors être remplacé par

un système équivalent de sous-problèmes définis sur chacun des sous-domaines et

par des conditions d’interface assurant la transmission des données entre les sous-

domaines. Au niveau discret, nous devons d’une part assurer l’existence et l’unicité

de la solution multidomaine et montrer que la solution multidomaine obtenue est

identique à la solution monodomaine. L’objet du chapitre 2 est de présenter les

différents schémas multidomaine (ceux présentés dans le chapitre 1 adaptés au cadre

multidomaine), de montrer leur caractère bien posé et de montrer l’identité de la

solution multidomaine et de la solution monodomaine.

La méthode itérative de Schwarz optimisée pour la résolution du problème mul-

tidomaine est alors présentée dans le chapitre 3, en évoquant l’optimisation des

paramètres intervenant dans les conditions de transmission, puis en présentant des

cas-tests numériques de comparaison entre les différents algorithmes discrets.
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Le problème monodomaine (3) défini précédemment avec des conditions aux

bords de type Dirichlet ou Neumann est discrétisé en temps par un schéma de type

Galerkin Discontinu (DG) basé sur une approximation polynomiale de l’inconnue c

sur une partition T de l’intervalle en temps (0, T ). La souplesse de ce schéma per-

met d’envisager éventuellement des pas de temps différents selon les sous-domaines,

qu’une analyse d’erreur a posteriori permet d’adapter [78]. De plus, quelque soit

l’ordre du schéma, on trouve dans [94] une analyse rigoureuse donnant des estima-

tions d’erreur. Dans la suite, nous présentons ce schéma en temps à l’ordre 0 et 1,

à partir de [56] qui reprend l’analyse de [67]. Nous nous restreindrons à l’ordre 0

(P0) pour présenter la discrétisation en espace dans un souci de clarté. En espace,

les schémas considérés sont de type volumes finis (VF) centrés sur les mailles. Ils

sont adaptés au traitement d’une diffusion discontinue. Nous présentons les schémas

centré et décentré classiques, ainsi que le schéma décentré proposé par [50] à partir

de [25, 35, 31].
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1.1 Discrétisation en temps Galerkin Discontinu

Soit T la partition en temps de l’intervalle (0, T ) composée de N sous-intervalles

In := (tn−1, tn) de longueur ∆tn := tn−tn−1 pouvant être inégaux. L’idée du schéma

de Galerkin Discontinu est d’approcher la solution c par un polynôme U de degré d

sur chaque intervalle In.

L’équation forte obtenue sur In est donnée dans [56] par

ω(x) ∂t(InU) + ∂x(bU) − ∂x

(
ν(x)∂xU

)
+ η U = Pf dans Ω × In, (1.1)

où P est un opérateur de projection L2 sur l’ensemble PPP d des polynômes de degré

au plus égal à d, et In est un opérateur d’interpolation aux d+ 1 points

tn−1 + τ1(tn − tn−1), · · · , tn−1 + τd+1(tn − tn−1),

où les d + 1 points de Radau (0 < τ1 < · · · < τd+1 = 1) sont définis de telle sorte

que la quadrature de Gauss-Radau
∫ 1

0 f(t)dt ≈ ∑d+1
q=1 ωqf(τq) soit exacte pour les

polynômes de PPP 2d.

L’opérateur d’interpolation In est tel que InU ∈ PPP d+1 pour tout U ∈ PPP d, ce qui

assure que le terme de la dérivée en temps de (1.1) soit bien d’ordre d, comme les

autres termes. Il vérifie de plus InU(tn−1) = U(t−n−1) et InU(tn) = U(t−n ). Sur la

figure 1.1, nous représentons IU dans le cas où d = 0 à gauche et le cas où d = 1 à

droite.

t0t0 tn−1 tn−1tn tn tNtN

U U
IU

IU

Figure 1.1 – Approximation polynomiale U en noir d’ordre d = 0 (gauche) et d = 1 (droite). L’opé-
rateur d’interpolation I dont la restriction à chaque intervalle In est In est représenté en bleu. Les points
d’interpolation sont représentés en rouge (ceux de l’ordre 0) et en vert (ceux de l’ordre 1).

Cas particulier d = 0

Dans ce cas, U = Un
0 est constant en temps sur In et l’unique point de Radau

est τ1 = 1. On exprime alors InU dans une base de PPP 1 sur In comme

InU = A0 +A1
t− tn−1

∆tn
,

vérifiant {
InU(tn−1) = U(t−n−1) = Un−1

0

InU(tn) = U(t−n ) = Un
0

⇐⇒
{
A0 = Un−1

0

A0 +A1 = Un
0 .

On obtient alors

InU = Un−1
0 + (Un

0 − Un−1
0 )

t − tn
∆tn

.

Sur In = (tn−1, tn), l’équation (1.1) s’écrit finalement

ω(x)
Un

0 − Un−1
0

∆tn
− ∂x

(
ν(x)∂xU

n
0

)
+ ∂x(bUn

0 ) + η Un
0 = Pf dans Ω, (1.2)

qui est similaire à un schéma d’Euler implicite.
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Cas particulier d = 1

En utilisant {1, 2
t − tn−1/2

∆tn
} comme base (orthogonale) de P1, on peut écrire

sur In :

U = Un
0 + 2Un

1

t− tn−1/2

∆tn

et

Pf = fn
0 + 2fn

1

t− tn−1/2

∆tn
.

De même que précédemment, on écrit

InU = A0 + 2A1

t− tn−1/2

∆tn
+ 4A2

(
t− tn−1/2

∆tn

)2

.

Cet opérateur est tel que





InU(tn−1) = U(t−n−1) = Un−1
0 + Un−1

1

InU
(
tn−1 + 1

3∆tn
)

= U
(
tn−1 + 1

3∆tn
)

= Un
0 − 1

3U
n
1

InU(tn) = U(t−n ) = Un
0 + Un

1 ,

soit





A0 −A1 +A2 = Un−1
0 + Un−1

1

A0 − 1
3A1 + 1

9A2 = Un
0 − 1

3U
n
1

A0 +A1 +A2 = Un
0 + Un

1

⇐⇒





A0 =
5

4
Un

0 − 1

4

(
Un−1

0 + Un
1 + Un−1

1

)

A1 =
1

2

(
Un

0 − Un−1
0 + Un

1 − Un−1
1

)

A2 =
3

4

(
Un

1 + Un−1
1 + Un−1

0 − Un
0

)
.

Sur In = (tn−1, tn), l’équation (1.1) s’écrit alors

ω

∆tn

(
Un

0 − Un−1
0 + Un

1 − Un−1
1

)
− ∂x

(
ν∂xU

n
0

)
+ ∂x(bUn

0 ) + ηUn
0 − fn

0

+

[
3ω

∆tn

[(
Un−1

0 − Un
0 + Un

1 + Un−1
1

)]
− ∂x

(
ν∂xU

n
1

)
+ ∂x(bUn

1 ) + ηUn
1 − fn

1

]
2
t− tn−1/2

∆tn
= 0.

(1.3)

Ainsi la résolution de (1.3) conduit à celle du système à deux équations





ω(x)
∆tn

(
Un

0 − Un−1
0 + Un

1 − Un−1
1

)
− ∂x

(
ν(x)∂xU

n
0

)
+ ∂x(bUn

0 ) + ηUn
0 − fn

0 = 0

3ω(x)
∆tn

[(
Un−1

0 − Un
0 + Un

1 + Un−1
1

)]
− ∂x

(
ν(x)∂xU

n
1

)
+ ∂x(bUn

1 ) + ηUn
1 − fn

1 = 0.

(1.4)

Détermination de fn
0 et fn

1

Pf étant la projection de f sur PPP 1, f − Pf est orthogonal à chacun des vecteurs

de la base {1, 2
t−tn−1/2

(∆t)n
}. D’une part,

(f − Pf, 1) = 0 ⇐⇒
∫ tn

tn−1

f(t) dt =

∫ tn

tn−1

fn
0 + 2fn

1

t− tn−1/2

∆tn
dt = ∆tnf

n
0 .
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D’autre part,

(
f − Pf, 2

t− tn−1/2

∆tn

)
= 0 donne

∫ tn

tn−1

2f(t)
t− tn−1/2

∆tn
dt =

∫ tn

tn−1

2fn
0

t− tn−1/2

∆tn
+ 4fn

1

(
t− tn−1/2

)2

(∆tn)2 dt =
1

3
∆tnf

n
1 .

D’où

fn
1 =

3

∆tn

∫ tn

tn−1

2f(t) ·
t− tn−1/2

∆tn
dt (1.5a)

fn
0 =

1

∆tn

∫ tn

tn−1

f(t) dt. (1.5b)

1.2 Discrétisation en espace

Le principe de la méthode volumes finis est d’intégrer l’équation continue sur

chaque cellule du domaine. On décompose alors le domaine unidimensionnel Ω en I

intervalles [xi− 1
2

, xi+ 1
2

] de longueur ∆xi (i = 1, · · · , I). Les extrémités du domaine

sont x 1
2

et xI+ 1
2

.

1.2.1 Intégration sur la cellule en espace

En intégrant l’équation semi-discrète en temps à l’ordre 0 (1.2) sur la cellule

[xi− 1
2

, xi+ 1
2

], dans laquelle nous remplaçons les notations Un
0 et fn

0 par Un et fn,

nous obtenons

∫ x
i+ 1

2

x
i−

1
2

ω
Un − Un−1

∆tn
−
∫ x

i+ 1
2

x
i−

1
2

[∂x(ν∂xU
n − bUn) + ηUn] dx =

1

∆tn

∫ x
i+ 1

2

x
i−

1
2

fndx,

(1.6)

où nous notons que le flux ν∂xU
n − bUn doit être supposé continu. En notant

Ũn
i :=

1

∆xi

∫ x
i+ 1

2

x
i−

1
2

Un(x)dx (1.7)

la valeur moyenne de Un sur la cellule [xi− 1
2

, xi+ 1
2

] et ωi une valeur constante du

paramètre ω sur chaque cellule, nous pouvons écrire

ωi
∆xi

∆tn
(Ũn

i − Ũn−1
i ) − (ν∂xU

n − bUn)
(
xi+ 1

2

)

+ (ν∂xU
n − bUn)

(
xi− 1

2

)
+ η∆xiŨ

n
i = ∆xif̃

n
i ,

(1.8)

où f̃n
i est la valeur moyenne exacte de f sur la cellule [xi− 1

2

, xi+ 1
2

].

Le choix des inconnues et la manière d’exprimer chacun des termes de (1.8) en

fonction de ces inconnues définira le schéma volumes finis. En une dimension d’es-

pace, le choix le plus naturel est de prendre le centre xi de la cellule [xi− 1
2

, xi+ 1
2

]

comme point de contrôle. Notons Un
i := Un(xi) l’approximation de Ũn

i . Avec ce

choix de xi comme barycentre de la cellule, cette approximation est en O((∆xi)
2).
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Si nous avions choisi pour xi un autre point de [xi− 1
2

, xi+ 1
2

], l’approximation n’au-

rait été que d’ordre ∆xi. Dans le flux à approcher (ν∂xU
n − bUn) en xi+ 1

2

et xi− 1
2

,

on distinguera le flux diffusif et le flux convectif. Puisque nous considérons des mé-

thodes volumes finis centrés sur les cellules, la discrétisation ne doit dépendre que

des inconnues principales aux centres xi (i = 1, · · · , I), sauf sur les mailles de bord

où les points extrêmes x 1
2

et xI+ 1
2

interviendront et seront déterminés par les condi-

tions limites. Les coefficients non constants ω et ν sont définis sur chaque cellule

par leurs valeurs aux points de contrôle xi, soit ωi := ω(xi) et νi := ν(xi). Quant à

b, rappelons que nous l’avons supposé constant.

Dans la suite, donnons l’approximation du flux diffusif et du flux convectif.

1.2.2 Discrétisation des termes de diffusion

La discrétisation du flux diffusif ν∂xU
n s’exprime différemment à gauche et à

droite de xi+ 1
2

, à cause de la possible discontinuité de ν en ces points. Vu de la

maille i, le flux diffusif en xi+ 1
2

noté (ν∂xU
n)i,i+ 1

2

est donné par l’approximation

aux différences finies suivante

(ν∂xU
n)i, i+ 1

2

≃ 2νi

Un
i+ 1

2

− Un
i

∆xi
(1.9a)

et vu de la maille i+ 1, nous avons de même

(ν∂xU
n)i+1, i+ 1

2

≃ 2νi+1

Un
i+1 − Un

i+ 1
2

∆xi+1
, (1.9b)

où Un
i+ 1

2

est une inconnue auxiliaire approchant Un
(
xi+ 1

2

)
qui sera éliminée en

écrivant la conservation du flux diffusif.

1.2.3 Discrétisation des termes de convection

Il y a plusieurs choix possibles pour la discrétisation du terme de convection

bUn
(
xi+ 1

2

)
. Donnons trois choix de discrétisations : centrée, décentrée classique et

décentrée hybride.

Discrétisation centrée

Dans le cas où ν est continu et Un régulière, un développement limité détermine

une approximation de Un
(
xi+ 1

2

)
à l’ordre 2 donnée par

Un
(
xi+ 1

2

)
≃ ∆xi+1U

n
i + ∆xiU

n
i+1

∆xi + ∆xi+1
,

et la formule ci-dessus est exacte si Un est une fonction P1. Mais si ν est discontinu

en xi+ 1

2

, alors ∂xU
n est discontinu, puisque bUn et le flux total ν∂xU

n − bUn sont

continus en ce point. Cela empêche donc de faire un développement limité. Or une

autre manière de définir une approximation d’ordre 2 est de dire que l’interpolation

au point xi+ 1
2

en fonction des points xi et xi+1 est celle qui est exacte pour des

fonctions localement P1. Connaissant U
n
i et Un

i+1, on cherche donc Un
i+ 1

2

qui vérifie
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la continuité du flux en xi+ 1
2

équivalente dans ce cas à la conservation du flux diffusif

qui s’écrit

(ν∂xU
n)i, i+ 1

2

= (ν∂xU
n)i+1, i+ 1

2

.

Celle-ci s’écrit à partir des flux diffusifs donnés par (1.9) comme

2νi

Un
i+ 1

2

− Un
i

∆xi
= 2νi+1

Un
i+1 − Un

i+ 1

2

∆xi+1
. (1.10)

Nous en déduisons que

Un
i+ 1

2

(
2νi

∆xi
+

2νi+1

∆xi+1

)
=

2νi

∆xi
Un

i +
2νi+1

∆xi+1
Un

i+1,

soit

Un
i+ 1

2

=
νiU

n
i ∆xi+1 + νi+1U

n
i+1∆xi

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
. (1.11)

Cela permet donc d’écrire le flux convectif centré comme

bUn
(
xi+ 1

2

)
≃ b

[
νi∆xi+1

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
Un

i +
νi+1∆xi

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
Un

i+1

]
. (1.12)

Si ∆xi = ∆xi+1 et νi = νi+1, nous retrouvons la forme habituellement utilisée, soit

Un
(
xi+ 1

2

)
≃ 1

2(Un
i + Un

i+1).

Discrétisation décentrée classique

Le schéma décentré classique à deux points s’écrit

bUn
(
xi+ 1

2

)
≃ [b]+Un

i + [b]−Un
i+1, (1.13)

où l’on note [b]+ et [b]− les parties positives et négatives de b définies par

[b]+ = max(0, b),

[b]− = min(b, 0),
(1.14)

de telle sorte que ∀b, b = [b]− + [b]+.

Discrétisation décentrée hybride

Quant au schéma décentré hybride, utilisé par [50], il est défini avec les inconnues

aux centres et aux sommets. Vu de la cellule i, le flux bUn
(
xi+ 1

2

)
noté (bUn)i,i+ 1

2

est défini par

(bUn)i, i+ 1
2

≃ [b]+Un
i + [b]−Un

i+ 1
2

, (1.15a)

et vu de la cellule i+ 1, nous avons de même

(bUn)i+1, i+ 1
2

≃ [b]+Un
i+ 1

2

+ [b]−Un
i , (1.15b)

où Un
i+ 1

2

est l’inconnue approchant Un
(
xi+ 1

2

)
, continue en xi+ 1

2

et déjà utilisé dans

la définition du flux diffusif (1.9).
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Ces trois discrétisations pour le flux convectif donnent lieu à trois schémas dif-

férents pour l’équation (1.8), dits centré, décentré classique et décentré hybride.

Pour résumer, notons que les inconnues aux sommets xi+ 1
2

, notées Un
i+ 1

2

(i =

1, · · · , I−1) interviennent dans l’expression de la discrétisation du terme de diffusion

(1.9), et dans l’expression du flux convectif (1.15) lorsque la discrétisation de type

décentré hybride est utilisée.

Dans le schéma centré et le schéma décentré classique à deux points, les incon-

nues Un
i+ 1

2

sont déterminées par (1.11) grâce à l’égalité (1.10) exprimant la continuité

du flux diffusif en chacun des points xi+ 1
2

(équivalente à la continuité du flux total

car (bUn)i, i+ 1

2

= (bUn)i+1, i+ 1

2

). Cela permet de réécrire les flux diffusifs (1.9a) et

(1.9b) comme

(ν∂xU
n)i, i+ 1

2

=
2νiνi+1(Un

i+1 − Un
i )

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
, (1.16a)

et de manière analogue

(ν∂xU
n)i, i− 1

2

= −2νi−1νi(U
n
i − Un

i−1)

νi−1∆xi + νi∆xi−1
. (1.16b)

Dans le schéma décentré hybride, les inconnues Un
i+ 1

2

sont définies par la conti-

nuité du flux total en xi+ 1
2
donnée par

(ν∂xU
n)i, i+ 1

2

− (bUn)i, i+ 1
2

= (ν∂xU
n)i+1, i+ 1

2

− (bUn)i+1, i+ 1
2

,

soit, en utilisant (1.9) et (1.15),

2νi

Un
i+ 1

2

− Un
i

∆xi
−
(

[b]+Un
i + [b]−Un

i+ 1
2

)

= 2νi+1

Un
i+1 − Un

i+ 1
2

∆xi+1
−
(

[b]+Un
i+ 1

2

+ [b]−Un
i

)
.

(1.17)

Donnons une description complète des trois schémas évoqués ci-dessus, à savoir

les schémas centré, décentré classique et décentré hybride, en écrivant les matrices

associées.

1.2.4 Schéma centré

Le schéma centré pour les mailles intérieures s’écrit à partir de (1.8), où Ũn
i est

approché par Un
i , les flux diffusifs (ν∂xU

n)i, i+ 1
2

et (ν∂xU
n)i, i− 1

2

sont définis par

(1.16a) et (1.16b), les flux convectifs bUn
(
xi− 1

2

)
et bUn

(
xi+ 1

2

)
sont donnés par

(1.12) et f̃n
i est approché par fn

i := fn(xi), la valeur de fn au point xi. Nous avons

donc, pour tout i ∈ [1, I − 1],

ωi
∆xi

∆tn
(Un

i − Un−1
i ) − 2νiνi+1(Un

i+1 − Un
i )

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
+

2νi−1νi(U
n
i − Un

i−1)

νi−1∆xi + νi∆xi−1

+ b

[
νi∆xi+1

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
Un

i +
νi+1∆xi

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
Un

i+1

]

− b

[
νi−1∆xi

νi−1∆xi + νi∆xi−1
Un

i−1 +
νi∆xi−1

νi−1∆xi + νi∆xi−1
Un

i

]

+ η∆xiU
n
i − ∆xif

n
i = 0,

(1.18)
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soit, en posant Di = νi∆xi+1 + νi+1∆xi,

Un
i

[
ωi

∆xi

∆tn
+ b

νi∆xi+1

Di
− b

νi∆xi−1

Di−1
+

2νiνi+1

Di
+

2νi−1νi

Di−1
+ η∆xi

]

+ Un
i+1

[
b
νi+1∆xi

Di
− 2νiνi+1

Di

]
+ Un

i−1

[
− b

νi−1∆xi

Di−1
− 2νi−1νi

Di−1

]

= ωi
∆xi

∆tn
Un−1

i + ∆xif
n
i .

(1.19)

Donnons la discrétisation sur les mailles de bord (i = 1 et i = I). Dans le cas

d’une condition de Dirichlet

Un
1
2

= gD, n
1
2

et Un
I+ 1

2

= gD, n

I+ 1
2

. (1.20)

Le flux diffusif en x 1
2

et xI+ 1
2

est donné par

(ν∂xU
n)1, 1

2

≃ 2ν1

Un
1 − Un

1
2

∆x1
= 2ν1

Un
1 − gD, n

1
2

∆x1
(1.21a)

et

(ν∂xU
n)I, I+ 1

2

≃ 2νI

Un
I+ 1

2

− Un
I

∆xI
= 2νI

gD, n

I+ 1
2

− Un
I

∆xI
, (1.21b)

et le flux convectif par

bUn
(
x 1

2

)
≃ bUn

1
2

= bgD, n
1
2

(1.22a)

et

bUn
(
xI+ 1

2

)
≃ bUn

I+ 1

2

= bgD, n

I+ 1
2

. (1.22b)

A partir de l’équation (1.8), et en utilisant (1.12), (1.16a), (1.16b), (1.21) et (1.22),

le schéma s’écrit sur la maille de centre x1 comme

Un
1

[
ω1

∆x1

∆tn
+ b

ν1∆x2

D1
+

2ν1

∆x1
+

2ν1ν2

D1
+ η ∆x1

]

+ Un
2

[
b
ν2∆x1

D1
− 2ν1ν2

D1

]

= ω1
∆x1

∆tn
Un−1

1 +

(
b+

2ν1

∆x1

)
gD, n

1
2

+ ∆x1f
n
1 ,

(1.23)

et d’une manière analogue sur la maille xI

Un
I

[
ωI

∆xI

∆tn
− b

νI∆xI−1

DI−1
+

2νI

∆xI
+

2νI−1νI

DI−1
+ η ∆xI

]

+ Un
I−1

[
− b

νI−1∆xI

DI−1
− 2νI−1νI

DI−1

]

= ωI
∆xI

∆tn
Un−1

I +

(
2νI

∆xI
− b

)
gD, n

I+ 1
2

+ ∆xIf
n
I .

(1.24)
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La condition de Neumann donnée par

(ν∂xU
n) 1

2

≃ 2ν1

Un
1 − Un

1
2

∆x1
= gN, n

1

2

et (ν∂xU
n)I+ 1

2

≃ 2νI

Un
I+ 1

2

− Un
I

∆xI
= gN, n

I+ 1
2

,

(1.25)

donne

Un
1
2

= Un
1 − ∆x1

2ν1
gN, n

1
2

et Un
I+ 1

2

= Un
I +

∆xI

2νI
gN, n

I+ 1
2

. (1.26)

Ainsi les deux équations sur les mailles de bords de centre x1 et xI , pour une

condition de Neumann, sont données respectivement par

Un
1

[
ω1

∆x1

∆tn
+ b

ν1∆x2

D1
− b +

2ν1ν2

D1
+ η ∆x1

]

+ Un
2

[
b
ν2∆x1

D1
− 2ν1ν2

D1

]

= ω1
∆x1

∆tn
Un−1

1 −
(
b∆x1

2ν1
+ 1

)
gN, n

1

2

+ ∆x1f
n
1 ,

(1.27)

et

Un
I

[
ωI

∆xI

∆tn
− b

νI∆xI−1

DI−1
+ b +

2νI−1νI

DI−1
+ η ∆xI

]

+ Un
I−1

[
− b

νI−1∆xI

DI−1
− 2νI−1νI

DI−1

]

= ωI
∆xI

∆tn
Un−1

I +

(
1 − b∆xI

2νI

)
gN, n

I+ 1

2

+ ∆xIf
n
I .

(1.28)

Théorème 1.1. La matrice associée au schéma centré défini par (1.19) et

– soit (1.23) et (1.24) pour des conditions de Dirichlet,

– soit (1.27) et (1.28) pour des conditions de Neumann,

est une M-matrice si ∀i = 1, · · · , I, ∆xi ≤ 2νi

|b| .

Nous rappelons d’abord, d’après [90], la définition d’une M-matrice.

Définition 1.2. Soit M ∈ R
I×I une matrice inversible. M est une M-matrice si

Mij < 0 ∀j 6= i et si tous les coefficients de M−1 sont positifs ou nuls.

En particulier une matrice M vérifiant

- Mij ≤ 0 ∀j 6= i

-
I∑

j=1

Mij > 0 ∀i ∈ [[1, I]].

est une M-matrice.
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Démonstration. Puisque la matrice associée au schéma centré est tridiagonale, no-

tons Bi (i ∈ [[1, I − 1]]) les termes de la diagonale supérieure et Ci (i ∈ [[2, I]]) ceux

de la diagonale inférieure. Les termes diagonaux Ai, Bi et Ci sont définis d’après

(1.19) pour les points intérieurs, par (1.23) et (1.24) pour les conditions de Dirichlet

et par (1.27) et (1.28) pour les conditions de Neumann.

Pour i ∈ [[2, I − 1]] :

Bi = b
νi+1∆xi

Di
− 2νiνi+1

Di
≤ 0 ⇐⇒ b∆xi ≤ 2νi

et

Ci = −b νi−1∆xi

Di−1
− 2νi−1νi

Di−1
≤ 0 ⇐⇒ −b∆xi ≤ 2νi,

d’où la condition suffisante ∆xi ≤ 2νi

|b| pour les termes extradiagonaux. D’autre

part, la somme des termes

Ai +Bi + Ci = ωi
∆xi

(∆t)n
+ η ∆xi > 0, ∀i ∈ [[2, I − 1]].

Pour i = 1 avec des conditions de Dirichlet :

Le terme extradiagonal B1 = b
ν2∆x1

D1
− 2ν1ν2

D1
≤ 0 si ∆x1 ≤ 2ν1

|b| .
De plus,

A1 +B1 = ω1
∆x1

∆tn
+ b +

2ν1

∆x1
+ η∆x1 > 0.

Pour i = 1 avec des conditions de Neumann :

B1 = b
ν2∆x1

D1
− 2ν1ν2

D1
≤ 0 ⇐⇒ ∆x1 ≤ 2ν1

|b|

A1 +B1 = ω1
∆x1

∆tn
+ η∆x1 > 0.

Pour i = I avec des conditions de Dirichlet :

CI = −b νI−1∆xI

DI−1
− 2νI−1νI

DI−1
≤ 0 ⇐⇒ ∆xI ≤ 2νI

|b|

et AI + CI = ωI
∆xI

∆tn
− b +

2νI

∆xI
+ η∆xI est positif si ∆xI ≤ 2νI

|b| .

Pour i = I avec des conditions de Neumann :

Cn
I = −b νI−1∆xI

DI−1
− 2νI−1νI

DI−1
≤ 0 ⇐⇒ ∆xI ≤ 2νI

|b| .

Aussi AI + CI = ωI
∆xI

∆tn
+ η∆xI > 0.
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1.2.5 Schéma décentré classique à deux points

Le schéma intérieur du schéma décentré classique à deux points peut être écrit

à partir de l’équation (1.18) en remplaçant les termes de convection centrés (1.12)

par (1.13). Il vient alors

ωi
∆xi

∆tn

(
Un

i − Un−1
i

)
+ [b]+ (Un

i − Un
i−1) + [b]− (Un

i+1 − Un
i )

− 2νiνi+1(Un
i+1 − Un

i )

νi∆xi+1 + νi+1∆xi
+

2νi−1νi(U
n
i − Un

i−1)

νi−1∆xi + νi∆xi−1
+ η ∆xiU

n
i − ∆xif

n
i = 0.

(1.29)

soit, en reprenant la notation Di = νi∆xi+1 + νi+1∆xi et en remarquant que

[b]+ − [b]− = |b|, (1.30)

nous avons

Un
i

[
ωi

∆xi

∆tn
+ |b| +

2νiνi+1

Di
+

2νi−1νi

Di−1
+ η ∆xi

]

+ Un
i−1

[
− [b]+ − 2νi−1νi

Di−1

]
+ Un

i+1

[
[b]− − 2νiνi+1

Di

]

= ωi
∆xi

∆tn
Un−1

i + ∆xif
n
i .

(1.31)

Sur les mailles de bords (i = 1 et i = I), on peut écrire la discrétisation du

schéma décentré classique en conservant les inconnues de bord Un
1
2

et Un
I+ 1

2

, ce qui

donne

ω1
∆x1

∆tn

(
Un

1 − Un−1
1

)
+ [b]+ (Un

1 − Un
1/2) + [b]− (Un

2 − Un
1 )

− 2ν1ν2(Un
2 − Un

1 )

ν1∆x2 + ν2∆x1
+

2ν1(Un
1 − Un

1/2)

∆x1
+ η ∆x1U

n
1 − ∆x1f

n
1 = 0

et

ωI
∆xI

∆tn

(
Un

I − Un−1
I

)
+ [b]+(Un

I − Un
I−1) + [b]−(Un

I+1/2 − Un
I )

+
2νI−1νI(Un

I − Un
I−1)

νI−1∆xI + νI∆xI−1
−

2νI(Un
I+1/2 − Un

I )

∆xI
+ η ∆xIU

n
I − ∆xIf

n
I = 0.

Ainsi, en appliquant les conditions de Dirichlet (1.20) et en utilisant (1.30), nous

obtenons

Un
1

[
ω1

∆x1

∆tn
+ |b| +

2ν1

∆x1
+

2ν1ν2

ν1∆x2 + ν2∆x1
+ η∆x1

]

+ Un
2

[
[b]− − 2ν1ν2

ν1∆x2 + ν2∆x1

]

= ω1
∆x1

∆tn
Un−1

1 +

(
[b]+ +

2ν1

∆x1

)
gD, n

1
2

+ ∆x1f
n
1

(1.32)
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et

Un
I

[
ωI

∆xI

∆tn
+ |b| +

2νI

∆xI
+

2νI−1νI

νI−1∆xI + νI∆xI−1
+ η∆xI

]

+ Un
I−1

[
− [b]+ − 2νI−1νI

νI−1∆xI + νI∆xI−1

]

= ωI
∆xI

(∆t)n
Un−1

I +

(
2νI

∆xI
− [b]−

)
gD, n

I+ 1
2

+ ∆xIf
n
I ,

(1.33)

et, en appliquant les conditions de Neumann données par (1.25) ou (1.26), l’équation

est donnée par

Un
1

[
ω1

∆x1

∆tn
− [b]− +

2ν1ν2

ν1∆x2 + ν2∆x1
+ η∆x1

]

+ Un
2

[
[b]− − 2ν1ν2

ν1∆x2 + ν2∆x1

]

= ω1
∆x1

∆tn
Un−1

1 −
(

[b]+∆x1

2ν1
+ 1

)
gN, n

1

2

+ ∆x1f
n
1

(1.34)

et

Un
I

[
ωI

∆xI

∆tn
+ [b]+ +

2νI−1νI

νI−1∆xI + νI∆xI−1
+ η∆xI

]

+ Un
I−1

[
− [b]+ − 2νI−1νI

νI−1∆xI + νI∆xI−1

]

= ωI
∆xI

(∆t)n
Un−1

I +

(
1 − [b]−∆xI

2νI

)
gN, n

I+ 1

2

+ ∆xIf
n
I .

(1.35)

Théorème 1.3. La matrice associée au schéma décentré classique défini par (1.31)

et

– soit (1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet,

– soit (1.34) et (1.35) pour des conditions de Neumann,

est une M-matrice.

Démonstration. On observe que les termes de la matrice vérifient de façon simple

les conditions données dans la Définition 1.2.

1.2.6 Schéma décentré hybride

En reprenant l’équation (1.8), les expressions (1.9a) et (1.9b) du flux diffusif et

la définition du terme de convection donnée par (1.15), le schéma peut être écrit,

sur la maille de centre xi, comme

ωi∆xi

∆tn

(
Un

i − Un−1
i

)
− 2νi

∆xi

(
Un

i+ 1
2

− Un
i

)
+

2νi

∆xi

(
Un

i − Un
i− 1

2

)

+ [b]+
(
Un

i − Un
i− 1

2

)
+ [b]−

(
Un

i+ 1

2

− Un
i

)
+ η∆xiU

n
i − ∆xif

n
i = 0,

(1.36)
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soit

ωi∆xi

∆tn

(
Un

i − Un−1
i

)
+

(
− 2νi

∆xi
+ [b]−

)(
Un

i+ 1
2

− Un
i

)

+

(
2νi

∆xi
+ [b]+

)(
Un

i − Un
i− 1

2

)
+ η∆xiU

n
i − ∆xif

n
i = 0.

(1.37)

Les inconnues aux sommets sont éliminées en écrivant l’égalité (1.17) du flux total

(flux diffusif et flux convectif) en chacun de ces points :

2νi

Un
i+ 1

2

− Un
i

∆xi
−
(

[b]+Un
i + [b]−Un

i+ 1
2

)

= 2νi+1

Un
i+1 − Un

i+ 1
2

∆xi+1
−
(

[b]+Un
i+ 1

2

+ [b]−Un
i+1

)
,

soit, en utilisant (1.30),

Un
i+ 1

2

(
2νi

∆xi
+

2νi+1

∆xi+1
+ |b|

)
=

(
2νi

∆xi
+ [b]+

)
Un

i +

(
2νi+1

∆xi+1
− [b]−

)
Un

i+1.

Il vient alors

Un
i+ 1

2

=

(
2νi

∆xi
+ [b]+

)
Un

i +

(
2νi+1

∆xi+1
− [b]−

)
Un

i+1

(
2νi

∆xi
+

2νi+1

∆xi+1
+ |b|

) . (1.38)

L’expression précédente (1.38) est utilisée pour calculer les termes de (1.37). Nous

avons en effet

Un
i+ 1

2

− Un
i =

(
2νi+1

∆xi+1
− [b]−

) (
Un

i+1 − Un
i

)

(
2νi

∆xi
+

2νi+1

∆xi+1
+ |b|

) (1.39)

et

Un
i − Un

i− 1
2

=

(
2νi−1

∆xi−1
+ [b]+

) (
Un

i − Un
i−1

)

(
2νi

∆xi
+

2νi−1

∆xi−1
+ |b|

) . (1.40)

Par conséquent, le schéma décentré hybride sur les mailles intérieures peut s’écrire

−
(

2νi

∆xi
+ [b]+

)(
2νi−1

∆xi−1
+ [b]+

)

(
2νi

∆xi
+

2νi−1

∆xi−1
+ |b|

) Un
i−1 −

(
2νi

∆xi
− [b]−

)(
2νi+1

∆xi+1
− [b]−

)

(
2νi

∆xi
+

2νi+1

∆xi+1
+ |b|

) Un
i+1

+



ωi∆xi

∆tn
+ η∆xi +

(
2νi

∆xi
− [b]−

)(
2νi+1

∆xi+1
− [b]−

)

(
2νi

∆xi
+

2νi+1

∆xi+1
+ |b|

) +

(
2νi

∆xi
+ [b]+

)(
2νi−1

∆xi−1
+ [b]+

)

(
2νi

∆xi
+

2νi−1

∆xi−1
+ |b|

)


U

n
i

= ωi
∆xi

∆tn
Un−1

i + ∆xif
n
i .

(1.41)
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Pour écrire le schéma sur les mailles de bord en laissant apparâıtre les inconnues

Un
1
2

et Un
I+ 1

2

, reprenons l’expression du schéma décentré hybride (1.36) et remplaçons

Un
3
2

−Un
1 (resp. Un

I −Un
I− 1

2

) par sa valeur tirée de (1.39) (resp. (1.40)). Il vient alors

−
(

2ν1

∆x1
+ [b]+

)
Un

1
2

−

(
2ν1

∆x1
− [b]−

)(
2ν2

∆x2
− [b]−

)

(
2ν1

∆x1
+

2ν2

∆x2
+ |b|

) Un
2

+



ω1∆x1

∆tn
+ η∆x1 +

(
2ν1

∆x1
− [b]−

)(
2ν2

∆x2
− [b]−

)

(
2ν1

∆x1
+

2ν2

∆x2
+ |b|

) +

(
2ν1

∆x1
+ [b]+

)

U

n
1

= ω1
∆x1

∆tn
Un−1

1 + ∆x1f
n
1 ,

(1.42)

et de manière analogue

−
(

2νI

∆xI
− [b]−

)
Un

I+ 1
2

−

(
2νI−1

∆xI−1
+ [b]+

)(
2νI

∆xI
+ [b]+

)

(
2νI−1

∆xI−1
+

2νI

∆xI
+ |b|

) Un
I−1

+



ωI∆xI

∆tn
+ η∆xI +

(
2νI−1

∆xI−1
+ [b]+

)(
2νI

∆xI
+ [b]+

)

(
2νI−1

∆xI−1
+

2νI

∆xI
+ |b|

) +

(
2νI

∆xI
− [b]−

)

U

n
I

= ωI
∆xI

∆tn
Un−1

I + ∆xIf
n
I .

(1.43)

Lorsque les conditions de Dirichlet (1.20) sont appliquées, nous remplaçons sim-

plement Un
1
2

et Un
I+ 1

2

par gD, n
1

2

et gD, n

I+ 1

2

dans les expressions (1.42) et (1.43). Il vient

alors



ω1∆x1

∆tn
+ η∆x1 +

(
2ν1

∆x1
− [b]−

)(
2ν2

∆x2
− [b]−

)

(
2ν1

∆x1
+

2ν2

∆x2
+ |b|

) +

(
2ν1

∆x1
+ [b]+

)

U

n
1

−

(
2ν1

∆x1
− [b]−

)(
2ν2

∆x2
− [b]−

)

(
2ν1

∆x1
+

2ν2

∆x2
+ |b|

) Un
2

= ω1
∆x1

∆tn
Un−1

1 + ∆x1f
n
1 +

(
2ν1

∆x1
+ [b]+

)
gD, n

1
2

(1.44)
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et


ωI∆xI

∆tn
+ η∆xI +

(
2νI−1

∆xI−1
+ [b]+

)(
2νI

∆xI
+ [b]+

)

(
2νI−1

∆xI−1
+

2νI

∆xI
+ |b|

) +

(
2νI

∆xI
− [b]−

)

U

n
I

−

(
2νI−1

∆xI−1
+ [b]+

)(
2νI

∆xI
+ [b]+

)

(
2νI−1

∆xI−1
+

2νI

∆xI
+ |b|

) Un
I−1

= ωI
∆xI

∆tn
Un−1

I + ∆xIf
n
I +

(
2νI

∆xI
− [b]−

)
gD, n

I+ 1
2

.

(1.45)

Pour écrire la discrétisation du schéma décentré hybride lorsque les conditions

de Neumann sont appliquées, nous utilisons les expressions (1.42) et (1.43) avec

(1.26). D’où



ω1∆x1

∆tn
+ η∆x1 +

(
2ν1

∆x1
− [b]−

)(
2ν2

∆x2
− [b]−

)

(
2ν1

∆x1
+

2ν2

∆x2
+ |b|

)


U

n
1

−

(
2ν1

∆x1
− [b]−

)(
2ν2

∆x2
− [b]−

)

(
2ν1

∆x1
+

2ν2

∆x2
+ |b|

) Un
2

= ω1
∆x1

∆tn
Un−1

1 + ∆x1f
n
1 −

(
1 +

[b]+∆x1

2ν1

)
gN, n

1
2

(1.46)

et


ωI∆xI

∆tn
+ η∆xI +

(
2νI−1

∆xI−1
+ [b]+

)(
2νI

∆xI
+ [b]+

)

(
2νI−1

∆xI−1
+

2νI

∆xI
+ |b|

)


U

n
I

−

(
2νI−1

∆xI−1
+ [b]+

)(
2νI

∆xI
+ [b]+

)

(
2νI−1

∆xI−1
+

2νI

∆xI
+ |b|

) Un
I−1

= ωI
∆xI

∆tn
Un−1

I + ∆xIf
n
I +

(
1 − [b]−∆xI

2νI

)
gN, n

I+ 1

2

.

(1.47)

Théorème 1.4. La matrice associée au schéma décentré hybride défini par (1.41)

et

– soit (1.44) et (1.45) pour des conditions de Dirichlet,

– soit (1.46) et (1.47) pour des conditions de Neumann,

est une M-matrice.

Démonstration. On observe là encore que les termes de la matrice vérifient de façon

simple les conditions données dans la Définition 1.2.
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Les M-matrices possèdent la propriété du principe du maximum discret permet-

tant de montrer l’existence et l’unicité de la solution associée au problème matriciel.

Ainsi, en montrant la propriété de M-matrice pour les schémas centré, décentré clas-

sique et décentré hybride, on obtient le caractère bien posé de ces schémas.

Remarque 1.5. Le principe du maximum et la propriété de M-matrice ne sont que

des conditions suffisantes pour montrer que le problème est bien posé. Ces conditions

peuvent ne pas être vérifiées bien que le problème soit bien posé comme ce sera le

cas en deux dimensions d’espace pour le schéma de type DDFV.

Suite à la remarque précédente, on donne également ci-après la preuve d’exis-

tence et d’unicité de la solution associée au schéma décentré hybride, par estimation

d’énergie, en vue du 2D.

Théorème 1.6. Le problème associé au schéma décentré hybride défini par (1.36)

et soit (1.20) pour des conditions de Dirichlet, soit (1.25) pour des conditions de

Neumann, est bien posé si la vitesse b est sortante là où la condition de Neumann

est appliquée.

Démonstration. Pour montrer le caractère bien posé du schéma décentré hybride

défini par (1.36) avec les conditions de bord Dirichlet et Neumann données par

(1.20) et (1.25), il suffit de montrer l’injectivité puisqu’il y a, par construction du

schéma, autant d’équations que d’inconnues.

Rappelons le flux total au temps tn, noté F
n
i,i+ 1

2

sur la maille à gauche de xi+ 1
2

(i ∈ [[1, I]]) et Fn
i+1,i+ 1

2

sur la maille à droite de xi+ 1
2

(i ∈ [[1, I − 1]]), écrit à partir

des flux de diffusion (1.9) et des flux de convection (1.15). Vu de la cellule de centre

xi+1, il vient

Fn
i+1,i+ 1

2

= 2νi+1

Un
i+1 − Un

i+ 1
2

∆xi+1
−
(

[b]+Un
i+ 1

2

+ [b]−Un
i+1

)
, (1.48a)

ou vu de la cellule de centre xi,

Fn
i,i+ 1

2

= 2νi

Un
i+ 1

2

− Un
i

∆xi
−
(

[b]+Un
i + [b]−Un

i+ 1
2

)
. (1.48b)

De plus, la conservation du flux total permet d’écrire Fn
i,i+ 1

2

= Fn
i+1,i+ 1

2

. Ainsi nous

rappelons le schéma au temps tn sur les cellules intérieures [xi− 1

2

, xi+ 1

2

] :

ωi
∆xi

∆t

(
Un

i − Un−1
i

)
− Fn

i,i+ 1
2

+ Fn
i,i− 1

2

+ η∆xiU
n
i = ∆xif

n
i . (1.49)

L’injectivité consiste alors à montrer que, au temps tn,




ωi
∆xi

∆tn
Un

i − Fn
i,i+ 1

2

+ Fn
i,i− 1

2

+ η∆xiU
n
i = 0

Un
1
2

= 0, Un
I+ 1

2

= 0 (Dirichlet)

2ν1

Un
1 − Un

1
2

∆x1
= 0, 2νI

Un
I+ 1

2

− Un
I

∆xI
= 0 (Neumann)

=⇒ Un
i = 0 ∀i ∈ [[1, I]].

(1.50)
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soit, en multipliant la première équation de (1.50) par Un
i puis en sommant sur

i ∈ [[1, I]],





I∑

i=1

(
ωi

∆xi

∆tn
+ η∆xi

)
(Un

i )2 + Fn
1, 1

2

Un
1

+
I−1∑

i=1

Fn
i,i+ 1

2

(
Un

i+1 − Un
i

)
− Fn

I,I+ 1
2

Un
I = 0

Un
1
2

= 0, Un
I+ 1

2

= 0 (Dirichlet)

2ν1

Un
1 − Un

1
2

∆x1
= 0, 2νI

Un
I+ 1

2

− Un
I

∆xI
= 0 (Neumann)

=⇒ Un
i = 0 ∀i ∈ [[1, I]].

(1.51)

Cela revient donc à montrer la positivité de

Fn
1, 1

2

Un
1 +

I−1∑

i=1

Fi,i+ 1
2

(
Un

i+1 − Un
i

)
− Fn

I,I+ 1
2

Un
I ∀i ∈ [[1, I]]. (1.52)

Dans la suite, nous omettrons l’exposant n relatif au temps. En réécrivant

Fi,i+ 1
2

(Ui+1 − Ui) = Fi,i+ 1
2

(Ui+1 − Ui+ 1
2

) + Fi,i+ 1
2

(Ui+ 1
2

− Ui),

il vient, à partir de la définition du flux total (1.48),

I−1∑

i=1

Fi,i+ 1
2

(Ui+1 − Ui) =
I−1∑

i=1

2νi

∆xi

(
Ui+ 1

2

− Ui

)2
+

2νi+1

∆xi+1

(
Ui+1 − Ui+ 1

2

)2

−
I−1∑

i=1

(
[b]+Ui+ 1

2

+ [b]−Ui+1

) (
Ui+1 − Ui+ 1

2

)

−
I−1∑

i=1

(
[b]+Ui + [b]−Ui+ 1

2

) (
Ui+ 1

2

− Ui

)
.

(1.53)

Détaillons le calcul des deux dernières lignes de (1.53) :

(
[b]+Ui+ 1

2

+ [b]−Ui+1

)
=

(
[b]+ − [b]−

) Ui+1 − Ui+ 1

2

2
− [b]+

2
Ui+ 1

2

− [b]−

2
Ui+1 − [b]−

2
Ui+ 1

2

− [b]+

2
Ui+1,

(1.54)

et de même

(
[b]+Ui + [b]−Ui+ 1

2

)
=

(
[b]+ − [b]−

) Ui+ 1
2

− Ui

2
− [b]+

2
Ui − [b]+

2
Ui+ 1

2

− [b]−

2
Ui+ 1

2

− [b]−

2
Ui.

(1.55)

Puisque [b]+ + [b]− = b, nous pouvons réécrire les deux dernières lignes de (1.53)
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comme

−
I−1∑

i=1

(
[b]+Ui+ 1

2

+ [b]−Ui+1

) (
Ui+1 − Ui+ 1

2

)

+
(
[b]+Ui + [b]−Ui+ 1

2

)(
Ui+ 1

2

− Ui

)

=
I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+1 − Ui+ 1

2

)2
+

I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+ 1

2

− Ui

)2

−
I−1∑

i=1

b

2

(
Ui+1 + Ui+ 1

2

) (
Ui+1 − Ui+ 1

2

)
−

I−1∑

i=1

b

2

(
Ui + Ui+ 1

2

) (
Ui+ 1

2

− Ui

)
,

(1.56)

soit

−
I−1∑

i=1

(
[b]+Ui+ 1

2

+ [b]−Ui+1

) (
Ui+1 − Ui+ 1

2

)

+
(
[b]+Ui + [b]−Ui+ 1

2

) (
Ui+ 1

2

− Ui

)

=
I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+1 − Ui+ 1

2

)2
+

I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+ 1

2

− Ui

)2

−
I−1∑

i=1

b

2

[
(Ui+1)2 −

(
Ui+ 1

2

)2
+
(
Ui+ 1

2

)2
− (Ui)

2
]
.

(1.57)

L’expression (1.53) peut donc être écrite comme

I−1∑

i=1

Fi,i+ 1

2

(Ui+1 − Ui) =
I−1∑

i=1

2νi

∆xi

(
Ui+ 1

2

− Ui

)2
+

2νi+1

∆xi+1

(
Ui+1 − Ui+ 1

2

)2

+
I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+1 − Ui+ 1

2

)2
+

I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+ 1

2

− Ui

)2

− b

2
(UI)2 +

b

2
(U1)2 .

(1.58)

Revenons maintenant à l’expression (1.52) dont il faut montrer la positivité. Grâce

à (1.58), cette expression s’écrit

I−1∑

i=1

2νi

∆xi

(
Ui+ 1

2

− Ui

)2
+

2νi+1

∆xi+1

(
Ui+1 − Ui+ 1

2

)2

+
I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+1 − Ui+ 1

2

)2
+

I−1∑

i=1

|b|
2

(
Ui+ 1

2

− Ui

)2

+F1, 1
2

U1 +
b

2
(U1)2 − FI,I+ 1

2

UI − b

2
(UI)2

(1.59)

Seuls les termes aux bords restent à envisager puisque tous les autres termes sont

positifs. Les conditions aux limites homogènes de Dirichlet (1.20) se traduisent par

U 1
2

= 0 et UI+ 1
2

= 0 tandis que celles de Neumann (1.25) conduisent à U 1
2

= U1 et

UI+ 1

2

= UI .

En x 1
2

, la condition de Dirichlet (U 1
2

= 0) donne

F1, 1
2

U1 +
b

2
(U1)2 =

2ν1

∆x1
(U1)2 − [b]− (U1)2 +

b

2
(U1)2 ,
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qui est toujours positif. La condition de Neumann (U 1
2

= U1) donne

F1, 1
2

U1 +
b

2
(U1)2 = −([b]+ + [b]−) (U1)2 +

b

2
(U1)2 = − b

2
(U1)2 ,

qui est positif sous la condition que la vitesse soit sortante (b ≤ 0) en x 1
2

.

Nous montrons de même que

−FI,I+ 1
2

UI − b

2
(UI)2 =

2νI

∆xI
(UI)2 + [b]+ (UI)2 − b

2
(UI)2 ,

qui est toujours positif. Pour la condition de Neumann, nous avons

−FI,I+ 1
2

UI − b

2
(U1)2 = ([b]+ + [b]−) (UI)2 − b

2
(UI)2 =

b

2
(UI)2 ,

qui est positif sous la condition que la vitesse soit sortante (b ≥ 0) en xI+ 1
2

.

Remarque 1.7. Nous avons montré qu’il est possible de prouver l’existence et l’uni-

cité de la solution du schéma décentré hybride, par estimation d’énergie. Toutefois,

nous savons le montrer avec une condition supplémentaire suffisante (la vitesse b

est sortante là où la condition de Neumann est appliquée) par rapport à la démons-

tration du théorème 1.4 de caractérisation de la M-matrice associée au schéma.
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les schémas centré, décentré

classique et décentré hybride pour le problème monodomaine (3) avec des condi-

tions limites de type Dirichlet ou Neumann. La propriété de M-matrice, vérifiée

pour chacun des trois schémas, assure la positivité des schémas (avec une condition

dans le cas du schéma centré) : ils sont donc bien posés. Dans la suite, nous pri-

vilégierons le schéma décentré pour traiter la convection et on utilisera le schéma

centré comme point de départ et comme référence pour les autres schémas.

Dans ce chapitre, nous présentons le problème multidomaine pour le problème

continu (3). Pour cela, nous nous plaçons dans le cadre simplifié de deux sous-

domaines pour plus de clarté, bien que tout puisse être étendu à un nombre quel-

conque de sous-domaines sans difficulté supplémentaire. Soient ΩL (gauche) et ΩR

(droite) ces deux sous-domaines unidimensionnel, séparés par l’interface réduite au

point xΓ. L’exposant L (resp. R) sera toujours relatif au sous-domaine ΩL (resp.

ΩR).

Résoudre le problème multidomaine consiste alors à résoudre deux sous-problèmes

locaux en espace et en temps sur chacun des deux sous-domaines puis à tranférer la

solution et le flux associé via les conditions de transmission définies sur l’interface

espace-temps {xΓ} × (0, T ). Ces conditions d’interface permettent de raccorder à

l’interface la solution des deux sous-domaines et le flux total, qui sont tous deux

continus en tout point du domaine Ω, a fortiori en xΓ. Sur l’interface espace-temps

{xΓ} × (0, T ), cette double condition

cL = cR et νL∂xc
L − bcL = νR∂xc

R − bcR

peut être réécrite [91], moyennant une combinaison linéaire, sous la forme équiva-
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lente

νL∂xc
L − bcL + ΛLcL = νR∂xc

R − bcR + ΛLcR sur {xΓ} × (0, T ) (2.1)

et

−νR∂xc
R + bcR + ΛRcR = −νL∂xc

L + bcL + ΛRcL sur {xΓ} × (0, T ), (2.2)

où ΛLu = αLu+βL∂tu et ΛRu = αRu+βR∂tu, avec α
L et αR des paramètres réels

strictement positifs, et βL et βR positifs ou nuls. Les conditions (2.1) et (2.2) sont

dites de type Robin si elles sont d’ordre 0 (βL = βR = 0), d’ordre 1 sinon.

En notant fL := f|ΩL
(resp. fR := f|ΩR

) et gR (resp. gL) le second membre

de (2.1) (resp. (2.2)), le problème multidomaine au niveau continu consiste donc à

résoudre

{
ωL∂tc

L − ∂x(νL∂xc
L − bcL) + ηcL = fL dans ΩL × (0, T )

νL∂xc
L − bcL + ΛLcL = gR sur {xΓ} × (0, T )

(2.3)

et

{
ωR∂tc

R − ∂x(νR∂xc
R − bcR) + ηcR = fR dans ΩR × (0, T )

−νR∂xc
R + bcR + ΛRcR = gL sur {xΓ} × (0, T ).

(2.4)

Bien que le problème multidomaine continu (2.3) - (2.4) soit équivalent au pro-

blème monodomaine (3), il faut noter que pour un schéma donné (centré, décentré

classique ou décentré hybride), la solution peut ne pas être identique si on ne prend

garde à la discrétisation de la condition d’interface et des équations résolues sur les

cellules liées à l’interface. Par exemple, [50] montre à l’aide d’un contre-exemple que

cette propriété n’est pas toujours vérifiée pour le schéma décentré standard, ce qui

implique que la résolution du problème monodomaine discret et celle du problème

multidomaine discret ne sont pas nécessairement identiques. Si la propriété d’iden-

tité de la solution monodomaine et multidomaine est jugée fondamentale, c’est parce

que le schéma monodomaine est le schéma de référence pour lequel l’analyse est en

général connue. Sans cela, il faudrait refaire l’analyse du schéma multidomaine.

L’objet de ce chapitre est de définir, pour les problèmes (2.3) et (2.4), les schémas

multidomaine correspondants aux trois schémas monodomaine présentés dans le

chapitre 1. Nous montrons d’une part que chacun de ces schémas multidomaine

admet une unique solution et d’autre part que cette solution cöıncide avec la solution

monodomaine.

Comme dans la description discrète du schéma monodomaine, nous présentons

les schémas multidomaine avec l’ordre 0 en temps du schéma Galerkin Discontinu.

Là encore, la notation U remplacera systématiquement U0. Le domaine global Ω

est discrétisé en I sous-intervalles de centre xi et de pas d’espace ∆xi. On note

{xΓ} = {xP + 1
2

}, de telle sorte que ΩL =
(
x 1

2

, xP + 1
2

)
et ΩR =

(
xP + 1

2

, xI+ 1
2

)
.

Nous montrerons dans le paragraphe 2.2 l’équivalence des schémas multidomaine

et monodomaine.
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2.1 Présentation des schémas multidomaine

En repartant des schémas monodomaine centré, décentré classique et décen-

tré hybride donnés dans le chapitre 1, nous définissons au moins une formulation

multidomaine pour chacun d’eux. La formulation multidomaine consiste à définir

la discrétisation de l’EDP et de la condition d’interface. Le schéma monodomaine

(voir Chapitre 1) peut être appliqué au moins sur toutes les cellules qui ne sont

pas liées à l’interface. Il reste à définir la discrétisation de l’EDP sur les cellules

liées à l’interface ainsi que celle des conditions d’interface. Nous verrons que si

les schémas centré et décentré hybride s’adaptent naturellement à une formulation

multidomaine, il n’en est pas de même pour le schéma décentré classique. Dans ce

qui suit, nous présentons ces schémas multidomaine et nous nous intéressons à leur

caractère bien posé.

2.1.1 Le schéma centré

Nous écrivons le schéma centré multidomaine en repartant de l’équation exacte

(1.8) obtenue après intégration de l’EDP sur la maille de centre xP , où nous utili-

sons les approximations du flux diffusif (1.16b) en xP − 1
2

et (1.9a) en xP + 1
2

, et les

approximations du flux convectif (1.12) en xP − 1
2

et bUL,n

P + 1
2

sur l’interface {xP + 1
2

}.
Nous obtenons alors

ωP ∆xP

∆tn

(
UL,n

P − UL,n−1
P

)

− 2νP

∆xP

(
UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

)
+ bUL,n

P + 1
2

+
2νP −1νP (UL,n

P − UL,n
P −1)

νP −1∆xP + νP ∆xP −1

− b

[
νP −1∆xP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1
Un

P −1 +
νP ∆xP −1

νP −1∆xP + νP ∆xP −1
Un

P

]

+ η∆xPU
L,n
P − ∆xPf

L,n
P = 0,

(2.5)

soit, en rappelant que Di = νi∆xi+1 + νi+1∆xi pour i = 2, · · · , I − 1,

UL,n
P

[
ωP

∆xP

∆tn
− b

νP ∆xP −1

DP −1
+

2νP

∆xP
+

2νP −1νP

DP −1
+ η∆xP

]

+ UL
0

n
P −1

[
− b

νP −1∆xP

DP −1
− 2νP −1νP

DP −1

]
−
(

2νP

∆xP
− b

)
UL,n

P + 1

2

= ωP
∆xP

∆tn
UL,n−1

P + ∆xPf
L,n
P .

(2.6)

La condition d’interface discrétise le flux total en {xP + 1

2

} de la même manière que

dans le schéma (2.5). Il vient donc

2νP

UL,n

P + 1

2

− UL,n
P

∆xP
− bUL,n

P + 1
2

+ αLUL,n

P + 1
2

+
βL

∆tn

(
UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

)
= gR,n

P + 1
2

, (2.7)

où gR,n

P + 1
2

est une approximation de gR (sur {xP + 1
2

}) à l’instant tn et les autres

notations identiques à celle du chapitre 1.
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D’une manière analogue, nous écrivons le schéma multidomaine sur la maille de

centre xP +1, située à droite de l’interface xP + 1
2

, comme

ωP +1∆xP +1

∆tn

(
UR,n

P +1 − UR,n−1
P +1

)

+
2νP +1

∆xP +1

(
UR,n

P +1 − UR,n

P + 1

2

)
− bUR,n

P + 1

2

− 2νP +1νP +2(UR,n
P +2 − UR,n

P +1)

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1

+ b

[
νP +1∆xP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
UR,n

P +1 +
νP +2∆xP +1

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
UR,n

P +2

]

+ η∆xP +1U
R,n
P +1 − ∆xP +1f

R,n
P +1 = 0,

(2.8)

ou encore

UR,n
P +1

[
ωP +1

∆xP +1

∆tn
+ b

νP +1∆xP +2

DP +1
+

2νP +1

∆xP +1
+

2νP +1νP +2

DP +1
+ η∆xP +1

]

+ UR,n
P +2

[
b
νP +2∆xP +1

DP +1
− 2νP +1νP +2

DP +1

]
−
(
b+

2νP +1

∆xP +1

)
UR,n

P + 1
2

= ωP +1
∆xP +1

∆tn
UR,n−1

P +1 + ∆xP +1f
R,n
P +1.

(2.9)

La discrétisation de la condition d’interface permettant de déterminer l’inconnue

UR,n

P + 1
2

utilise la discrétisation du flux total apparaissant dans (2.8). D’où

−2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
+ bUR,n

P + 1

2

+ αRUR,n

P + 1

2

+
βR

∆tn

(
UR,n

P + 1

2

− UR,n−1

P + 1

2

)
= gL,n

P + 1

2

,

(2.10)

avec gL,n

P + 1
2

une approximation de gL (sur {xP + 1
2

}) à l’instant tn.

Les conditions d’interface (2.7) et (2.10) permettent de déterminer UL,n

P + 1
2

et

UR,n

P + 1

2

:




UL,n

P + 1
2

=

2νP

∆xP
UL,n

P +
βL

∆tn
UL,n−1

P + 1
2

+ gR,n

P + 1
2

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

UR,n

P + 1
2

=

2νP +1

∆xP +1
UR,n

P +1 +
βR

∆tn
UR,n−1

P + 1
2

+ gL,n

P + 1
2

2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn

.

(2.11)

Ainsi, en insérant les expressions (2.11) dans (2.6) et (2.9), nous obtenons les lignes

de la matrice associée au schéma centré sur les mailles P et P + 1. En reprenant les

notations du chapitre 1, nous avons

AP = ωP
∆xP

∆tn
− b

νP ∆xP −1

DP −1
+

2νP

∆xP
+

2νP −1νP

DP −1
+ η∆xP

−
(

2νP

∆xP
− b

) 2νP

∆xP

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

,
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soit

AP = ωP
∆xP

∆tn
+
νP (2νP −1 − b∆xP −1)

DP −1
+ η∆xP +

(
2νP

∆xP

)(
αL +

βL

∆tn

)

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

. (2.12)

Le terme de la diagonale supérieure est donné par

CP = −b νP −1∆xP

DP −1
− 2νP −1νP

DP −1
. (2.13)

De même,

AP +1 = ωP +1
∆xP +1

∆tn
+ b

νP +1∆xP +2

DP +1
+

2νP +1

∆xP +1
+

2νP +1νP +2

DP +1
+ η∆xP +1

−
(
b+

2νP +1

∆xP +1

) 2νP +1

∆xP +1

2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn

,

soit

AP +1 = ωP +1
∆xP +1

∆tn
+ b

νP +1∆xP +2

DP +1
+

2νP +1νP +2

DP +1
+ η∆xP +1

+

(
b+

2νP +1

∆xP +1

)(
αR +

βR

∆tn

)

2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn

.

(2.14)

Et le terme de la diagonale inférieure s’écrit

BP +1 = b
νP +2∆xP +1

DP +1
− 2νP +1νP +2

DP +1
. (2.15)

Théorème 2.1. Soit la matrice associée au schéma centré définie par (1.19) et

– soit (1.23) et (1.24) pour des conditions de Dirichlet,

– soit (1.27) et (1.28) pour des conditions de Neumann,

et (2.6) et (2.9) pour les conditions d’interface (2.7) et (2.10) avec αL et αR des

paramètres réels strictement positifs, et βL et βR positifs ou nuls.

C’est une M-matrice si ∀i = 1, · · · , I, ∆xi ≤ 2νi

|b| et αL +
βL

∆tn
≥ |b|.

Démonstration. Puisque les lignes de la matrice correspondant aux mailles inté-

rieures et aux mailles de bord Dirichlet et Neumann ont été analysées dans la

preuve du théoroème 1.1, il reste seulement à considérer les lignes correspondant

aux conditions d’interface, soit les lignes P et P + 1.

Sur la ligne P + 1,

BP +1 = b
νP +2∆xP +1

DP +1
− 2νP +1νP +2

DP +1
≤ 0 ⇐⇒ ∆xP +1 ≤ 2νP +1

|b| .
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De plus, An
P +1 + Bn

P +1 est clairement positif sans restriction pour b > 0 et avec la

condition ∆xP +1 ≤ 2νP +1

|b| si b ≤ 0, car les paramètres α et β sont positifs.

Sur la ligne P ,

CP = −b νP −1∆xP

DP −1
− 2νP −1νP

DP −1
≤ 0 ⇐⇒ ∆xP ≤ 2νP

|b| .

D’autre part, en ajoutant (2.12) et (2.13), on trouve

AP + CP = ωP
∆xP

∆tn
− b+

(
2νP

∆xP

)(
αL +

βL

∆tn

)

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

+ η∆xP , (2.16)

ou encore

AP + CP = ωP
∆xP

∆tn
+ η∆xP +

−2bνP

∆xP
+ b2 +

(
2νP

∆xP
− b

)(
αL +

βL

∆tn

)

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

= ωP
∆xP

∆tn
+ η∆xP +

b

(
b− αL − βL

∆tn

)
− 2νP

∆xP

(
b− αL − βL

∆tn

)

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

= ωP
∆xP

∆tn
+ η∆xP +

(
b− αL − βL

∆tn

)[
b− 2νP

∆xP

]

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

,

qui est positif si ∆xP ≤ 2νP

|b| et αL +
βL

∆tn
≥ |b|.

2.1.2 Le schéma décentré classique

Pour comprendre en quoi le schéma décentré classique ne s’adapte pas naturel-

lement à la formulation multidomaine, écrivons le schéma monodomaine et multi-

domaine sur la maille P + 1 (maille intérieure dans le cas monodomaine et maille

de bord dans le cas multidomaine) avec b > 0. Rappelons le schéma monodomaine

donné par (1.18) sur la maille intérieure P + 1 :

ωP +1∆xP +1

∆tn

(
Un

P +1 − Un−1
P +1

)

− 2νP +1νP +2(Un
P +2 − Un

P +1)

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
+

2νP νP +1(Un
P +1 − Un

P )

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

+ bUn
P +1 − bUn

P + η∆xP +1U
n
P +1 − ∆xP +1f

n
P +1 = 0.

(2.17)

Le schéma multidomaine est défini à partir de l’équation exacte (1.8) où les flux

diffusifs sont définis par (1.9a) en xP + 1
2

et (1.16b) en xP + 3
2

et le flux convectif en
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xP + 3
2

par (1.13). Quant à l’approximation du flux convectif décentré en xP + 1
2

, on

le note bU
R,n

P + 1
2

. Cela se traduit par

ωP +1∆xP +1

∆tn

(
UR,n

P +1 − UR,n−1
P +1

)

− 2νP +1νP +2(UR,n
P +2 − UR,n

P +1)

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
+

2νP +1

∆xP +1

(
UR,n

P +1 − UR,n

P + 1
2

)

+ bUR,n
P +1 − bU

R,n

P + 1

2

+ η∆xP +1U
R,n
P +1 − ∆xP +1f

R,n
P +1 = 0.

(2.18)

La difficulté tient au fait que le flux convectif bU
R,n

P + 1
2

ne peut pas être décentré, la

valeur décentrée bUL,n
P étant invisible au regard du sous-domaine ΩR.

Si nous choisissons de prendre bU
R,n

P + 1
2

= bUR,n

P + 1
2

, et que l’on continue à discrétiser

la condition de transmission comme dans le cas centré, à savoir

− 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
+ bUR,n

P + 1
2

+ αRUR,n

P + 1
2

+
βR

∆tn

(
UR,n

P + 1
2

− UR,n−1

P + 1
2

)

= −2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
+ bUL,n

P + 1

2

+ αRUL,n

P + 1

2

+
βR

∆tn

(
UL,n

P + 1

2

− UL,n−1

P + 1

2

)
,

(2.19)

la continuité de la solution à l’interface (UR,n

P + 1
2

= UL,n

P + 1
2

) implique que nous avons

de nouveau

UL,n

P + 1
2

= UR,n

P + 1
2

=
νP ∆xP +1U

L,n
P + νP +1∆xPU

R,n
P +1

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP
. (2.20)

Si le flux diffusif

2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
= 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1

correspond bien au flux diffusif du schéma monodomaine, il n’en est pas de même

pour le flux convectif puisque pour le schéma multidomaine

bU
R,n

P + 1

2

= b

(
νP ∆xP +1U

L,n
P + νP +1∆xPU

R,n
P +1

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

)
,

alors qu’il vaut bU
R,n

P + 1

2

= bUL,n
P pour le schéma monodomaine.

Les schémas monodomaine et multidomaine seront identiques si et seulement

si bU
R,n

P + 1
2

= bUL,n
P . Comme la condition d’interface (2.19) implique (2.20), qui lui-

même conduit à

UL,n
P =

(νP ∆xP +1 + νP +1∆xP )UR,n

P + 1

2

− νP +1∆xPU
R,n
P +1

νP ∆xP +1
, (2.21)

il suffit de choisir pour bU
R,n

P + 1
2

la valeur donnée par (2.21), qui est bien locale au

sous-domaine ΩR. Le schéma associé sera désigné par “décentré 0”.
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Une autre manière de définir ce flux convectif décentré, dans le contexte, qui est

le nôtre, d’un algorithme itératif pour la résolution du problème multidomaine, est

de prendre la valeur bUL,n
P à l’itération précédente. Ce schéma sera désigné dans la

suite par “décentré 1”. Il semble plus naturel que le précédent (pour lequel l’infor-

mation du flux décentré n’est pas en amont !), mais a l’inconvénient de ne pas être

local à l’itération courante du processus itératif.

Notons que si b < 0, c’est le schéma sur la maille P qui doit être modifié. D’une

manière analogue aux calculs précédents, le schéma multidomaine décentré peut

être écrit sur la maille P comme

ωP ∆xP

∆tn

(
UL,n

P − UL,n−1
P

)

− 2νP

∆xP

(
UL,n

P + 1

2

− UL,n
P

)
+

2νP −1νP (UL,n
P − UL,n

P −1)

νP −1∆xP + νP ∆xP −1

+ [b]+UL,n
P + [b]−U

L,n

P + 1
2

− [b]+UL,n
P −1 − [b]−UL,n

P

+ η∆xPU
L,n
P − ∆xPf

L,n
P = 0,

(2.22)

où le flux convectif [b]−U
L,n

P + 1

2

sera défini d’une manière tout à fait comparable à

[b]+U
R,n

P + 1

2

. De même que précédemment, la condition d’interface est donnée par

2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
− bUL,n

P + 1
2

+ αLUL,n

P + 1
2

+
βL

∆tn

(
UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

)
= gR,n

P + 1
2

. (2.23)

Le schéma décentré 0

Soient

U
R,n

P + 1
2

=
(νP ∆xP +1 + νP +1∆xP )UR,n

P + 1
2

− νP +1∆xPU
R,n
P +1

νP ∆xP +1
(2.24)

et

U
L,n

P + 1

2

=
(νP ∆xP +1 + νP +1∆xP )UL,n

P + 1
2

− νP ∆xP +1U
L,n
P

νP +1∆xP
. (2.25)

En utilisant (2.25), l’équation (2.22) sur la maille P peut être réécrite de la

manière suivante :

UL,n
P

[
ωP ∆xP

∆tn
+

2νP

∆xP
+

2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1
+ [b]+ − [b]−

(
1 +

νP ∆xP +1

νP +1∆xP

)
+ η∆xP

]

+ UL
0

n
P −1

[
−[b]+ − 2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1

]

+ UL,n

P + 1

2

[
− 2νP

∆xP
+ [b]−

(
1 +

νP ∆xP +1

νP +1∆xP

)]

= ωP
∆xP

∆tn
UL,n−1

P + ∆xP f
n
P .
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La condition d’interface (2.23) donne UL,n

P + 1
2

. Cela permet d’écrire

UL,n
P

[
ωP ∆xP

∆tn
+

2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1
+ [b]+ + η∆xP

]

+ UL,n
P

[
2νP

∆xP
− [b]−

(
1 +

νP ∆xP +1

νP +1∆xP

)]

1 −

2νP

∆xP

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn




+ UL,n
P −1

[
−[b]+ − 2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1

]

= ωP
∆xP

∆tn
UL,n−1

P + ∆xP f
L,n
P

+

[
2νP

∆xP
− [b]−

(
1 +

νP ∆xP +1

νP +1∆xP

)]



βL

∆tn
UL,n−1

P + 1
2

+ gR,n

P + 1
2

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn


 .

(2.26)

De la même manière, le schéma (2.18) sur la maille P + 1 peut être réécrit avec b

quelconque en utilisant (2.24). Il vient

UR,n
P +1

[
ωP +1∆xP +1

∆tn
+

2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
− [b]− + η∆xP +1

+
2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

(
1 +

νP +1∆xP

νP ∆xP +1

)]

+ UR,n
P +2

[
[b]− − 2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1

]

+ UR,n

P + 1
2

[
− 2νP +1

∆xP +1
− [b]+

(
1 +

νP +1∆xP

νP ∆xP +1

)]

= ωP +1
∆xP +1

∆tn
UR,n−1

P + ∆xP +1f
R,n
P +1,

(2.27)

qui devient, en remplaçant UR,n

P + 1
2

par son expression donnée par la condition d’in-
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terface (2.19) où le second membre est remplacé par gL,n

P + 1
2

:

UR,n
P +1

[
ωP +1∆xP +1

∆tn
+

2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
− [b]− + η∆xP +1

]

+ UR,n
P +1

[
2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

(
1 +

νP +1∆xP

νP ∆xP +1

)]

1 −

2νP +1

∆xP +1

2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn




+ UR,n
P +2

[
[b]− − 2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1

]

= ωP +1
∆xP +1

∆tn
UR,n−1

P +1 + ∆xP +1f
R,n
P +1

+

[
2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

(
1 +

νP +1∆xP

νP ∆xP +1

)]



βL

∆tn
UR,n−1

P + 1
2

+ gL,n

P + 1
2

2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn


 .

(2.28)

Théorème 2.2. Soit la matrice associée au schéma décentré 0 définie par (1.31)

et

– soit (1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet,

– soit (1.34) et (1.35) pour des conditions de Neumann,

et (2.26) et (2.28) pour les conditions d’interface données par (2.7) et (2.10) avec

αL et αR des paramètres réels strictement positifs et βL et βR des paramètres réels

positifs ou nuls.

C’est une M-matrice si αL +
βL

∆tn
≥ |b| et αR +

βR

∆tn
≥ |b|.

Démonstration. Le théorème 1.3 fournit le résultat pour les mailles intérieures et

les mailles de bord lorsqu’une condition de Dirichlet ou de Neumann est appliquée.

Il suffit alors de considérer les lignes P et P + 1 de la matrice.

Il est clair que les termes de la diagonale inférieure sur la ligne P

CP = −[b]+ − 2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1
≤ 0

et ceux de la diagonale supérieure sur la ligne P + 1

BP +1 = [b]− − 2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
≤ 0.
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D’autre part,

AP + CP =
ωP ∆xP

∆tn
+ η∆xP

+

[
2νP

∆xP
− [b]−

(
1 +

νP ∆xP +1

νP +1∆xP

)]

1 −

2νP

∆xP

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn




=
ωP ∆xP

∆tn
+ η∆xP

+

[
2νP

∆xP
− [b]−

(
1 +

νP ∆xP +1

νP +1∆xP

)]



−b+ αL +
βL

∆tn
2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn


 .

Et de même,

AP +1 +BP +1 =
ωP +1∆xP +1

∆tn
+ η∆xP +1

+

[
2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

(
1 +

νP +1∆xP

νP ∆xP +1

)]



b+ αR +
βR

∆tn
2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn


 .

Sous la condition suffisante du théorème, AP + CP > 0 et AP +1 +BP +1 > 0.

Le schéma décentré 1

Nous rappelons que ce schéma n’a de sens que dans le cadre d’un processus

itératif puisque U
R,n

P + 1
2

(resp. U
L,n

P + 1
2

) est défini par UL,n
P (resp. UR,n

P +1) à l’itération

précédente de l’algorithme itératif.

En repartant de (2.22), le schéma peut donc s’écrire sur la maille P comme

UL,n
P

[
ωP ∆xP

∆tn
+

2νP

∆xP
+

2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1
+ [b]+ − [b]− + η∆xP

]

+ UL,n
P −1

[
−[b]+ − 2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1

]

− 2νP

∆xP
UL,n

P + 1

2

= ωP
∆xP

∆tn
UL,n−1

P + ∆xP f
L,n
P − [b]−UR,n

P +1.
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En utilisant la condition d’interface (2.23) exprimant UL,n

P + 1
2

, il vient

UL,n
P

[
ωP ∆xP

∆tn
+

2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1
+ [b]+ − [b]− + η∆xP

]

+ UL,n
P




2νP

∆xP


1 −

2νP

∆xP

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn







+ UL,n
P −1

[
−[b]+ − 2νP −1νP

νP −1∆xP + νP ∆xP −1

]

= ωP
∆xP

∆tn
UL,n−1

P + ∆xPf
L,n
P − [b]−UR,n

P +1 +

2νP

∆xP

(
βL

∆tn
UL,n−1

P + 1

2

+ gR,n

P + 1

2

)

2νP

∆xP
− b+ αL +

βL

∆tn

.

(2.29)

De la même manière sur la maille P+1, en repartant de (2.18) avec b quelconque,

le schéma s’écrit

UR,n
P +1

[
ωP +1∆xP +1

∆tn
+

2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
+

2νP +1

∆xP +1
+ [b]+ − [b]− + η∆xP +1

]

+ UR,n
P +2

[
[b]− − 2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1

]
− 2νP +1

∆xP +1
UR,n

P + 1
2

= ωP +1
∆xP +1

∆tn
UR,n−1

P +1 + ∆xP +1f
R,n
P +1 + [b]+UL,n

P .

(2.30)

En remplaçant UR,n

P + 1
2

par son expression donnée par la condition d’interface (2.19),

il vient

UR,n
P +1

[
ωP +1∆xP +1

∆tn
+

2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
+ [b]+ − [b]− + η∆xP +1

]

+ UR,n
P +1




2νP +1

∆xP +1


1 −

2νP +1

∆xP +1

2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn







+ UR,n
P +2

[
[b]− − 2νP +1νP +2

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1

]

= ωP +1
∆xP +1

∆tn
UR,n−1

P +1 + ∆xP +1f
R,n
P +1 + [b]+UL,n

P +

2νP +1

∆xP +1

(
βR

∆tn
UR,n−1

P + 1
2

+ gL,n

P + 1
2

)

2νP +1

∆xP +1
+ b+ αR +

βR

∆tn

.

(2.31)

Théorème 2.3. Soit la matrice associée au schéma décentré 1 définie par (1.31)

et

– soit (1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet,

– soit (1.34) et (1.35) pour des conditions de Neumann,
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et (2.29) et (2.31) pour les conditions d’interface données par (2.7) et (2.10) avec

αL et αR des paramètres réels strictement positifs et βL et βR des paramètres réels

positifs ou nuls.

C’est une M-matrice si αL +
βL

∆tn
≥ |b| et αR +

βR

∆tn
≥ |b|.

Démonstration. La démonstration est tout à fait analogue à celle du théorème 2.2.

2.1.3 Le schéma décentré hybride

C’est devant la difficulté soulevée précédemment (avec l’usage du schéma dé-

centré classique) que [50] a proposé l’alternative du schéma décentré hybride, qui

s’adapte naturellement à une formulation multidomaine. Le schéma décentré hy-

bride multidomaine s’exprime exactement comme le schéma décentré hybride mo-

nodomaine (1.36) sur toutes les mailles. Sur la maille P , nous avons

ωP ∆xP

∆tn

(
UL,n

P − UL,n−1
P

)
− 2νP

∆xP

(
UL,n

P + 1

2

− UL,n
P

)
+

2νP

∆xP

(
UL,n

P − UL,n

P − 1

2

)

+ [b]+
(
UL,n

P − UL,n

P − 1
2

)
+ [b]−

(
UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

)
+ η∆xPU

L,n
P − ∆xP f

L,n
P = 0,

(2.32)

soit, à la manière de (1.43),

−
(

2νP

∆xP
− [b]−

)
UL,n

P + 1
2

−

(
2νP −1

∆xP −1
+ [b]+

)(
2νP

∆xP
+ [b]+

)

(
2νP −1

∆xP −1
+

2νP

∆xP
+ |b|

) UL,n
P −1

+

[
ωP ∆xP

∆tn
+ η∆xP +

(
2νP −1

∆xP −1
+ [b]+

)(
2νP

∆xP
+ [b]+

)

(
2νP −1

∆xP −1
+

2νP

∆xP
+ |b|

)

+

(
2νP

∆xP
− [b]−

)]
UL,n

P = ωP
∆xP

∆tn
UL,n−1

P + ∆xP f
L,n
P .

(2.33)

Le flux total de la condition d’interface sur {xP + 1
2

} est discrétisée de la même

manière que le flux total apparaissant dans le schéma (2.32). D’où

2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
− [b]+UL,n

P − [b]−UL,n

P + 1

2

+ αLUL,n

P + 1

2

+
βL

∆tn
(UL,n

P + 1

2

−UL,n−1

P + 1

2

) = gR,n

P + 1

2

,

(2.34)

avec gR,n

P + 1
2

une approximation de gL (en {xP + 1
2

}) à l’instant tn. D’une manière

similaire, le schéma sur la maille de centre xP +1, à droite de l’interface xP + 1

2

, est

donné par

ωP +1∆xP +1

∆tn

(
UR,n

P +1 − UR,n−1
P +1

)
− 2νP +1

∆xP +1

(
UR,n

P + 3
2

− UR,n
P +1

)
+

2νP +1

∆xP +1

(
UR,n

P +1 − UR,n

P + 1
2

)

+ [b]+
(
UR,n

P +1 − UR,n

P + 1
2

)
+ [b]−

(
UR,n

P + 3
2

− UR,n
P +1

)
+ η∆xP +1U

R,n
P +1 − ∆xP +1f

R,n
P +1 = 0,

(2.35)
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soit encore, à la manière de (1.42),

−
(

2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

)
UR,n

P + 1
2

−

(
2νP +1

∆xP +1
− [b]−

)(
2νP +2

∆xP +2
− [b]−

)

(
2νP +1

∆xP +1
+

2νP +2

∆xP +2
+ |b|

) UR,n
P +2

+

[
ωP +1∆xP +1

∆tn
+ η∆xP +1 +

(
2νP +1

∆xP +1
− [b]−

)(
2νP +2

∆xP +2
− [b]−

)

(
2νP +1

∆xP +1
+

2νP +2

∆xP +2
+ |b|

)

+

(
2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

)]
UR,n

P +1 = ωP +1
∆xP +1

∆tn
UR,n−1

P +1 + ∆xP +1f
R,n
P +1.

(2.36)

La condition d’interface sur {xP + 1
2

} est discrétisée de telle sorte que le flux total

soit donné comme dans le schéma (2.35). D’où

− 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
+ [b]+UR,n

P + 1

2

+ [b]−UR,n
P +1

+ αRUR,n

P + 1
2

+
βR

∆tn
(UR,n

P + 1
2

− UR,n−1

P + 1
2

) = gL,n

P + 1
2

,

(2.37)

avec gL,n

P + 1
2

une approximation de gL (en {xP + 1
2

}) à l’instant tn.

Les expressions de UL,n

P + 1
2

et UR,n

P + 1
2

sont déterminées par les conditions d’interface

que nous redonnons ci-dessous à l’ordre 1 :





2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
− [b]+UL,n

P − [b]−UL,n

P + 1

2

+ αLUL,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

) = gR,n

P + 1
2

− 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
+ [b]+UR,n

P + 1
2

+ [b]−UR,n
P +1

+ αRUR,n

P + 1
2

+
βR

∆tn
(UR,n

P + 1
2

− UR,n−1

P + 1
2

) = gL,n

P + 1
2

.

(2.38)

Elles permettent de déterminer





UL,n

P + 1
2

=

(
2νP

∆xP
+ [b]+

)
UL,n

P + gR,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
UL,n−1

P + 1
2

2νP

∆xP
− [b]− + αL +

βL

∆tn

UR
0

n
P + 1

2
=

(
2νP +1

∆xP +1
− [b]−

)
UR,n

P +1 + gL,n

P + 1
2

+
βR

∆tn
UR,n−1

P + 1
2

2νP +1

∆xP +1
+ [b]+ + αR +

βR

∆tn

.

(2.39)
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En injectant (2.39) dans les expressions du schéma sur les mailles P et P + 1

(2.33) et (2.36), nous obtenons




(
2νP −1

∆xP −1
+ [b]+

)(
2νP

∆xP
+ [b]+

)

(
2νP −1

∆xP −1
+

2νP

∆xP
+ |b|

) +

(
2νP

∆xP
− [b]−

)(
αL +

βL

∆tn
− b

)

2νP

∆xP
− [b]− + αL +

βL

∆tn



UL,n

P

+

(
ωP ∆xP

∆tn
+ η∆xP

)
UL,n

P −

(
2νP −1

∆xP −1
+ [b]+

)(
2νP

∆xP
+ [b]+

)

(
2νP −1

∆xP −1
+

2νP

∆xP
+ |b|

) UL,n
P −1

= ωP
∆xP

∆tn
UL,n−1

P + ∆xP f
L,n
P +

(
2νP

∆xP
− [b]−

)(
gR,n

P + 1

2

+
βL

∆tn
UL,n−1

P + 1

2

)

2νP

∆xP
− [b]− + αL +

βL

∆tn

,

(2.40)

et de manière analogue sur P + 1




(
2νP +1

∆xP +1
− [b]−

)(
2νP +2

∆xP +2
− [b]−

)

(
2νP +1

∆xP +1
+

2νP +2

∆xP +2
+ |b|

) +
ωP +1∆xP +1

∆tn
+ η∆xP +1

+

(
2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

)(
b+ αR +

βR

∆tn

)

2νP +1

∆xP +1
+ [b]+ + αR +

βR

∆tn



UR,n

P +1

−

(
2νP +1

∆xP +1
− [b]−

)(
2νP +2

∆xP +2
− [b]−

)

(
2νP +1

∆xP +1
+

2νP +2

∆xP +2
+ |b|

) UR,n
P +2

= ωP +1
∆xP +1

∆tn
UR,n−1

P +1 + ∆xP +1f
R,n
P +1 +

(
2νP +1

∆xP +1
+ [b]+

)(
gL,n

P + 1
2

+
βR

∆tn
UR,n−1

P + 1
2

)

2νP +1

∆xP +1
+ [b]+ + αR +

βR

∆tn

.

(2.41)

Théorème 2.4. Soit la matrice associée au schéma décentré hybride définie par

(1.41) et

– soit (1.44) et (1.45) pour des conditions de Dirichlet,

– soit (1.46) et (1.47) pour des conditions de Neumann,

et (2.40) et (2.41) pour les conditions d’interface données par (2.38) avec αL et αR

des paramètres réels strictement positifs et βL et βR des paramètres réels positifs

ou nuls.

C’est une M-matrice si αL +
βL

∆tn
≥ |b| et αR +

βR

∆tn
≥ |b|.

Démonstration. En prenant les expressions (2.40) et (2.41), il apparâıt clairement

que les termes devant UL,n
P −1 (CP ) et devant U

R,n
P +2 (BP +1) sont négatifs. De même,
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sous les conditions αL +
βL

∆tn
≥ |b| et αR +

βR

∆tn
≥ |b|, alors AP + CP > 0 et

AP +1 +BP +1 > 0.

2.2 Identité de la solution multidomaine et monodo-

maine

Ayant défini les schémas monodomaine dans le chapitre 1 et les schémas mul-

tidomaine dans ce qui précède (chapitre 2) et montré l’existence et l’unicité d’une

solution monodomaine et multidomaine pour chacun des schémas (sous certaines

conditions sur les paramètres), il reste à montrer que la solution multidomaine cöın-

cide avec la solution monodomaine.

Dans le cas du schéma centré et du schéma décentré hybride, le schéma est iden-

tique sur toutes les mailles, y compris sur celles qui sont adjacentes à l’interface. De

plus, la discrétisation de la condition de transmission écrite à l’interface est équi-

valente à la discrétisation de l’équation exprimant la continuité du flux total écrite

à chaque sommet du maillage monodomaine. Par conséquent, il reste simplement à

vérifier l’égalité de la solution et du flux total à l’interface pour conclure.

Dans le cas du schéma centré, les conditions d’interface s’écrivent





2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
− bUL,n

P + 1
2

+ αLUL,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

) =

2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
− bUR,n

P + 1
2

+ αLUR,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UR,n

P + 1
2

− UR,n−1

P + 1
2

)

− 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
+ bUR,n

P + 1

2

+ αRUR,n

P + 1

2

+
βR

∆tn
(UR,n

P + 1

2

− UR,n−1

P + 1

2

) =

− 2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
+ bUL,n

P + 1
2

+ αRUL,n

P + 1
2

+
βR

∆tn
(UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

).

(2.42)

En ajoutant les membres croisés des deux équations de (2.42), il vient UL,n

P + 1
2

=

UR,n

P + 1
2

. A partir de là, en reprenant l’une ou l’autre équation, on déduit l’égalité du

flux total à l’interface.

Dans le cas du schéma décentré hybride, les conditions d’interface sont données
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par




2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
− [b]+UL,n

P − [b]−UL,n

P + 1
2

+ αLUL,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

) =

2νP +1

UR,n
P +1U

R,n

P + 1
2

∆xP +1
− [b]+UR,n

P + 1

2

− [b]−UR,n
P +1 + αLUR,n

P + 1

2

+
βL

∆tn
(UR,n

P + 1

2

− UR,n−1

P + 1

2

)

− 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
+ [b]+UR,n

P + 1
2

+ [b]−UR,n
P +1 + αRUR,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UR,n

P + 1
2

− UR,n−1

P + 1
2

) =

− 2νP

UL,n

P + 1

2

− UL,n
P

∆xP
+ [b]+UL,n

P + [b]−UL,n

P + 1
2

+ αRUL,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

),

(2.43)

et en procédant de la même façon que précédemment, on obtient l’égalité de la

solution à l’interface et l’égalité du flux total, qui est la même que celle écrite dans

la formulation monodomaine (1.17).

Pour les deux schémas décentrés désignés par décentré 0 et décentré 1, le schéma

multidomaine et le schéma monodomaine sont définis de la même manière partout

exceptés sur les mailles adjacentes à l’interface. Il faut donc vérifier que les mêmes

équations sont résolues sur les mailles P et P + 1.

Dans le cas du schéma décentré 1 où l’on définit le flux convectif multidomaine

comme le flux décentré emprunté au sous-domaine voisin, il est alors évident que le

schéma multidomaine est le même que le schéma monodomaine.

Dans le cas du schéma décentré 0, considérons le cas où la vitesse de convection

b est positive. Ainsi, la seule difficulté réside sur la maille P+1 (dans le cas où b < 0,

il faut procéder d’une manière tout à fait analogue sur la maille P ). Rappelons le

schéma monodomaine sur la maille P + 1 :

∆xP +1

∆tn

(
Un

P +1 − Un−1
P +1

)
+ b

(
Un

P +1 − Un
P

)

− 2νP +1νP +2

(
Un

P +2 − Un
P +1

)

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
+

2νP νP +1

(
Un

P +1 − Un
P

)

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

+ η∆xP +1U
n
P +1 − ∆xP +1f

n
P +1 = 0.

(2.44)

En partant du schéma multidomaine sur la maille P + 1, il nous faut retrouver

l’expression (2.44). Nous avons

∆xP +1

∆tn

(
UR,n

P +1 − UR,n−1
P +1

)
+ b

(
UR,n

P +1 − U
R,n

P + 1
2

)

− 2νP +1νP +2
(
UR,n

P +2 − UR,n
P +1

)

νP +1∆xP +2 + νP +2∆xP +1
+ 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1

+ η∆xP +1U
R,n
P +1 − ∆xP +1f

R,n
P +1 = 0.

(2.45)

En comparant les expressions (2.44) et (2.45), nous constatons que plusieurs termes

sont identiques. Il reste donc à vérifier que

−bUR,n

P + 1
2

+ 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
= −bUn

P +
2νP νP +1

(
Un

P +1 − Un
P

)

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP
. (2.46)
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En utilisant la définition de U
R,n

P + 1
2

donnée par (2.24)

U
R,n

P + 1

2

=
(νP ∆xP +1 + νP +1∆xP )UR,n

P + 1
2

− νP +1∆xPU
R,n
P +1

νP ∆xP +1
,

nous pouvons calculer

− bU
R,n

P + 1
2

+ 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1

2

∆xP +1

= −b νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

νP ∆xP +1
UR,n

P + 1
2

+ b
νP +1∆xP

νP ∆xP +1
UR,n

P +1 + 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1

=

(
2νP +1

∆xP +1
+ b

νP +1∆xP

νP ∆xP +1

)
UR,n

P +1 −
(
b
νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

νP ∆xP +1
+

2νP +1

∆xP +1

)
UR,n

P + 1
2

.

Rappelons les conditions de transmission





2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
− bUL,n

P + 1
2

+ αLUL,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UL,n

P + 1
2

− UL,n−1

P + 1
2

) =

2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
− bUR,n

P + 1
2

+ αLUR,n

P + 1
2

+
βL

∆tn
(UR,n

P + 1
2

− UR,n−1

P + 1
2

),

− 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1
+ bUR,n

P + 1
2

+ αRUR,n

P + 1
2

+
βR

∆tn
(UR,n

P + 1
2

− UR,n−1

P + 1
2

) =

− 2νP

UL,n

P + 1
2

− UL,n
P

∆xP
+ bUL,n

P + 1

2

+ αRUL,n

P + 1

2

+
βR

∆tn
(UL,n

P + 1

2

− UL,n−1

P + 1

2

).

(2.47)

En ajoutant les membres croisés des deux équations de (2.47), nous obtenons la

continuité de la solution à l’interface UL,n

P + 1
2

= UR,n

P + 1
2

, ce qui conduit à

UL,n

P + 1
2

=
νP ∆xP +1U

L,n
P + νP +1∆xPU

R,n
P +1

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP
.

Par conséquent, il vient

−bUR,n

P + 1
2

+ 2νP +1

UR,n
P +1 − UR,n

P + 1
2

∆xP +1

=

(
2νP +1

∆xP +1
+ b

νP +1∆xP

νP ∆xP +1

)
UR,n

P +1

−
(
b
νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

νP ∆xP +1
+

2νP +1

∆xP +1

)
·
(
νP ∆xP +1U

L,n
P + νP +1∆xPU

R,n
P +1

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

)
,
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= UL,n
P

(
−b− 2νP νP +1

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

)

+ UR,n
P +1

(
2νP +1

∆xP +1
− 2νP +1νP +1∆xP

∆xP +1(νP ∆xP +1 + νP +1∆xP )

)

= UL,n
P

(
−b− 2νP νP +1

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

)
+ UR,n

P +1

(
2νP νP +1

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP

)

= − b UL,n
P +

2νP νP +1

(
UR,n

P +1 − UL,n
P

)

νP ∆xP +1 + νP +1∆xP
,

qui est exactement (2.46). Nous avons donc montré que les mêmes équations étaient

résolues sur les mailles adjacentes et que la solution et le flux total (tel que défini

dans la condition de transmission) étaient continus à l’interface.
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Dans ce qui précède, nous avons montré l’équivalence du problème discret mo-

nodomaine et du problème discret multidomaine, au sens où la solution unique du

problème discret multidomaine cöıncide avec la solution unique du problème mo-

nodomaine. La méthode de décomposition de domaine utilisée dans le cadre de ce

travail est la méthode itérative de Schwarz optimisé, dont l’efficacité repose sur

l’optimisation du taux de convergence de l’algorithme.

En effet, la vitesse de convergence de l’algorithme de Schwarz tient à la déter-

mination judicieuse des conditions d’interface. Selon les informations échangées à

l’interface, l’algorithme peut même ne pas converger, comme c’est le cas de l’algo-

rithme de Schwarz classique sans recouvrement, avec des conditions de Dirichlet à

l’interface, pour le problème de Poisson [75]. Les conditions de transmission sont

dites optimales lorsque l’algorithme converge en deux itérations (pour le cas de deux

sous-domaines). Ces conditions cöıncident avec les conditions transparentes qui ont

été étudiées pour le problème de convection-diffusion dans [51]. En général, les opé-

rateurs optimaux ne sont pas différentiels, ce qui les rend difficiles à utiliser d’un

point de vue numérique [19]. Pour pallier à cet inconvénient, l’idée d’approcher ces

opérateurs exacts par des opérateurs locaux est proposée par [19, 82] au moyen de

développements de Taylor. Ces opérateurs approchés, différentiels en espace le long

de l’interface et en temps, sont représentés par des polynômes dans l’espace de Fou-

rier. Selon l’ordre du polynôme, un ou plusieurs paramètres apparaissent alors dans

les conditions d’interface. Si tout choix de ces paramètres (nombres réels strictement

positifs) assure la convergence de l’algorithme, il en est un en particulier qui opti-

mise, pour toutes les fréquences discrètes, le taux de convergence de l’algorithme.
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C’est ainsi que [63, 64, 65] ont défini les conditions de transmission optimisées pour

une condition de Ventcell (ordre 2). La notion de conditions optimisées pour un

problème en temps a ensuite été étendue dans [41]. Notons que dans certains cas, le

choix de ces paramètres peut aussi être déterminé asymptotiquement à partir de la

théorie des problèmes de meilleur approximation ([40] en 1D instationnaire avec des

coefficients discontinus, [33] en 2D stationnaire à coefficients constants) ou même

de manière analytique (en 1D instationnaire : [38] en diffusion pure à coefficients

constants, [73] et [74] en diffusion pure à coefficients discontinus et [39] avec convec-

tion à coefficients constants ; en 2D stationnaire : [33] en diffusion pure à coefficients

discontinus ou avec convection avec coefficients constants ; en 2D instationnaire :

[10] avec convection à coefficients constants).

Dans la suite, nous définissons l’algorithme de Schwarz discret DDFV associé

au problème multidomaine défini dans le chapitre 2 puis nous établirons dans les

paragraphes 3.2 et 3.3 les taux de convergence continu et discret afin de déterminer

les paramètres optimisés des conditions de transmission considérées.

3.1 L’algorithme de Schwarz

L’algorithme de Schwarz peut se décliner en deux versions : l’une séquentielle

dite de type Gauss-Seidel, l’autre parallèle de type Jacobi. La première consiste

à résoudre le problème local dans un sous-domaine en utilisant les informations

transmises par le sous-domaine voisin à l’itération précédente et ainsi de suite, en

passant d’un sous-domaine à l’autre. Dans la version parallèle, les sous-problèmes

locaux sont résolus en même temps et utilisent les informations transmises par les

sous-domaines voisins à l’itération précédente. Décrivons ici l’algorithme de Schwarz

dans sa version parallèle (Jacobi) avec deux sous-domaines et pour des conditions de

Robin. Nous l’écrivons dans le cas d’un schéma décentré 0 pour que la présentation

soit plus claire, mais nous préciserons dans la suite les changements à faire pour les

autres schémas.

Soit une donnée initiale (itération 0 de l’algorithme de Schwarz) sur l’inter-

face. Etant donnés à l’itération (ℓ) de l’algorithme de Schwarz, pour tout temps tn
(n ∈ {1, · · · , N}) :

– U
L,n (ℓ)
i , les valeurs discrètes de UL sur le domaine ΩL aux centres des mailles

(i ∈ {1, · · · , P}) aux instants n∆tn,

– U
L,n (ℓ)

i+ 1
2

, les valeurs discrètes de UL aux sommets du domaine intérieur, du

bord et de l’interface (i ∈ {0, · · · , P}) aux instants n∆tn,

– U
R,n (ℓ)
i , les valeurs discrètes de UR sur le domaine ΩR aux centres des mailles

(i ∈ {P + 1, · · · , I}) aux instants n∆tn,

– U
R,n (ℓ)

i+ 1
2

, les valeurs discrètes de UR aux sommets du domaine intérieur, du

bord et de l’interface (i ∈ {P, · · · , I − 1}) aux instants n∆tn,
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A l’itération (ℓ+ 1) de l’algorithme, on calcule en parallèle,

• d’une part (dans ΩL) :

– la solution discrète U
L,n (ℓ+1)
i aux centres des mailles (i ∈ {1, · · · , P}) et

sur le sommet de bord x 1
2

, pour tout temps tn, en utilisant le schéma mul-

tidomaine décentré 0 dont la matrice associée est définie par (1.31), et soit

(1.32) et (1.33) pour des conditions de Dirichlet, soit (1.34) et (1.35) pour

des conditions de Neumann,

– la solution discrète U
L,n (ℓ+1)

P + 1
2

sur l’interface en utilisant la condition de

transmission donnée par (2.47), soit

2νP

U
L,n (ℓ+1)

P + 1
2

− U
L,n (ℓ+1)
P

∆xP
− bU

L,n (ℓ+1)

P + 1

2

+ αLU
L,n (ℓ+1)

P + 1

2

=

2νP +1

U
R,n (ℓ)
P +1 − U

R,n (ℓ)

P + 1
2

∆xP +1
− bU

R,n (ℓ)

P + 1

2

+ αLU
R,n (ℓ)

P + 1

2

,

• d’autre part (dans ΩR) :

– la solution discrète U
R,n (ℓ+1)
i pour tout temps tn, aux centres des mailles

(i ∈ {P + 1, · · · , I}) et sur le sommet de bord xI+ 1
2

, en utilisant le schéma

multidomaine décentré 0,

– la solution discrète U
R,n (ℓ+1)

P + 1
2

pour tout temps tn, sur l’interface, en utilisant

l’autre condition de transmission donnée par (2.47), soit

− 2νP +1

U
R,n (ℓ+1)
P +1 − U

R,n (ℓ+1)

P + 1

2

∆xP +1
+ bU

R,n (ℓ+1)

P + 1
2

+ αRU
R,n (ℓ+1)

P + 1
2

=

− 2νP

U
L,n (ℓ)

P + 1

2

− U
L,n (ℓ)
P

∆xP
+ bU

L,n (ℓ)

P + 1
2

+ αRU
L,n (ℓ)

P + 1
2

.

Les solutions sur ΩL et ΩR ayant été calculées à l’itération (ℓ + 1), on peut passer

alors à l’itération (ℓ+ 2) et procéder de même.

Dans le cas où βR 6= 0 et βL 6= 0, l’algorithme s’écrit de façon similaire, en

adaptant les conditions de transmissions, définies (à convergence) dans le chapitre

précédent en (2.47).

L’algorithme de Schwarz appliqué au schéma centré (resp. schéma décentré 1)

est le même que précédemment mis à part que les solutions sur chacun des sous-

domaines sont calculées en utilisant la matrice associée à ces schémas, c’est-à-dire la

matrice définie par (1.19) (resp. (1.31)) et soit (1.23) et (1.24) (resp. (1.32) et (1.33))

pour des conditions de Dirichlet, soit (1.27) et (1.28) (resp. (1.34) et (1.35)) pour des

conditions de Neumann. Pour l’algorithme de Schwarz appliqué au schéma décentré

hybride, il faut considérer la matrice définie par (1.41) et soit (1.44) et (1.45) pour

des conditions de Dirichlet, soit (1.46) et (1.47) pour des conditions de Neumann.

D’autre part, les conditions de transmission sont données par (2.43) au lieu de (2.47).

L’efficacité de l’algorithme de Schwarz dépend du choix des paramètres αL et
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αR (dans le cas de type Robin) et αL, αR, βL et βR (dans le cas de conditions

d’ordre 1).

3.2 Taux de convergence continu

Idéalement, il faudrait déterminer ce taux de convergence par rapport à la dis-

crétisation du schéma et de la condition de transmission utilisées. Néanmoins la

complexité des calculs en 1D et la nécessité de définir pour un problème donné

autant de taux de convergence que de schémas utilisés sont des inconvénients qui

jouent en faveur de la détermination du taux de convergence continu, utilisant

l’EDP et la condition de transmission au niveau continu, pour lequel des proprié-

tés d’équioscillation ont été démontrées dans [10]. Le taux de convergence continu

pour le problème de convection-diffusion a été donné par exemple dans [39]. Nous

reprenons les principales lignes de ces calculs.

Rappelons tout d’abord l’algorithme de Schwarz continu à partir duquel le taux

de convergence continu est déterminé. L’algorithme itératif pour résoudre le pro-

blème multidomaine (2.3) et (2.4) s’écrit




ωL∂tc
L (ℓ+1) − ∂x

(
νL∂xc

L (ℓ+1) − bcL (ℓ+1)
)

+ ηcL (ℓ+1) = fL dans ΩL × (0, T )(
νL∂x − b+ ΛL

)
cL (ℓ+1) =

(
νR∂x − b+ ΛL

)
cR (ℓ) sur {xΓ} × (0, T )

(3.1)

et




ωR∂tc
R (ℓ+1) − ∂x

(
νR∂xc

R (ℓ+1) − bcR (ℓ+1)
)

+ ηcR (ℓ+1) = fR dans ΩR × (0, T )(
−νR∂x + b+ ΛR

)
cR (ℓ+1) =

(
−νL∂x + b+ ΛR

)
cL (ℓ) sur {xΓ} × (0, T ),

(3.2)

où il faut donner en plus :

– les conditions limites de Dirichlet ou de Neumann sur ΩL × (0, T ) (resp. ΩR ×
(0, T )),

– la solution initiale sur ΩL (resp. ΩR)

– les valeurs initiales sur l’interface espace-temps de gL =
(
−νL∂x + b+ ΛR

)
cL (0)

et gR =
(
νR∂x − b+ ΛL

)
cR (0) sur l’interface {xΓ} × (0, T ).

Déterminons à présent le taux de convergence continu basé sur l’algorithme de

Schwarz continu écrit ci-dessus.

On considère deux sous-domaines ΩL = (−∞, 0) et ΩR = (0,+∞) sans recou-

vrement. Notons eL (ℓ) = c|ΩL
− cL (ℓ) et eR (ℓ) = c|ΩR

− cR (ℓ) les erreurs entre la

solution continue monodomaine c et les solutions continues multidomaine cL et cR

à l’itération (ℓ). Calculons la transformée de Fourier en temps. Dans l’espace de

Fourier, l’EDP sur l’erreur eL (ℓ) s’écrit sur le domaine ΩL :

ωLiθêL (ℓ) − νL∂
2êL (ℓ)

∂x2
+ b

∂êL (ℓ)

∂x
+ ηêL (ℓ) = 0, (3.3)

où ωL et νL (resp. ωR et νR) sont la porosité et la diffusion sur le sous-domaine

ΩL (resp. ΩR), θ est la variable de Fourier en temps, et êL (ℓ) (resp. êR (ℓ)) est la
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transformée de Fourier en temps de eL (ℓ) (resp. eR (ℓ)).

De l’équation caractéristique associée à cette EDO

−νLX2 + bX + (iθωL + η) = 0,

nous en déduisons les racines

r±
L =

b±
√
b2 + 4νL(iθωL + η)

2νL
. (3.4)

Et de la même manière sur l’autre sous-domaine ΩR supposé infini à droite, l’EDP

continue

ωRiθêR (ℓ) − νR∂
2êR (ℓ)

∂x2
+ b

∂êR (ℓ)

∂x
+ ηêR (ℓ) = 0 (3.5)

donne les racines de l’équation caractéristique associée, définies par

r±
R =

b±
√
b2 + 4νR(iθωR + η)

2νR
. (3.6)

Les quantités sous les racines carrées apparaissant dans (3.4) et (3.6) sont notées

dL = b2 + 4νL(iθωL + η) dR = b2 + 4νR(iθωR + η). (3.7)

On en déduit alors les erreurs êL (ℓ) et êR (ℓ). Sous l’hypothèse que celles-ci restent

bornées lorsque x tend vers −∞ et +∞ respectivement et puisque Re(r−
L ) < 0 et

Re(r+
R) > 0, nous obtenons alors :

{
êL (ℓ)(x, θ) = AL (ℓ)(θ)er+

L x

êR (ℓ)(x, θ) = AR (ℓ)(θ)er−

R
x,

(3.8)

où AL (ℓ) et AR (ℓ) sont déterminés par les conditions de transmission données par

(3.1) et (3.2) rappelées ci-dessous :

(
νL∂x − b+ ΛL

)
eL (ℓ+1) =

(
νR∂x − b+ ΛL

)
eR (ℓ)

(
−νR∂x + b+ ΛR

)
eR (ℓ+1) =

(
−νL∂x + b+ ΛR

)
eL (ℓ)

où BL := ν∂x − b + ΛL et BR := −ν∂x − b + ΛR sont les opérateurs à définir. En

notant λL et λR les symboles des opérateurs ΛL et ΛR, nous obtenons grâce à (3.8)

AL (ℓ+1)
(
νLr+

L − b+ λL
)
er+

L
xP +1/2 = AR (ℓ)

(
νRr−

R − b+ λL
)
er−

R
xP +1/2

AR (ℓ+1)
(
−νRr−

R + b+ λR
)
er−

R
xP +1/2 = AL (ℓ)

(
−νLr+

L + b+ λR
)
er+

L
xP +1/2.

Le taux de convergence, défini comme le rapport entre l’erreur à l’itération (ℓ+ 1)

et à l’itération (ℓ− 1) peut alors s’écrire

ρ :=
eL (ℓ+1)

eL (ℓ−1)
=
AL (ℓ+1)

AL (ℓ−1)
=

(
νRr−

R − b+ λL

νLr+
L − b+ λL

)(
−νLr+

L + b+ λR

−νRr−
R + b+ λR

)
. (3.9)
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L’algorithme est optimal s’il converge en deux itérations, autrement dit si chacun

des termes entre parenthèses de ρ s’annule, c’est-à-dire en prenant les symboles

d’opérateurs





λL opt = b− νRr−
R = b− νR

(
b−

√
dR

2νR

)
=
b+

√
dR

2

λR opt = νLr+
L − b = νL

(
b+

√
dL

2νL

)
− b =

√
dL − b

2
.

(3.10)

Les racines (3.4) et (3.6) étant non polynomiales en θ, ces symboles d’opérateurs

ne correspondent pas à des opérateurs différentiels. Il sont donc approchés par des

polynômes d’ordre 0 ou d’ordre 1 (en iθ), correspondant à des opérateurs diffé-

rentiels de la forme Λ = α + β∂t. Si β = 0, l’opérateur est d’ordre 0, ce qui donne

lieu aux conditions d’ordre 0 (Robin). Sinon, les conditions de transmission sont

d’ordre 1.

Nous proposons différents moyens d’approcher ces opérateurs optimaux. Nous

indiquons dans le tableau suivant les différentes désignations et la manière corres-

pondante de choisir les symboles d’opérateurs approchés λL app et λR app d’après la

définition de λL opt et λR opt en (3.10).

Condition paramètre(s)

à optimiser

λL app λR app

Robin1s p
b+ p

2

p− b

2

RobinSnu p
b+ νRp

2

νLp− b

2

Robin2s pL, pR b+ pR

2

pL − b

2

Ordre1 p, q
b+ p+ iθq

2

p+ iθq − b

2

Ordre1Swnu p, q
b+ νRp+ iωRνRθq

2

νLp− b+ iωLνLθq

2

Tableau 3.1 – Définition des symboles d’opérateurs approchés λL app et λR app selon les conditions
d’interface considérées.

L’idée derrière les différents choix donnés par le tableau 3.1 est d’approcher au

mieux les racines
√
dL et

√
dR apparaissant dans λL opt et λR opt (voir (3.10)) avec

le moins de degrés de liberté possible car plus le nombre de paramètres à optimiser

est important, plus le problème d’optimisation est complexe. Il y a peu de raison

d’approcher les deux quantités
√
dL et

√
dR (définies par (3.7)), différentes du fait

des discontinuités de ω et ν, par un unique polynôme p ou p + iθq, mais il peut

être avantageux d’utiliser un scaling [33] sur le paramètre d’optimisation p et/ou

q, différent à gauche et à droite, comme nous l’avons fait par exemple pour les

conditions Ordre1Snu et Ordre1Swnu.
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Condition paramètre(s)

à optimiser

αL βL αR βR

Robin1s p
b+ p

2
0

b+ p

2
0

RobinSnu p
b+ νRp

2
0

νLp− b

2
0

Robin2s pL, pR b+ pR

2
0

pL − b

2
0

Ordre1 p, q
b+ p

2

q

2

p− b

2

q

2

Ordre1Swnu p, q
b+ νRp

2

ωRνRq

2

νLp− b

2

ωLνLq

2

Tableau 3.2 – Lien pour chaque condition d’interface entre λL (resp. λR) et αL et βL (resp. αR et βR)
en fonction des paramètres p, pL, pR, et (p, q) sur lesquels est réalisée l’optimisation.

En résumé du tableau 3.1, donnons la liste des conditions d’interface considérées :

• Conditions d’ordre 0 :

– condition de Robin 1-sided, désignée par Robin1s (un seul paramètre p

à gauche et à droite pour approcher
√
dL et

√
dR)

– condition de Robin 1-sided avec scaling , désignée par RobinSnu (un

seul paramètre p avec le scaling νR / νL)

– condition de Robin 2-sided, désignée par Robin2s (un paramètre pR

approchant
√
dR à gauche et un paramètre pL approchant

√
dL à droite).

• Conditions d’ordre 1 :

– condition d’ordre 1 désignée par Ordre1 (deux paramètres p et q iden-

tiques de chaque côté, p+ iθq approchant
√
dL et

√
dR),

– condition d’ordre 1 avec scaling , désignée par Ordre1Swnu (deux pa-

ramètres p et q avec νR/νL comme scaling sur p et νRωR / νLωL comme

scaling sur q).

Notons qu’une condition d’ordre 1 avec 4 paramètres d’optimisation pL, qL,

pR et qR aurait pu être considérée, mais cela a l’inconvénient de rendre plus

difficile numériquement le problème d’optimisation.

Ainsi les symboles d’opérateurs approchés λL app et λR app, définis dans le tableau

3.1 dépendent des paramètres d’optimisation p (ou pL / pR) et q (ou qL / qR) et de

la variable de Fourier θ.

Ils peuvent être aussi donnés en fonction des paramètres αL, βL, αR et βR

puisque λL app = αL + βLiθ et λR app = αR + βRiθ. Le lien entre ces paramètres est

résumé dans le tableau 3.2.

Le taux de convergence (3.9) s’écrit alors

ρ(p, q, θ) =
νRr−

R − b+ λL app

νLr+
L − b+ λL app

· −νLr+
L + b+ λR app

−νRr−
R + b+ λR app

, (3.11)

et l’optimisation du taux de convergence consiste à chercher le ou les paramètres

d’optimisation p / q qui minimise(nt) le maximum du module du taux de conver-
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gence sur l’ensemble discret des fréquences admises par le maillage temporel. Le(s)

paramètre(s) optimisé(s) p∗ et (p∗, q∗) sont respectivement solutions des problèmes

d’optimisation

min
p>0

(
max

θ∈[ π
T

, π
∆t ]

|ρ(p, 0, θ)|
)
, (3.12)

et

min
p>0, q>0

(
max

θ∈[ π
T

, π
∆t ]

|ρ(p, q, θ)|
)
, (3.13)

où T est le temps final et ∆t le pas de temps.

Les paramètres optimisés obtenus étant les meilleurs au regard du problème

continu, il est clair qu’ils seront d’autant mieux adaptés à un problème discret

que celui-ci approchera mieux le problème continu. Asymptotiquement, un schéma

centré d’ordre 2 approchant plus précisément le problème continu qu’un schéma

décentré d’ordre 1, il s’en suit que les paramètres optimisés à partir de l’EDP conti-

nue conviendront mieux pour un schéma centré que pour un schéma décentré. Dans

le cas d’un schéma décentré, plutôt que de calculer le taux de convergence discret

(plus compliqué), il est possible d’adapter le calcul du taux de convergence en te-

nant compte de la viscosité artificielle introduite par le décentrage. C’est ce que

nous proposons ci-dessous dans le cas des schémas décentré 0 et décentré 1.

3.2.1 Adaptation pour le schéma décentré 0

Il est bien connu qu’un schéma décentré est équivalent à un schéma centré doté

d’une nouvelle viscosité ν ′ = ν+ |b|∆x
2 contenant la viscosité artificielle provenant du

décentrage du terme de convection. Il est possible de tirer profit de cette propriété

pour mieux approcher le taux de convergence effectif (qui est le taux de convergence

discret du schéma) par le taux de convergence de l’algorithme posé sur un problème

continu : en partant de l’EDP continue modifiée (avec ν ′ au lieu de ν), on calcule

un taux de convergence plus adapté au schéma décentré.

Reprenons brièvement les étapes effectuées ci-dessus. Les erreurs êL (ℓ) et êR (ℓ)

sont encore données par

{
êL (ℓ)(x, θ) = AL (ℓ)(θ)er+

L x

êR (ℓ)(x, θ) = AR (ℓ)(θ)er−

Rx

où les racines dépendent désormais de la viscosité modifiée ν ′ :

r±
L =

b±
√
b2 + 4ν ′L(iθωL + η)

2ν ′L r±
R =

b±
√
b2 + 4ν ′R(iθωR + η)

2ν ′R . (3.14)

Le flux convectif n’étant pas décentré dans la discrétisation des conditions de trans-

mission (cf (2.47)), la viscosité modifiée n’entre pas en jeu ici. Le taux de conver-

gence est alors défini de la même manière que précédemment

ρ :=
AL (ℓ+1)

AL (ℓ−1)
=
νRr−

R − b+ λL

νLr+
L − b+ λL

· −νLr+
L + b+ λR

−νRr−
R + b+ λR

,
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où la viscosité modifiée est cachée dans les racines r+
L et r−

R .

Les symboles des opérateurs optimaux sont donnés par




λL opt = b− νRr−
R = b+

νR

2ν ′R

(
b+

√
4ν ′R(iθωR + η)

)
,

λR opt = νLr+
L − b =

νL

2ν ′L

(
b+

√
b2 + 4ν ′L(iθωL + η)

)
− b.

(3.15)

Tout le reste est identique, excepté que les scaling utilisés prennent en compte la

viscosité modifiée, étant donnée qu’elle apparâıt sous la racine carrée à approcher.

3.2.2 Adaptation pour le schéma décentré 1

En plus d’être un schéma décentré auquel peut s’appliquer ce qui vient d’être

dit dans le paragraphe 3.2.1, le schéma décentré 1 a la particularité de présenter

sur une des mailles adjacentes à l’interface (à droite de l’interface si b > 0 et à

gauche sinon) une absence de terme de convection (b = 0), celui-ci étant transféré

dans le membre de droite (car l’information du décentrement du flux convectif est

donnée par le sous-domaine voisin, invisible aux yeux du sous-domaine considéré,

donc faisant parti des données connues).

Tenir compte de cette caractéristique propre à ce schéma est possible en écrivant

l’EDP sur le domaine de droite privée de son terme de convection.

Soit b > 0. Les racines relatives à l’EDP s’écrivent maintenant

r±
L =

b±
√
b2 + 4ν ′L(iθωL + η)

2ν ′L r±
R = ±

√
4ν ′R(iθωR + η)

2ν ′R . (3.16)

Les conditions de transmission sont les mêmes que précédemment, ce qui aboutit au

même taux de convergence. Les symboles d’opérateurs optimaux sont donnés par





λL opt = b− νRr−
R = b+

νR

2ν ′R

√
4ν ′R(iθωR + η),

λR opt = νLr+
L − b =

νL

2ν ′L

(
b+

√
b2 + 4ν ′L(iθωL + η)

)
− b.

(3.17)

3.3 Taux de convergence discret

La vitesse de convergence de l’algorithme de Schwarz étant dépendante du

schéma utilisé, l’idéal est de pouvoir déterminer les paramètres d’optimisation, a

fortiori le taux de convergence, par rapport à la discrétisation de l’EDP ([81], [63]).

Dans ce qui suit, nous déterminons donc le taux de convergence discret relatif aux

schémas décentrés 0 et 1 en espace avec un schéma Galerkin Discontinu d’ordre 0

en temps. Nous considérons un maillage de pas constant ∆xL et ∆xR sur chaque

sous-domaine et un pas de temps constant noté ∆t. Nous supposons de plus les

coefficients constants par sous-domaine et b positif. Lorsque les notations ∆x, ω et

ν sont utilisées sans l’exposant L ou R, cela signifie que l’égalité (ou l’inégalité)

concernée est vraie pour les deux sous-domaines.



68 Chapitre 3. Algorithme de Schwarz optimisé

Ecrivons dans un premier temps les équations discrètes vérifiées par l’erreur sur

chacune des mailles. Considérons deux sous-domaines dont les bornes sont infinies.

Distinguons les mailles intérieures et les mailles jouxtant l’interface. Sur les

mailles intérieures i telles que i ≥ P + 2 et i ≤ P − 1, le schéma décentré classique

consiste en une récurrence à trois points. L’équation caractéristique associée possède

alors deux racines r+ et r− et la solution Ei s’écrit sous la forme A(r+)i +B(r−)i,

où A et B sont des constantes à déterminer. L’une d’entre elles est rendue nulle par

les conditions à l’infini.

Sur les mailles adjacentes à l’interface {xP + 1
2

}, c’est-à-dire sur les mailles P

et P + 1, le schéma exprime respectivement E
R,n (ℓ)
P +1 en fonction de E

R (ℓ)
P +2 et E

R (ℓ)

P + 1
2

d’une part, et E
L (ℓ)
P en fonction de E

L (ℓ)
P −1 et E

L (ℓ)

P + 1
2

d’autre part. Les deux conditions

de transmission expriment, quant à elles, la donnée de l’interface E
L (ℓ)

P + 1
2

ou E
R (ℓ)

P + 1
2

à

partir de données déjà connues, ce qui permet de déterminer E
R (ℓ)
P +1 et E

L (ℓ)
P .

Traitement des points intérieurs

Sur les points intérieurs, les schémas décentré 0 monodomaine et multidomaine

sont identiques. En notant E
L,n (ℓ)
i (resp. E

R,n (ℓ)
i ) l’erreur entre la solution discrète

monodomaine U0
n
i et la solution discrète multidomaine UL

0
n (ℓ)
i (resp. UR

0
n (ℓ)
i ), nous

avons sur le sous-domaine de gauche (i ≤ P − 1
2)

[
ωL ∆xL

∆t
+ b+

2νL

∆x
+ η∆x

]
E

L,n (ℓ)
i

− νL

∆xL
E

L,n (ℓ)
i+1 −

(
b+

νL

∆xL

)
E

L,n (ℓ)
i−1 = ωL ∆xL

∆t
E

L,n−1 (ℓ)
i

(3.18)

et sur le domaine de droite i ≥ P + 3
2 une equation similaire en remplaçant E

L,n (ℓ)
i

par E
R,n (ℓ)
i .

En utilisant une transformée de Fourier discrète en temps, (3.18) devient

[
ωL ∆xL

∆t

(
1 − e−iθ∆t

)
+ b+

2νL

∆xL
+ η∆xL

]
Ê

L (ℓ)
i

− νL

∆xL
Ê

L (ℓ)
i+1 −

(
b+

νL

∆xL

)
Ê

L (ℓ)
i−1 = 0.

(3.19)

L’équation caractéristique associée est donnée par

νL

∆xL
X2−

[
ωL ∆xL

∆t

(
1 − e−iθ∆t

)
+ b+

2νL

∆xL
+ η∆xL

]
X+

(
b+

νL

∆xL

)
= 0 (3.20)

et admet deux racines r+
L et r−

L . Tout ce qui précède étant également valable sur

ΩR, les erreurs Ê
L (ℓ)
i et Ê

R (ℓ)
i définies sur les deux sous-domaines s’écrivent

Ê
L (ℓ)
i = AL(θ) (r+

L )i +BL(θ) (r−
L )i et Ê

R (ℓ)
i = AR(θ) (r+

R)i +BR(θ) (r−
R)i.
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En montrant que l’une des deux racines est de module strictement supérieure à 1 et

que l’autre est de module strictement inférieur à 1, les conditions limites à l’infini,

c’est-à-dire lorsque i → +∞ à droite ou i → −∞ à gauche permettront alors de

poser comme nulle l’une des deux constantes AL (resp. AR) et BL (resp. BR).

Pour simplifier, on omet pour un temps les exposants L et R dans les notations.

Commençons par écrire l’expression des racines à partir de l’équation caractéristique

(3.20) :

r± =
∆x

2ν

(
ω

∆x

∆t
(1 − e−iθ∆t) + b+

2ν

∆x
+ η∆x

±
√[

ω
∆x

∆t
(1 − e−iθ∆t) + b+

2ν

∆x
+ η∆x

]2

− 4ν

∆x

[
b+

ν

∆x

] )
.

(3.21)

Montrons donc que |r+| > 1 et |r−| < 1. Pour montrer que |r+| > 1, nous cherchons

d’abord à montrer que |r+| ≥ |r−|. En notant ξ+ et ξ− les arguments respectifs des

deux racines r+ et r−, on peut écrire

r+ = |r+| ei ξ+

et r− = |r−| ei ξ−

.

D’après (3.20), le produit des racines vaut donc

1 +
b∆x

ν
= r+ · r− = |r+| · |r−| ei (ξ−+ξ+). (3.22)

Comme r+ · r− ∈ R
+, nous avons ξ− + ξ+ ∈ {2kπ, k ∈ Z}. En notant ξ = ξ+, les

racines peuvent alors s’écrire comme




r+ = |r+| cos(ξ) + i |r+| sin(ξ),

r− = |r−| cos(ξ) − i |r−| sin(ξ).

(3.23)

Par ailleurs, la somme des racines est donnée à partir du polynôme caractéristique

(3.20) par

r+ + r− =
ω∆x2

ν∆t

(
1 − e−iθ∆t)+

b∆x

ν
+ 2 +

η∆x2

ν
. (3.24)

En utilisant (3.23) et (3.24), nous déduisons

(|r+| + |r−|) cos(ξ) =
ω∆x2

ν∆t

(
1 − cos(θ∆t)

)
+
b∆x

ν
+ 2 +

η∆x2

ν
, (3.25)

soit cos(ξ) > 0. Puisque la racine carrée d’un nombre complexe est par définition

de partie réelle positive, il est clair, à partir l’expression de (3.21), que Re(r+) ≥
Re(r−). Alors, selon (3.23) et en utilisant que cos(ξ) > 0, nous obtenons

Re(r+) ≥ Re(r−) ⇐⇒ |r+| cos(ξ) ≥ |r−| cos(ξ)

⇐⇒ |r+| ≥ |r−|.
(3.26)

Nous concluons alors que |r+| > 1. En effet, si |r+| ≤ 1, alors r+ · r− ≤ 1 car

|r+| ≥ |r−|, ce qui est impossible d’après l’expression du produit des racines (3.22),

strictement supérieure à 1. Nous pouvons maintenant montrer, soit de manière

graphique (cf figure 3.1), soit par un calcul rapide que nous donnons ci-après, que
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Figure 3.1 – ρ2 := |r2| ≤ 1 : solution graphique

|r−| ≤ 1.

En effet, en notant γ = 1 +
b∆x

ν
et en réécrivant le produit et la somme des racines

donnés par (3.22) et (3.24), nous avons





|r+| =
γ

|r−| ,

|r+| + |r−| =
γ

|r−| + |r−| ≥ 1 + γ.
(3.27)

De la deuxième inégalité, nous pouvons écrire successivement

|r−|2 − |r−|(1 + γ) + γ ≥ 0,

(|r−| − 1)(|r−| − γ) ≥ 0.
(3.28)

Comme |r+| · |r−| = γ = 1+
b∆x

ν
et |r+| > 1, alors |r−| < γ. Pour vérifier l’inégalité

précédente, il est nécessaire que |r−| − 1 ≤ 0, soit |r−| ≤ 1.

Montrons pour terminer l’inégalité stricte |r−| < 1. Grâce à (3.25) et à la défi-

nition de γ = 1 +
b∆x

ν
, nous pouvons écrire

|r+| + |r−| ≥ (|r+| + |r−|) cos(ξ) ≥ 1 + γ.

L’inégalité de gauche est stricte dès que ξ /∈ {2kπ, k ∈ Z}. Si cette condition n’est

pas remplie, alors r+ et r− sont des réels purs (cf (3.23)). Puisque θ ∈
[
π

T
,
π

∆t

]
,

cela n’est possible en considérant l’expression des racines (3.21) que si θ∆t = π. Et

nous avons alors 1 − cos(θ∆t) = 2. Il vient, d’après (3.25),

|r+| + |r−| ≥ 1 + γ +
2ω∆x2

ν∆t
> 1 + γ.
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Nous avons donc dans tous les cas

|r+| + |r−| > 1 + γ. (3.29)

La deuxième inégalité de (3.27) et (3.28) est alors stricte, ce qui implique que

|r−| < 1. Nous avons ainsi montré que |r+| > 1 et |r−| < 1.

Puisque les erreurs ne doivent pas exploser à l’infini, on doit avoir AL = 0 et

BR = 0, ce qui conduit à

Ê
L (ℓ)
i = BL(θ) (r+

L )i et Ê
R (ℓ)
i = AR(θ) (r−

R)i. (3.30)

Traitement des mailles autour de l’interface

Puisque les conditions de transmission (2.47) sont équivalentes à la continuité

du flux diffusif écrit en chaque sommet intérieur (entre deux mailles) du domaine

global, elles peuvent être écrites sur la solution monodomaine en xP + 1
2

. Par linéarité,

les conditions de transmission (2.47) écrites sur la solution multidomaine sont donc

valables aussi sur l’erreur. La transformée de Fourier étant appliquée, nous avons

donc





2νL

∆xL

(
Ê

L (ℓ)

P + 1
2

− Ê
L (ℓ)
P

)
− bÊ

L (ℓ)

P + 1
2

+ λLÊ
L (ℓ)

P + 1
2

=

+
2νR

∆xR

(
Ê

R (ℓ)
P +1 − Ê

R (ℓ)

P + 1

2

)
− bÊ

R (ℓ)

P + 1

2

+ λLÊ
R (ℓ)

P + 1

2

− 2νR

∆xR

(
Ê

R (ℓ)
P +1 − Ê

R (ℓ)

P + 1
2

)
+ bÊ

R (ℓ)

P + 1
2

+ λRUR
0

n
P + 1

2
=

− 2νL

∆xL

(
Ê

L (ℓ)

P + 1

2

− Ê
L (ℓ)
P

)
+ bÊ

L (ℓ)

P + 1

2

+ λRÊ
L (ℓ)

P + 1

2

.

(3.31)

Ayant montré dans le paragraphe 2.2 que les mêmes équations discrètes mono-

domaine et multidomaine étaient résolues sur les mailles à gauche et à droite de

l’interface, nous pouvons écrire l’équation discrétisée sur l’erreur.

A gauche, d’après l’expression (2.5) du schéma multidomaine pour lequel nous

prenons la transformée de Fourier, nous obtenons

ωL ∆xL

∆t
(1 − e−iθ∆t)Ê

L (ℓ)
P + b

(
Ê

L (ℓ)
P − Ê

L (ℓ)
P −1

)

− νL

∆xL

(
2Ê

L (ℓ)

P + 1

2

− 3Ê
L (ℓ)
P + Ê

L (ℓ)
P −1

)
+ η∆xLÊ

L (ℓ)
P = 0.

(3.32)

A droite, il faut distinguer entre les deux schémas décentrés multidomaine. Dans le

cas d’un schéma décentré 0, nous obtenons à partir de (2.27)

ωR ∆xR

∆t
(1 − e−iθ∆t)Ê

R (ℓ)
P +1 + b

(
1 +

νR∆xL

νL∆xR

)(
Ê

R (ℓ)
P +1 − Ê

R (ℓ)

P + 1
2

)

− νR

∆xR

(
Ê

R (ℓ)
P +2 − 3Ê

R (ℓ)
P +1 + 2Ê

R (ℓ)

P + 1
2

)
+ η∆xÊ

R (ℓ)
P +1 = 0.

(3.33)
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Dans le cas du schéma décentré 1, l’expression (2.30) nous permet d’écrire

ωR ∆xR

∆t
(1 − e−iθ∆t)Ê

R (ℓ)
P +1 + bÊ

R (ℓ)
P +1 + η∆xRÊ

R (ℓ)
P +1

− νR

∆xR

(
Ê

R (ℓ)
P +2 − 3Ê

R (ℓ)
P +1 + 2Ê

R (ℓ)

P + 1
2

)
= bÊ

L (ℓ−1)
P .

(3.34)

Détermination du taux de convergence discret

1er cas : schéma décentré 0

Donnons les quatre équations utilisées dans la suite et réécrites à partir de (3.31),

(3.32) et (3.33).

2 équations pour le schéma à gauche et à droite de l’interface :

−
[
b

(
1 +

νR∆xL

νL∆xR

)
+

2νR

∆xR

]
Ê

R (ℓ)

P + 1
2

+

[
ωR ∆xR

∆t
(1 − e−iθ∆t)

+ b

(
1 +

νR∆xL

νL∆xR

)
+

3νR

∆xR
+ η∆xR

]
Ê

R (ℓ)
P +1 − νR

∆xR
Ê

R (ℓ)
P +2 = 0.

(3.35)

− 2νL

∆xL
Ê

L (ℓ)

P + 1
2

+

[
ωL ∆xL

∆t
(1 − e−iθ∆t) + b+

3νL

∆xL
+ η∆xL

]
Ê

L (ℓ)
P

−
[
b+

νL

∆xL

]
Ê

L (ℓ)
P −1 = 0.

(3.36)

2 équations pour les conditions de transmission :

[
2νR

∆xR
+ b+ λR

]
Ê

R (ℓ)

P + 1
2

− 2νR

∆xR
Ê

R (ℓ)
P +1 =

[
− 2νL

∆xL
+ b+ λR

]
Ê

L (ℓ−1)

P + 1
2

+
2νL

∆xL
Ê

L (ℓ−1)
P .

(3.37)

[
2νL

∆xL
− b+ λL

]
Ê

L (ℓ)

P + 1
2

− 2νL

∆xL
Ê

L (ℓ)
P =

[
− 2νR

∆xR
− b+ λL

]
Ê

R (ℓ−1)

P + 1
2

+
2νR

∆xR
Ê

R (ℓ−1)
P +1 .

(3.38)

D’après (3.30), nous pouvons écrire

Ê
R (ℓ)
P +1 = B(θ) (r−)P +1 et Ê

R (ℓ)
P +2 = B(θ) (r−)P +2 = r−ÊR (ℓ)

P +1 ,

ainsi que

Ê
L (ℓ)
P = A(θ) (r+)P et Ê

L (ℓ)
P −1 = A(θ) (r+)P −1 = Ê

L (ℓ)
P /r+.
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Nous pouvons alors exprimer Ê
L (ℓ)

P + 1
2

et Ê
R (ℓ)

P + 1
2

à partir des équations (3.37) et (3.38)

comme

Ê
R (ℓ)

P + 1
2

=
1

b

(
1 +

νR∆xL

νL∆xR

)
+

2νR

∆xR

[
ωR ∆xR

∆t
(1 − e−iθ∆t)

+ b

(
1 +

νR∆xL

νL∆xR

)
+

3νR

∆xR
+ η∆xR − νR

∆xR
r−
]
B(ℓ)(r−)P +1

:= C1B
(ℓ)(θ) (r−)P +1,

(3.39)

Ê
L (ℓ)

P + 1

2

=
∆xL

2νL

[(
ωL ∆xL

∆t
(1 − e−iθ∆t) + b+

3νL

∆xL
+ η∆xL

)
r−

−
(
b+

νL

∆xL

)]
A(ℓ)(r+)P −1

:= C2A
(ℓ)(θ) (r+)P −1.

(3.40)

Afin d’alléger les calculs, nous utiliserons dans la suite les constantes C1 et C2

définies dans (3.39) et (3.40). Reprenons à présent les conditions de transmission

(3.35) et (3.36) afin de trouver une relation entre A(ℓ) (ou B(ℓ)) et A(ℓ−2) (ou B(ℓ−2)).

([
2νR

∆xR
+ b+ λR

]
C1 − 2νR

∆xR

)
(r−)P +1B(ℓ) =

([
− 2νL

∆xL
+ b+ λR

]
C2 +

2νL

∆xL
r+

)
(r+)P −1A(ℓ−1),

([
2νL

∆xL
− b+ λL

]
C2 − 2νL

∆xL
r+

)
(r+)P −1A(ℓ) =

([
− 2νR

∆xR
− b+ λL

]
C1 +

2νR

∆xR

)
(r−)P +1B(ℓ−1),

Il vient donc

∣∣∣∣A(ℓ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣A(ℓ−2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣B(ℓ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣B(ℓ−2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣

[
− 2νL

∆xL
+ b+ λR

]
C2 +

2νL

∆xL
r+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

[
2νR

∆xR
+ b+ λR

]
C1 − 2νR

∆xR

∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣

[
− 2νR

∆xR
− b+ λL

]
C1 +

2νR

∆xR

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

[
2νL

∆xL
− b+ λL

]
C2 − 2νL

∆xL
r+

∣∣∣∣∣

.

(3.41)

Idéalement, pour le cas décentré 0, les symboles d’opérateur λL et λR doivent être



74 Chapitre 3. Algorithme de Schwarz optimisé

tels que 



[
− 2νL

∆xL
+ b+ λR

]
C2 +

2νL

∆xL
r+ = 0

[
− 2νR

∆xR
− b+ λL

]
C1 +

2νR

∆xR
= 0

⇐⇒ 



λR opt = − 2νL

∆xL
· r

+

C2
− b+

2νL

∆xL

λL opt = − 2νR

∆xR
· 1

C1
+ b+

2νR

∆xR
.

(3.42)

Ces opérateurs étant non locaux, on cherche à les approcher par des opérateurs

différentiels, c’est-à-dire de la forme Λ = α+β∂t, de symboles λ = α+ β
∆t(1−e−iθ∆t).

En prenant les notations

FR =
2νR

∆xR
+ αR + b+

βR

∆t
(1 − e−iθ∆t) GR = − 2νR

∆xR
+ αL − b+

βL

∆t
(1 − e−iθ∆t)

FL =
2νL

∆xL
+ αL − b+

βL

∆t
(1 − e−iθ∆t) GL = − 2νL

∆xL
+ αR + b+

βR

∆t
(1 − e−iθ∆t),

nous obtenons une expression plus claire du taux de convergence

A(ℓ)

A(ℓ−2)
=

B(ℓ)

B(ℓ−2)
=
GLC2 +

2νL

∆xL
r+

FRC1 − 2νR

∆xR

·
GRC1 +

2νR

∆xR

FLC2 − 2νL

∆xL
r+

.

Pour déterminer les symboles d’opérateurs approchés λL app et λR app à partir du

système (3.42), nous approchons r+/C2 par pL + qL

(∆t) (1 − e−iθ∆t) et 1/C1 par pR +

qR

(∆t)(1 − e−iθ∆t), où nous rappelons que C1 et C2 sont définies dans (3.39) et (3.40).

Ainsi

λR app =
2νL

∆xL
(1 − pL) − b− 2νL

∆xL
· qL

(∆t)
(1 − e−iθ∆t)

:= αR +
βR

(∆t)
(1 − e−iθ∆t)

λL app =
2νR

∆xR
(1 − pR) + b− 2νR

∆xR
· qR

(∆t)
(1 − e−iθ∆t)

:= αL +
βL

(∆t)
(1 − e−iθ∆t)

(3.43)

et un parallèle avec le cas continu peut être établi.

2eme cas : schéma décentré 1

Nous procédons ici de la même manière que précédemment. Les deux équations

de transmission (3.37) et (3.38) sont identiques au cas précédent. Quant aux deux
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équations provenant du schéma sur les mailles à gauche et à droite de l’interface,

elles sont réécrites à partir de (3.31), (3.32) et (3.34) :

− 2νR

∆xR
Ê

R (ℓ)

P + 1
2

+

[
ωR ∆xR

∆t
(1 − e−iθ∆t) + b+

3νR

∆xR
+ η∆xR

]
Ê

R (ℓ)
P +1

− νR

∆xR
Ê

R (ℓ)
P +2 = bÊ

L (ℓ−1)
P

(3.44)

− 2νL

∆xL
Ê

L (ℓ)

P + 1

2

+

[
ωL ∆xL

∆t
(1 − e−iθ∆t) + b+

3νL

∆xL
+ η∆xL

]
Ê

L (ℓ)
P

−
[
b+

νL

∆xL

]
Ê

L (ℓ)
P −1 = 0.

(3.45)

En écrivant

Ê
R (ℓ)
P +1 = B(θ) (r−)P +1 et Ê

R (ℓ)
P +2 = B(θ) (r−)P +2 = r−ÊR (ℓ)

P +1 ,

ainsi que

Ê
L (ℓ)
P = A(θ) (r+)P et Ê

L (ℓ)
P −1 = A(θ) (r+)P −1 = Ê

L (ℓ)
P /r+,

nous obtenons l’expression de Ê
R (ℓ)

P + 1
2

et Ê
L (ℓ)

P + 1
2

à partir des équations (3.44) et (3.45) :

Ê
R (ℓ)

P + 1

2

=
∆xR

2νR

[(
ωR ∆xR

∆t
(1 − e−iθ∆t) + b+

3νR

∆xR
+ η∆xR

)

− νR

∆xR
r−
]
B(ℓ)(r−)P +1 − ∆xR

2νR
b(r+)PA(ℓ−1)

:= C3B
(ℓ)(θ) (r−)P +1 − ∆xR

2νR
A(ℓ−1)(θ) b(r+)P ,

(3.46)

Ê
L (ℓ)

P + 1
2

= C2A
(ℓ)(θ)(r+)P −1. (3.47)

Reprenant les conditions de transmission (3.37) et (3.38), et utilisant la constante

C3 définie dans (3.46) nous pouvons écrire
([

2νR

∆xR
+ b+ λR

]
C3 − 2ν+

∆x+

)
(r−)P +1B(ℓ) =

([
2νR

∆xR
+ b+ λR

]
∆xR

2νR
b r+ +

[
− 2νL

∆xL
+ b+ αR

]
C2 +

2νL

∆xL
r+

)
(r+)P −1A(ℓ−1)

(3.48)

et
([

2νL

∆xL
− b+ λL

]
C2 − 2νL

∆xL
r+

)
(r+)P −1A(ℓ) =

([
− 2νR

∆xR
− b+ λL

]
C3 +

2νR

∆xR

)
(r−)P +1B(ℓ−1)

−
[
− 2νR

∆xR
− b+ λL

]
∆xR

2νR
b (r+)PA(ℓ−2).

(3.49)
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Nous pouvons donc écrire formellement
{
B(ℓ) = s1A

(ℓ−1)

A(ℓ) = s2B
(ℓ−1) + s3A

(ℓ−2)

où s1, s2 et s3 sont définis d’après les expressions (3.48) et (3.49). On obtient

facilement une relation entre A(ℓ) et A(ℓ−2) :

A(ℓ) = s2B
(ℓ−1) + s3A

(ℓ−2) = (s2s1 + s3)A(ℓ−2). (3.50)

De même, nous pouvons écrire la deuxième équation

A(ℓ) = s2B
(ℓ−1) + s3A

(ℓ−2) =

(
s2 +

s3

s1

)
B(ℓ−1),

ce qui permet d’obtenir à partir de la première équation

B(ℓ) = s1A
(ℓ−1) = s1

(
s2 +

s3

s1

)
B(ℓ−2) = (s1s2 + s3)B(ℓ−2).

Le taux de convergence défini par le rapport entre A(ℓ) et A(ℓ−2) (le même qu’entre

B(ℓ) et B(ℓ−2)) est donné alors par (s2s1 + s3). En prenant s2 = 0 et s3 = 0, le

taux de convergence s’annule : les symboles d’opérateurs optimaux peuvent alors

être définis par




λR opt = −b+

2νL

∆xL
C2 −

(
b+

2νL

∆xL

)
r+

∆xR

2νR
b r+ + C2

λL opt =
2νR

∆xR
+ b,

(3.51)

où nous constatons que le paramètre λL opt est défini de manière exacte. En appro-

chant λR opt + b (cf 3.51) par pL + qL

(∆t)(1 − e−iθ∆t), les symboles d’opérateurs sont

alors cherchés sous la forme
{
λL opt

λR app = −b+ pL + qL

(∆t)(1 − e−iθ∆t).
(3.52)

En reprenant les notations établies dans le paragraphe précédent pour FR, FL, GR

et GL, (3.48) et (3.49) peuvent être réécrites comme
(
FRC3 − 2νR

∆xR

)
(r−)P +1B(ℓ) =

[
FR ∆xR

2νR
b r+ +

(
GLC2 +

2νL

∆xL
r+

)]
(r+)P −1A(ℓ−1)

(
FLC2 − 2νL

∆xL
r+

)
(r+)P −1A(ℓ) =

(
GRC3 +

2νR

∆xR

)
(r−)P +1B(ℓ−1) −GR ∆xR

2νR
b (r+)PA(ℓ−2).



3.4. Résultats numériques 77

Cela conduit à la formulation explicite du taux de convergence suivante

A(ℓ)

A(ℓ−2)
=

B(ℓ)

B(ℓ−2)
= −

GR ∆xR

2νR
b (r+)P

(
FLC2 − 2νL

∆xL
r+

)
(r+)P −1

+

[
FR ∆xR

2νR
b r+ +

(
GLC2 +

2νL

∆xL
r+

)]
(r+)P −1

(
FRC3 − 2νR

∆xR

)
(r−)P +1

·

(
GRC3 +

2νR

∆xR

)
(r−)P +1

(
FLC2 − 2νL

∆xL
r+

)
(r+)P −1

=

(
FR +GR

)
b r+ +

(
GLC2 +

2νL

∆xL
r+
)(

GRC3 +
2νR

∆xR

)

(
FRC3 − 2νR

∆xR

)
·
(
FLC2 − 2νL

∆xL
r+

) .

(3.53)

Notons que les paramètres d’optimisation αL, αR, βL et βR interviennent unique-

ment dans les constantes FR, FL, GR et GL.

3.4 Résultats numériques

Bien que les schémas monodomaine et multidomaine aient été étudiés dans les

chapitres 1 et 2 pour le schéma Galerkin Discontinu en temps d’ordre 0 dans un souci

de clarté, nous avons réalisé les différents cas-tests suivants aussi bien à l’ordre 0

(P0) qu’à l’ordre 1 (P1). Dans un premier temps, nous comparons les différents algo-

rithmes discrets à paramètres de Robin fixés, provenant de l’optimisation du taux

de convergence continu pour les différentes conditions de transmission proposées

dans le paragraphe 3.2. Nous comparons ensuite la convergence de l’algorithme de

Schwarz en considérant d’une part l’optimisation du taux de convergence continu

défini dans le paragraphe 3.2 d’autre part celle du taux de convergence discret donné

dans le paragraphe 3.3 pour les schémas décentrés 0 et 1.

Nous considérons l’équation instationnaire de convection-diffusion-réaction (3)

sur le domaine Ω = (0, 4) :

ω(x)∂tc− ∂x(ν(x)∂c− bc) + ηc = f dans Ω × (0, T ),

Nous nous plaçons dans le cadre de deux sous-domaines Ω1 = (0, 2) et Ω2 = (2, 4),

avec un pas d’espace ∆x = 0.01 et un pas de temps ∆t = 0.01 constants. Le temps

final est T = 2. Les conditions aux bords sont de type Dirichlet. Dans cette par-

tie numérique, l’algorithme de Schwarz est considéré dans sa version Gauss-Seidel

afin d’obtenir deux fois moins d’itérations. Puisque nous souhaitons étudier numé-

riquement la convergence de l’algorithme de Schwarz et que toutes les équations

intervenant dans l’algorithme sont linéaires, on considère l’algorithme sur l’erreur

(entre la solution multidomaine et la solution monodomaine), c’est-à-dire que nous
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prenons f = 0 et une solution initiale nulle. D’autre part, l’itéré initial de l’algo-

rithme de Schwarz est un random sur l’interface.

3.4.1 Comparaison des différents algorithmes discrets

A chaque schéma multidomaine défini dans le chapitre 2 correspond un algo-

rithme discret. Nous cherchons ici à observer l’effet de la discrétisation des condi-

tions de transmission sur la convergence de l’algorithme. Pour les différents schémas

multidomaine proposés, à savoir le schéma centré, les schémas décentrés 0 et 1 et le

schéma décentré hybride, et pour différents paramètres physiques constants ou non,

nous donnons la vitesse de convergence de l’algorithme pour les diverses condi-

tions de transmission introduites dans le tableau 3.1. Pour traduire la vitesse de

convergence, nous déterminons le nombre d’itérations nécessaires à ce que l’erreur,

calculée dans la norme L2(0, T ;L2(Ω)), soit inférieure à 10−15. Les résultats sont

rassemblés dans les tableaux qui suivent. Les deux figures (3.2(b)) et (3.2(a)) visua-

lisent l’évolution de l’erreur au cours des itérations dans deux cas présentés dans

les tableaux.

Centré Décentré 0 Décentré 1 Décentré Hybride

Robin1s 10 11 18 7

RobinSnu 10 11 18 7

Robin2s 10 11 18 7

Ordre1 8 8 19 5

Ordre1Swnu 8 8 19 5

Tableau 3.3 – Coefficients constants en P0 : ω = 1, ν = 0.01, b = 5, η = 0.

Centré Décentré 0 Décentré 1 Décentré Hybride

Robin1s 16 11 18 10

Robin2s 16 11 18 10

Ordre1 12 11 19 7

Ordre1Swnu 11 8 18 7

Tableau 3.4 – Coefficients constants en P1 : ω = 1, ν = 0.01, b = 5, η = 0.

Premièrement, on remarque que la vitesse de convergence de l’algorithme de

Schwarz est comparable dans le cas du schéma centré, décentré 0 et décentré hy-

bride, mais qu’elle est nettement plus lente dans le cas du schéma décentré 1. Cette

mauvaise convergence pour le schéma décentré 1 se vérifie dans les cas présentés où

la vitesse de convection b est grande (b = 1 ou b = 5). Dans ces cas (tableaux 3.3,

3.4, 3.5 et 3.7), la vitesse de convergence pour le schéma décentré 1 n’est améliorée

par aucune condition, même avec un scaling dans le cas de paramètres discontinus

et la condition de Robin 2-sided donne même parfois de moins bons résultats que

la condition Robin 1-sided (tableau 3.5). Seul le cas où b = 0.01 montre un nombre
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Centré Décentré 0 Décentré 1 Décentré Hybride

Robin1s 26 26 24 26

RobinSnu 11 12 32 11

Robin2s 10 10 31 10

Ordre1 24 23 29 24

Ordre1Swnu 13 14 31 13

Tableau 3.5 – Coefficients non constants en P0 : ω1 = 0.06, ω2 = 1, ν1 = 0.05,

ν2 = 1, b = 1, η = 0.

Centré Décentré 0 Décentré 1 Décentré Hybride

Robin1s 50 50 49 50

RobinSnu 13 13 13 13

Robin2s 12 12 12 12

Ordre1 32 32 32 32

Ordre1Swnu 10 10 10 10

Tableau 3.6 – Coefficients non constants en P0 : ω1 = 0.06, ω2 = 1, ν1 = 0.05,

ν2 = 1, b = 0.01, η = 0.

Centré Décentré 0 Décentré 1 Décentré Hybride

Robin1s 28 28 23 28

RobinSnu 12 13 34 12

Robin2s 10 10 31 10

Ordre1 28 26 28 28

Ordre1Swnu 13 14 32 13

Tableau 3.7 – Coefficients non constants en P1 : ω1 = 0.06, ω2 = 1, ν1 = 0.05,

ν2 = 1, b = 1, η = 0.

d’itérations comparable (voir tableau 3.6) aux trois autres schémas. Cela est naturel

puisque ce qui distingue le schéma décentré 1 du schéma décentré 0 tient au traite-

ment du décentrage de la convection à l’interface. Ainsi, plus le terme de convection

est faible, moins la différence entre les deux schémas doit être importante. Sur les

quelques cas présentés, les résultats obtenus montrent que le schéma décentré 1

n’est pas une bonne approche pour discrétiser les conditions à l’interface.

D’autre part, on peut confirmer que le scaling apporte un réel gain lorsque les

paramètres ν et ω sont discontinus (voir par exemple les tableaux 3.5 et 3.6). La

condition d’ordre 0 avec un scaling RobinSnu, qui n’a qu’un seul paramètre d’op-

timisation, donne presque d’aussi bons résultats que la condition de Robin 2-sided

qui en considère deux.

Les paramètres optimisés sont calculés à partir du taux de convergence continu
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Figure 3.2 – Evolution de l’erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine en
norme L2(0, T ; L2(Ω)) à chaque itération de l’algorithme de Schwarz : (b) pour différentes conditions de
transmission avec le schéma centré, (a) les différents schémas centré (C), décentré 0 (D0), décentré 1 (D1)
et décentré hybride (DH) pour la condition de Robin 2-sided (notée R2s) et la condition Ordre1Swnu
(O1Swnu).

donné par (3.11). Dans le cas du schéma décentré 0 et du schéma décentré 1, les

adaptations proposées respectivement dans les paragraphes 3.2.1 et 3.2.2 sont adop-

tées.

Pour valider les paramètres optimisés obtenus par une optimisation numérique,

via la fonction fminsearch de Matlab, nous considérons une gamme de valeurs de

paramètres de Robin centrée autour de la valeur du paramètre optimisé et nous

calculons l’erreur associée à chacun de ces paramètres. Dans le cas de la condition

de Robin 2-sided (voir tableau 3.1), nous avons représenté sur les figures 3.3 et

3.4 les lignes de niveaux de l’erreur obtenue après 20 itérations de l’algorithme

de Schwarz, pour différents paramètres physiques ω, ν et b continus ou non, et

dans le cas des schémas centré, décentré 0 et décentré 1, d’ordre 0 en temps, afin

d’inclure les trois différentes optimisations (celle – standard – à partir du taux de

convergence continu, et les deux adaptations proposées pour le schéma décentré 0

d’une part et pour le schéma décentré 1 d’autre part). Sur chaque figure la valeur

numérique du paramètre optimisé p∗ = (pL ∗, pR ∗) (voir le tableau 3.1) est indiquée

par une étoile rouge. Nous pouvons évaluer la pertinence de ce paramètre optimisé

en le comparant à l’optimum numérique, c’est-à-dire celui qui réalise un nombre

minimum d’itérations de l’algorithme discret.

Sur la sous-figure 3.3(c) correspondant au schéma décentré 1, nous remarquons

que le paramètre optimisé se situe dans une enveloppe non-convexe, contrairement

aux autres cas (sous-figures 3.3(a) et 3.3(b)). En revanche, dans le cas de coefficients

non constants, la sous-figure correspondant au cas du schéma décentré (3.4(c)) ne

s’oppose pas aux deux autres (3.4(a) et 3.4(b)), montrant une forme analogue d’en-

veloppe convexe, très étendue dans ce cas. Dans tous les cas visualisés, le paramètre

numérique optimisé avec le taux de convergence continu (adapté dans les cas des

schémas décentré 0 et 1) est pertinent car il est proche de l’optimum numérique.

Dans la suite, nous nous proposons de comparer l’optimisation continue et l’op-

timisation discrète pour les deux schémas décentré 0 et décentré 1, afin de voir si

la convergence de l’algorithme discret correspondant peut être améliorée.
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Figure 3.3 – Erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine après 20 itérations
de l’algorithme de Schwarz, pour des couples de paramètres d’optimisation (pL, pR) pour ω = 1, ν = 0.01,
b = 5 et η = 0. L’étoile rouge correspond à la valeur numérique du paramètre optimisé p∗ = (pL ∗, pR ∗)
obtenu avec l’optimisation du taux de convergence continu.

3.4.2 Comparaison de l’optimisation continue et discrète

Dans le paragraphe 3.3, nous avons introduit le taux de convergence discret

pour les schémas décentré 0 et décentré 1, Comme il est déterminé à partir de la

discrétisation des conditions de transmission, nous pouvons nous attendre à une

meilleure convergence. Nous montrons sur les figures 3.5 et 3.6 la comparaison de la

vitesse de convergence de l’algorithme de Schwarz avec respectivement une condition

de Robin 1-sided et une condition de Robin 2-sided lorsque le paramètre optimisé est

déterminé à partir du taux de convergence continu ou discret. Le résultat confirme

donc l’intuition de départ. Dans le cas du schéma décentré 0, le taux de convergence

discret apporte une amélioration nette lorsque les conditions de Robin 1-sided sont

utilisées, mais aucune amélioration pour la condition de Robin 2-sided. Dans le cas

du schéma décentré 1, le taux discret semble nécessaire quelque soit la condition de

transmission considérée.

En résumé, nous avons observé que le taux de convergence discret pour les

schémas décentré 0 et décentré 1 était bien adapté quelque soit la condition de

transmission considérée. Optimiser le taux de convergence continu peut donner des

résultats analogues à ceux de l’optimisation du taux de convergence discret pour

le schéma décentré 0 à condition de prendre des conditions de transmission avec
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Figure 3.4 – Erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine après 20 itérations de
l’algorithme de Schwarz, pour des couples de paramètres d’optimisation (pL, pR), dans le cas de données
physiques non constantes ω1 = 0.06, ω2 = 1, ν1 = 0.05, ν2 = 1, b = 0.01, η = 0. L’étoile rouge correspond
à la valeur numérique du paramètre optimisé p∗ = (pL ∗, pR ∗) obtenu avec l’optimisation du taux de
convergence continu.
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Figure 3.5 – ω1 = 0.06, ω2 = 1, ν1 = 0.05, ν2 = 1, b = 1, η = 0. Comparaison de l’erreur entre
la solution multidomaine et la solution monodomaine en norme L2(0, T ; L2(Ω)) au cours des itérations de
l’algorithme de Schwarz, où la valeur numérique du paramètre optimisé de la condition de Robin 1-sided est
calculée à partir du taux de convergence continu ou discret pour le schéma décentré 0 (gauche) et décentré
1 (droite), en considérant plusieurs pas d’espace ∆x.
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un scaling. Comme de telles conditions ne compliquent pas davantage le problème

d’optimisation continu, et vue la complexité de la détermination du taux de conver-

gence discret, la prise en compte de telles conditions avec une optimisation du taux

de convergence continu semble un bon choix au vu des cas étudiés. En revanche,

dans le cas du schéma décentré 1, l’optimisation du taux de convergence discret est

nécessaire, ce qui est un grand inconvénient dans la pratique.
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Figure 3.6 – ω1 = 0.06, ω2 = 1, ν1 = 0.05, ν2 = 1, b = 1, η = 0. Comparaison de l’erreur entre
la solution multidomaine et la solution monodomaine en norme L2(0, T ; L2(Ω)) au cours des itérations de
l’algorithme de Schwarz, où la valeur numérique du paramètre optimisé de la condition de Robin 2-sided est
calculée à partir du taux de convergence continu ou discret pour le schéma décentré 0 (gauche) et décentré
1 (droite), en considérant plusieurs pas d’espace ∆x.

Nous avons constaté en définissant la formulation multidomaine du schéma dé-

centré classique et du schéma décentré hybride que seul ce dernier s’adaptait natu-

rellement à une écriture locale au sous-domaine. A travers les résultats numériques

obtenus dans ce paragraphe, nous constatons que la convergence de l’algorithme

avec le schéma décentré hybride est au moins aussi bonne voire meilleure que celle

avec les schémas centré et décentré 0. Pour ces raisons, nous avons choisi de re-

tenir le schéma décentré hybride pour la discrétisation du flux convectif en deux

dimensions d’espace, en l’adaptant au schéma DDFV.
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Considérons à présent l’équation de convection-diffusion en régime instationnaire

et en milieu poreux, en deux dimensions, définie par

Lc = ω∂tc− ∇ · (KKK∇c− bbbc) = f dans Ω × (0, T ), (3.54)

c(., 0) = c0 dans Ω,

et des conditions limites appropriées de type Dirichlet ou Neumann aux bords de

Ω, un domaine borné de R
2.

Dans (3.54), c représente une concentration (par exemple, la concentration en

radionucléides dans le contexte du stockage des déchets radioactifs), f le terme

source, KKK la matrice de diffusion symétrique et définie positive, pouvant être ani-

sotrope, ω le coefficient de porosité et bbb la vitesse de convection de divergence nulle

donnée par l’équation de Darcy bbb = −κκκ∇h où h est la charge hydraulique et κκκ

le tenseur éventuellement anisotrope de perméabilité. L’équation (3.54) modélisant

l’écoulement et le transport des radionucléides dans un sous-sol composé de couches

géologiques dont les propriétés sont très hétérogènes, les paramètres physiques ω,

KKK et κκκ sont supposés discontinus. Quant à la vitesse de convection, seule sa com-

posante normale est supposée continue.

Nous proposons d’approcher l’équation (3.54) par le schéma volumes finis de

type DDFV développé pour le problème de diffusion [29] et étendu ici à l’advection.

La présentation de ce nouveau schéma, dans sa partie connue et dans son exten-

sion, fait l’objet du premier chapitre où l’on montre ensuite que le problème discret

approchant (3.54), appelé problème monodomaine, est bien posé.

Dans une approche de décomposition de domaines sans recouvrement, le pro-

blème monodomaine précédent est décomposé en sous problèmes équivalents définis

sur des sous-domaines sans recouvrement et formant une partition de Ω. Ceux-ci

sont reliés par les conditions de transmission assurant la continuité de la solution

et celle du flux à l’interface entre les sous-domaines. Dans le chapitre 2, on adapte

aux sous problèmes locaux le schéma DDFV défini dans le chapitre 1, et l’on donne

la discrétisation des conditions de transmission utilisées. On démontre aussi le ca-

ractère bien posé de ce problème discret multidomaine.

Ensuite, nous présentons dans le chapitre 3 l’algorithme de type OSWR (Opti-

mized Schwarz Waveform Relaxation) adapté au schéma DDFV du problème discret

multidomaine. Nous montrons la convergence de cet algorithme de Schwarz vers la

solution du problème discret monodomaine.

La vitesse de convergence des algorithmes OSWR est optimisée à travers un ou

plusieurs paramètres intervenant dans les conditions de transmission. Nous rappe-

lons dans le chapitre 4 le calcul du taux de convergence obtenu à partir de l’équation

continue (3.54) et dans le cas particulier du problème de diffusion pure, nous éta-

blissons le taux de convergence à partir du schéma discret DDFV.

Nous achevons cette partie (chapitre 5) par différents cas-tests numériques en

terminant par le cas PAMINA présenté dans l’introduction.
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Dans ce chapitre, nous considérons le schéma volumes finis de type DDFV (Dis-

crete Duality Finite Volume) pour l’approximation de l’équation de convection-

diffusion en régime instationnaire (3.54). Dans un premier temps, nous rappelons le

schéma DDFV tel qu’il est construit pour l’approximation de l’équation de diffusion,

en posant au fur et à mesure les notations utiles pour la suite.

4.1 Le schéma DDFV - Notations

Soit un maillage donné recouvrant Ω, appelé maillage primal, de bord ∂Ω. Le

principe des méthodes de volumes finis est d’intégrer l’équation sur des volumes

de controle : soit sur les cellules du maillage initial, dit primal (approximation

de la solution au centre des mailles), soit sur des cellules construites autour des

noeuds du maillage primal dites cellules duales (approximation de la solution aux

sommets), donnant lieu à deux grandes classes de méthodes : celles centrées sur les

cellules (cell-centered methods) et celles centrées sur les sommets (vertex-centered

methods).

Le schéma DDFV utilise des inconnues à la fois aux noeuds et aux centres

du maillage primal, permettant la reconstruction du gradient dans ses deux di-

rections, quelque soit le maillage utilisé. En effet, après intégration du laplacien
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Ti1
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Figure 4.1 – Maillage primal. A gauche, cas particulier d’un maillage dit admissible : les deux points
i1 et i2 suffisent pour définir le gradient normal. A droite, la cellule diamant en cyan dont les diagonales
sont les deux directions à considérer pour la reconstruction du gradient, faisant intervenir les quatre points
i1, i2, k1 et k2.

∆c sur une cellule du maillage primal puis en appliquant la formule de Gauss, il

reste à approcher le flux ∇c · nnn (où nnn désigne la normale extérieure) sur les arêtes

du maillage primal. Pour des maillages particuliers où les arêtes sont perpendicu-

laires au segment reliant les deux centres des cellules adjacentes à l’arête considérée

(cas des maillages dit admissibles, comme ceux de type Voronoi), le gradient peut

être exprimé simplement par une différence finie. En revanche, pour tous les autres

maillages ne vérifiant pas cette condition, comme tous les maillages non conformes

par exemple, le gradient doit être approché dans ses deux directions, faisant alors

intervenir les inconnues aux centres et aux noeuds des mailles primales. Ainsi à

chaque arête du maillage primal est associé un quadrilatère dont les deux diago-

nales sont d’une part l’arête elle-même et d’autre part le segment reliant les deux

centres des cellules adjacentes à l’arête considérée (voir Figure 4.1). L’ensemble de

ces quadrilatères (plats pour les arêtes de bord), appelés cellules diamants, forme

une partition de Ω, dit maillage diamant.

Dans le schéma DDFV, les inconnues aux noeuds sont considérées comme des in-

connues supplémentaires (et non approchées par une interpolation, comme dans [21]).

C’est pourquoi, en vue d’obtenir autant d’équations que d’inconnues, l’équation est

intégrée sur les mailles primales et duales.

Considérons à présent l’équation de diffusion dans le cadre général :

−∇ · (KKK∇ c) = f, (4.1)

où KKK est le tenseur de diffusion, pouvant être discontinu aux interfaces entre les

mailles primales.

Soit Ti le maillage primal formé de I cellules Ti de centre i. Les J arêtes primales

du maillage sont notées Aj, j ∈ [1, J ], de normales sortantes nnnj (ou encore nnnij pour

souligner qu’il s’agit d’une normale sortante par rapport à Ti). Parmi les J arêtes

primales, on dénombre JΓ arêtes primales situées sur le bord Γ = ∂Ω. On suppose

les J arêtes primales ordonnées de telle sorte que celles du bord sont les dernières,

d’indices j ∈ [J − JΓ + 1, J ]. Par simplification, on notera souvent j ∈ Γ pour

désigner ces arêtes primales de bord. Pour traiter la possible discontinuité du tenseur

de diffusion KKK et dans la perspective de la décomposition de domaine (voir dans le

chapitre 5), nous introduisons σj point milieu de l’arête Aj. Quant aux K sommets
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Figure 4.2 – Maillage primal Ti en noir : les centres i sont les points noirs et les arêtes primales Aj

sont les lignes continues en noir reliant deux points rouges. Maillage dual Pk en pointillé rouge : les centres
k sont les points rouges et les arêtes duales sont représentées par les lignes pointillées en rouge reliant deux
points noirs en passant par les points magenta, σj , milieu des arêtes primales.

du maillage primal, ils sont notés {k, k ∈ [1,K]}. Chaque sommet k est aussi le

centre d’une maille duale formée par les arêtes dont les extrémités sont le centre des

mailles primales Ti entourant le point k et le point-milieu σj de l’arête Aj associée

à Ti et issue du sommet k. Le maillage dual, noté Pk, est l’ensemble des K cellules

duales Pk éventuellement non convexes.

Dans la suite, nous utiliserons une notation locale à une arête quelconque Aj :

seront notés i1(j) et i2(j) les centres des deux mailles primales Ti1(j) et Ti2(j) ad-

jacentes de Aj (cas des arêtes intérieures) et k1(j) et k2(j) les deux extrémités de

Aj et centres des cellules duales Pk1(j) et Pk2(j). Dans le cas d’une arête primale

de bord, seul i1(j), associé à la maille primale de bord Ti1(j), est défini. Par abus

d’écriture, afin de ne pas surcharger les notations, nous utiliserons (souvent) les

notations i1, i2, Ti1
, Ti2

k1, k2, Pk1
et Pk2

sans référence à l’indice j.

Pour compléter les notations, nous nous plaçons dans ce cadre local. La normale

extérieure à Aj , vue de Ti1(j) (resp. Ti2(j)), est notée nnni1j (resp. nnni2j). A chaque

arête Aj sont associées les deux arêtes duales A′
j,1 = [i1σj ] et A′

j,2 = [i2σj ], mis

à part pour les arêtes de bord où seule l’arête duale A′
j,1 = [i1σj ] est définie. Ces

deux arêtes duales sont communes aux deux cellules duales voisines Pk1
et Pk2

:

vues de Pk1
(resp. Pk2

), les normales extérieures aux arêtes A′
j,1 et A′

j,2 sont notées

respectivement nnn′
k1,j,1 et nnn′

k1,j,2 (resp. nnn′
k2,j,1 et nnn′

k2,j,2).

Nous introduisons α l’indice lié à la numérotation locale introduite ci-dessus :

α ∈ {1, 2} si j ∈ [1, J − JΓ] et α = 1 si j ∈ [J − JΓ + 1, J ]. Pour relier la notation

locale (indices i1 et i2) et la notation globale (indice i), on définit αij = 1 si i = i1(j)

ou αij = 2 si i = i2(j), soit αij = α si i = iα(j).

Au lieu des cellules diamants formées par les points k1(j), i1(j), k2(j) et i2(j),

comme décrit plus haut dans le cas particulier du laplacien, deux demis-diamants

Dj,1 et Dj,2 seront associés à l’arête Aj , représentant respectivement les triangles

k1i1k2 et k1i2k2 sauf dans le cas d’une arête de bord où un seul demi-diamant Dj,1

est associé.
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Figure 4.3 – Notations locales du schéma DDFV. Maillage primal (en noir), maillage dual (pointillés
en rouge) et cellules demi-diamants (triangles colorés). A chaque arête primale Aj est associée une cellule
demi-diamant Dj,1 (resp. Dj,2), l’arête duale A′

j,1 (resp. A′

j,2) de normale nnn′

k1,j,1
(resp. nnn′

k1,j,2
).

Nous avons donc défini les trois maillages primal, dual et diamant (ou demi-

diamant). Introduisons maintenant une notation utile pour la suite : |Y | désignera
la mesure d’un élément géométrique Y , soit une aire dans le cas d’une cellule soit

une longeur dans le cas d’une arête. Nous définissons dans la suite deux produits

scalaires discret : l’un (·, ·)T,P défini sur le maillage primal et dual, l’autre (·, ·)D
défini sur le maillage des demi-diamants.

Définition 4.1. Le produit scalaire discret (·, ·)T,P est défini pour tout (Φ,Ψ) =(
(Φi,Φk), (Ψi,Ψk)

)
∈
(
R

I × R
K
)2

par

(Φ,Ψ)T,P :=
1

2

(
∑

i∈[1,I]

|Ti|ΦiΨi +
∑

k∈[1,K]

|Pk|ΦkΨk

)
. (4.2)

Notons ‖ · ‖T,P la norme associée au produit scalaire (·, ·)T,P .

Définition 4.2. Le produit scalaire discret (·, ·)D est défini pour tout (ΦΦΦ,ΨΨΨ) =(
(Φi1jΦi1jΦi1j ,Φi2jΦi2jΦi2j), (Ψi1jΨi1jΨi1j ,Ψi2jΨi2jΨi2j)

)
∈
(
R

J × R
J−JΓ

)2
par

(ΦΦΦ,ΨΨΨ)D :=
∑

j∈[1,J−JΓ]

(
|Dj,1|Φi1jΦi1jΦi1jΨi1jΨi1jΨi1j + |Dj,2|Φi2jΦi2jΦi2jΨi2jΨi2jΨi2j

)
+
∑

j∈Γ

|Dj,1|Φi1jΦi1jΦi1jΨi1jΨi1jΨi1j . (4.3)

Notons | · |D la norme associée au produit scalaire (·, ·)D.

L’équation de diffusion continue (4.1) est approchée en utilisant les opérateurs de

gradient discret et de divergence discrète définis ci-dessous. Contrairement à [29] qui

définit les gradients discrets sur les cellules diamants entières (Figure 4.1), ceux-ci

seront systématiquement définis sur les demi-diamants (Figure 4.3) afin de prendre

en compte les discontinuités éventuelles de KKK ainsi que les interfaces dues à la

décomposition de domaine, cöıncidant avec des arêtes primales (cf chapitre 5). Sur

chaque cellule demi-diamant Dj,α (α ∈ {1, 2} si j ∈ [1, J − JΓ] et α = 1 si

j ∈ [J−JΓ +1, J ]) en correspondance avec son arête primale Aj et son arête duale

A′
j,α, est alors défini un gradient discret reconstruit selon les deux directions Aj et

A′
j,α.
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Définition 4.3. Le gradient discret ∇h est défini sur Dj,α (α ∈ {1, 2} si j ∈
[1, J − JΓ] et α = 1 si j ∈ [J − JΓ + 1, J ]) à partir des valeurs aux points iα, σj, k1

et k2 de Dj,α par

(∇hc)ij =
1

2|Dj,αij |
(
(ck2

− ck1
)|A′

j,αij
| nnn′

k1,j,αij
+ (cσj − ci)|Aj | nnnij

)
, (4.4)

en notant ciα , cσj , ck1
et ck2

les valeurs respectives de c aux points iα, σj , k1 et k2.

En écrivant la composante tangentielle du gradient discret comme une diffé-

rence finie aux points k1 et k2, nous tenons compte de la la continuité du flux

(∇hc)ij ·−−→
k1k2 à travers l’arête duale A′

j,αij
. La continuité du flux à travers les arêtes

primales Aj, j ∈ [1, J − JΓ] permet quant à elle d’éliminer toutes les inconnues cσj ,

exceptées celles aux bords qui sont conservées.

Nous donnons aussi la définition de la divergence discrète à partir de [14].

Définition 4.4. L’opérateur de la divergence discrète ∇h· :
(
R

2J−JΓ)2 7→ R
I ×R

K

est défini pour tout uuu par ses valeurs sur Ti et Pk par

(∇h · uuu)i :=
1

|Ti|
∑

Aj⊂∂Ti

|Aj | uuuj,αij ·nnnij

(∇h · uuu)k :=
1

|Pk|




∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′

j,α| uuuj,α ·nnn′
k,j,α +

∑

Aj⊃∂Pk∩∂Ω

|Aj |
2

uuuj,1 · nnnj


 ,

(4.5)

où uuuj,α (α = αij ∈ {1, 2} si Aj 6⊂ Γ et α = 1 si Aj ⊂ Γ) représente la valeur discrète

de uuu sur Dj,α.

Remarque 4.5. Sur la notation de (4.5) :

• ∑
Aj⊂∂Ti

fait la somme sur les arêtes primales Aj de ∂Ti

• ∑
A′

j,α⊂∂Pk
(resp.

∑
Aj⊃∂Pk∩∂Ω) réalise la somme sur les arêtes duales inté-

rieures à Ω (resp. demi-arêtes de bord ∂Ω) de ∂Pk.

Cette notation sera désormais utilisée dans la suite sans précisions.

L’équation −∇ · (KKK∇c) = f intégrée sur Ti et Pk est alors approchée par

−(∇h · (KKK∇hc))i = fi sur Ti et par −(∇h · (KKK∇hc))k = fk sur Pk, où fi et fk

représentent les valeurs moyennes respectives de f sur Ti et Pk. De plus, en écrivant

la continuité du flux normal (KKK∇c)ij · nnnij à travers chaque arête primale Aj 6⊂ Γ,

il est possible de prouver l’existence et l’unicité de ce problème discret de diffusion

avec des conditions limites de Dirichlet ou de Neumann [29] en utilisant une formule

discrète de Green reliant le gradient discret et la divergence discrète (son opérateur

adjoint).

Les principales notations étant posées, et la discrétisation du gradient étant

rappelée, revenons à l’équation de convection-diffusion pour présenter le schéma

DDFV complet.
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4.2 Le schéma étendu à l’équation de convection-diffusion

Nous réécrivons cette équation de convection-diffusion en milieu poreux, donnée

dans l’introduction en (3.54) :

Lc = ω∂tc− ∇ · (KKK∇c− bbbc) = f dans Ω × (0, T ), (4.6)

c(., 0) = c0 dans Ω, (4.7)

c = 0 sur ΓD × (0, T ), (4.8)

(KKK∇c) · nnn = 0 sur ΓN × (0, T ), (4.9)

où (4.8) et (4.9) sont les conditions limites homogènes de Dirichlet ou de Neumann

définies respectivement sur ΓD et ΓN définis tels que ∂Ω = ΓD ∪ ΓN . On supposera

de plus (voir théorème 4.9) que

∇ · bbb ≥ 0 dans Ω, (4.10)

bbb ·nnn ≥ 0 sur ΓN . (4.11)

Pour la discrétisation en temps, nous décomposons l’intervalle en temps (0, T )

en N sous-intervalles In := (tn−1, tn) de pas de temps ∆tn := tn − tn−1. Ayant

fait le choix de considérer l’ordre 0 du schéma Galerkin discontinu, ce schéma en

temps ne pose aucune difficulté. L’approximation de c au temps tn est notée avec

l’exposant n : ainsi cn
i (resp. cn

k) est l’approximation de c au temps tn dans la cellule

Ti (resp. Pk).

Le champ de vitesse bbb est donné au niveau discret par ses valeurs bbbj,α sur chaque

demi-diamant Dj,α (α ∈ {1, 2} si j ∈ [1, J − JΓ] et α = 1 si j ∈ [J − JΓ + 1, J ]).

Lorsque le champ de vitesse provient de la résolution de l’équation de Darcy utilisant

un schéma DDFV, les valeurs discrètes données par demi-diamant sont directement

utilisables. Lorsqu’on dispose d’un champ de vitesse bbb analytique, bbbj,α est donné par

bbbj,α ·nnnij :=
1

|Aj |

∫

Aj

bbb · nnnij(ξ)dξ (4.12)

et

bbbj,α · nnn′
kj,α :=

1

|A′
j,α|

∫

A′

j,α

bbb ·nnn′
kj,α(ξ)dξ. (4.13)

Puisque nnnij et nnn′
kj,α sont deux directions indépendantes de Dj,α, bbbj,α est défini de

manière unique par demi-diamant.

4.2.1 Le schéma intérieur

Intégrée sur les cellules primales Ti et sur les cellules duales intérieures Pk,

l’équation (4.6) peut être discrétisée sur chaque In et Ti par

ωi
cn

i − cn−1
i

∆tn
− 1

|Ti|
∑

Aj⊂∂Ti

|Aj |Fn
ij = fn

i , (4.14)

et de manière analogue, sur les intervalles In et les cellules duales Pk par

ωk
cn

k − cn−1
k

∆tn
− 1

|Pk|
∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α|Fn

kj,α = fn
k . (4.15)
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Dans (4.14), ωi := ω|Ti
est bien défini car la discontinuité du coefficient de porosité

a lieu suivant les mailles primales. Quant à la valeur de ω sur Pk, noté ωk dans

(4.15), elle est donnée comme une moyenne des valeurs de ω sur les mailles primales

entourant le sommet k :

|Pk| ωk =
∑

i∈[1,I]

|Pk ∩ Ti| ωi. (4.16)

Les seconds membres fn
iα

et fn
k1

de (4.14) et (4.15) sont définis de la manière sui-

vante :

fn
i :=

1

∆tn|Ti|

∫

In

∫

Ti

f(xxx, t)dxxxdt,

fn
k :=

1

∆tn|Pk|

∫

In

∫

Pk

f(xxx, t)dxxxdt.
(4.17)

Afin d’alléger les notations, nous omettons (sauf mention explicite) l’exposant n

dans la suite de ce chapitre.

Les flux primaux Fij de Ti à travers les arêtes primales Aj et les flux duaux Fkj,α

de Pk à travers les arêtes duales A′
j,α, intervenant dans (4.14) et (4.15), contiennent

une partie diffusive et une partie convective. Ils sont définis comme suit :

Fij := [KKKi(∇hc)ij ] ·nnnij − (bbbc ·nnn)ij, (4.18)

Fkj,α := [KKKiα(∇hc)iαj ] · nnn′
kj,α − (bbbc · nnn′)kj,α. (4.19)

Dans l’expression de ces flux primaux (4.18) et duaux (4.19), la discrétisation de

la partie diffusive est donnée par le gradient discret (Définition 4.3). D’autre part,

KKKi = KKK |Ti
est la valeur moyenne deKKK sur Ti. Dans la pratique,KKK est pris constant

sur chaque Ti.

Pour discrétiser la partie convective des flux donnés par (4.18) et (4.19), avec

un schéma amont, nous utilisons les notations [a]+ et [a]− des parties positive et

négative de a définies dans la partie I (1.14). La partie convective du flux primal,

notée (bbbc · nnn)ij est discrétisée par le décentrage amont

(bbbc · nnn)ij := [(bbb · nnn)ij ]+ci + [(bbb · nnn)ij ]−cσj , (4.20)

où (bbb ·nnn)ij est donné par

(bbb ·nnn)ij :=
1

|Aj |

∫

Aj

bbbj,α ·nnnij(ξ)dξ, (4.21)

qui a un sens en raison de la continuité de bbbj,α ·nnnij à travers les mailles primales Aj.

L’idée d’un tel décentrement dans (4.20), local au demi-diamant Dj,αij utilisant la

valeur de c au point σj , est empruntée à [50], dans l’optique de la décomposition

de domaine (voir chapitre 5). Il est ainsi parfaitement défini aux arêtes du bord ∂Ω.
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Quant à la partie convective du flux dual, notée (bbbc · nnn′)kj,α, elle est discrétisée

suivant le schéma décentré amont classique

(bbbc ·nnn′

)kj,α := [bbbj,α ·nnn′

kj,α]+ck + [bbbj,α ·nnn′

kj,α]−cvkj
, (4.22)

où l’on pose vkj = k2 si k = k1(j) et vkj = k1 si k = k2(j), c’est-à-dire une notation

analogue à αij pour lier la notation duale locale (indices k1 et k2) et la notation

duale globale (indice k). Dans la pratique, bbbj,α est souvent pris constant sur chaque

demi-diamant Dj,α.

L’inconnue cσj (pour σj /∈ ∂Ω) est éliminée en écrivant la conservation du flux

primal à travers chaque arête primale intérieure

Fi1j = −Fi2j ∀Aj = ∂Ti1
∩ ∂Ti2

. (4.23)

L’expression de cσj obtenue à partir de (4.23), fonction des seules inconnues ci1
, ci2

,

ck1
et ck2

de Dj,1 ∪ Dj,2, est alors remplacée dans les définitions du gradient (4.4)

et du flux primal (4.20), intervenant pour le premier dans le flux primal (4.18) et

le flux dual (4.19) et pour le second dans le seul flux primal (4.18).

Notons que le schéma dual est aussi conservatif dans sa partie diffusive et sa

partie convective prises séparément : en effet, la conservation du flux diffusif et du

flux convectif provient de la définition du gradient (4.4) et du flux convectif (4.22).

4.2.2 Le schéma au bord

Il reste à prendre en compte les conditions limites (4.8) et (4.9) sur les mailles

primales et duales.

Lorsqu’une condition de Dirichlet est appliquée sur le bord ∂Ω, l’équation conti-

nue (4.6) n’est pas intégrée sur les cellules duales de bord Pk mais la condition (4.8)

est imposée de manière forte :

ck = 0 ∀k ∈ ΓD. (4.24)

De même, les valeurs aux points σj ∈ Aj ⊂ ΓD sont imposées de manière forte

cσj = 0 ∀σj ∈ ΓD. (4.25)

Le traitement est différent lorsqu’une condition de type Neumann est appliquée

sur la frontière ∂Ω. Premièrement, la discrétisation de la condition (4.9) sur les

arêtes Aj ⊂ ΓN

[KKKi1
(∇hc)i1j ] · nnni1j = 0, ∀Aj ⊂ ΓN , (4.26)

permet de déterminer les valeurs de cσj sur le bord. Rappelons que sur le bord, seul

i1(j) a un sens, par convention. D’autre part, les équations liées aux noeuds duaux

k ∈ Γ̊N sont déterminées en intégrant l’équation continue (4.6) sur les mailles duales
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de bord Pk associées. La discrétisation sur In et sur chacune de ces mailles duales

de bord Pk est donnée par

ωk
cn

k − cn−1
k

∆tn
− 1

|Pk|




∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α|Fn

kj,α +
∑

Aj⊃∂Pk∩ΓN

k∈Γ̊N

|Aj |
2
Fn

i1j,k


 = fn

k , (4.27)

où la première somme concerne les arêtes duales intérieures de Pk (voir 4.19) et la

deuxième somme prend en compte les arêtes de bord de Pk incluses dans les arêtes

primales de bord Aj ⊂ ΓN . La discrétisation spatiale du flux Fn
i1j,k, intervenant

dans (4.27), à travers les demi-arêtes primales de bord issues du point k ∈ Γ̊N , est

définie par

Fi1j,k := [KKKi1
(∇hc)i1j] ·nnni1j − (bbb ·nnn)j,k ck. (4.28)

Nous reconnaissons dans le premier terme de (4.28) la partie diffusive du flux (4.18)

à travers les arêtes primales : les flux diffusifs sur les deux demi-arêtes de bord issues

de k ∈ Γ̊N sont ceux définis sur les arêtes primales Aj associées. Quant au terme

(bbb · nnn)j,k du flux convectif à travers les demi-arêtes de bord Neumann des mailles

duales de bord Pk, k ∈ Γ̊N , il faut distinguer différents cas de figure, dépendant de

la donnée de bbb.

– Si bbb est défini analytiquement, alors (bbb · nnn)j,k peut être calculé sur les deux

demi-arêtes de bord Neumann issues de k ∈ Γ̊N :

(bbb ·nnn)j,k =
1

|Aj |
2

∫

Aj⊃∂Pk∩ΓN

bbb ·nnni1j(ξ)dξ,

– Si le champ de vitesse bbbj,α est donné par la résolution numérique de l’équa-

tion de Darcy par le schéma DDFV, où la condition limite de Neumann est

appliquée sur les mêmes arêtes, il suffit de reprendre la valeur de bbbj,α ·nnnij déjà

définie sur ces mêmes demi-arêtes :

(bbb ·nnn)j,k = bbbj,α ·nnnij,

– Si le champ de vitesse bbbj,α vient de la résolution numérique de l’équation de

Darcy par le schéma DDFV avec des conditions limites différentes, un seul

flux convectif noté (bbb ·nnn)k sur les deux demi-arêtes issues d’un sommet k ∈ Γ̊N

est considéré, soit

|∂Pk ∩ ΓN | (bbb · nnn)k =
∑

Aj⊃∂Pk∩ΓN

k∈Γ̊N

|Aj |
2

(bbb ·nnn)j,k. (4.29)

Ce flux (bbb · nnn)k est défini tel qu’il complète la divergence discrète de bbb sur la

maille duale de bord Pk, soit

|∂Pk ∩ ΓN | (bbb ·nnn)k = |Pk|
(
∇C

h · bbb
)

k∈Γ
−

∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| bbbj,α ·nnn′

k,j,α

où ∇C
h · est un nouvel opérateur de divergence discrète pour les termes liés à

la convection défini ci-dessous.
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Définition 4.6. L’opérateur de la divergence discrète ∇C
h · :

(
R

2J−JΓ)2 7→ R
I ×R

K

est défini pour tout uuu par ses valeurs sur Ti et Pk par
(
∇C

h · uuu
)

i
:= (∇h · uuu)i,

(
∇C

h · uuu
)

k /∈Γ
:= (∇h · uuu)k /∈Γ ,

(
∇C

h · uuu
)

k∈Γ
:=

1

|Pk|




∑

Aj⊃∂Pk∩Γ

|Aj |
2

(uuu ·nnn)j,k +
∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| uuuj,α · nnn′

k,j,α


 ,

ou de manière équivalente, grâce à (4.29),

(
∇C

h · uuu
)

k∈Γ
=

1

|Pk|


|∂Pk ∩ Γ| (uuu ·nnn)k +

∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| uuuj,α ·nnn′

k,j,α


 , (4.30)

en rappelant que uuuj,α (α = αij ∈ {1, 2} si Aj 6⊂ Γ et α = 1 si Aj ⊂ Γ) représente la

valeur discrète de uuu sur Dj,α et en notant que (uuu ·nnn)j,k représente les flux à travers

les demi-arêtes de bord de Pk (incluses dans les arêtes primales Aj issues de k ∈ Γ)

et (uuu ·nnn)k désigne le flux à travers l’union de ces demi-arêtes de bord de Pk (k ∈ Γ),

défini par cette même équation (4.30).

Notons bien que la seule différence entre la divergence discrète ∇h· et la di-

vergence discrète ∇C
h · tient à l’expression du terme de convection sur les arêtes de

bord d’une maille duale de bord. Ce terme diffère si le champ de vitesse est donné

par une expression analytique ou par la résolution DDFV du problème de Darcy

ayant des conditions limites différentes de celles du problème de transport résolu ici.

Dans la proposition suivante, on établit le lien existant entre la divergence du

champ de vitesse bbb donnée par le calcul de Darcy et la nouvelle divergence discrète

de bbb définie ci-dessus.

Proposition 4.7. Si bbb est donné analytiquement avec ∇ · bbb ≥ 0 ou si bbb = (bbbj,α) est

donné par la résolution du problème de Darcy par le schéma DDFV avec ∇h · bbb ≥ 0

sur les mailles primales et les mailles duales, alors ∇C
h · bbb ≥ 0.

Démonstration. Distinguons les deux cas :

– 1er cas : bbb est donné analytiquement avec ∇ · bbb ≥ 0.

Par la définition 4.6, nous avons

(∇C
h · bbb)i =

1

|Ti|
∑

Aj⊂∂Ti

|Aj | bbbj,αij ·nnnij

Puisque bbbj,αij est défini à partir de l’expression analytique bbb, il vient

(∇C
h · bbb)i =

1

|Ti|
∑

Aj⊂∂Ti

∫

Aj⊂∂Ti

bbb · nnnij(ξ)dξ

=
1

|Ti|

∫

∂Ti

bbb · nnn(ξ)dξ =
1

|Ti|

∫

Ti

∇ · bbb ≥ 0

En écrivant des égalités analogues pour les mailles duales intérieures (k /∈ Γ)

et les mailles duales de bord (k ∈ Γ), on obtient facilement que ∇C
h · bbb ≥ 0.
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– 2ème cas : bbb = (bbbj,α) est donné par la résolution du problème de Darcy par

le schéma DDFV avec ∇h · bbbj,α ≥ 0 sur les mailles primales et les mailles

duales.

On a déjà (∇C
h · bbb)i = (∇h · bbb)i et (∇C

h · bbb)k = (∇h · bbb)k pour k /∈ Γ. Pour

k ∈ ΓN , distinguons le cas où k est aussi de type Neumann pour le calcul de

Darcy de celui où il ne l’est pas.

• Dans le premier cas, on a (∇C
h · bbb)k = (∇h · bbb)k par définition des deux

divergences.

• Dans le second cas, on utilise le fait que (bbb · nnn)k complète la divergence de

bbb sur Pk donnée par le calcul de Darcy et notée fD.

On a donc (∇C
h · bbb)k =

1

|Pk|

∫

Pk

fD qui est positif par hypothèse.

Appliquée au flux convectif bbbc, la divergence ∇C
h · n’est pas clairement définie.

Il nous faut préciser le sens de
(
∇C

h · (bbbc)
)

k∈Γ̊N
, compte tenu du fait que bbb et c ne

sont pas définis aux mêmes points. Les termes de cette divergence donnant les flux

convectifs sur les demi-arêtes de bord sont exactement ceux de la partie convective

du flux total (4.28). Il vient donc

(
∇C

h · (bbbc)
)

k∈Γ̊N

=
1

|Pk|




∑

Aj⊃∂Pk∩ΓN

k∈Γ̊N

|Aj |
2

(bbb ·nnn)j,k ck +
∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| (bbbc ·nnn′

)kj,α


 ,

(4.31)

ou de manière équivalente, si (bbb · nnn)j,k n’est pas déterminé explicitement sur les

demi-arêtes de bord de Pk incluses dans Aj ⊂ ΓN ,

(
∇C

h · (bbbc)
)

k∈Γ̊N

=
1

|Pk|


|∂Pk ∩ ΓN | (bbb · nnn)k ck +

∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| (bbbc ·nnn′

)kj,α


 ,

(4.32)

où (bbbc·nnn′

)kj,α est donné par (4.22) et (bbb·nnn)k est défini par la relation (4.30) appliquée

à bbb.

Remarquons qu’il est inutile de préciser le sens de
(
∇C

h · (bbbc)
)

k∈ΓD
, étant donné

que cette quantité n’apparâıt pas dans le schéma.

Dans la suite, nous notons ∇T,P
h · l’opérateur discret de divergence, adapté à

l’équation de convection-diffusion avec des conditions de Dirichlet et Neumann.

Définition 4.8. L’opérateur discret de divergence ∇T,P
h · :

(
R

2J−JΓ)2 7→ R
I × R

K

est défini pour tout uuu = uCuCuC +uDuDuD décomposé en termes de convection uCuCuC et en termes

de diffusion uDuDuD, par

(∇T,P
h · uuu)i := (∇h · uuu)i,

(∇T,P
h · uuu)k∈Ω\Γ := (∇h · uuu)k∈Ω\Γ,

(∇T,P
h · uuu)k∈Γ := (∇C

h · uCuCuC)k∈Γ + (∇h · uDuDuD)k∈Γ,

(4.33)

où les opérateurs de divergence ∇h· et ∇C
h · sont donnés par les définitions 4.4 et

4.6.
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4.3 Existence et unicité pour le problème discret mo-

nodomaine

Théorème 4.9. Soient KKK la matrice de diffusion symétrique définie positive, bbb la

vitesse de convection de composante normale positive sur le bord où la condition de

Neumann est appliquée, vérifiant de plus ∇C
h · bbb ≥ 0.

Alors le problème discret de convection-diffusion, approchant le problème continu

(4.6) - (4.9) et défini par les expressions (4.14) - (4.30), est bien posé.

Démonstration. L’existence et l’unicité de la solution pour le problème discret de

convection-diffusion défini par les équations (4.14) - (4.30) sera obtenue si l’on peut

montrer d’une part que le système discret résolu au temps tn a autant d’équations

que d’inconnues et d’autre part qu’il est injectif.

La première affirmation est évidente par construction du schéma défini par les

équations (4.14) - (4.30), en particulier les équations sur les mailles primales, duales

intérieures et duales de bord données respectivement par (4.14), (4.15) et (4.28),

l’équation de continuité du flux normal sur les arêtes primales intérieures (4.23) et

les conditions limites (4.24) et (4.25) pour Dirichlet et (4.26) pour Neumann.

L’injectivité consiste à montrer que, pour cn ∈ R
I × R

JΓ × R
K ,





ω

∆tn
cn

i − (∇T,P
h · (KKK∇hc

n + bbbcn))i = 0

ω

∆tn
cn

k − (∇T,P
h · (KKK∇hc

n + bbbcn))k∈Ω\ΓD
= 0

cn
σj

= 0, cn
k = 0 ∀σj ∈ ΓD,∀k ∈ ΓD

[KKKi1
(∇hc

n)i1j ] ·nnni1j = 0 ∀Aj ⊂ ΓN

=⇒ cn = 0. (4.34)

En multipliant les deux premières équations de (4.34) par cn, et en utilisant le

fait que cn
k = 0 pour k ∈ ΓD, cela revient à montrer que





ω

∆tn
‖cn‖2

T,P −
(
∇T,P

h · (KKK∇hc
n − bbbcn), cn

)
T,P

= 0

cn
σj

= 0, cn
k = 0 ∀σj ∈ ΓD,∀k ∈ ΓD

[KKK i1
(∇hc

n)i1j ] · nnni1j = 0 ∀Aj ⊂ ΓN

=⇒ cn = 0, (4.35)

où le produit scalaire (., )T,P est défini en (4.2). Une condition suffisante pour mon-

trer (4.35) est de montrer la positivité de
(
−∇T,P

h · (KKK∇hc
n − bbbcn), cn

)
T,P

, im-

pliquant alors ‖cn‖T,P = 0, d’où cn
i = 0 ∀i ∈ I et cn

k = 0 ∀k ∈ K. De plus,

cn
σj

= 0 ∀j ∈ Γ par les conditions homogènes de Dirichlet ou de Neumann.

Dans la suite de la preuve, nous omettrons l’exposant n relatif au temps.

Tout d’abord, notons que les hypothèses du théorème 4.9 requises pour la positi-

vité du produit scalaire discret
(
−∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc), c
)

T,P
sont analogues à celles

données dans le cas continu. Nous rappelons ci-dessous le calcul de la positivité de

−
∫

Ω (∇ · (KKK∇c− bbbc)) c et les hypothèses associées.
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4.3.1 Rappel au niveau continu

Sur le domaine Ω de bord Γ, nous avons

∫

Ω
− (∇ · (KKK∇c− bbbc)) c =

∫

Ω
(KKK∇c) · ∇c −

∫

Γ
(KKK∇c) ·nnn c +

∫

Ω
(∇ · (bbbc)) c.

Le troisième terme du membre de droite peut être exprimé de deux manières diffé-

rentes : ∫

Ω
(∇ · (bbbc)) c = −

∫

Ω
bbbc · ∇c+

∫

Γ
bbb · nnn c2,

ou bien ∫

Ω
(∇ · (bbbc)) c =

∫

Ω
(∇ · bbb) c2 +

∫

Ω
bbbc · ∇c.

Il vient alors

∫

Ω
(∇ · (bbbc)) c =

∫

Ω
(∇ · bbb) c2 −

∫

Ω
(∇ · (bbbc)) c +

∫

Γ
bbb ·nnn c2,

soit ∫

Ω
(∇ · (bbbc)) c =

1

2

∫

Ω
(∇ · bbb) c2 +

1

2

∫

Γ
bbb · nnn c2.

On a finalement

∫

Ω
−∇ · (KKK∇c− (bbbc)) c =
∫

Ω
(KKK∇c) · ∇c −

∫

Γ
(KKK∇c) · nnn c +

1

2

∫

Ω
(∇ · bbb) c2 +

1

2

∫

Γ
bbb · nnn c2.

(4.36)

Pour obtenir la positivité de (4.36), il faut donc supposer ∇ ·bbb ≥ 0 sur Ω et bbb ·nnn ≥ 0

sur ΓN où la condition (KKK∇c) ·nnn = 0 annule l’autre terme de bord. Sur ΓD, aucune

hypothèse supplémentaire n’est nécessaire, compte tenu de la condition limite c = 0

qui annule les deux termes de bord.

Donnons à présent la démonstration de la positivité de

(
−∇T,P

h · (KKK∇hc
n − bbbcn), cn

)
T,P

, (4.37)

équivalent discret de − ∫Ω (∇ · (KKK∇c− bbbc)) c, où nous rappelons que l’opérateur

∇T,P
h · est défini par (4.33).

4.3.2 Au niveau discret

D’après la définition du produit scalaire (4.2), nous pouvons écrire (4.37) comme

−
(
∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc), c
)

T,P
= − 1

2

∑

i∈[1,I]

|Ti|
(
∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc)
)

i
ci

− 1

2

∑

k∈[1,K]

|Pk|
(
∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc)
)

k
ck.
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En écrivant la divergence discrète à l’aide des flux (4.18), (4.19) et (4.28), on

peut écrire

−
(
∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc), c
)

T,P
=

− 1

2

∑

i∈[1,I]

∑

Aj⊂∂Ti

Fij ci

− 1

2

∑

k∈[1,K]




∑

A
′

j,α⊂∂Pk

|A′

j,α| Fkj,α +
∑

Aj⊃∂Pk∩Γ

|Aj|
2

Fij,k


 ck,

(4.38)

où il faut noter que le flux dual Fij,k sur les demi-arêtes de bord de Pk tel que

k ∈ ΓD n’intervient pas dans le schéma défini dans le paragraphe 4.2. Bien que

contenu dans la dernière somme de (4.38), sa contribution est nulle car il est mul-

tiplié par ck qui vaut zéro aux points k ∈ ΓD.

Au lieu d’une somme sur les éléments, (4.38) peut être transformé en une somme

sur les arêtes Aj en distinguant celles qui sont intérieures (notées Aj 6⊂ Γ) et celles

qui appartiennent au bord du domaine Ω (notées Aj ⊂ Γ). En utilisant l’équation

de continuité du flux primal Fi1j = −Fi2j (4.23) sur les arêtes primales intérieures

et l’égalité (toujours vraie) des flux duaux sur les arêtes duales intérieures Fk1j,α =

−Fk2j,α, l’expression (4.38) devient

− (∇h · (KKK∇hc− bbbc), c)T,P =

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | Fi1j (ci1
− ci2

) − 1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj| Fi1j ci1

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

∑

α∈{1,2}
|A′

j,α| Fk1j,α (ck1
− ck2

)

− 1

2

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| Fk1j,1 (ck1
− ck2

)

− 1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(Fi1j,k1
ck1

+ Fi1j,k2
ck2

) .

(4.39)

Distinguons les termes relatifs aux arêtes intérieures et ceux aux arêtes de bord.

Désignons une notation pour chacune des expressions suivantes, à calculer séparé-

ment :

EPΓ = −1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj | Fi1j ci1
, (4.40)

EDΓ = −1

2

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| Fk1j,1 (ck1
− ck2

)

−1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(Fi1j,k1
ck1

+ Fi1j,k2
ck2

) , (4.41)

EPint = −1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | Fi1j (ci1
− ci2

), (4.42)

EDint = −1

2

∑

Aj 6⊂Γ

∑

α∈{1,2}
|A′

j,α| Fk1j,α (ck1
− ck2

). (4.43)
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Calcul de EPint

Introduisons cσj dans l’expression (4.42) de EPint en tenant compte de l’égalité

des flux Fi1j = −Fi2j (4.23) sur les mailles primales Aj 6⊂ Γ :

EPint = −1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |
(
Fi1j (ci1

− cσj ) + Fi2j (ci2
− cσj )

)
. (4.44)

Séparons les termes liés à la diffusion (notés EPD
int) et ceux liés à la convection

(notés EPC
int) :

EPD
int = − 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | (KKKi1
(∇hc)i1j) ·nnni1j (ci1

− cσj )

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | (KKKi2
(∇hc)i2j) ·nnni2j (ci2

− cσj ),
(4.45)

et

EPC
int =

1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |
(
[(bbb · nnn)i1j ]+ci1

+ [(bbb · nnn)i1j ]−cσj

)
(ci1

− cσj )

+
1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |
(
[(bbb · nnn)i2j ]+ci2

+ [(bbb · nnn)i2j ]−cσj

)
(ci2

− cσj ).
(4.46)

En vertu de (4.21), remarquons que (bbb · nnn)i2j = −(bbb · nnn)i1j . De plus, comme pour

tout a, [−a]− = −[a]+ et [−a]+ = −[a]−, alors nous pouvons écrire

[(bbb ·nnn)i2j ]+ = −[(bbb ·nnn)i1j ]− et [(bbb ·nnn)i2j]
− = −[(bbb ·nnn)i1j]

+.

Nous avons donc

EPC
int =

1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |[(bbb · nnn)i1j ]+
(
ci1

(ci1
− cσj ) + cσj (cσj − ci2

)
)

+
1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |[(bbb · nnn)i1j ]−
(
cσj (ci1

− cσj ) + ci2
(cσj − ci2

)
)
.

(4.47)

Or,

ci1
(ci1

− cσj ) + cσj (cσj − ci2
)

=
(ci1

− cσj )2

2
+

ci1

2 − cσj
2

2
+

(cσj − ci2
)2

2
+

cσj
2 − ci2

2

2

=
(ci1

− cσj )2

2
+

ci1

2

2
+

(cσj − ci2
)2

2
− ci2

2

2
.

De même,

cσj (ci1
− cσj ) + ci2

(cσj − ci2
)

= −(ci1
− cσj )2

2
+

ci1

2 − cσj
2

2
− (cσj − ci2

)2

2
+

cσj
2 − ci2

2

2

= −(ci1
− cσj )2

2
+

ci1

2

2
− (cσj − ci2

)2

2
− ci2

2

2
.
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Ainsi, (4.47) devient

EPC
int =

1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | [(bbb · nnn)i1j ]+
(

(ci1
− cσj )2

2
+

(cσj − ci2
)2

2

)

+
1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | [(bbb · nnn)i1j ]−
(

− (ci1
− cσj )2

2
− (cσj − ci2

)2

2

)

+
1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |
(
[(bbb ·nnn)i1j]

+ + [(bbb · nnn)i1j ]−
)

·
(
ci1

2

2
− ci2

2

2

)
.

(4.48)

Soit, en utilisant encore que [(bbb ·nnn)i2j ]+ = −[(bbb ·nnn)i1j ]− et le fait que

[(bbb · nnn)i1j ]+ + [(bbb ·nnn)i1j]
− = bbb ·nnni1j = −bbb · nnni2j,

nous obtenons

EPC
int =

1

4

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | |(bbb · nnn)i1j |
(
(ci1

− cσj )2 + (cσj − ci2
)2
)

+
1

4

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |
(
(bbb ·nnn)i1j c

2
i1

+ (bbb · nnn)i2j c
2
i2

) (4.49)

car [(bbb · nnn)i1j ]+ − [(bbb · nnn)i1j ]− = |(bbb · nnn)i1j |. L’expression finale de EPint (4.42) est

finalement obtenue en sommant les expressions EPD
int (4.45) et EP

C
int (4.49).

Calcul de EDint

On procède d’une manière analogue pour calculer EDint (4.43) dont l’expression

est donnée par

EDint = −1

2

∑

Aj 6⊂Γ

∑

α∈{1,2}
|A′

j,α| Fk1j,α (ck1
− ck2

),

et que l’on décompose comme EDint = EDD
int + EDC

int pour séparer les termes de

diffusion et ceux de convection. Nous avons alors

EDD
int = − 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|A′

j,1| [KKKi1
(∇hc)i1j ] ·nnn′

k1j,1 (ck1
− ck2

)

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|A′

j,2| [KKKi2
(∇hc)i2j ] ·nnn′

k1j,2 (ck1
− ck2

),
(4.50)

et

EDC
int =

1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|A′

j,1|
(
[bbbj,1 · nnn′

k1j,1]+ck1
+ [bbbj,1 · nnn′

k1j,1]−ck2

)
(ck1

− ck2
)

+
1

2

∑

Aj 6⊂Γ

|A′

j,2|
(
[bbbj,2 · nnn′

k1j,2]+ck1
+ [bbbj,2 · nnn′

k1j,2]−ck2

)
(ck1

− ck2
).

(4.51)
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L’expression EDC
int se réécrit

EDC
int =

1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| [bbbj,1 · nnn′
k1j,1]+ + |A′

j,2| [bbbj,2 ·nnn′
k1j,2]+

)
ck1

(ck1
− ck2

)

+
1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| [bbbj,1 · nnn′
k1j,1]− + |A′

j,2| [bbbj,2 ·nnn′
k1j,2]−

)
ck2

(ck1
− ck2

).

(4.52)

En utilisant la même technique que plus haut, nous écrivons

ck1
(ck1

− ck2
) =

(ck1
− ck2

)2

2
+

ck1

2

2
− ck2

2

2

ck2
(ck1

− ck2
) = − (ck1

− ck2
)2

2
+

ck1

2

2
− ck2

2

2
,

ce qui permet de réécrire (4.52) comme

EDC
int =

1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| [bbbj,1 · nnn′
k1j,1]+ + |A′

j,2| [bbbj,2 · nnn′
k1j,2]+

) (ck1
− ck2

)2

2

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| [bbbj,1 · nnn′
k1j,1]− + |A′

j,2| [bbbj,2 · nnn′
k1j,2]−

) (ck1
− ck2

)2

2

+
1

4

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| bbbj,1 ·nnn′
k1j,1 + |A′

j,2| bbbj,2 · nnn′
k1j,2

)
c2

k1

+
1

4

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| bbbj,1 ·nnn′
k2j,1 + |A′

j,2| bbbj,2 · nnn′
k2j,2

)
c2

k2
.

(4.53)

L’expression complète de EDint est obtenue en sommant les expressions de EDD
int

(4.50) et EDC
int (4.53).

Calcul de EDΓ

On écrit, comme précédemment, EDΓ = EDD
Γ + EDC

Γ en séparant les termes

de diffusion et de convection. D’après (4.19), (4.28), (4.31) et (4.41), on a

EDD
Γ = − 1

2

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| [KKKi1
(∇hc)i1j ] · nnn′

k1j,1 (ck1
− ck2

)

− 1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(
[KKKi1

(∇hc)i1j ] · nnni1j (ck1
+ ck2

)

)
,

(4.54)

et

EDC
Γ =

1

2

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1|
(
[bbbj,1 · nnn′

k1j,1]+ck1
+ [bbbj,1 ·nnn′

k1j,1]−ck2

)
· (ck1

− ck2
)

+
1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(
(bbb ·nnn)j,k1

c2
k1

+ (bbb ·nnn)j,k2
c2

k2

)
.

(4.55)

En utilisant encore

ck1
(ck1

− ck2
) =

(ck1
− ck2

)2

2
+

ck1

2

2
− ck2

2

2

ck2
(ck1

− ck2
) = − (ck1

− ck2
)2

2
+

ck1

2

2
− ck2

2

2
,
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(4.55) devient

EDC
Γ =

1

2

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1|
(

[bbbj,1 ·nnn′
k1j,1]+

(ck1
− ck2

)2

2
− [bbbj,1 ·nnn′

k1j,1]−
(ck1

− ck2
)2

2

)

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| (bbbj,1 ·nnn′
k1j,1) ck1

2 +
1

4

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| (bbbj,1 ·nnn′
k2j,1) ck2

2

+
1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(
(bbb · nnn)j,k1

c2
k1

+ (bbb ·nnn)j,k2
c2

k2

)
,

soit

EDC
Γ =

1

2

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| |bbbj,1 · nnn′
k1j,1| (ck1

− ck2
)2

2

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| (bbbj,1 · nnn′
k1j,1) ck1

2 +
1

4

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1| (bbbj,1 · nnn′
k2j,1) ck2

2

+
1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(
(bbb ·nnn)j,k1

c2
k1

+ (bbb ·nnn)j,k2
c2

k2

)
.

(4.56)

Ainsi, l’expression complète de EDΓ = EDD
Γ +EDC

Γ est donnée par les expressions

(4.54) et (4.56).

Calcul de EPΓ

Nous décomposons l’expression (4.40) de EPΓ en deux termes : ceux de diffusion

(notés EPD
Γ ), et ceux de convection (notés EPC

Γ ), eux même dénotés différemment

selon qu’ils concernent la condition limite de Dirichlet (notés EPC
ΓD

) ou celle de

Neumann (notés EPC
ΓD

).

Rappelons d’abord l’expression de EPΓ à partir de (4.40) :

EPΓ = − 1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj | [KKKi1
(∇hc)i1j ] ·nnni1j ci1

+
1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
(
[(bbb ·nnn)i1j]

+ci1
+ [(bbb ·nnn)i1j]

−cσj

)
ci1
.

Introduisons l’inconnue cσj dans les termes de diffusion :

EPD
Γ = − 1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj | [KKKi1
(∇hc)i1j ] · nnni1j (ci1

− cσj )

− 1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj | [KKKi1
(∇hc)i1j ] · nnni1j cσj .

(4.57)

D’autre part,

EPC
Γ =

1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj|
(
[(bbb ·nnn)i1j ]+ci1

+ [(bbb · nnn)i1j ]−cσj

)
ci1
. (4.58)
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L’expression (4.58) peut se développer comme

EPC
Γ =

1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
[

1

2

(
[(bbb · nnn)i1j ]+ + [(bbb ·nnn)i1j]

−
)
c2

i1

+
1

2

(
[(bbb · nnn)i1j ]+ − [(bbb ·nnn)i1j]

−
)
c2

i1

+ [(bbb · nnn)i1j ]−cσj ci1

]
,

ou encore comme

EPC
Γ =

1

2

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
(

1

2
(bbb ·nnn)i1j c

2
i1

+
1

2
[(bbb · nnn)i1j ]+ c2

i1

− 1

2
[(bbb ·nnn)i1j]

−
[(
ci1

− cσj

)2
− c2

σj

])
.

On obtient finalement

EPC
Γ =

1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |(bbb ·nnn)i1j c
2
i1

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |[(bbb ·nnn)i1j]
+c2

i1

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |[(bbb ·nnn)i1j]
−c2

σj

− 1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |[(bbb ·nnn)i1j]
−(cσj − ci1

)2.

(4.59)

L’expression complète de EPΓ = EPD
Γ +EPC

Γ s’obtient en ajoutant respective-

ment les expressions (4.57) et (4.59).

L’expression du produit scalaire discret (4.39) a finalement été décomposée de

la manière suivante, selon les termes liés à la diffusion :

EPD
int (4.45) + EDD

int (4.50) + EDD
Γ (4.54) + EPD

Γ (4.57),

et selon les termes de convection :

EPC
int (4.49) + EDC

int (4.53) + EDC
Γ (4.56) + EPC

Γ (4.59).

En ajoutant (4.45) et (4.50), il vient

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(KKKi1
(∇hc)i1j) ·

[
|Aj | (ci1

− cσj ) nnni1j + |A′

j,1| (ck1
− ck2

) nnn′
k1j,1

]

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(KKKi2
(∇hc)i2j) ·

[
|Aj | (ci2

− cσj ) nnni2j + |A′

j,2| (ck1
− ck2

) nnn′
k1j,2

]
,

(4.60)
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où l’on reconnâıt, grâce à la définition du gradient discret (4.3), dans les deux

expression entre crochets de (4.60) |Dj,1|(∇hc)i1j et |Dj,2|(∇hc)i2j sur les demi-

diamants intérieurs. De même, la première ligne de (4.54) et (4.57) donnent

− 1

2

∑

Aj⊂Γ

(KKKi1
(∇hc)i1j) ·

[
|Aj | (ci1

− cσj ) nnni1j + |A′

j,1| (ck1
− ck2

) nnn′
k1j,1

]
, (4.61)

ce qui complète alors le gradient discret sur les demi-diamants de bord. L’ajout des

expressions EPD
int, ED

D
int, ED

D
Γ et EPD

Γ données par (4.60), (4.61) et la deuxième

ligne des expressions (4.54) et (4.57), aboutit donc à

∑

j∈[1,J ]

|Dj,1|(Ki1
Ki1Ki1

(∇hc)i1j) · (∇hc)i1j +
∑

Aj 6⊂Γ

|Dj,2|(Ki2
Ki2Ki2

(∇hc)i2j) · (∇hc)i2j

−
∑

Aj⊂Γ

|Aj |
(

[KKK i1
(∇hc)i1j] ·nnni1j

ck1
+ 2cσj + ck2

4

)
.

(4.62)

Par la définition (4.3) du produit scalaire (., .)D, la première ligne de (4.62) est

justement (KKK∇hc,∇hc)D qui est positif car KKK est une matrice définie positive.

En se reportant au cas continu rappelé dans le paragraphe 4.3.1, en particulier

l’expression (4.36), on constate qu’elle est l’équivalent discret de
∫

Ω(KKK∇c) · ∇c.
Quant à la dernière ligne, elle correspond au terme continu

∫
Γ (KKK∇c ·nnn) c et est

nulle. En effet :

- si Aj ⊂ ΓD, alors

cσj = ck = 0 ∀σj ∈ ΓD, ∀k ∈ ΓD (voir (4.24) et (4.25)),

- si Aj ⊂ ΓN , alors

[KKKi1
(∇hc)i1j ] · nnni1j = 0, ∀Aj ⊂ ΓN (voir (4.26).

Quant à la somme des termes de convection, on souhaite faire apparâıtre les

termes liés à la divergence de bbb sur les mailles primales et duales, autrement dit
1
2(∇C

h · bbb, c2)T,P , équivalent discret de 1
2

∫
Ω(∇ · bbb) c2 et des termes de bord ana-

logues à 1
2

∫
Γ bbb · nnn c2, tous deux présents dans (4.36).

Donnons tout d’abord l’expression de 1
2 (∇C

h · bbb, c2)T,P à partir de la définition

4.8 :

1

2
(∇T,P

h · bbb, c2)T,P

=
1

4

∑

i∈[1,I]

∑

Aj⊂∂Ti

|Aj | (bbb · nnn)ij c
2
i +

1

4

∑

k∈Ω\Γ

∑

A′

j,α⊂∂Pk

bbbj,α · nnn′
kj,α c2

k

+
1

4

∑

k∈Γ




∑

A′

j,α⊂∂Pk

bbbj,α ·nnn′
kj,α +

∑

Aj⊃∂Pk∩∂Γ

|Aj |
2

(bbb ·nnn)j,k


 c2

k,

(4.63)
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ce qui donne, en ramenant (4.63) à une somme sur les arêtes primales Aj :

1

2
(∇C

h · bbb, c2)T,P

=
1

4

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj |
(
(bbb · nnn)i1j c

2
i1

+ (bbb ·nnn)i2j c
2
i2

)

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |(bbb ·nnn)i1j c
2
i1

+
1

4

∑

Aj 6⊂Γ

∑

α∈{1,2}
|A′

j,α|
(
bbbj,α · nnn′

k1j,α c2
k1

+ bbbj,α · nnn′
k2j,α c2

k2

)

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1|
(
bbbj,1 ·nnn′

k1j,1 c
2
k1

+ bbbj,1 ·nnn′
k2j,1 c

2
k2

)

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(
(bbb ·nnn)j,k1

c2
k1

+ (bbb ·nnn)j,k2
c2

k2

)
.

(4.64)

Dans l’expression (4.64) ci-dessus, les deux premières sommes du membre de droite

correspondent à la divergence de bbb sur les mailles primales tandis que les autres

termes donnent cette divergence sur les mailles duales. Remarquons que la der-

nière ligne de (4.64) contient les flux (bbb ·nnn)j,k sur les demi-arêtes de bord Dirichlet

(k ∈ ΓD) : ceux-ci n’apparaissant pas dans le schéma et ne sont donc pas définis

explicitement. Ils n’ont en fait pas besoin de l’être puisqu’ils interviennent dans la

preuve d’une manière implicite, étant multipliés par ck, nul dès que k ∈ ΓD.

Reprenons à présent les termes de convection (4.49), (4.53), (4.56) et (4.59) :

- la deuxième ligne de EPC
int (4.49) est exactement la même que la deuxième

ligne de (4.64),

- la première ligne de EPC
Γ (4.59) égale la troisième ligne de (4.64),

- les troisième et quatrième lignes de EDC
int (4.53) représentent la quatrième

ligne de (4.64),

- la deuxième ligne de EDC
Γ (4.56) est identique à la cinquième ligne de (4.64),

- la troisième ligne de EDC
Γ (4.56) vaut deux fois la sixième ligne de (4.64).

Par conséquent, les termes de convection peuvent être écrits comme

1

2
(∇C

h · bbb, c2)T,P + Spos

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |
2

(
(bbb ·nnn)j,k1

c2
k1

+ (bbb ·nnn)j,k2
c2

k2

)

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |[(bbb · nnn)i1j ]−c2
σj

(4.65)

où Spos désigne la somme des termes positifs provenant des termes de EPC
int (pre-

mière ligne de (4.49)), EDC
int (première et deuxième lignes de (4.53)), EDC

Γ (pre-

mière ligne de (4.56)) et EPC
Γ (deuxième et quatrième lignes de (4.59)). Spos est
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donné par

1

4

∑

Aj 6⊂Γ

|Aj | |(bbb ·nnn)i1j|
(
(ci1

− cσj )2 + (cσj − ci2
)2
)

+
1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| [bbbj,1 ·nnn′
k1j,1]+ + |A′

j,2| [bbbj,2 · nnn′
k1j,2]+

) (ck1
− ck2

)2

2

− 1

2

∑

Aj 6⊂Γ

(
|A′

j,1| [bbbj,1 ·nnn′
k1j,1]− + |A′

j,2| [bbbj,2 · nnn′
k1j,2]−

) (ck1
− ck2

)2

2

+
1

2

∑

Aj⊂Γ

|A′

j,1|
∣∣∣bbbj,1 · nnn′

k1j,1

∣∣∣
(ck1

− ck2
)2

2

+
1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |[(bbb ·nnn)i1j]
+c2

i1
− 1

4

∑

Aj⊂Γ

|Aj |[(bbb ·nnn)i1j]
−(cσj − ci1

)2.

(4.66)

La positivité de (4.66) est claire dès que l’on sait que [a]+ ≥ 0 et [a]− ≤ 0 pour tout

a. Reste à étudier la positivité de (4.65) selon les conditions limites :

– Si Aj ⊂ ΓD, alors

cσj = ck = 0 ∀σj ∈ ΓD, ∀k ∈ ΓD (voir (4.24) et (4.25)),

et les termes de (4.65) relatifs à ΓD s’annulent tous.

– Si Aj ⊂ ΓN , alors il faut supposer (bbb ·nnn)i1j ≥ 0 et (bbb ·nnn)j,k ≥ 0 (k ∈ Γ̊N ) pour

conclure. Cela est une hypothèse du théorème.

Sous les hypothèses du théorème, nous avons montré que (4.38) vérifie

(
∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc), c
)

T,P
≥ (KKK∇hc,∇hc)D +

1

2
(∇C

h · bbb, c2)T,P ≥ 0. (4.67)

Cela permet de montrer l’injectivité (4.35) et de conclure la preuve.



Chapitre 5

Le problème discret

multidomaine

Sommaire

5.1 Rappel de la formulation multidomaine continue . . . . 111
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Dans le chapitre 4, nous avons défini le schéma discret DDFV pour le problème

monodomaine de convection-diffusion approchant le problème continu défini sur le

domaine global Ω × (0, T ), rappelé ci-dessous

Lc = ω∂tc− ∇ · (KKK∇c− bbbc) = f, dans Ω × (0, T ),

c(., 0) = c0 dans Ω,

c = 0 sur ΓD × (0, T ),

KKK∇c ·nnn = 0 sur ΓN × (0, T ).

(5.1)

Dans la suite, nous rappelons la formulation multidomaine continue associée au

problème (5.1), qui a été analysée pour des conditions de Robin et de Ventcell dans

[55, 56]. D’un point de vue discret, une formulation multidomaine a été donnée

par S. Krell dans [68] avec le schéma DDFV, pour le problème de diffusion. Nous

proposons alors une version discrète multidomaine avec le schéma DDFV pour le

problème de convection-diffusion. Nous montrerons d’une part que la formulation

proposée est bien posée et d’autre part qu’elle est équivalente à la formulation

monodomaine introduite dans le chapitre 4.

5.1 Rappel de la formulation multidomaine continue

Le problème continu (5.1) est équivalent à un ensemble de sous-problèmes définis

chacun sur un sous-domaine de Ω et des conditions de raccord entre les solutions et

entre les flux, aux interfaces entre les sous-domaines.

Plaçons nous dans le cadre le plus simple de deux sous-domaines (la généralisa-

tion ne pose pas de difficultés particulières) : soient ΩL et ΩR les deux sous-domaines



112 Chapitre 5. Le problème discret multidomaine

sans recouvrement formant une partition de Ω, d’interface ΓRob = ΩL ∩ ΩR. Les

bords Dirichlet et Neumann de ΩL (resp. ΩR) sont notés ΓL
D = ΓD ∩ ∂ΩL (resp.

ΓR
D = ΓD ∩ ∂ΩR) et ΓL

N = ΓN ∩ ∂ΩL (resp. ΓR
N = ΓN ∩ ∂ΩR). Les normales sor-

tantes de ΩL (resp. ΩR) sont notées aussi n
LnLnL (resp. nRnRnR). Dans la suite, l’exposant L

(resp. R) ajouté aux différentes notations déjà introduites ou à venir, caractérisera

toujours le domaine ΩL (resp. ΩR).

Ainsi (5.1) est équivalent à un système de deux sous-problèmes définis sur ΩL

et ΩR :





LcL = f|ΩL
dans ΩL × (0, T )

cL(., 0) = c0|ΩL
dans ΩL

cL = 0 sur ΓL
D × (0, T )

KLKLKL∇cL · nLnLnL = 0 sur ΓL
N × (0, T )





LcR = f|ΩR
dans ΩR × (0, T )

cR(., 0) = c0|ΩR
dans ΩR

cR = 0 sur ΓR
D × (0, T )

KRKRKR∇cR ·nRnRnR = 0 sur ΓR
N × (0, T )

(5.2)

auquel on ajoute les conditions de raccord, dites conditions de transmission phy-

sique, données par

{
cL = cR sur ΓRob × (0, T )

(KLKLKL∇cL − bLbLbLcL) ·nLnLnL = −(KRKRKR∇cR − bRbRbRcR) ·nRnRnR sur ΓRob × (0, T )
(5.3)

ou par toute combinaison linéaire équivalente de ces deux égalités. C’est ainsi que

sont écrites ces conditions d’interface sur ΓRob × (0, T ) :

{
(KLKLKL∇cL − bLbLbLcL) ·nLnLnL + λLcL = −(KRKRKR∇cR − bRbRbRcR) ·nRnRnR + λLcR

(KRKRKR∇cR − bRbRbRcR) · nRnRnR + λRcR = −(KLKLKL∇cL − bLbLbLcL) ·nLnLnL + λRcL
(5.4)

où λL et λR sont des fonctions strictement positives de L∞(Γ).

En notant que nLnLnL = −nRnRnR, les conditions (5.4) peuvent être réécrites via les

opérateurs d’interface de Robin BL et BR définis sur ΓRob × (0, T ) :

{
BL(KLKLKL, bLbLbL) cL = BL(KRKRKR, bRbRbR) cR

BR(KRKRKR, bRbRbR) cR = BR(KLKLKL, bLbLbL) cL
(5.5)

où les opérateurs d’interface sont définis par BLc = (KKK∇c − bbbc) · nLnLnL + λLc et

BRc = (KKK∇c− bbbc) · nRnRnR + λRc.

Dans la section suivante, nous discrétisons la formulation multidomaine continue

(5.2) avec le schéma DDFV, et nous introduisons la discrétisation des conditions de

Robin (5.4).

5.2 Le schéma DDFV du problème local

Le problème local est en fait un problème monodomaine avec des conditions

limites de type Dirichlet/Neumann et Robin. La discrétisation du problème local

sera donc comparable à celle du problème monodomaine, avec quelques adaptations

liées à la condition de Robin. Puisque les deux sous-domaines ΩL et ΩR sont in-

dépendant l’un de l’autre, nous convenons que la notation locale utilisée dans le

chapitre précédent peut être utilisée indifféremment dans un domaine ou un autre.
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Figure 5.1 – Notation locale à l’intérieur de chaque sous-domaine ΩL et ΩR. Visualisation des cellules
duales de l’interface (P L

k et P R
k avec k ∈ ΓRob) en pointillés rouge. A l’arête de bord Aj ⊂ ΓRob correspond

une seule cellule demi-diamant Dj,1 pour chacun des sous-domaines.

Rappelons le schéma sur les mailles primales (4.14), avec des conditions de

Dirichlet et de Neumann sur ΩL. Sur chaque In et TL
i de ΩL, nous avons

ωL
i

cL,n
i − cL,n−1

i

∆tn
− 1

|TL
i |

∑

Aj⊂∂T L
i

|Aj |FL,n
ij = fL,n

i , (5.6)

où

FL,n
ij = [KKKL

i (∇hc
L,n)ij] ·nnnL

ij − [(bbbL ·nnnL)ij ]+cL,n
i − [(bbbL ·nnnL)ij ]−cn

σj
. (5.7)

L’équation de continuité des flux FL,n
i2j = −FL,n

i1j écrite sur les arêtes primales Aj

intérieures (élimination de cL,n
σj

) ainsi qu’une condition pour chaque arête primale de

bord portant sur cL,n
σj

complétent le schéma primal. Pour une condition de Dirichlet,

nous imposons

cL,n
σj

= 0,

tandis qu’une condition de Neumann se traduit par

KKKL
i1

(∇hc
L,n)i1j · nnnL

i1j = 0.

Lorsque σj ∈ ΓRob, nous utilisons la condition de Robin (5.4) discrétisée par

FL,n
i1j + λL

j cL,n
σj

= gL,n
j , (5.8)

où FL,n
i1j représente le flux à travers l’arête de bord Aj vu de ΩL (pour rappel, dans

la notation locale, Dj,1 est le seul demi-diamant associé à une arête de bord Aj)

et λL
j est la moyenne de λL sur Aj . Notons que gL,n

j , un nombre réel quelconque,

remplace le second membre de (5.4) afin de rester dans un cadre local.

L’équation (5.6) est tout aussi valable sur ΩR en remplaçant l’exposant L par

R. Rappelons que les notations étant locales à chaque sous-domaine, cela justifie
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l’emploi de i1(j) de chaque côté de l’arête Aj ⊂ ΓRob (voir Figure 5.1). Ecrivons la

condition de Robin associée, avec des notations analogues aux précédentes :

FR,n
i1j + λR

j cR,n
σj

= gR,n
j .

Puisque la seule différence entre le problème local et le problème monodomaine

réside dans la frontière de Robin, le schéma sur les mailles duales intérieures est

bien sûr identique dans les deux problèmes. Rappelons cette équation (4.15) en

l’écrivant sur chaque In et PL
k intérieure de ΩL (la même expression est valable sur

le sous-domaine ΩR) :

ωL
k

cL,n
k − cL,n−1

k

∆tn
− 1

|PL
k |

∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α|FL,n

kj,α = fL,n
k , (5.9)

où

FL,n
kj,α = [KKKL

iα
(∇hc

L,n)iαj ] ·nnn′L
kj,α − [bbbL

j,α ·nnn′L
kj,α]+ck − [bbbL

j,α · nnn′L
kj,α]−cvkj

, (5.10)

en rappelant que vkj = k2 si k = k(j) et vkj = k si k = k2(j).

Nous rappelons que le schéma discret ne s’écrit pas sur les mailles duales de

bord dans le cas d’une condition de Dirichlet : si le centre k d’une maille duale PL
k

appartient à la frontière Γ
L
D, la valeur de l’inconnue cL

k est simplement imposée par

la condition de Dirichlet.

Dans le cas d’une condition de Neumann, l’équation continue est en revanche

intégrée sur les mailles duales de bord PL
k (k ∈ Γ̊L

N ), donnant lieu à la discrétisation

suivante qui distingue un flux sur les arêtes duales intérieures et un flux sur les

arêtes duales de bord :

ωL
k

cL,n
k − cL,n−1

k

∆tn
− 1

|PL
k |




∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α|FL,n

kj,α +
∑

Aj⊃∂P L
k

∩ΓL
N

|Aj |
2
FL,n

i1j,k


 = fL,n

k ,

(5.11)

où FL,n
kj,α est défini par (5.10) et le flux FL,n

i1j,k à travers les demi-arêtes de bord

[σj , k] ⊂ ΓL
N est rappelé ci-dessous :

FL,n
i1j,k := [KKKL

i1
(∇hc

L,n)i1j ] · nnnL
i1j − (bbbL · nnnL)j,k c

L,n
k . (5.12)

Dans le cas de la condition de Robin, l’équation continue est aussi intégrée sur

les mailles duales de bord Pk (avec k ∈ Γ̊Rob ou k ∈ ΓRob ∩ ΓL
N ), donnant lieu au

schéma suivant :

ωL
k

cL,n
k − cL,n−1

k

∆tn
− 1

|PL
k |

[
∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α|FL,n

kj,α +
∑

Aj⊃∂P L
k

∩ΓL
N

k∈ΓRob∩ΓL
N

|Aj |
2

FL,n
i1j,k

+ |∂PL
k ∩ ΓRob| FL,n

k,ΓRob

]
= fL,n

k ,

(5.13)
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où le flux FL,n
i1j,k à travers la demi-arête de bord Neumann ∂PL

k ∩ ΓL
N est donné par

(5.12) et FL,n
k,ΓRob

est une approximation du flux à travers ∂PL
k ∩ ΓRob, autrement dit

de
1

∆tn |∂PL
k ∩ ΓRob|

∫

In

∫

∂P L
k

∩ΓRob

(KKK∇cL − bbbcL) ·nnnL. (5.14)

Ce flux FL,n
k,ΓRob

n’est jamais calculé explicitement. Il est déterminé par la condition

de Robin (5.4) adaptée au cadre local et discrétisée sur la frontière Robin des cellules

duales de bord ∂PL
k ∩ ΓRob comme suit :

FL,n
k,ΓRob

+ λL
k c

L,n
k = gL,n

k , (5.15)

où gL,n
k est un nombre réel donné et λL

k est une approximation de λL sur ∂PL
k ∩ΓRob.

Il faut d’abord noter que ∂PL
k ∩ΓRob représente soit l’union des deux demi-arêtes

issues de k lorsque k ∈ Γ̊Rob, soit une seule demi-arête dans le cas où k ∈ ΓRob ∩ΓL
N .

L’inconnue de flux FL,n
k,ΓRob

n’est alors définie sur une demi-arête que dans le cas où

k ∈ ΓRob ∩ ΓL
N . Sinon, elle est définie sur l’union des deux demi-arêtes issues de

k, à la différence de [68] qui considèrait systématiquement une inconnue de flux

par demi-arête. Cependant, dans leurs récents travaux, les auteurs de [52] utilisent

aussi désormais une seule inconnue de flux pour les deux demi-arêtes issues de k.

D’autre part, lorsque le point dual k ∈ ΓRob n’est pas le milieu de ∂PL
k ∩ ΓRob

(autrement dit lorsque les deux demi-arêtes issues de k ne sont pas de même lon-

gueur), l’approximation de la condition de Robin par (5.15) n’est que d’ordre un

lorsqu’une seule inconnue de flux FL,n
k,ΓRob

sur ∂PL
k ∩ ΓRob est définie. Cela pourrait

éventuellement conduire à un schéma moins précis si elle était utilisée pour discré-

tiser une condition limite sur le bord de Ω, mais ce n’est pas le cas ici puisqu’il

s’agit d’une condition de transmission qui n’aura pas d’influence sur la précision du

schéma monodomaine.

Enfin, il faut dire un mot du cas général où plus de deux sous-domaines sont

considérés. Supposons par exemple qu’un sommet du bord k ∈ ΩL appartienne à

deux autres sous-domaines ΩR1
et ΩR2

. Nous notons ΓR1

Rob et ΓR2

Rob les deux fron-

tières Robin séparant ΩL et ΩR1
d’une part et ΩL et ΩR2

d’autre part, si bien que

k ∈ ΓR1

Rob ∩ ΓR2

Rob. Nous considérons alors deux inconnues de flux : une sur la demi-

arête ∂PL
k ∩ΓR1

Rob et l’autre sur la deuxième demi-arête ∂PL
k ∩ΓR2

Rob liée au sommet k.

Le schéma discret sur les mailles duales de bord de ΩR peut être écrit d’une

manière tout à fait similaire à (5.11) (pour ΓR
N ) et (5.13) (pour ΓRob ∩ ΩR) en

remplacant l’exposant L par R. Nous nous contentons d’écrire l’équivalent de (5.15)

sur ΩR :

FR,n
k,ΓRob

+ λR
k c

R,n
k = gR,n

k ,

où FR,n
k,ΓRob

et λR
k sont respectivement l’approximation du flux à travers ∂PR

k ∩ ΓRob

et l’approximation de λR sur cette même portion de frontière tandis que gR,n
k est

un nombre réel donné par la condition de Robin.
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Pour que le schéma discret du problème local donné sur ΩL par les expressions

(5.6) - (5.15) soit complètement défini, il reste à préciser le sens de (bLbLbL · nLnLnL)j,k sur

les demi-arêtes, définissant le flux FL,n
i1j,k donné par (5.12), intervenant dans (5.11)

et (5.13).

Pour k ∈ Γ̊L
N , il suffit de se reporter à la discussion faite à la fin du paragraphe

4.2.2 du chapitre 4 :

– soit bLbLbL est donné par une expression analytique sur les demi-arêtes issues de k,

et alors (bLbLbL · nLnLnL)j,k est défini par

(bLbLbL ·nLnLnL)j,k =
2

|Aj |

∫

Aj⊃∂P L
k

∩ΓL
N

bLbLbL · nnnLLL
i1j(ξ)dξ,

– soit (bLbLbL ·nLnLnL)j,k est donné directement par la résolution de l’équation de Darcy

si les conditions limites sont identiques au problème de convection-diffusion :

(bLbLbL ·nLnLnL)j,k = bbbLLLj,α ·nnnLLL
ij,

– soit dans le cas échéant, la somme (bLbLbL ·nLnLnL)k des deux flux (bLbLbL ·nLnLnL)j,k sur les

deux demi-arêtes associées à k (cf (4.29)) est définie en bouclant la divergence

de bLbLbL (cf définition (4.30)) sur les mailles duales de bord.

|∂PL
k ∩ ΓL

N | (bLbLbL ·nLnLnL)k = |PL
k |

(
∇C

h · bLbLbL
)

k∈ΓL
N

−
∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α| bbbLLLj,α · nnnLLL′

k,j,α

Si k ∈ ΓRob ∩ ΓL
N , le choix de (bLbLbL ·nLnLnL)j,k sur la demi-arête de bord Neumann est

libre (on prendra par exemple la valeur du flux primal (bLbLbL ·nLnLnL)i1j), à condition qu’il

soit positif et qu’en recollant les deux sous-domaines, les deux flux définis sur cha-

cune des demi-arêtes ∂PL
k ∩ΓL

N et ∂PR
k ∩ΓR

N (provenant d’un sous-domaine différent)

permettent de retrouver le flux monodomaine correspondant à travers ∂Pk ∩ ΓN .

Cette condition est toujours vérifiée dès que les flux sont considérés par demi-arête

de bord Neumann dans le schéma monodomaine. En revanche, lorsqu’un unique

flux (bbb ·nnn)k est déterminé sur l’union des deux demi-arêtes issues de k ∈ Γ̊N dans le

schéma monodomaine, cette condition n’est pas évidente a priori. Cette condition

est utilisée dans le paragraphe 5.4.

Si k ∈ ΓRob ∩ΓL
N ou k ∈ Γ̊Rob, le flux (bLbLbL ·nLnLnL)k à travers ∂PL

k ∩ΓRob n’intervient

pas explicitement dans le schéma (il est contenu dans l’inconnue de flux FL,n
k,ΓRob

). En

revanche, ce flux apparâıt dans la preuve et les hypothèses du théorème d’existence

et d’unicité du problème multidomaine 5.4 exposé ci-après. Ces flux sont définis tels

qu’ils complètent la divergence discrète de bLbLbL sur les mailles duales de bord Robin :

|∂PL
k ∩ ΓRob| (bLbLbL ·nLnLnL)k =

|PL
k |

(
∇C

h · bLbLbL
)

k∈ΓRob

−
∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α| bbbLLLj,α · nnnLLL′

k,j,α −
∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈Γ\Γ̊Rob

|Aj |
2

(bLbLbL · nLnLnL)j,k

où ∇C
h · est redéfini ci-dessous, à partir de la définition 4.6, afin de prendre en compte

les conditions de Robin.
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Définition 5.1. L’opérateur de la divergence discrète ∇C
h · :

(
R

2J−JΓ)2 7→ R
I ×R

K

avec Γ = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓRob est défini pour tout uuu par ses valeurs sur Ti et Pk par

(
∇C

h · uuu
)

i
:= (∇h · uuu)i,

(
∇C

h · uuu
)

k /∈Γ
:= (∇h · uuu)k /∈Γ ,

(
∇C

h · uuu
)

k∈Γ̊Rob

:=
1

|Pk|


|∂Pk ∩ ΓRob| (uuu ·nnn)k +

∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| uuuj,α · nnn′

k,j,α


 ,

(
∇C

h · uuu
)

k∈Γ\Γ̊Rob

:=
1

|Pk|




∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈Γ\Γ̊Rob

|Aj |
2

(uuu ·nnn)j,k +
∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| uuuj,α · nnn′

k,j,α

+
∑

Aj⊂ΓRob

k∈Γ\Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob| (uuu ·nnn)j,k




en rappelant encore que uuuj,α (α = αij ∈ {1, 2} si Aj 6⊂ Γ et α = 1 si Aj ⊂ Γ)

représente la valeur discrète de uuu sur Dj,α, que (uuu ·nnn)j,k représente les flux à travers

les demi-arêtes de bord de Pk issues de k ∈ Γ\Γ̊Rob et (uuu·nnn)k désigne le flux à travers

∂Pk ∩ ΓRob tel que k ∈ Γ̊Rob.

On complète dans la suite la proposition 4.7 qui établissait le lien entre la diver-

gence du champ de vitesse bbb donnée par le calcul de Darcy et la divergence discrète

∇C
h · de bbb pour les sommets k ∈ ΓRob.

Proposition 5.2. Si bbb = (bbbj,α) est donné par la résolution du problème de Darcy

par le schéma DDFV avec (∇h · bbb)k = fk ≥ 0 sur les mailles duales telles que

k ∈ ΓRob, alors (bbb ·nnn)k est continu et (∇C
h · bbb)k ≥ 0.

Démonstration. Considérons le cas où k ∈ Γ̊Rob par simplicité d’écriture. En écri-

vant la définition de (bbb ·nnn)k à gauche et à droite, nous avons

|∂PL
k ∩ Γ̊Rob| (bLbLbL ·nLnLnL)k = |PL

k | fL
k −

∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α| bbbLLLj,α ·nnnLLL′

k,j,α

et

|∂PR
k ∩ Γ̊Rob| (bRbRbR ·nRnRnR)k = |PR

k | fR
k −

∑

A′

j,α⊂∂P R
k

|A′
j,α| bbbRRRj,α ·nnnRRR′

k,j,α

où fL
k et fR

k sont les valeurs moyennes de f sur PL
k et PR

k . En ajoutant ces deux

expressions, on obtient que

|∂PL
k ∩ Γ̊Rob| (bLbLbL ·nLnLnL)k + |∂PR

k ∩ Γ̊Rob| (bRbRbR ·nRnRnR)k = |Pk| fk −
∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α| bbbj,α ·nnn′

k,j,α

c’est-à-dire (bLbLbL ·nLnLnL)k + (bRbRbR ·nRnRnR)k = 0, ce qui donne la continuité de (bbb ·nnn)k. Par la

définition 5.1, on a aussi que
(
∇C

h · bLbLbL
)

k
= fL

k ≥ 0.
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Il reste alors à prendre en compte les conditions de Robin dans la définition 4.8

de l’opérateur de divergence ∇T,P
h ·.

Définition 5.3. L’opérateur discret de divergence ∇T,P
h · :

(
R

2J−JΓ)2 7→ R
I × R

K

avec Γ = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓRob est défini pour tout uuu = uCuCuC +uDuDuD décomposé en termes de

convection uCuCuC et en termes de diffusion uDuDuD, par

(∇T,P
h · uuu)i := (∇h · uuu)i

(∇T,P
h · uuu)k∈Ω\Γ := (∇h · uuu)k∈Ω\Γ

(∇T,P
h · uuu)k∈Γ̊Rob

:= (∇h · uuu)k∈Γ̊Rob

(∇T,P
h · uuu)k∈Γ\Γ̊Rob

:= (∇C
h · uCuCuC)k∈Γ\Γ̊Rob

+ (∇h · uDuDuD)k∈Γ\Γ̊Rob
,

(5.16)

où les opérateurs de divergence ∇h· et ∇C
h · sont donnés par les définitions 4.4 et

5.1.

Notons que dans le cas où un sommet k appartient à plus de deux sous-domaines

et tel que k ∈ ΓR1

Rob ∩ ΓR2

Rob en reprenant la notation introduite un peu plus haut, la

divergence sur la maille duale de bord associé à ce point k se traite comme pour

k ∈ ΓRob ∩ ΓL
N , c’est-à-dire comme pour k ∈ Γ\Γ̊Rob.

Dans ce qui suit, nous donnons la preuve d’existence et d’unicité du problème

multidomaine discret défini ci-dessus, à partir de la preuve donnée pour le problème

monodomaine discret dans le théorème 4.9 (paragraphe 5.3).

5.3 Existence et unicité du problème discret multido-

maine

Théorème 5.4. Soient KKKL la matrice de diffusion symétrique définie positive, bbbL

la vitesse de convection de composante normale positive sur le bord où la condition

de Neumann est appliquée, vérifiant de plus ∇T,P
h · bbbL ≥ 0.

Si, de plus, 



λL
j ≥ 1

2 (bbbL · nnnL)i1j ∀j : Aj ⊂ ΓRob

λL
k ≥ 1

2 (bbbL · nnnL)k ∀k ∈ Γ̊Rob

λL
k ≥ 1

2 (bbbL · nnnL)j,k ∀k ∈ ΓRob ∩ ΓN

(5.17)

alors le problème discret multidomaine de convection-diffusion défini sur ΩL par les

expressions (5.6) - (5.15) avec les conditions d’interface de Robin définies par

{
FL,n

i1j + λL
j cL,n

σj
= gL,n

j ∀j : Aj ⊂ ΓRob

FL,n
k,ΓRob

+ λL
k c

L,n
k = gL,n

k ∀k ∈ ΓRob\ΓD
(5.18)

est bien posé.

Démonstration. Comme dans la preuve du théorème 4.9, l’unique difficulté tient

dans la démonstration de la positivité de
(
−∇T,P

h · (KKKL∇hc
L − bbbcL), cL

)
T,P

à un

temps donné.

Nous avons vu dans le paragraphe 5.2 que la discrétisation du problème local

était identique à celle du problème monodomaine à l’intérieur (arêtes primales et
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duales intérieures) et sur les bords de Dirichlet et de Neumann. Il suffit donc de

traiter les termes correspondant au bord ΓRob.

Dans la suite, nous omettons l’exposant L pour plus de clarté.

Sur les mailles primales, ce terme peut s’écrire

−1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j ci1
, (5.19)

où Fi1j est donné par (5.7). En introduisant l’inconnue cσj , nous avons donc

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j (ci1
− cσj )

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j cσj ,
(5.20)

soit, en séparant les termes de diffusion et de convection dans la première ligne,

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | [KKKi1
(∇hc)i1j ] · nnni1j (ci1

− cσj )

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
[(bbb ·nnn)i1j]

+ci1
− [(bbb ·nnn)i1j ]−cσj

)
(ci1

− cσj )

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j cσj .

(5.21)

Réécrivons (5.21) en détaillant la deuxième ligne :

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | [KKK i1
(∇hc)i1j] ·nnni1j (ci1

− cσj )

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | [(bbb ·nnn)i1j]
+

(
(ci1

− cσj )2

2
+
c2

i1

2
−
c2

σj

2

)

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | [(bbb ·nnn)i1j]
−
(

− (ci1
− cσj )2

2
+
c2

i1

2
−
c2

σj

2

)

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j cσj ,

(5.22)

ou encore

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | [KKKi1
(∇hc)i1j ] · nnni1j (ci1

− cσj )

+
1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |(bbb · nnn)i1j c
2
i1

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |(bbb · nnn)i1j c
2
σj

+
1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
[(bbb ·nnn)i1j]

+ (ci1
− cσj )2 − [(bbb ·nnn)i1j]

− (ci1
− cσj )2

)

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j cσj .

(5.23)
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Sur les mailles duales, les termes provenant de la frontière Robin peuvent être

écrits

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| [KKK i1
(∇hc)i1j] ·nnn′

k1j,1 (ck1
− ck2

)

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1|
(
[bbbj,1 · nnn′

k1j,1]+ck1
+ [bbbj,1 · nnn′

k1j,1]−ck2

)
· (ck1

− ck2
)

− 1

2

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob| Fk,ΓRob
ck

− 1

2

∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈ΓRob

|Aj |
2

(
[KKKi1

(∇hc)i1j ] · nnni1j − (bbb · nnn)j,k ck

)
ck

(5.24)

ou, en utilisant (4.55) - (4.56),

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| [KKK i1
(∇hc)i1j] ·nnn′

k1j,1 (ck1
− ck2

)

− 1

2

∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈ΓRob

|Aj |
2

[KKK i1
(∇hc)i1j] ·nnni1j ck

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| |bbbj,1 · nnn′
k1j,1|(ck1

− ck2
)2

2

+
1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| (bbbj,1 · nnn′
k1j,1) ck1

2 +
1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| (bbbj,1 · nnn′
k2j,1) ck2

2

− 1

2

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob| Fk,ΓRob
ck +

1

2

∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈ΓRob

|Aj |
2

(bbb ·nnn)j,k ck
2.

(5.25)

En sommant la première ligne des expressions (5.23) et (5.25), on obtient

−
∑

Aj⊂ΓRob

|Dj,1| Ki1
Ki1Ki1

(∇hc)i1j · (∇hc)i1j , (5.26)

qui est une partie de (KKK(∇hc), (∇hc))D.

Il faut aussi retrouver, des deux expressions (5.23) et (5.25), les termes relatifs

à la frontière ΓRob provenant de
1

2
(∇T,P

h · bbb, c2)T,P , c’est-à-dire

1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |(bbb ·nnn)i1j c
2
i1

+
1

4

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|(bbb ·nnn)k ck
2

+
1

4

∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈ΓRob

|Aj |
2

(bbb · nnn)j,k ck
2 +

1

4

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob\Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob| (bbb ·nnn)j,k ck
2

+
1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| (bbbj,1 · nnn′
k1j,1) ck1

2 +
1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| (bbbj,1 · nnn′
k2j,1) ck2

2,

(5.27)
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où (bbb · nnn)k pour k ∈ Γ̊Rob et (bbb · nnn)j,k pour k ∈ ΓRob et Aj ⊂ ΓRob introduit dans la

définition 5.1, bouclent ∇T,P
h · bbb sur Pk.

En faisant (5.23) + (5.25) - (5.26) - (5.27), il reste

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |(bbb ·nnn)i1j c
2
σj

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j cσj

− 1

2

∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈ΓRob

|Aj |
2

[KKK i1
(∇hc)i1j] ·nnni1j ck

+
1

8

∑

Aj⊂ΓD∪ΓN

k∈ΓRob

|Aj | (bbb ·nnn)j,k ck
2

− 1

4

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|(bbb · nnn)k ck
2

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob\Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob| (bbb ·nnn)j,k ck
2

− 1

2

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob| Fk,ΓRob
ck

+
1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | |(bbb ·nnn)i1j | (ci1
− cσj )2

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|A′

j,1| |bbbj,1 · nnn′
k1j,1| (ck1

− ck2
)2

2
.

(5.28)

La deuxième ligne de (5.28) est nulle car si k ∈ ΓD ∩ ΓRob, alors ck = 0 par la

condition de Dirichlet, et si k ∈ ΓN ∩ΓRob, soit Aj ⊂ ΓN , alors [KKK i1
(∇hc)i1j]·nnni1j = 0

par définition de la condition de Neumann.

De même, la troisième ligne de (5.28) est nulle ou positive selon la condition

limite : si k ∈ ΓD alors ck = 0 et si k ∈ ΓN alors (bbb ·nnn)j,k est positif par hypothèse.

On peut donc écrire une inégalité analogue à celle écrite pour le problème discret

mondomaine (4.67), en remarquant que les deux dernières lignes de (5.28) sont



122 Chapitre 5. Le problème discret multidomaine

positives :

−
(
∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc), c
)

T,P
≥ (KKK∇hc,∇hc)D +

1

2
(∇T,P

h · bbb, c2)T,P

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |(bbb ·nnn)i1j c
2
σj

− 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j cσj

− 1

4

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|(bbb ·nnn)k ck
2

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob\Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob| (bbb · nnn)j,k ck
2

− 1

2

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob| Fk,ΓRob
ck

(5.29)

En appliquant les conditions discrétisées de Robin (5.18) en prenant nuls les

seconds membres gj et gk, on a

−1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | Fi1j cσj =
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj | λj c
2
σj

−1

2

∑

k∈ΓRob\ΓD

|∂Pk ∩ ΓRob| Fk,ΓRob
ck =

1

2

∑

k∈ΓRob\ΓD

|∂Pk ∩ ΓRob| λk c
2
k.

(5.30)

On peut donc réécrire (5.29) comme

−
(
∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc), c
)

T,P
≥ (KKK∇hc,∇hc)D +

1

2
(∇T,P

h · bbb, c2)T,P

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
λj − (bbb · nnn)i1j

2

)
c2

σj

+
1

2

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λk − (bbb · nnn)k

2

)
c2

k

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob∩ΓN

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λk − (bbb · nnn)j,k

2

)
c2

k

(5.31)

en utilisant la condition de Dirichlet ck = 0 lorsque k ∈ ΓD.

Avec l’hypothèse (5.17) sur les paramètres de Robin λj et λk

λj ≥ (bbb ·nnn)i1j

2
∀Aj ⊂ ΓRob,

λk ≥ (bbb ·nnn)k

2
∀k ∈ Γ̊Rob et λk ≥ (bbb · nnn)j,k

2
∀k ∈ ΓRob ∩ ΓN ,

(5.32)

et en remarquant que les trois dernières lignes sont positives, nous pouvons conclure

à la positivité de
(
−∇T,P

h · (KKK∇hc− bbbc), c
)

T,P
pour le schéma local avec une inter-

face de Robin.
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Ayant montré que les problèmes discrets monodomaine et multidomaine étaient

bien posés, nous montrons à présent l’identité des solutions associées à chacun de

ces problèmes.

5.4 Du multidomaine au monodomaine

Dans le chapitre 4, nous avons démontré dans le théorème 4.9 l’existence et

l’unicité de la solution pour le problème discret monodomaine défini sur Ω par

(4.14) - (4.30). Nous avons introduit le problème multidomaine au niveau continu

(paragraphe 5.1) avant de définir le problème discret associé à partir du schéma

monodomaine (paragraphe 5.2) et de montrer l’existence et l’unicité de la solution

du problème discret multidomaine sur ΩL ou ΩR (paragraphe 5.3). Nous avons donc

définis deux schémas admettant chacun une solution unique, l’une sur Ω et l’autre

sur ΩL ou ΩR. Reste donc à montrer que le schéma discret monodomaine est équi-

valent au schéma discret multidomaine sur Ω = ΩL ∪ ΩR, autrement dit que la

solution discrète associée au schéma monodomaine est identique sur Ω à la solution

discrète associée au schéma multidomaine. Pour cela, nous montrerons d’une part

que la solution multidomaine sur les points de l’interface ΓRob = ΩL ∩ ΩR est iden-

tique dans l’un ou l’autre sous-domaine ΩL ou ΩR et d’autre part que le vecteur des

solutions multidomaine sur ΩL et ΩR ainsi recollées à l’interface vérifie les équations

monodomaine.

L’interface ΓRob se situant au niveau des arêtes primales, le maillage primal du

problème local est exactement le même que le maillage primal du problème global,

restreint seulement au sous-domaine considéré. Cela reste vrai pour des maillages

non conformes car, dans ce cas, chacun des points des maillages locaux est aussi

un point du maillage global, ayant comme conséquence que chaque arête primale

Aj sur l’interface ΓRob correspond à une arête dans les maillages locaux et dans le

maillage global (Figure 5.2).

L’équation résolue sur chacune des cellules primales est donc la même pour le

problème monodomaine et pour le problème multidomaine. Il reste simplement à

vérifier la continuité de la solution sur l’interface (cL
σj

= cR
σj
, ∀j : Aj ⊂ ΓRob) ainsi

que la continuité des flux (FL,n
i1j = −FR,n

i1j ).

En ajoutant les membres croisés des deux équations de la condition de Robin

écrite à convergence sur les arêtes primales Aj ⊂ ΓRob :

FL,n
i1j + λL

j cL,n
σj

= −FR,n
i1j + λL

j cR,n
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob, ∀n
FR,n

i1j + λR
j cR,n

σj
= −FL,n

i1j + λR
j cL,n

σj
∀j : Aj ⊂ ΓRob, ∀n,

(5.33)

nous obtenons

(λL
j + λR

j ) cL,n
σj

= (λL
j + λR

j ) cR,n
σj

,

d’où

cL,n
σj

= cR,n
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob, ∀n.
En utilisant cette égalité dans l’une des deux équations de (5.33), il vient l’égalité

des flux

FL,n
i1j = −FR,n

i1j ∀j : Aj ⊂ ΓRob, ∀n,
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ΓRobΩL ΩR

PL
k

PR
k

k k

ΓRobΩL ΩR

Figure 5.2 – Cellules duales de bord P L
k (rose foncé) et P R

k (rose clair) à l’interface ΓRob. Sous-figure de
gauche : en monodomaine, la cellule duale associée au point k est la réunion des deux cellules duales de bord
P L

k
∪ P R

k
. Sous-figure de droite : dans le cas d’un maillage non conforme, les deux maillages correspondant

aux sous-domaines ΩL et ΩR ont en commun, sur l’interface, toutes les arêtes primales prises une à une et
les sommets correspondants (points rouges), centres de mailles duales de bord.

qui correspond à la continuité du flux écrite sur chacune des arêtes primales inté-

rieures.

Le traitement sur les mailles duales demande un peu plus d’attention puisque

l’interface ΓRob divise certaines cellules duales Pk du domaine global Ω en deux

sous-cellules duales, engendrant ainsi deux mailles duales de bord : l’une PL
k sur ΩL

et l’autre PR
k sur ΩR telles que PL

k ∪ PR
k = Pk (voir figure 5.2).

Rappelons la condition de Robin à convergence, sur chaque frontière ∂PL
k ∩ ΓRob =

∂PR
k ∩ ΓRob :

FL,n
k,ΓRob

+ λL
k c

L,n
k = −FR,n

k,ΓRob
+ λL

k c
R,n
k ∀k ∈ ∂PL

k ∩ ΓRob, ∀n
FR,n

k,ΓRob
+ λR

k c
R,n
k = −FL,n

k,ΓRob
+ λR

k c
L,n
k ∀k ∈ ∂PR

k ∩ ΓRob, ∀n
(5.34)

En ajoutant les membres croisés des deux égalités de (5.34), nous avons là encore

cL,n
k = cR,n

k (noté simplement cn
k),

et donc également

FL,n
k,ΓRob

= −FR,n
k,ΓRob

∀k ∈ ∂PL
k ∩ ΓRob, ∀n.

Montrons à présent que la somme de l’équation associée à la maille duale de

bord PL
k et de celle associée à PR

k redonne l’équation associée à la maille duale Pk

coupée par l’interface ΓRob.

Sur PL
k et PR

k , nous avons respectivement :

ωL
k

cL,n
k − cL,n−1

k

∆tn
− 1

|PL
k |

∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α|FL,n

kj,α

− 1

|PL
k |




∑

Aj⊃∂P L
k

∩ΓL
N

|Aj |
2
FL,n

i1j,k + |∂PL
k ∩ ΓRob| FL,n

k,ΓRob


 = fL,n

k ,

(5.35)
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et

ωR
k

cR,n
k − cR,n−1

k

∆tn
− 1

|PR
k |

∑

A′

j,α⊂∂P R
k

|A′
j,α|FR,n

kj,α

− 1

|PR
k |




∑

Aj⊃∂P R
k

∩ΓR
N

|Aj |
2
FR,n

i1j,k + |∂PR
k ∩ ΓRob| FR,n

k,ΓRob


 = fR,n

k .

(5.36)

En multipliant (5.35) par |PL
k | et (5.36) par |PR

k |, puis en sommant ces deux ex-

pressions et en utilisant l’égalité cL,n
k = cR,n

k = cn
k , on trouve

(|PL
k |ωL

k + |PR
k |ωR

k )
cL,n

k − cL,n−1
k

∆tn

−
∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α|FL,n

kj,α −
∑

A′

j,α⊂∂P R
k

|A′
j,α|FR,n

kj,α

−
∑

Aj⊃∂P L
k

∩ΓL
N

|Aj |
2
FL,n

i1j,k −
∑

Aj⊃∂P R
k

∩ΓR
N

|Aj |
2
FR,n

i1j,k

− |∂PL
k ∩ ΓRob| (FL,n

k,ΓRob
+ FR,n

k,ΓRob
) = |PL

k |fL,n
k + |PR

k |fR,n
k .

(5.37)

D’après la définition (4.16) de ωk sur Pk, on conclut déjà que

|PL
k | ωL

k + |PR
k | ωR

k = |Pk| ωk.

Aussi, puisque FL,n
k,ΓRob

= −FR,n
k,ΓRob

, alors le dernier terme du membre de gauche de

(5.37) est nul. L’expression (5.37) devient donc

|Pk|ωk
cn

k − cn−1
k

∆tn
−

∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α|FL,n

kj,α −
∑

A′

j,α⊂∂P R
k

|A′
j,α|FR,n

kj,α

−
∑

Aj⊃∂P L
k

∩ΓL
N

|Aj |
2
FL,n

i1j,k −
∑

Aj⊃∂P R
k

∩ΓR
N

|Aj |
2
FR,n

i1j,k = |PL
k |fL,n

k + |PR
k |fR,n

k .

(5.38)

Ecrivons maintenant l’équation résolue sur la maille duale Pk du domaine global :

|Pk|ωk
cn

k − cn−1
k

∆tn
−

∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α|Fn

kj,α

−
∑

Aj⊃∂Pk∩ΓN

|Aj |
2
Fn

i1j,k = |Pk|fk.

(5.39)

Les deux sommes de la deuxième ligne de (5.38) regroupent les flux sur toutes les

arêtes duales intérieures de Pk, d’où

−
∑

A′

j,α⊂∂P L
k

|A′
j,α|FL,n

kj,α −
∑

A′

j,α⊂∂P R
k

|A′
j,α|FR,n

kj,α = −
∑

A′

j,α⊂∂Pk

|A′
j,α|Fn

kj,α.

Quant au flux Fn
i1j,k sur le bord de Neumann ∂Pk ∩ ΓN , union de deux demi-arêtes

de bord issues du noeud k, il doit être décomposé en son flux diffusif et son flux

convectif. Lorsque ces flux sont définis par demi-arêtes, il devient facile de voir qu’en
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ajoutant la contribution des flux FL,n
i1j,k et FR,n

i1j,k de chacun des deux sous-domaines

(les deux sommes de la deuxième ligne de (5.38)), on retrouve exactement le même

flux Fn
i1j,k monodomaine (troisième terme de (5.39)). Si le flux diffusif est toujours

défini sur les demi-arêtes issues de k, il n’en est pas de même du flux convectif.

Cependant, même dans le cas où un unique flux convectif (bbb · nnn)k (monodomaine)

est défini sur ∂Pk ∩ ΓN , les flux convectifs (multidomaine) définis sur ∂PL
k ∩ ΓL

N et

∂PR
k ∩ ΓR

N peuvent être toujours choisis de telle sorte que le flux convectif monodo-

maine soit exactement la somme des flux multidomaine. On pourra se reporter à la

discussion faite précédemment, dans le paragraphe 5.2.

Par conséquent, à la condition que

|PL
k |fL,n

k + |PR
k |fR,n

k = |Pk|fn
k ∀k ∈ ∂PL

k ∩ ΓRob, ∀n, (5.40)

les équations résolues sur le maillage dual sont équivalentes en monodomaine et en

multidomaine, ayant montré au préalable que cL,n
k = cR,n

k = cn
k . La conclusion étant

la même sur le maillage primal, nous pouvons conclure, sous l’hypothèse (5.40), que

la solution du schéma multidomaine est identique à la solution du schéma monodo-

maine.

Notons que la condition (5.40) est vérifiée en prenant pour fk la valeur moyenne

de f sur Pk,
1

|Pk|
∫

Pk
f , et de la même manière pour fL

k et fR
k . C’est ainsi que nous

calculons le second membre dans la pratique.
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L’idée de l’algorithme itératif de Schwarz est de ramener la résolution du pro-

blème monodomaine (sur le domaine global Ω) à la résolution de sous-problèmes

locaux (sur ΩL et ΩR), avec pour contre-partie d’échanger des données à l’interface

entre les sous-domaines, via les conditions de transmission, aussi appelées conditions

d’interface. Ces conditions doivent être telles que les problèmes locaux dans chaque

sous-domaine soient bien posés et telles que l’algorithme converge vers la solution

monodomaine.

Dans ce qui précède, nous avons montré que le problème discret multidomaine

défini dans le chapitre 5, avec des conditions limites de type Dirichlet et Neumann

et les conditions d’interface Robin (5.4), était bien posé et équivalent au problème

discret monodomaine défini dans le chapitre 4.

La formulation discrète multidomaine est résolue par un algorithme itératif de

Schwarz de type relaxation d’ondes. La convergence de l’algorithme par estima-

tion d’énergie est donnée au niveau continu et en semi-discret en temps dans [56].

Nous introduisons dans la suite l’algorithme discret DDFV pour le problème de

convection-diffusion pour lequel nous démontrons la convergence pour le schéma

espace-temps par estimation d’énergie.
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x

y

t

ΩL ΩR

ΓRob × (0, T )

Figure 6.1 – Configuration avec deux sous-domaine ΩL et ΩR et l’interface espace-temps ΓRob ×(0, T )
sur laquelle sont définis les opérateurs d’interface BL et BR.

6.1 Rappel de l’algorithme de Schwarz continu

L’algorithme itératif de Schwarz de type relaxation d’ondes, dans sa version

parallèle, est initialement écrit à partir du problème multidomaine continu (5.2)

associé aux conditions d’interface de Robin (5.4) de la manière suivante :





LLc
L (ℓ+1) = f|ΩL

dans ΩL × (0, T )

cL (ℓ+1)(., 0) = c0|ΩL
dans ΩL

cL (ℓ+1) = 0 sur ΓL
D × (0, T )

KLKLKL∇cL (ℓ+1) · nLnLnL = 0 sur ΓL
N × (0, T )

BL(KKKL, bbbL) cL (ℓ+1) = BL(KKKR, bbbR) cR (ℓ) sur ΓRob × (0, T )

(6.1)





LRc
R (ℓ+1) = f|ΩR

dans ΩR × (0, T )

cR (ℓ+1)(., 0) = c0|ΩR
dans ΩR

cR (ℓ+1) = 0 sur ΓR
D × (0, T )

KRKRKR∇cR (ℓ+1) · nRnRnR = 0 sur ΓR
N × (0, T )

BR(KKKR, bbbR) cR (ℓ+1) = BR(KKKL, bbbL) cL (ℓ) sur ΓRob × (0, T ),

(6.2)

l’algorithme étant initialisé sur l’interface par

gL = BL(KKKR, bbbR) cR (0) (6.3)

gR = BR(KKKL, bbbL) cL (0) (6.4)

donnés dans L2(0, T ;L2(ΓRob)). De plus, on rappelle que

LSc
S = ωS∂tc

S − ∇ · (KKKS∇cS − bbbScS), (6.5)

BL(KKKS , bbbS)cS = (KKKS∇cS − bbbScS) ·nLnLnL + λLcS , (6.6)

BR(KKKS , bbbS)cS = (KKKS∇cS − bbbScS) ·nRnRnR + λRcS , (6.7)

en notant S l’exposant L ou R lorsqu’il est indifféremment l’un ou l’autre.

Le caractère bien posé du problème continu pour l’équation de convection-

diffusion a été montré au niveau continu dans [56] où l’on trouve aussi la preuve

de la convergence de l’algorithme de Schwarz de type relaxation d’ondes associé au

problème continu (6.1) - (6.7).
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Ainsi, étant donnés le second membre f , la condition initiale c0 et la valeur

initiale gL (resp. gR) sur l’interface espace-temps ΓRob × (0, T ) (voir Figure 6.1),

l’algorithme (6.1) - (6.2) calcule en parallèle la solution cL (1) et cR (1) (itération

1) sur ΩL × (0, T ) et ΩR × (0, T ). La solution obtenue sur chaque sous-domaine

permet de calculer BR cL (1) (resp. BL cR (1)) contenant les données de l’interface

espace-temps, à échanger au domaine voisin. La solution peut alors être calculée à

l’itération suivante. Le processus est ainsi répété jusqu’à convergence.

Nous présentons ci-après l’algorithme discret de Schwarz de relaxation d’ondes

pour le schéma multidomaine DDFV.

6.2 L’algorithme de Schwarz discret pour le problème

multidomaine discret

Au lieu d’être appliqué à l’EDP continue (5.1) avec les opérateurs d’interface

BLc = (KKK∇c − bbbc) · nLnLnL + λLc et BRc = (KKK∇c − bbbc) · nRnRnR + λRc, l’algorithme (6.1)

- (6.2) est appliqué au schéma DDFV pour le problème local défini dans la section

5.2 avec les conditions discrétisées de Robin (5.8) et (5.15).

6.2.1 Présentation de l’algorithme

Soient, à l’itération initiale (ℓ = 0) de l’algorithme de Schwarz, (gS,n
σj

et gS,n
k ) les

valeurs discrètes de gS sur le domaine ΩS aux noeuds σj et k pour tout temps tn.

La solution à l’itération (ℓ = 1) peut alors être calculée.

Donnons le passage d’une itération quelconque (ℓ) à la suivante. Etant donnés

à l’itération (ℓ), pour tout temps tn :

– (c
S,n (ℓ)
i1

, c
S,n (ℓ)
k , c

S,n (ℓ)
σj ) les valeurs discrètes de c sur le domaine ΩS aux noeuds

i1, k, σj ,

– (F
S,n (ℓ)
i1j , F

S,n (ℓ)
kj,α , F

S,n (ℓ)
i1j,k , F

S,n (ℓ)
k,ΓRob

) les flux discrets définis respectivement sur

les arêtes primales Aj , les arêtes duales intérieures A′
j,α, les arêtes duales de

bord Neumann [σj , k] ⊂ ΓS
N , et la frontière des mailles duales de bord Robin

∂PS
k ∩ ΓRob,

on calcule à l’itération (ℓ+ 1) de l’algorithme :

– la solution discrète (c
S,n (ℓ+1)
i1

, c
S,n (ℓ+1)
k , c

S,n (ℓ+1)
σj ) pour tout temps tn,

– les flux discrets (F
S,n (ℓ+1)
i1j , F

S,n (ℓ+1)
kj,α , F

S,n (ℓ+1)
i1j,k , F

S,n (ℓ+1)
k,ΓRob

) pour tout tn,

en utilisant le schéma discret défini par (5.6) - (5.15) et les équations d’interface de

Robin suivantes :

F
L,n (ℓ+1)
i1j + λL

j cL,n (ℓ+1)
σj

= −FR,n (ℓ)
i1j + λL

j cR,n (ℓ)
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob

F
L,n (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
k c

L,n (ℓ+1)
k = −FR,n (ℓ)

k,ΓRob
+ λL

k c
R,n (ℓ)
k ∀k ∈ ΓRob

(6.8)

et
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F
R,n (ℓ+1)
i1j + λR

j cR,n (ℓ+1)
σj

= −FL,n (ℓ)
i1j + λR

j cL,n (ℓ)
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob

F
R,n (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λR
k c

R,n (ℓ+1)
k = −FL,n (ℓ)

k,ΓRob
+ λR

k c
L,n (ℓ)
k ∀k ∈ ΓRob.

(6.9)

Montrons maintenant la convergence de l’algorithme itératif de Schwarz de type

relaxation d’ondes pour le problème discret en espace et en temps, défini ci-dessus,

dans le cas d’une grille conforme en temps.

6.2.2 Convergence de l’algorithme discret de Schwarz de type re-

laxation d’ondes

Théorème 6.1. Supposons une grille conforme en temps. Soient KLKLKL (resp. KRKRKR) la

matrice de diffusion symétrique définie positive, bLbLbL (resp. bRbRbR) la vitesse de convec-

tion de composante normale positive sur le bord ΓL
N (resp. ΓR

N), vérifiant de plus

∇T,P
h · bLbLbL ≥ 0 (resp. ∇T,P

h · bRbRbR ≥ 0).

Si, de plus,




λL
j ≥ 1

2(bLbLbL ·nLnLnL)i1j et λR
j ≥ 1

2(bRbRbR · nRnRnR)i1j ∀j : Aj ⊂ ΓRob

λL
k ≥ 1

2(bLbLbL ·nLnLnL)k et λkR ≥ 1
2(bRbRbR ·nRnRnR)k ∀k ∈ Γ̊Rob

λL
k ≥ 1

2(bLbLbL ·nLnLnL)j,k et λR
k ≥ 1

2 (bRbRbR ·nRnRnR)j,k ∀k ∈ ΓRob ∩ ΓN

(6.10)

et 



λR
j − λL

j − (bLbLbL ·nLnLnL)i1j = 0 ∀j : Aj ⊂ ΓRob

λR
k − λL

k − (bLbLbL ·nLnLnL)k = 0 ∀k ∈ Γ̊Rob

λR
k − λL

k − (bLbLbL ·nLnLnL)j,k = 0 ∀k ∈ ΓRob ∩ ΓN ,

(6.11)

alors l’algorithme de Schwarz de type relaxation d’ondes converge vers la solution

du problème multidomaine discret défini par les expressions (5.6)- (5.15).

Démonstration. La preuve de ce théorème s’appuie sur [56] qui traite la convergence

de l’algorithme pour le problème de convection-diffusion semi-discret en temps avec

le même schéma Galerkin Discontinu en temps.

Notons eL(ℓ) = cL(ℓ) − cL (resp. eR(ℓ) = cR(ℓ) − cR) l’erreur entre la solution

discrète à l’itération ℓ de l’algorithme et la solution du problème multidomaine

discret sur ΩL (resp. ΩR) donné par les expressions (5.6) - (5.15).

La méthode de Galerkin discontinu en temps (voir partie I, chapitre 1, para-

graphe 1.1) permet d’écrire d’après [94] :

{
∂t(ILEL(ℓ)) − ∇h · (KKKL∇hE

L(ℓ) − bLbLbLEL(ℓ)) = 0

∂t(IRER(ℓ)) − ∇h · (KKKR∇hE
R(ℓ) − bRbRbRER(ℓ)) = 0,

(6.12)

où EL désigne l’approximation polynomiale en temps (de degré quelconque d) sur

chaque sous intervalle In de l’erreur eL et IL (resp. IR) est l’opérateur d’interpo-

lation polynomiale de degré d + 1 défini dans ΩL (resp. ΩR) tel que ILEL(tn) =

EL(t−n ).

D’autre part, notons

ψ
L(ℓ)
i1j = F

L(ℓ)
i1j − FL

i1j (resp. ψ
R(ℓ)
i1j = F

R(ℓ)
i1j − FR

i1j),
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la différence entre le flux primal discret à l’itération ℓ de l’algorithme et le flux

primal FL
i1j (resp. FR

i1j) du problème multidomaine discret sur ΩL (resp. ΩR) défini

par (5.7). Nous notons de même

φ
L(ℓ)
k,ΓRob

= F
L(ℓ)
k,ΓRob

− FL
k,ΓRob

(resp. φ
R(ℓ)
k,ΓRob

= F
R(ℓ)
k,ΓRob

− FR
k,ΓRob

),

la différence entre le flux dual à l’itération ℓ de l’algorithme et le flux dual FL
k,ΓRob

(resp. FR
k,ΓRob

) à travers ∂PL
k ∩ΓRob du problème multidomaine discret sur ΩL (resp.

ΩR) défini par (5.13).

On peut alors écrire les équations d’interface de Robin (6.8) et (6.9) comme

ψ
L (ℓ+1)
i1j + λL

j EL (ℓ+1)
σj

= −ψR (ℓ)
i1j + λL

j ER (ℓ)
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob

φ
L (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
kE

L (ℓ+1)
k = −φR (ℓ)

k,ΓRob
+ λL

kE
R (ℓ)
k ∀k ∈ ΓRob,

(6.13)

et

ψ
R (ℓ+1)
i1j + λR

j ER (ℓ+1)
σj

= −ψL (ℓ)
i1j + λR

j EL (ℓ)
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob

φ
R (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λR
k E

R (ℓ+1)
k = −φL (ℓ)

k,ΓRob
+ λR

k E
L (ℓ)
k ∀k ∈ ΓRob.

(6.14)

Sur ΩL, l’équation homogène (6.12) combinée avec l’inégalité (5.29) devient

∂t

(
ILEL(ℓ+1), EL(ℓ+1)

)
T,P

+
(
KKKL∇hE

L(ℓ+1),∇hE
L(ℓ+1)

)
D

+
1

2

(
∇T,P

h · bLbLbL,
(
EL(ℓ+1)

)2
)

T,P

≤ 1

2

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
ψ

L (ℓ+1)
i1j +

1

2
(bLbLbL ·nLnLnL)i1j E

L (ℓ+1)
σj

)
EL (ℓ+1)

σj

+
1

2

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+
1

2
(bLbLbL ·nLnLnL)k E

L (ℓ+1)
k

)
E

L (ℓ+1)
k .

+
1

2

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+
1

2
(bLbLbL ·nLnLnL)j,k E

L (ℓ+1)
k

)
E

L (ℓ+1)
k .

(6.15)

Les trois produits présents dans le membre de droite de (6.15) sont exprimés de

telle sorte à faire apparâıtre les membres de gauche et de droite de la condition de

Robin (6.13). En utilisant la formule

ab =
1

2(λ1 + λ2)

[
(a+ λ1b)

2 − (a− λ2b)
2
]

− 1

2
(λ1 − λ2)b2,

et en prenant ψ
L (ℓ+1)
i1j (resp. φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

) pour a et E
L (ℓ+1)
σj (resp. E

L (ℓ+1)
k ) pour b, il

vient pour j tel que Aj ⊂ ΓRob :

[
ψ

L (ℓ+1)
i1j +

1

2
(bLbLbL ·nLnLnL)i1j E

L (ℓ+1)
σj

]
EL (ℓ+1)

σj

=
1

2(λL
j + λR

j )

[(
ψ

L (ℓ+1)
i1j + λL

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
−
(
ψ

L (ℓ+1)
i1j − λR

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
]

− 1

2

(
λL

j − λR
j − (bLbLbL ·nLnLnL)i1j

) (
EL (ℓ+1)

σj

)2
,

(6.16)
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pour k ∈ Γ̊Rob :

[
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+
1

2
(bLbLbL ·nLnLnL)k E

L (ℓ+1)
k

]
E

L (ℓ+1)
k

=
1

2(λL
k + λR

k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
kE

L (ℓ+1)
k

)2
−
(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

− λR
k E

L (ℓ+1)
k

)2
]

− 1

2

(
λL

k − λR
k − (bLbLbL ·nLnLnL)k

) (
E

L (ℓ+1)
k

)2
,

(6.17)

et pour k ∈ ΓRob ∩ ΓN :

[
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+
1

2
(bLbLbL ·nLnLnL)j,k E

L (ℓ+1)
k

]
E

L (ℓ+1)
k

=
1

2(λL
k + λR

k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
kE

L (ℓ+1)
k

)2
−
(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

− λR
k E

L (ℓ+1)
k

)2
]

− 1

2

(
λL

k − λR
k − (bLbLbL ·nLnLnL)j,k

) (
E

L (ℓ+1)
k

)2
.

(6.18)

Réécrivons alors l’expression (6.15) en utilisant (6.16) - (6.18) :

∂t

(
ILEL(ℓ+1), EL(ℓ+1)

)
T,P

+
(
KKKL∇hE

L(ℓ+1),∇hE
L(ℓ+1)

)
D

+
1

2

(
∇T,P

h · bLbLbL,
(
EL(ℓ+1)

)2
)

T,P

+
∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
4(λL

j + λR
j )

[(
ψ

L (ℓ+1)
i1j − λR

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
]

+
∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
4(λL

k + λR
k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

− λR
k E

L (ℓ+1)
k

)2
]

≤
∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
4(λL

j + λR
j )

[(
ψ

L (ℓ+1)
i1j + λL

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
]

+
∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
4(λL

k + λR
k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
kE

L (ℓ+1)
k

)2
]

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
λL

j − λR
j − (bLbLbL · nLnLnL)i1j

) (
EL (ℓ+1)

σj

)2

− 1

4

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λL

k − λR
k − (bLbLbL ·nLnLnL)k

) (
E

L (ℓ+1)
k

)2

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λL

k − λR
k − (bLbLbL ·nLnLnL)j,k

) (
E

L (ℓ+1)
k

)2
.

(6.19)
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∂t

(
IRER(ℓ+1), ER(ℓ+1)

)
T,P

+
(
KKKR∇hE

R(ℓ+1),∇hE
R(ℓ+1)

)
D

+
1

2

(
∇T,P

h · bRbRbR,
(
ER(ℓ+1)

)2
)

T,P

+
∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
4(λL

j + λR
j )

[(
ψ

R (ℓ+1)
i1j − λL

j E
R (ℓ+1)
σj

)2
]

+
∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
4(λL

k + λR
k )

[(
φ

R (ℓ+1)
k,ΓRob

− λL
kE

R (ℓ+1)
k

)2
]

≤
∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
4(λL

j + λR
j )

[(
ψ

R (ℓ+1)
i1j + λR

j E
R (ℓ+1)
σj

)2
]

+
∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
4(λL

k + λR
k )

[(
φ

R (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λR
k E

R (ℓ+1)
k

)2
]

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
λR

j − λL
j − (bRbRbR ·nRnRnR)i1j

) (
ER (ℓ+1)

σj

)2

− 1

4

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λR

k − λL
k − (bRbRbR ·nRnRnR)k

) (
E

R (ℓ+1)
k

)2

− 1

4

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λR

k − λL
k − (bRbRbR · nRnRnR)j,k

) (
E

R (ℓ+1)
k

)2
.

(6.20)

Dans la suite, nous intégrons l’expression (6.19) et (6.20) sur In = (tn−1, tn), en

utilisant l’inégalité

∫

In

∂t(IE)Edt ≥ 1

2

[
E(t−n )2 − E(t−n−1)2] [78]. Nous obtenons

donc sur ΩL :

‖EL(ℓ+1)(tLn)‖2
T,P − ‖EL(ℓ+1)(tLn−1)‖2

T,P

+ 2

∫

In

(
KKKL∇hE

L(ℓ+1),∇hE
L(ℓ+1)

)
D

+

∫

In

(
∇T,P

h · bLbLbL,
(
EL(ℓ+1)

)2
)

T,P

+

∫

In

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
2(λL

j + λR
j )

[(
ψ

L (ℓ+1)
i1j − λR

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
]

+

∫

In

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
2(λL

k + λR
k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

− λR
k E

L (ℓ+1)
k

)2
]

≤
∫

In

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
2(λL

j + λR
j )

[(
ψ

L (ℓ+1)
i1j + λL

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
]

+

∫

In

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
2(λL

k + λR
k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
kE

L (ℓ+1)
k

)2
]

− 1

2

∫

In

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
λL

j − λR
j − (bLbLbL ·nLnLnL)i1j

) (
EL (ℓ+1)

σj

)2

− 1

2

∫

In

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λL

k − λR
k − (bLbLbL ·nLnLnL)k

) (
E

L (ℓ+1)
k

)2

− 1

2

∫

In

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λL

k − λR
k − (bLbLbL · nLnLnL)j,k

) (
E

L (ℓ+1)
k

)2
.

(6.21)
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Puisque l’erreur EL s’annule au temps initial t0 = 0, la somme sur tous les intervalles

en temps de la première ligne de (6.21) vaut ‖EL(ℓ+1)(T )‖2
T,P . De plus, la somme

des intégrales sur In donne une intégrale sur (0, T ). Il peut être fait de même sur

ΩR. En sommant sur les sous-domaines, il vient

‖EL(ℓ+1)(T )‖2
T,P + ‖ER(ℓ+1)(T )‖2

T,P

+ 2

∫ T

0

(
KKKL∇hE

L(ℓ+1),∇hE
L(ℓ+1)

)
D

+ 2

∫ T

0

(
KKKR∇hE

R(ℓ+1),∇hE
R(ℓ+1)

)
D

+

∫ T

0

(
∇T,P

h · bLbLbL,
(
EL(ℓ+1)

)2
)

T,P
+

∫ T

0

(
∇T,P

h · bRbRbR,
(
ER(ℓ+1)

)2
)

T,P

+

∫ T

0

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
2(λL

j + λR
j )

[(
ψ

L (ℓ+1)
i1j − λR

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
+
(
ψ

R (ℓ+1)
i1j − λL

j E
R (ℓ+1)
σj

)2
]

+

∫ T

0

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
2(λL

k + λR
k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

− λR
k E

L (ℓ+1)
k

)2
+
(
φ

R (ℓ+1)
k,ΓRob

− λL
kE

R (ℓ+1)
k

)2
]

+
1

2

∫ T

0

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
(
λL

j − λR
j − (bLbLbL ·nLnLnL)i1j

) [(
EL (ℓ+1)

σj

)2
−
(
ER (ℓ+1)

σj

)2
]

+
1

2

∫ T

0

∑

k∈Γ̊Rob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λL

k − λR
k − (bLbLbL ·nLnLnL)k

) [(
E

L (ℓ+1)
k

)2
−
(
E

R (ℓ+1)
k

)2
]

+
1

2

∫ T

0

∑

Aj⊂ΓRob

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
(
λL

k − λR
k − (bLbLbL · nLnLnL)j,k

) [(
E

L (ℓ+1)
k

)2
−
(
E

R (ℓ+1)
k

)2
]

≤
∫ T

0

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
2(λL

j + λR
j )

[(
ψ

L (ℓ+1)
i1j + λL

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
+
(
ψ

R (ℓ+1)
i1j + λR

j E
R (ℓ+1)
σj

)2
]

+

∫ T

0

∑

k∈ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
2(λL

k + λR
k )

[(
φ

L (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
kE

L (ℓ+1)
k

)2
+
(
φ

R (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λR
k E

R (ℓ+1)
k

)2
]
,

(6.22)

où l’on a utilisé la continuité de la composante normale de bbb à l’interface ΓRob

(bRbRbR · nRnRnR = −bLbLbL · nLnLnL).

Réécrivons l’inégalité (6.22) de manière à faire apparâıtre des termes semblables

dans le membre de gauche et le membre de droite. En utilisant que

(
ψ

L (ℓ+1)
i1j − λR

j E
L (ℓ+1)
σj

)2
=
(
−ψL (ℓ+1)

i1j + λR
j E

L (ℓ+1)
σj

)2
,

ainsi que sur les trois autres termes analogues du membre de gauche de (6.22), il
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vient

‖EL(ℓ+1)(T )‖2
T,P + ‖ER(ℓ+1)(T )‖2

T,P

+ 2

∫ T

0

(
KKKL∇hE

L(ℓ+1),∇hE
L(ℓ+1)

)
D

+ 2

∫ T

0

(
KKKR∇hE

R(ℓ+1),∇hE
R(ℓ+1)

)
D

+

∫ T

0

(
∇T,P

h · bLbLbL,
(
EL(ℓ+1)

)2
)

T,P
+

∫ T

0

(
∇T,P

h · bRbRbR,
(
ER(ℓ+1)

)2
)

T,P

+

∫ T

0

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
2

(
λL

j − λR
j − (bLbLbL · nLnLnL)i1j

) [(
EL (ℓ+1)

σj

)2
−
(
ER (ℓ+1)

σj

)2
]

+

∫ T

0

∑

k:∂Pk⊂ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
2

(
λL

k − λR
k − (bLbLbL · nLnLnL)k

) [(
E

L (ℓ+1)
k

)2
−
(
E

R (ℓ+1)
k

)2
]

+ Zℓ+1 ≤ Zℓ,

(6.23)

où

Zℓ =

∫ T

0

∑

Aj⊂ΓRob

|Aj |
2(λL

j + λR
j )

[(
−ψR (ℓ)

i1j + λL
j E

R (ℓ)
σj

)2
+
(
−ψL (ℓ)

i1j + λR
j E

L (ℓ)
σj

)2
]

+

∫ T

0

∑

k:∂Pk⊂ΓRob

|∂Pk ∩ ΓRob|
2(λL

k + λR
k )

[(
−φR (ℓ)

k,ΓRob
+ λL

kE
R (ℓ)
k

)2
+
(
−φL (ℓ)

k,ΓRob
+ λR

k E
L (ℓ)
k

)2
]
.

(6.24)

Il reste à sommer sur les itérations de Schwarz ℓ ∈ {1, · · · , Nℓ}. L’hypothèse (6.11)

du théorème 6.1 permet d’achever la preuve en annulant les deux expressions du

membre de gauche de (6.23) non nécessairement positifs. Dans ce cas, nous obtenons

Nℓ∑

l=1

‖EL(ℓ+1)(T )‖2
T,P +

Nl∑

l=1

‖ER(ℓ+1)(T )‖2
T,P

+ 2
Nℓ∑

l=1

∫ T

0

(
KKKL∇hE

L(ℓ+1),∇hE
L(ℓ+1)

)
D

+ 2
Nℓ∑

l=1

∫ T

0

(
KKKR∇hE

R(ℓ+1),∇hE
R(ℓ+1)

)
D

+
Nℓ∑

l=1

∫ T

0

(
∇T,P

h · bLbLbL,
(
EL(ℓ+1)

)2
)

T,P
+

Nℓ∑

l=1

∫ T

0

(
∇T,P

h · bRbRbR,
(
ER(ℓ+1)

)2
)

T,P
.

+ ZNℓ ≤ Z1

(6.25)

Les paramètres de Robin sont tels que λL
j +λR

j > 0 et λL
k +λR

k > 0 par la condition

(6.10) (en rappelant que bLbLbL ·nLnLnL = −bRbRbR ·nRnRnR). Par conséquent, d’après (6.24), Zℓ ≥ 0

pour tout ℓ. Aussi Z1 est une constante ne dépendant pas de ℓ. De plus, puisque

la matrice KKKL (resp. KKKR) et ∇T,P · bLbLbL (resp.∇T,P · bRbRbR) sont supposés positifs, les

termes des séries sont positifs.



136

Chapitre 6. L’algorithme de Schwarz optimisé de type relaxation
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Cela permet de conclure que les séries convergent et que les termes ‖EL(ℓ)(T )‖T,P ,

‖ER(ℓ)(T )‖T,P ,

∫ T

0
|∇hE

L(ℓ)|D et

∫ T

0
|∇hE

R(ℓ)|D convergent vers 0.

On peut en fait montrer que ‖EL(ℓ)(tn)‖T,P et ‖ER(ℓ)(tn)‖T,P convergent vers 0

quelque soit tn puisqu’au lieu de faire une somme sur le nombre N de pas de

temps, on peut tout aussi bien faire cette somme sur n’importe quel nombre de

pas de temps. Notons que cela ne serait plus vrai si le maillage temporel était non

conforme. Cela implique que

∫ T

0
‖EL(ℓ)‖T,P et

∫ T

0
‖ER(ℓ)‖T,P convergent vers 0.

De plus, par définition des flux, on obtient aussi la convergence vers 0 de

∫ T

0
ψ

L (ℓ)
i1j ,

∫ T

0
ψ

R (ℓ)
i1j ,

∫ T

0
φ

L (ℓ)
k et

∫ T

0
φ

R (ℓ)
k pour tout j, k ∈ ΓRob.
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7.3.2 Adaptation du taux de convergence . . . . . . . . . . . . 154

Dans une méthode de Schwarz optimisé, les paramètres des conditions de trans-

mission introduites dans le problème multidomaine sont déterminés comme étant

ceux qui optimisent, pour toutes les fréquences discrètes, le taux de convergence de

l’algorithme continu. Ainsi, étant directement liés à la vitesse de convergence, leur

choix est déterminant. Dans la suite, nous nous restreignons à des conditions de

Robin (ordre 0). Nous présentons d’abord le problème d’optimisation dans le cas

continu à la manière de [10, 54, 66] pour le problème instationnaire de convection-

diffusion à coefficients discontinus en deux dimensions. Cette approche est basée

d’une part sur le calcul de la tranformée de Fourier dans le cas de deux demi-plans

et d’autre part sur l’optimisation du taux de convergence continu. Selon le choix

des données du problème (taille du domaine et valeurs des données physiques),

la décomposition en deux demi-plans infinis peut s’avérer être une hypothèse peu

réaliste. En fait, une condition sur les données du problème peut être établie sous

laquelle l’influence des frontières est négligeable. Nous donnons cette condition dans

le cas d’un domaine borné selon la direction x.

Notons d’autre part que le paramètre de la condition d’interface, obtenu à par-

tir de l’optimisation du taux de convergence continu, est le meilleur relativement à

l’EDP continue, non au schéma. Pour des petits pas de temps et d’espace, travailler

sur le taux de convergence continu est donc cohérent. Cependant, définir le taux

de convergence discret adapté au schéma utilisé est en soi préférable, même si la
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complexité des formulations obtenues et la dépendance du taux de convergence à

un schéma donné sont deux inconvénients importants dans la pratique. A la suite

de [81, 63, 43], nous explicitons dans la deuxième section le taux de convergence

discret pour le schéma DDFV pour des maillages cartésiens, dans le cas particulier

du problème de diffusion pure. Pour un problème de convection-diffusion dominé

par la convection, une autre alternative est de tenir compte dans le calcul du taux

de convergence continu d’un nouveau coefficient de diffusion prenant en compte la

diffusion physique et la diffusion numérique augmentant avec la convection. Nous

détaillerons ce calcul dans un troisième paragraphe, dans le cas d’un maillage rec-

tangulaire.

7.1 Le taux de convergence continu

Rappelons l’équation continue sur Ω × (0, T )

Lc = ω∂tc− ∇ · (KKK∇c− bbbc) = f dans Ω × (0, T ), (7.1)

et supposons la matrice de diffusion KKK diagonale à coefficients constants de part et

d’autre de l’interface située en x = 0, écrite sous la forme

KKK =

(
νx 0

0 νy

)
.

Soit nLnLnL = (1, 0) et τLτLτL = (0, 1) les vecteurs normal et tangentiel. Notons alors

bx := bbb · nLnLnL et by := bbb · τLτLτL. L’hypothèse de continuité de la vitesse normale à

l’interface s’écrit donc

bL
x = bLbLbL · nLnLnL = bRbRbR ·nLnLnL = bR

x . (7.2)

7.1.1 EDP continue

L’équation continue (7.1) est mise sous la forme

ω
∂c

∂t
− νx

∂2c

∂x2
− νy

∂2c

∂y2
+ bx

∂c

∂x
+ by

∂c

∂y
= f, (7.3)

dans l’intérieur de chacun des deux sous-domaines sur (0, T ) de manière à écrire la

transformée de Fourier en t et le long de l’interface en y (les variables de Fourier

respectives seront notées θ et k). Appliquée à l’erreur eS (ℓ) = cS (ℓ) − cS sur ΩS

(indifféremment ΩL ou ΩR) entre la solution cS (ℓ) à l’itération de Schwarz (ℓ) et la

solution convergée multidomaine cS , l’équation (7.3) s’écrit sur ΩS

ωS ∂e
S (ℓ)

∂t
− νS

x

∂2eS (ℓ)

∂x2
− νS

y

∂2eS (ℓ)

∂y2
+ bS

x

∂eS (ℓ)

∂x
+ bS

y

∂eS (ℓ)

∂y
= 0.

En prenant la transformée de Fourier définie par

ĉ(x, k, θ) =

∫ +∞

−∞
e−ikxe−iθxc(x, y, t),

nous obtenons sur l’un ou l’autre des sous-domaines ΩS (supposés être infinis en

x → +∞ et x → −∞)

−νS
x

∂2êS (ℓ)(x, k, θ)

∂x2
+ bS

x

∂êS (ℓ)(x, k, θ)

∂x
+
(
νS

y k
2 + i(ωSθ + bS

y k)
)
êS (ℓ)(x, k, θ) = 0

(7.4)
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Le polynôme caractéristique associé permet de déterminer les racines r±
L et r±

R

définies par

r±
L =

bL
x ±

√
(bL

x )2 + 4νL
x (νL

y k
2 + i

(
ωLθ + bL

y k)
)

2νL
x

r±
R =

bR
x ±

√
(bR

x )2 + 4νR
x (νR

y k
2 + i

(
ωRθ + bR

y k)
)

2νR
x

.

(7.5)

Dans la suite, elles seront notées

r±
L :=

bL
x ±

√
dL

2νL
x

r±
R :=

bR
x ±

√
dR

2νR
x

. (7.6)

Notons que par convention, la racine carrée d’un nombre complexe est un complexe

de partie réelle positive. Comme nous cherchons les solutions sur ΩL et ΩR de (7.4)

bornées en −∞ et +∞, et que Re(r+
L ) > 0 et Re(r−

R) < 0, celles-ci sont de la forme

êL (ℓ)(x, k, θ) = AL (ℓ)(k, θ) er+

L x êR (ℓ)(x, k, θ) = AR (ℓ)(k, θ) er−

R x (7.7)

où les constantes AL et AR, dépendant des variables de Fourier k et θ, des para-

mètres physiques ω, KKK, bbb et de l’erreur g à l’interface à l’itération initiale ℓ = 0,

sont déterminées grâce aux conditions de transmission.

7.1.2 Conditions de transmission

Réécrivons les conditions d’interface de Robin au niveau continu (5.4) avec les

itérations de Schwarz :



(KLKLKL∇êL (ℓ+1) − bLbLbLêL (ℓ+1)) ·nLnLnL + λLêL (ℓ+1)

= −(KRKRKR∇êR (ℓ) − bRbRbRêR (ℓ)) ·nRnRnR + λLêR (ℓ)

(KRKRKR∇êR (ℓ) − bRbRbRêR (ℓ)) ·nRnRnR + λRêR (ℓ)

= −(KLKLKL∇êL (ℓ−1) − bLbLbLêL (ℓ−1)) ·nLnLnL + λRêL (ℓ−1)

(7.8)

Après la tranformée de Fourier, nous obtenons




νL
x

∂êL (ℓ+1)(x, k, θ)

∂x
− bL

x ê
L (ℓ+1)(x, k, θ) + λLêL (ℓ+1)(x, k, θ)

= νR
x

∂êR (ℓ)(x, k, θ)

∂x
− bR

x ê
R (ℓ)(x, k, θ) + λLêR (ℓ)(x, k, θ)

−νR
x

∂êR (ℓ)(x, k, θ)

∂x
+ bR

x ê
R (ℓ)(x, k, θ) + λRêR (ℓ)(x, k, θ)

= −νL
x

∂êL (ℓ−1)(x, k, θ)

∂x
+ bL

x ê
L (ℓ−1)(x, k, θ) + λRêL (ℓ−1)(x, k, θ).

(7.9)

En insérant les expressions de êL (ℓ) et êR (ℓ) données par (7.7) dans les conditions

de transmission (7.9), on obtient




(
νL

x r
+
L − bL

x + λL
)
AL (ℓ+1) =

(
νR

x r
−
R − bR

x + λL
)
AR (ℓ)

(
−νR

x r
−
R + bR

x + λR
)
AR (ℓ) =

(
−νL

x r
+
L + bL

x + λR
)
AL (ℓ−1).

(7.10)
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Alors, le taux de convergence ρ défini par

ρ :=
êL (ℓ+1)(k, θ)

êL (ℓ−1)(k, θ)
=
AL (ℓ+1)(k, θ)

AL (ℓ−1)(k, θ)

peut s’écrire comme

ρ =
νR

x r−
R − bR

x + λL

νL
x r+

L − bL
x + λL

· −νL
x r+

L + bL
x + λR

−νR
x r−

R + bR
x + λR

. (7.11)

Le paramètre de Robin optimal λopt est celui qui annule le taux de convergence :

λL opt = bR
x − νR

x r−
R =

bR
x +

√
dR

2
λR opt = −bL

x + νL
x r+

L =
−bL

x +
√
dL

2
.

Puisque les racines carrées
√
dL et

√
dR sont non polynomiales en k et θ, l’opérateur

associé est non local. Le paramètre de Robin optimal λopt est alors approché par le

paramètre λapp cherché sous la forme

λL app =
bR

x

2
+ pL et λR app = −bL

x

2
+ pR, (7.12)

où pR et pL sont les deux paramètres à optimiser, approchant respectivement
√

dL

2

et
√

dR

2 . Le taux de convergence (7.11) associé au paramètre approché λapp peut

alors être défini par

ρ(pL, pR, k, θ) =
pL −

√
dR

2

pL +
(bR

x − bL
x )

2
+

√
dL

2

·
pR −

√
dL

2

pR +
(bR

x − bL
x )

2
+

√
dR

2

,

qui, en utilisant (7.2) donnant la continuité de la composante normale de la convec-

tion, peut encore s’écrire

ρ(pL, pR, k, θ) =
pL −

√
dR

2

pL +

√
dL

2

·
pR −

√
dL

2

pR +

√
dR

2

. (7.13)

Le domaine Ω étant en fait borné, tout comme l’intervalle en temps, les fré-

quences k et θ supportées par le maillage et la discrétisation en temps sont telles

que

k ∈ [kmin, kmax] et θ ∈ [θmin, θmax],

où l’on prend

kmin =
π

LΓRob

, kmax =
π

h
, θmin =

π

T
, θmax =

π

dt
, (7.14)

avec LΓRob
la longueur de l’interface, et h et dt les pas d’espace et de temps sur

l’interface ΓRob.
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Le problème d’optimisation est alors de minimiser sur pL, pR > 0 le maximum

du module du taux de convergence sur l’ensemble des fréquences discrètes :

min
pL, pR>0


 max

k∈[kmin,kmax]
θ∈[θmin,θmax]

∣∣∣ρ(pL, pR, k, θ)
∣∣∣


 . (7.15)

On peut choisir d’optimiser sur un seul paramètre p = pL = pR (condition de Robin

1-sided) ou sur les deux paramètres indépendants pL et pR (condition de Robin

2-sided). La condition de Robin 1-sided a alors surtout un sens si les coefficients

de diffusion et la composante tangentielle de convection sont continus (auquel cas,

dL = dR).

Remarquons qu’en écrivant les paramètres de Robin comme dans (7.12) et dans

le cas où la vitesse de convection n’est pas nulle, nous obtenons toujours deux

paramètres de Robin distincts λL app et λR app, même avec la condition de Robin

1-sided.

D’autre part, il faut noter que dans le cas de paramètres discontinus, il est

intéressant de remplacer les paramètres pL et pR dans la formule (7.13) par pL =

νR
x p1 et pR = νL

x p2 comme le montre O. Dubois [33] pour un problème stationnaire

de diffusion à coefficients constants discontinus νL et νR. En effet, dans le cas où ω

et bbb sont nuls ainsi que νL
x = νL

y = νL et νR
x = νR

y = νR, nous avons

√
dL

2
= νLk

et

√
dR

2
= νRk. Cela justifie donc d’approcher

√
dL

2
par pR = νLp et

√
dR

2
par

pL = νRp, permettant ainsi d’optimiser le problème min-max (7.15) sur un unique

paramètre tout en tenant compte de la discontinuité de la diffusion. Dans le cas

d’un problème instationnaire de diffusion pure, on obtient

√
dL

2
= νL

√

k2 + i
ωL

νL
θ2 et

√
dR

2
= νR

√

k2 + i
ωR

νR
θ2,

rendant la conclusion moins évidente. La question est en effet de savoir s’il est

raisonnable d’approcher

√

k2 + i
ωL

νL
θ2 et

√

k2 + i
ωR

νR
θ2 par un unique paramètre p.

Dans la pratique, nous avons observés que la vitesse de convergence était en général

plus rapide que dans le cas d’une condition standard de Robin 1-sided.

Dans le cas de l’optimisation sur deux paramètres, le scaling n’apporte en théorie

aucune amélioration, mais s’avère utile dans la pratique si l’on utilise une méthode

d’optimisation numérique.

La détermination du ou des paramètres d’optimisation peut se faire soit par

une optimisation numérique, soit en utilisant les formules analytiques ou asymp-

totiques trouvées pour certains problèmes et dans certaines conditions. A notre

connaissance, aucune formule analytique ou asymptotique n’a été déterminée pour

l’équation de convection-diffusion instationnaire à coefficients discontinus en 2D.

Des formules existent en 2D pour des problèmes stationnaires de diffusion pure à

coefficients discontinus [33] ou avec convection pour des coefficients continus [10].

En 1D, des formules analytiques ont été déterminées pour ces mêmes problèmes

([39],[73] et [74]) et des formules asymptotiques sont données par [40] dans le cas
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de coefficients discontinus.

Pour résumer, les paramètres optimisés de Robin intervenant dans les conditions

de transmission (7.9) s’écrivent

λ∗ :=
(
λL∗

, λR∗)
=

(
bR

x

2
+ pL∗

,−bL
x

2
+ pR∗

)
(7.16)

où les paramètres pL∗
et pR∗

sont définis différemment selon les 3 conditions de

transmission, désignés par Robin 1-sided, Robin 1-sided avec scaling et Robin 2-

sided avec scaling




(
pL∗

, pR∗)
= (p∗, p∗) (Robin 1-sided)

(
pL∗

, pR∗)
=
(
νR

x p
∗, νL

x p
∗
)

(Robin 1-sided avec scaling)

(
pL∗

, pR∗)
=
(
νR

x p1
∗, νL

x p2
∗
)

(Robin 2-sided avec scaling)

(7.17)

Définition 7.1. La solution
(
pL∗

, pR∗)
du problème d’optimisation min-max (7.15)

(resp. λ∗ =
(
λL∗

, λR∗)
en considérant l’expression équivalente du taux de conver-

gence (7.11)) vérifie une propriété d’équioscillation si le module du taux de conver-

gence optimisé ρ
(
pL∗

, pR∗
, k, θ

)
(resp. ρ (λ∗, k, θ)) atteint son maximum en exacte-

ment m+ 1 points où m désigne le nombre de paramètres à optimiser.

Bien que O. Dubois [33] rappelle que cette propriété n’est pas toujours remplie

pour les équations de convection-diffusion, elle a par exemple été démontré à coeffi-

cients continus [10] ou à coefficients discontinus en diffusion pure [72]. De plus, elle

peut être souvent observée et est en tout cas un gage que les valeurs obtenues du

paramètre optimisé correspondent bien à un minimum global.

7.1.3 Prise en compte de la géométrie dans un cas particulier

Dans le paragraphe précédent, les solutions données par (7.7) tiennent compte

de l’hypothèse de domaines non bornés à l’infini avec une solution qui décrôıt rapi-

dement à l’infini. Cette hypothèse n’étant pas vérifiée dans les problèmes modélisés,

nous cherchons une relation entre les paramètres et la largeur du domaine Lx se-

lon x telle que cette hypothèse soit justifiable. Considérons le cas particulier d’un

domaine Ω coupé en deux sous-domaines (bandes) par l’interface x = xΓRob
. Le do-

maine de gauche ΩL est délimité par les bords x = x− (à gauche) et x = xΓRob
(à

droite), tandis que le domaine de droite est compris entre les bords x = xΓRob
(à

gauche) et x = x+ (à droite). Notons L−
x = xΓRob

− x− et L+
x = x+ − xΓRob

les

largeurs des deux sous-domaines.

Si l’on tient compte de la géométrie du domaine Ω borné à gauche et à droite,

les solutions de l’équation (7.4) appliquée à ΩL et ΩR sont de la forme

êL (ℓ)(x, k, θ) = AL (ℓ)(k, θ) er+

L
x +BL (ℓ)(k, θ) er−

L
x

êR (ℓ)(x, k, θ) = AR (ℓ)(k, θ) er−

R
x +BR (ℓ)(k, θ) er+

R
x

(7.18)
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où l’on rappelle que AL (ℓ), AR (ℓ), BL (ℓ) et BR (ℓ) sont des constantes qui dépendent

aussi des paramètres physiques ω, KKK, bbb et de l’erreur g à l’interface à l’itération

initiale ℓ = 0. Les deux constantes BL (ℓ) et BR (ℓ) seront déterminées ici par les

conditions aux limites en x = x− et x = x+. Supposons-les de type Dirichlet homo-

gène. Cela se traduit par

êL (ℓ)(x−, k, θ) = AL (ℓ)(k, θ) er+

L
x−

+BL (ℓ)(k, θ) er−

L
x−

= 0

êR (ℓ)(x+, k, θ) = AR (ℓ)(k, θ) er−

R x+

+BR (ℓ)(k, θ) er+

Rx+

= 0.
(7.19)

D’où

BL (ℓ)(k, θ) = −AL (ℓ)(k, θ) er+

L
x−−r−

L
x−

BR (ℓ)(k, θ) = −AR (ℓ)(k, θ) er−

Rx+−r+

Rx+

.
(7.20)

En utilisant (7.20), les solutions (7.18) peuvent alors s’écrire

êL (ℓ)(x, k, θ) = AL (ℓ)(k, θ)
[
er+

L
x − er+

L
x−+r−

L
(x−x−)

]

êR (ℓ)(x, k, θ) = AR (ℓ)(k, θ)
[
er−

Rx − er−

Rx++r+

R(x−x+)
]
,

(7.21)

soit

êL (ℓ)(x, k, θ) = AL (ℓ)(k, θ) er+

L x
[
1 − e(r−

L −r+

L )(x−x−)
]

êR (ℓ)(x, k, θ) = AR (ℓ)(k, θ) er−

R
x
[
1 − e(r+

R
−r−

R
)(x−x+)

]
,

(7.22)

ou encore, en utilisant l’expression (7.6) des racines,

êL (ℓ)(x, k, θ) = AL (ℓ)(k, θ)er+

L x

[
1 − e

−
√

dL

νL
x

(x−x−)
]

êR (ℓ)(x, k, θ) = AR (ℓ)(k, θ)er−

R x

[
1 − e

√
dR

νR
x

(x−x+)
]
.

(7.23)

Pour que l’analyse faite dans le paragraphe précédent garde un sens pour des pro-

blèmes posés sur des domaines bornés, il faut qu’en x = xΓRob
(interface), les termes

entre crochets dans les expressions de (7.23) soient proches de 1.

Autrement dit, on veut que
∣∣∣∣∣

√
dL

νL
x

(xΓRob
− x−)

∣∣∣∣∣ ≫ 1 et

∣∣∣∣∣

√
dR

νR
x

(xΓRob
− x+)

∣∣∣∣∣ ≪ 1

c’est-à-dire 



∣∣∣∣∣

√
dL

νL
x

L−
x

∣∣∣∣∣ ≫ 1

∣∣∣∣∣

√
dR

νR
x

L+
x

∣∣∣∣∣ ≫ 1

(7.24)

Pour un nombre complexe z = ψ + iχ = ϕeiτ , rappelons que

∣∣∣
√
ψ + iχ

∣∣∣ =

∣∣∣∣
√
ϕeiτ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
√

(ψ2 + χ2)
1
2 eiτ

∣∣∣∣ =
∣∣∣(ψ2 + χ2)

1
4 ei τ

2

∣∣∣ = (ψ2 +χ2)
1
4 . (7.25)
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En reprenant les expressions de dL et dR dans (7.5) et (7.6), nous avons donc

∣∣∣
√
dL
∣∣∣ =

[[
(bL

x )2 + 4νL
x ν

L
y k

2
]2

+
[
4νL

x

(
ωLθ + bL

y k
)]2] 1

4

. (7.26)

Or, d’après (7.14), k ≥ kmin =
π

LΓRob

. Comme ωLθ + bL
y k est de signe indéterminé

à cause de bL
y , nous écrivons simplement

∣∣∣
√
dL
∣∣∣ ≥

[
(bL

x )2 + 4νL
x ν

L
y

π2

(LΓRob
)2

] 1
2

∀θ ∈
[
π

T
,
π

dt

]
, ∀k ∈

[
π

LΓRob

,
π

h

]
. (7.27)

Ainsi

∣∣∣∣∣

√
dL

νL
x

L−
x

∣∣∣∣∣ ≥ L−
x

νL
x

[
(bL

x )2 + 4νL
x ν

L
y

π2

(LΓRob
)2

] 1

2

∀θ ∈
[
π

T
,
π

dt

]
, ∀k ∈

[
π

LΓRob

,
π

h

]
.

(7.28)

avec une expression analogue pour le sous-domaine de droite.

Dans le cas particulier de diffusion pure, nous avons

∣∣∣∣∣

√
dL

νL
x

L−
x

∣∣∣∣∣ ≥ L−
x

νL
x



(

4νL
x ν

L
y

π2

(LΓRob
)2

)4

+

(
4νL

x ω
L π

T

)2



1
4

∀θ ∈
[
π

T
,
π

dt

]
, ∀k ∈

[
π

LΓRob

,
π

h

]
.

(7.29)

et de manière similaire sur le sous-domaine de droite.

Ainsi les différents paramètres doivent être choisis de telle sorte que (7.27) et

(7.29) remplissent la condition (7.24).

7.2 Le taux de convergence discret en diffusion pure

Le problème d’optimisation défini par (7.15) étant relatif au problème continu,

les paramètres optimisés p⋆ permettent d’approcher au mieux les conditions de

transmission continues (5.4). Or c’est le schéma DDFV multidomaine, et non le

problème continu, qui est résolu. Par conséquent, les paramètres optimisés à partir

du taux de convergence continu ne sont pas totalement adaptés au problème discret.

Cet inconvénient peut être résolu en établissant un problème d’optimisation relatif

au problème discret, bien que la formulation et l’optimisation d’un tel problème soit

souvent très complexe. Afin de lever une partie de cette difficulté, nous considérons

ici l’équation de diffusion pure sur l’erreur eS (ℓ) (entre cS (ℓ) et cS) :

LeS (ℓ) = ω∂te
S (ℓ) − ∇ · (KKK∇eS (ℓ)) = 0 sur ΩS × (0, T ), (7.30)

où ΩS est indifféremment le sous-domaine ΩL ou ΩR. Soit un maillage cartésien

régulier de pas h, un pas de temps uniforme ∆tn = ∆t et KKK = νIdIdId. Supposons de

plus que l’interface entre ΩL ou ΩR est située en x = 0. Afin de n’écrire qu’une seule
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ΓRobΩL
ΩR

q

q − 1

q + 1

1/2
1 1 22 33

m m

Figure 7.1 – Discrétisation du maillage primal cartésien de pas régulier. Les centres des mailles carrées
sont notées (m, q). La numérotation est identique de part et d’autre de l’interface.

discrétisation valable sur les deux sous-domaines, nous choisissons de repérer les

mailles carrées par leurs centres (m, q) en posant m = 1/2 en x = 0, (m, q) = (1, q)

de la même manière les centres sur les deux mailles adjacentes à l’interface, et

m ∈ N
∗ croissant de part et d’autre de l’interface (figure 7.1).

L’équation discrète résolue sur le sous-domaine ΩS (supposé non borné) à l’ité-

ration (ℓ) de l’algorithme de Schwarz s’écrit sur les cellules primales intérieures pour

m ≥ 2, comme

ωS e
S,n (ℓ)
m,q − e

S,n−1 (ℓ)
m,q

∆t

− νS

h2

(
e

S,n (ℓ)
m+1,q − 2eS,n (ℓ)

m,q + e
S,n (ℓ)
m−1,q + e

S,n (ℓ)
m,q+1 − 2eS,n (ℓ)

m,q + e
S,n (ℓ)
m,q−1

)
= 0.

(7.31)

où em,q est l’inconnue de c sur la maille (m, q). En introduisant e
S,n (ℓ)
0,q liée à l’inconnu

de l’interface e
S,n (ℓ)
1

2
,q

par

e
S,n (ℓ)
1
2

,q
=

1

2
(e

S,n (ℓ)
1,q + e

S,n (ℓ)
0,q ), (7.32)

l’équation (7.31) peut aussi être écrite pour m = 1.

Les centres des cellules duales étant notées (m∗, q∗) avec m∗ = 0 pour les points

de l’interface (mailles duale de bord) et m∗ ∈ N croissant de part et d’autre de

l’interface d’une manière similaire à m. Pour les cellules duales intérieures (m∗ > 0),

l’algorithme discret résout

ωS e
S,n (ℓ)
m∗,q∗ − e

S,n−1 (ℓ)
m∗,q∗

∆t

− νS

h2
(e

S,n (ℓ)
m∗+1,q∗ − 2e

S,n (ℓ)
m∗,q∗ + e

S,n (ℓ)
m∗−1,q∗ + e

S,n (ℓ)
m∗,q∗+1 − 2e

S,n (ℓ)
m∗,q∗ + e

S,n (ℓ)
m∗,q∗−1),

(7.33)

et sur les cellules duales de bord (m∗ = 0), le schéma est donné par

ωS
e

S,n (ℓ)
0∗,q∗ − e

S,n−1 (ℓ)
0∗,q∗

∆t

− νS

h2

[
2
(
e

S,n (ℓ)
1∗,q∗ − e

S,n (ℓ)
0∗,q∗

)
+
(
e

S,n (ℓ)
0∗,q∗+1 − 2e

S,n (ℓ)
0∗,q∗ + e

S,n (ℓ)
0∗,q∗−1

)]
− 2

h
φ

S,n (ℓ)
0∗,q∗ = 0,

(7.34)
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où φ
S,n (ℓ)
0∗,q∗ = F

S,n (ℓ)
0∗,q∗ −FS,n

0∗,q∗ est l’erreur entre le flux F
S,n (ℓ)
0∗,q∗ sur l’interface de Robin

à l’itération (ℓ) et le flux multidomaine convergé FS,n
0∗,q∗ .

Rappelons les conditions de transmission de Robin (5.4) en diffusion pure sur

ΓRob × (0, T ) sur les arêtes primales de l’interface :





(KLKLKL∇eL (ℓ+1)) ·nLnLnL + λLeL (ℓ+1) = −(KRKRKR∇eR (ℓ)) ·nRnRnR + λLeR (ℓ)

(KRKRKR∇eR (ℓ)) ·nRnRnR + λReR (ℓ) = −(KLKLKL∇eL (ℓ−1)) · nLnLnL + λReL (ℓ−1)

En utilisant que nLnLnL = −nRnRnR = (1, 0), les conditions (7.2) se réécrivent comme





νL∂e
L (ℓ+1)

∂x
+ λLeL (ℓ+1) = νR∂e

R (ℓ)

∂x
+ λLeR (ℓ)

−νR∂e
R (ℓ)

∂x
+ λReR (ℓ) = −νL∂e

L (ℓ−1)

∂x
+ λReL (ℓ−1).

(7.35)

La discrétisation de la première condition de (7.35) est alors donnée par

νL
e

L (ℓ+1)
1,q − e

L (ℓ+1)
1
2

,q

h
+ λLe

L (ℓ+1)
1

2
,q

= νR
e

R (ℓ)
1
2

,q
− e

R (ℓ)
1,q

h
+ λLe

R (ℓ)
1

2
,q
. (7.36)

En remplaçant e 1
2

,q par son expression (7.32) en fonction de e0,q et e1,q, la discréti-

sation des deux conditions (7.35) donne

νL

h

(
e

L,n (ℓ)
0,q − e

L,n (ℓ)
1,q

)
+ λL

(
e

L,n (ℓ)
0,q + e

L,n (ℓ)
1,q

)

2

= −νR

h

(
e

R,n (ℓ−1)
0,q − e

R,n (ℓ−1)
1,q

)
+ λL

(
e

R,n (ℓ−1)
0,q + e

R,n (ℓ−1)
1,q

)

2
.

(7.37)

et

νR

h

(
e

R,n (ℓ)
0,q − e

R,n (ℓ)
1,q

)
+ λR

(
e

R,n (ℓ)
0,q + e

R,n (ℓ)
1,q

)

2

= −νL

h

(
e

L,n (ℓ−1)
0,q − e

L,n (ℓ−1)
1,q

)
+ λR

(
e

L,n (ℓ−1)
0,q + e

L,n (ℓ−1)
1,q

)

2
,

(7.38)

Sur les cellules duales liées à l’interface, les conditions de transmission de Robin

s’expriment par

φ
L,n (ℓ)
0∗,q∗ + λL e

L,n (ℓ)
0∗,q∗ = −φR,n (ℓ−1)

0∗,q∗ + λL e
R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ , (7.39)

et

φ
R,n (ℓ)
0∗,q∗ + λR e

R,n (ℓ)
0∗,q∗ = −φL,n (ℓ−1)

0∗,q∗ + λR e
L,n (ℓ−1)
0∗,q∗ . (7.40)

Notons ê
S,θ (ℓ)
m,k la transformée de Fourier discrète en temps et en espace le long de

l’interface (variables de Fourier θ et k) de e
S,n (ℓ)
m,q , d’où

eS,n (ℓ)
m,q =

∑

k,θ

ê
S,θ (ℓ)
m,k eikqheiθn∆t et e

S,n (ℓ)
m∗,q∗ =

∑

k,θ

ê
S,θ (ℓ)
m∗,k eikqheiθn∆t. (7.41)
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En prenant la transformée de Fourier discrète de (7.31) et en utilisant (7.41), on

peut écrire la relation de récurrence


ωS

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
− νS

h2
(2 cos kh− 2)


 êS,θ (ℓ)

m,k − νS

h2

(
ê

S,θ (ℓ)
m+1,k − 2ê

S,θ (ℓ)
m,k + ê

S,θ (ℓ)
m−1,k

)
= 0.

(7.42)

Cette relation (7.42) est vérifiée aussi sur les cellules duales intérieures, en rempla-

çant ê
S,θ (ℓ)
m,k par ê

S,θ (ℓ)
m∗,k .

Le polynôme caractéristique associé aux deux équations (7.31) et (7.33) peut

s’écrire à partir de la relation de récurrence (7.42) :

X2 − 2X + 1 +

[
αk − ωSh2

νS∆t

(
1 − e−iθ∆t

)]
X = 0, (7.43)

avec αk = 2 cos kh− 2. Puisque les solutions ê
S,θ (ℓ)
m,k et ê

S,θ (ℓ)
m⋆,k sont bornées à l’infini,

elles peuvent être écrites

ê
S,θ (ℓ)
m,k = C

S (ℓ)
k,θ

(
rS
)m

et ê
S,θ (ℓ)
m⋆,k = C

⋆ S (ℓ)
k,θ

(
rS
)m∗

, (7.44)

où rS est l’une des deux racines du polynôme caractéristique (7.43) définies par

rS±
:= 1 − αk

2
+

ωSh2

2νS∆t

(
1 − e−iθ∆t

)
± 1

2

√√√√
(

2 − αk +
ωSh2

νS∆t

(
1 − e−iθ∆t

)
)2

− 4,

(7.45)

ou encore

rS±
= 2−cos kh+

ωSh2

2νS∆t

(
1 − e−iθ∆t

)
±

√√√√
(

2 − cos kh+
ωSh2

2νS∆t

(
1 − e−iθ∆t

)
)2

− 1.

(7.46)

La racine intervenant dans (7.44) est celle de module inférieur ou égal à 1.

Puisque les racines sont telles que rS+
rS−

= 1, seule l’une des deux racines vérifie

cette propriété. Soit z tel que

z2 =

[
2 − αk +

ωSh2

νS∆t

(
1 − e−iθ∆t

)]2

− 4 et Re(z) ≥ 0.

Alors

Re(rS+
) = 1 − αk

2
+
ωSh2

νS∆t
(1 − cos (θ∆t)) +

Re(z)

2
. (7.47)

Comme 1 − αk

2
= 2 − cos kh ≥ 1, alors Re(rS+

) ≥ 1.

D’autre part
∣∣∣rS+

∣∣∣ ≥ Re(rS+
) implique

∣∣∣rS+
∣∣∣ ≥ 1, ∀k, θ. Par conséquent, la

racine apparaissant dans (7.44) est rS = rS−
. Finalement, nous avons

ê
S,θ (ℓ)
m,k = C

S (ℓ)
k,θ

(
rS−)m

et ê
S,θ (ℓ)
m⋆,k = C

⋆ S (ℓ)
k,θ

(
rS−)m∗

, (7.48)
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avec rS−
donné par (7.46).

Les constantes C
S (ℓ)
k,θ et C

⋆ S (ℓ)
k,θ sont déterminées à partir des conditions de trans-

mission. En prenant (7.37) et (7.38) sur les arêtes primales de bord Robin, avec

l’expression (7.44) de ê
S,θ (ℓ)
m,k , nous obtenons


ν

L(1 − rL−
)

h
+ λL

(
1 + rL−)

2


CL (ℓ)

k,θ =


−νR(1 − rR−

)

h
+ λL

(
1 + rR−)

2


CR (ℓ−1)

k,θ

(7.49)

et

ν

R(1 − rR−
)

h
+ λR

(
1 + rR−)

2


CR (ℓ)

k,θ =


−νL(1 − rL−

)

h
+ λR

(
1 + rL−)

2


CL (ℓ−1)

k,θ .

(7.50)

Sur les frontières duales de l’interface, nous utilisons (7.39) pour écrire

φ
L,n (ℓ)
0∗,q∗ = −λL e

L,n (ℓ)
0∗,q∗ − φ

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ + λL e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ ,

qui est ensuite inséré dans l’expression (7.34) du schéma sur les cellules duales de

bord Robin du sous-domaine ΩL. Il vient alors

ωL
e

L,n (ℓ)
0∗,q∗ − e

L,n−1 (ℓ)
0∗,q∗

∆t

− νL

h2

[
2
(
e

L,n (ℓ)
1∗,q∗ − e

L,n (ℓ)
0∗,q∗

)
+
(
e

L,n (ℓ)
0∗,q∗+1 − 2e

L,n (ℓ)
0∗,q∗ + e

L,n (ℓ)
0∗,q∗−1

)]

+
2

h
λL e

L,n (ℓ)
0∗,q∗ +

2

h
φ

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ − 2

h
λLe

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ = 0.

(7.51)

En réécrivant l’expression (7.34) du schéma sur les cellules duales de bord Robin

sur ΩR, à l’itération ℓ− 1

ωR
e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ − e

R,n−1 (ℓ−1)
0∗,q∗

∆t

− νR

h2

[
2
(
e

R,n (ℓ−1)
1∗,q∗ − e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗

)
+
(
e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗+1 − 2e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ + e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗−1

)]

− 2

h
φ

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ = 0,

(7.52)

nous voyons que le terme φ
R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ apparâıt dans les deux expression, ce qui permet

d’écrire la relation suivante

ωL
e

L,n (ℓ)
0∗,q∗ − e

L,n−1 (ℓ)
0∗,q∗

∆t
+

2

h
λL e

L,n (ℓ)
0∗,q∗

− νL

h2

[
2
(
e

L,n (ℓ)
1∗,q∗ − e

L,n (ℓ)
0∗,q∗

)
+
(
e

L,n (ℓ)
0∗,q∗+1 − 2e

L,n (ℓ)
0∗,q∗ + e

L,n (ℓ)
0∗,q∗−1

)]

= − ωR
e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ − e

R,n−1 (ℓ−1)
0∗,q∗

∆t
+

2

h
λLe

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗

+
νR

h2

[
2
(
e

R,n (ℓ−1)
1∗,q∗ − e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗

)
+
(
e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗+1 − 2e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗ + e

R,n (ℓ−1)
0∗,q∗−1

)]
.

(7.53)
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En utilisant l’expression (7.44) et en prenant la transformée de Fourier, nous avons

finalement


ωL

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
− νL

h2

(
2 rL− − 2 + αk

)
+

2

h
λL


C⋆ L (ℓ)

k,θ

=


−ωR

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
+
νR

h2

(
2 rR− − 2 + αk

)
+

2

h
λL


C⋆ R (ℓ−1)

k,θ .

(7.54)

Nous avons de même, à partir de (7.40),


ωR

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
− νR

h2

(
2 rR− − 2 + αk

)
+

2

h
λR


C⋆ R (ℓ)

k,θ

=


−ωL

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
+
νL

h2

(
2 rL− − 2 + αk

)
+

2

h
λR


C⋆ L (ℓ−1)

k,θ .

(7.55)

Nous pouvons ainsi définir trois taux de convergence, un primal ρP à partir de

(7.49) et (7.50), l’autre dual ρD avec (7.54) et (7.55) et le troisième global ρG défini

à partir des deux autres :

ρP =


−νR(1 − rR−

)

h
+ λL

(
1 + rR−)

2





ν

L(1 − rL−
)

h
+ λL

(
1 + rL−)

2




·


−νL(1 − rL−

)

h
+ λR

(
1 + rL−)

2





ν

R(1 − rR−
)

h
+ λR

(
1 + rR−)

2



,

(7.56)

ρD =


−ωR

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
+
νR

h2

(
2 rR− − 2 + αk

)
+

2

h
λL





ωL

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
− νL

h2

(
2 rL− − 2 + αk

)
+

2

h
λL




·


−ωL

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
+
νL

h2

(
2 rL− − 2 + αk

)
+

2

h
λR





ωR

(
1 − e−iθ∆t

)

∆t
− νR

h2

(
2 rR− − 2 + αk

)
+

2

h
λR



,

(7.57)

et enfin le taux de convergence global défini par

ρG = max (|ρP |, |ρD|). (7.58)

Le problème d’optimisation du taux de convergence discret est alors défini par

min
λL, λR>0


 max

k∈[kmin,kmax]
θ∈[θmin,θmax]

ρG(λL, λR, k, θ, h,∆t)


 (7.59)
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où les bornes de k et θ sont définies par (7.14). Nous noterons λ∗
G = (λL

G
∗
, λR

G
∗
) le

couple des paramètres optimisés. De même, λ∗
P = (λL

P
∗
, λR

P
∗
) et λ∗

D = (λL
D

∗
, λR

D
∗
)

désigneront les paramètres optimisés de ρP et ρD. Notons que c’est l’hypothèse sur

le maillage rectangulaire qui permet de définir un taux de convergence primal et un

taux de convergence dual indépendants l’un de l’autre. Dans ce cas particulier, le

schéma primal et le schéma dual sont en effet entièrement découplés. Les résultats

ne sont donc plus vrais pour des maillages quelconques.

D’une manière analogue à (7.17) dans le cas continu, on peut définir les condi-

tions de Robin 1-sided avec scaling et Robin 2-sided avec scaling en exprimant λL
G

∗

et λR
G

∗
comme





(
λL

G
∗
, λL

R
∗)

=
(
νR p∗

G, ν
L p∗

G

)
(Robin 1-sided avec scaling)

(
λL

G
∗
, λL

R
∗)

=
(
νR pG

∗
1, ν

L pG
∗
2

)
(Robin 2-sided avec scaling).

(7.60)

Ci-dessous, nous proposons un cas-test de comparaison entre les différents taux

de convergence continu ρ (7.11) et discrets ρP (7.56), ρD (7.57) et ρG (7.58) pour

des coefficients continus et discontinus. Nous considérons les deux cas suivants de

diffusion pure sur un maillage rectangulaire de pas régulier h = 1/320. Soient (0, 1)

l’intervalle en temps décomposé en 50 pas de temps, LΓRob
= 1 la longueur de l’in-

terface, ω = 1, νL = 10−2 (cas 1) ou νL = 10−3 (cas 2) et νR = 10−2. Le problème

min-max continu (7.15) ou discret (7.59) est résolu numériquement par la fonction

fminsearch de Matlab en considérant une condition de Robin 1-sided.

Sur les figures 7.2(a) et 7.2(c), nous observons pour les trois taux de convergence

ρP , ρD et ρG pris à leurs valeurs optimisées respectives une équioscillation aux

points (θmin, kmin) et (θmax, kmax). Au point θ̃(k) de la droite reliant (θmin, kmin)

et (θmax, kmax) défini par

θ̃(k) =
(θmax − θmin)k + θminkmax − θmaxkmin

kmax − kmin
, (7.61)

le taux de convergence discret global ρG(λ∗
G) se comporte comme le taux de conver-

gence discret dual ρD(λ∗
D). Sur les figures de droite 7.2(b) et 7.2(d), nous comparons

le taux de convergence discret pour les différents paramètres optimisés λ∗ (trait plein
magenta), λ∗

P (trait pointillé fin noir), λ∗
D (trait en pointillé rouge) et λ∗

G (trait poin-

tillé avec des points en bleu). Le maximum du module du taux de convergence en

λ∗ est un peu plus élevé qu’en λ∗
G, mais très proche cependant. Cela montre que

pour ces deux cas, le paramètre optimisé à partir du taux de convergence continu

est très proche de celui optimisé à partir du taux de convergence discret. Les autres

courbes des figures de droite confirment les figures de gauche, en montrant expli-

citement que λG∗ ≃ λD∗ 6= λP ∗ (car la courbe ρG(λ∗
D, θ̃(k), k) est confondue avec

ρG(λ∗
G, θ̃(k), k)).
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(a) νL = νR = 10−2
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(b) νL = νR = 10−2
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(c) νL = 10−3 et νR = 10−2
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(d) νL = 10−3 et νR = 10−2

Figure 7.2 – (a) et (b) : νL = νR = 10−2 ; (c) et (d) : νL = 10−3 et νR = 10−2. Maillage rectangulaire
avec h = 1/320, ∆t = 1/50, et ω = 1. A gauche, les trois taux de convergence ρP (courbe en pointillé
rouge), ρD (courbe en trait plein noir) et ρG (ronds cyan) à leurs valeurs optimisées respectives λ∗

P , λ∗

D et

λ∗

G représentés à θ = θ̃ en fonction de k. A droite, le taux de convergence discret ρG pour les paramètres
optimisés λ∗ (trait plein magenta), λ∗

P (trait pointillé fin noir), λ∗

D (trait en pointillé rouge) et λ∗

G (trait
pointillé avec des points en bleu)

7.3 Le taux de convergence adapté à un problème do-

miné par la convection

Nous reprenons ici l’idée considérée en 1D dans la partie I, chapitre 3, para-

graphes 3.2.1 et 3.2.2 pour les schémas décentré 0 et décentré 1. Rappelons que

cette idée vient du fait qu’il est établi qu’un schéma décentré apporte de la dif-

fusion numérique causée par le décentrage du terme de convection. Ainsi, lorsque

la convection est dominante par rapport à la diffusion, il est intéressant d’écrire

le schéma décentré initial sous la forme équivalente d’un schéma centré avec une

diffusion modifiée. Un schéma centré étant d’ordre supérieur à un schéma décentré,

le schéma approche en fait mieux l’équation de convection diffusion avec la valeur

modifiée de la diffusion qu’il n’approche l’équation avec la valeur initiale de la dif-

fusion. Pour l’optimisation du taux de convergence continu, il est alors préférable

de considérer l’équation continue avec la nouvelle diffusion modifiée.
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7.3.1 Ecriture du schéma décentré comme un schéma centré

Plaçons nous dans le cas particulier d’un maillage rectangulaire 2D, de pas ré-

gulier h dans les deux directions. On repère chaque maille primale par ses indices

(m, q) et chaque maille duale par (m⋆, q⋆). On suppose, pour simplifier l’écriture,

que KKK =

(
νx 0

0 νy

)
et bbb sont constants, et que de plus bx et by sont positifs.

La discrétisation étant la même selon les deux directions, nous donnons celle

selon la direction x. Sur le maillage primal, le flux sortant F
(m,q)

m+ 1
2

,q
vu de la maille

(m, q) s’écrit avec le schéma décentré comme

F
(m,q)

m+ 1

2
,q

= 2νx

cm+ 1
2

,q − cm,q

h
− bx cm,q, (7.62)

et de même, le flux sortant F
(m+1,q)

m+ 1
2

,q
vu de la maille (m+ 1, q) s’écrit

F
(m+1,q)

m+ 1
2

,q
= −2νx

cm+1,q − cm+ 1

2
,q

h
+ bx cm+ 1

2
,q, (7.63)

où cm+ 1
2

,q est l’inconnue située sur l’arête primale, intersection des mailles (m, q) et

(m+1, q). Elle est déterminée en écrivant l’égalité des flux sur chaque arête primale.

Détermination de cm+ 1
2

,q

Par continuité du flux en (m+ 1
2 , q), la somme des flux sortants est nulle, d’où

2νx

cm+ 1
2

,q − cm,q

h
− bx cm,q = 2νx

cm+1,q − cm+ 1
2

,q

h
− bx cm+ 1

2
,q. (7.64)

Cette égalité permet de déterminer l’inconnue sur l’arête primale

cm+ 1
2

,q =

(
2νx

h
+ bx

)
cm,q +

2νx

h
cm+1,q

4νx

h
+ bx

. (7.65)

Réécriture du flux décentré selon la direction x

Ainsi il est possible de réécrire le flux (7.62) en fonction des inconnues aux centre

des mailles primales, en utilisant (7.65). D’autre part, le terme de convection est

décomposé en un terme centré plus un reste. D’où

F
(m,q)

m+ 1
2

,q
=

2νx

h




2νx

h
(cm+1,q − cm,q)

4νx

h
+ bx




− bx

(
cm,q + cm+1,q

2

)
+ bx

(
cm+1,q − cm,q

2

)
.

(7.66)
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Le reste peut se factoriser avec le flux diffusif pour faire apparâıtre un coefficient

de diffusion modifiée. Ainsi, nous obtenons

F
(m,q)

m+ 1
2

,q
=νx




4νx

h
4νx

h
+ bx

+
bxh

2νx




(cm+1,q − cm,q)

h
− bx

(
cm,q + cm+1,q

2

)

=νx




1

1 +
bxh

4νx

+
bxh

2νx




(cm+1,q − cm,q)

h
− bx

(
cm,q + cm+1,q

2

)
.

(7.67)

La nouvelle diffusion sur le primal νP
′
x (expression devant le terme de gradient

normal dans (7.67)) peut être transformée sous la forme νx(1 + X) où X est à

déterminer. En posant τx =
bxh

2νx
, nous avons

νP
′
x = νx




1

1 +
τx

2

+ τx


 = νx


1 +




−τx

2

1 +
τx

2

+ τx







= νx


1 +



τx +

τ2
x

2
− τx

2

1 +
τx

2







= νx

(
1 + τx

[
1 + τx

2 + τx

])
.

D’où, en définitive,

νP
′
x = νx


1 +

bxh

4νx

(
1 +

bxh

2νx

)

(
1 +

bxh

4νx

)


 . (7.68)

Bilan sur le maillage primal

Les flux sortants F
(m,q)

m+ 1
2

,q
et F

(m,q)

m,q+ 1
2

dans les deux directions x et y, vus de la

maille (m, q), s’écrivent avec le schéma décentré

F
(m,q)

m+ 1
2

,q
= νP

′
x

(cm+1,q − cm,q)

h
− bx

(
cm,q + cm+1,q

2

)
,

F
(m,q)

m,q+ 1
2

= νP
′
y

(cm,q+1 − cm,q)

h
− by

(
cm,q + cm,q+1

2

)
,

(7.69)

avec

νP
′
x = νx


1 +

bxh

4νx

(
1 +

bxh

2νx

)

(
1 +

bxh

4νx

)


 et νP

′
y = νy




1 +
byh

4νy

(
1 +

byh

2νy

)

(
1 +

byh

4νy

)



.

(7.70)
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Sur le maillage dual

Le schéma décentré sur le maillage dual étant le schéma décentré classique, le

flux sortant au travers de l’arête verticale, vu de la maille duale (m⋆, n⋆) est donné

par

F
(m⋆,q⋆)

m⋆+ 1
2

,q⋆ = νx
cm⋆+1,q⋆ − c⋆m,q⋆

h
− bx cm⋆,q⋆

= νx
cm⋆+1,q⋆ − c⋆m,q⋆

h
− bx

(
cm⋆+1,q⋆ + cm⋆,q⋆

2

)

+ bx

(
cm⋆+1,q⋆ − cm⋆,q⋆

2

)

= νx

[
1 +

bxh

2νx

]
cm⋆+1,q⋆ − c⋆m,q⋆

h
− bx

(
cm⋆+1,q⋆ + cm⋆,q⋆

2

)
.

(7.71)

Nous avons donc

F
(m⋆,q⋆)

m⋆+ 1
2

,q⋆ = νD
′
x

cm⋆+1,q⋆ − c⋆m,q⋆

h
− bx

(
cm⋆+1,q⋆ + cm⋆,q⋆

2

)
,

F
(m⋆,q⋆)

m⋆,q⋆+ 1
2

= νD
′
y

cm⋆,q⋆+1 − cm⋆,q⋆

h
− by

(
cm⋆,q⋆+1 + cm⋆,q⋆

2

)
,

(7.72)

avec

νD
′
x = νx

(
1 +

bxh

2νx

)
et νD

′
y = νy

(
1 +

byh

2νy

)
. (7.73)

La figure 7.3 permet de visualiser et de comparer les deux diffusions modifiées νP
′

et νD
′ par rapport au coefficient de diffusion ν en fonction de τ =

bh

2ν
où b (resp. ν)

représente soit bx (resp. νx) soit by (resp. νy).

7.3.2 Adaptation du taux de convergence

Le coefficient de diffusion modifiée étant différent sur le maillage primal (ν ′
P ) et

sur le maillage dual (ν ′
D) du fait de la discrétisation différente du flux convectif sur

les deux maillages, cela donne lieu aussi à des paramètres optimisés différents sur
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chacun des maillages. En effet, en écrivant l’équation continue (7.3) et les conditions

de transmission (7.8) en remplacant ν par ν ′
P (resp. ν ′

D), on aboutit au taux de

convergence (7.11) défini avec ν ′
P (resp. ν ′

D). Notés ρ′
P et ρ′

D, ils sont donnés par

ρ′
P =

νR′

Px
r−

R − bR
x + λL

ν′

P

νL′

Px
r+

L − bL
x + λL

ν′

P

·
−νL′

Px
r+

L + bL
x + λR

ν′

P

−νR′

Px
r−

R + bR
x + λR

ν′

P

. (7.74)

et

ρ′
D =

νR′

Dx
r−

R − bR
x + λL

ν′

D

νL′

Dx
r+

L − bL
x + λL

ν′

D

·
−νL′

Dx
r+

L + bL
x + λR

ν′

D

−νR′

Dx
r−

R + bR
x + λR

ν′

D

, (7.75)

où λL
ν′

P
, λR

ν′

P
, λL

ν′

D
et λR

ν′

D
désignent les paramètres de Robin. Notons de plus, qu’en

notant

λν′

P
:=
(
λL

ν′

P
, λR

ν′

P

)
=

(
bR

x

2
+ pL

ν′

P
,−bL

x

2
+ pR

ν′

P

)
(7.76)

et

λν′

D
:=
(
λL

ν′

D
, λR

ν′

D

)
=

(
bR

x

2
+ pL

ν′

D
,−bL

x

2
+ pR

ν′

D

)
, (7.77)

deux problèmes d’optimisation analogues à (7.15) peuvent être définis : l’un sur pL
ν′

P

et pR
ν′

P
, l’autre sur pL

ν′

D
et pR

ν′

D
comme

min
pL

ν′

P

, pR
ν′

P

>0


 max

k∈[kmin,kmax]
θ∈[θmin,θmax]

∣∣∣ρ′
P (pL

ν′

P
, pR

ν′

P
, k, θ)

∣∣∣


 (7.78)

et

min
pL

ν′

D

, pR
ν′

D

>0


 max

k∈[kmin,kmax]
θ∈[θmin,θmax]

∣∣∣ρ′
D(pL

ν′

D
, pR

ν′

D
, k, θ)

∣∣∣


 . (7.79)

La résolution de ces problèmes d’optimisation définissent les couples de paramètres

optimisés
(
pL∗

ν′

P
, pR∗

ν′

P

)
pour le maillage primal et

(
pL∗

ν′

D
, pR∗

ν′

D

)
pour le maillage dual,

reliés à λL∗

ν′

P
, λR∗

ν′

P
, λL∗

ν′

D
et λR∗

ν′

D
par (7.76) et (7.77). Selon la condition de transmission

utilisée, les paramètres pL∗

ν′

P
et pR∗

ν′

P
sont écrits comme





(
pL∗

ν′

P
, pR∗

ν′

P

)
=
(
p∗

ν′

P
, p∗

ν′

P

)
(Robin 1-sided)

(
pL∗

ν′

P
, pR∗

ν′

P

)
=
(
νR′

Px
p∗

ν′

P
, νL′

Px
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ν′

P

)
(Robin 1-sided avec scaling)

(
pL∗

ν′

P
, pR∗

ν′

P

)
=
(
νR′

Px
p1

∗
ν′

P
, νL′

Px
p2

∗
ν′

P

)
(Robin 2-sided avec scaling).

(7.80)

Le couple des paramètres optimisés
(
pL∗

ν′

D
, pR∗

ν′

D

)
est exprimé d’une manière similaire

à (7.80), en remplaçant les indices P par les indices D :




(
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D
, pR∗

ν′

D

)
=
(
p∗
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D
, p∗

ν′

D

)
(Robin 1-sided)

(
pL∗

ν′

D
, pR∗

ν′

D

)
=
(
νR′

Dx
p∗

ν′

D
, νL′

Dx
p∗

ν′

D

)
(Robin 1-sided avec scaling)

(
pL∗

ν′

D
, pR∗

ν′

D

)
=
(
νR′

Dx
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∗
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D
, νL′

Dx
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∗
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D

)
(Robin 2-sided avec scaling).

(7.81)





Chapitre 8

Résultats numériques

Sommaire

8.1 Ordre du schéma monodomaine . . . . . . . . . . . . . . . 158

8.2 Problème de diffusion pure à coefficients discontinus . . 160

8.2.1 Maillage rectangulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

8.2.2 Maillage triangulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

8.3 Problème de convection-diffusion à coefficients constants165
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Sur le nouveau schéma monodomaine défini dans le chapitre 4 de cette partie

pour les équations de convection-diffusion, nous n’avons pas d’analyse théorique de

convergence. Cependant, le nouveau schéma est une extension du schéma DDFV

proposé par [29] pour des problèmes de diffusion pure sur lequel des résultats de

convergence ont été démontrés théoriquement. D’autre part, le nouveau schéma

proposé est de type décentré hybride, tout comme le schéma utilisé par [50] sur des

maillages orthogonaux, pour lequel un résultat de convergence est donné d’après

[25]. Dans ce chapitre, nous établissons numériquement la convergence du schéma

monodomaine défini dans le chapitre 4 et nous déterminons son ordre de conver-

gence pour un cas-test où l’on connâıt une solution analytique. Ensuite, des cas-tests

plus difficiles seront résolus pour montrer que les solutions numériques obtenues

sont bien réalistes. A travers ces cas-tests de difficulté croissante, nous mettrons

en évidence la convergence de la solution multidomaine vers la solution monodo-

maine, convergence dont la preuve théorique a été donnée dans le chapitre 6. Nous

donnons aussi des résultats propres à l’optimisation des paramètres en illustrant

les différentes approches introduites dans le chapitre 7, en particulier l’utilisation

du taux de convergence discret dans un cas de diffusion pure et celle du taux de

convergence prenant en compte une diffusion modifiée dans un cas de convection

dominante pour des maillages rectangulaires.

Ainsi, après l’étude numérique de l’ordre du schéma, nous considérons successive-

ment un cas en diffusion pure à coefficients discontinus, un cas d’advection-diffusion
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à coefficients constants, un problème avec une vitesse de convection variable sur un

maillage triangulaire et enfin le cas Pamina présentant une géométrie plus complexe,

un maillage non conforme en espace, des coefficients de porosité et diffusion discon-

tinus avec un champ de vitesse variable provenant de la résolution d’un problème

de Darcy.

8.1 Ordre du schéma monodomaine

P. Omnes et K. Domelevo [29] ont démontré la convergence du schéma DDFV

pour des problèmes stationnaires en diffusion pure à coefficients continus. Ils ont

obtenu l’ordre 1 dans la normeH1
0 et dans la norme L2 pour des maillages généraux,

ainsi qu’un résultat de superconvergence (ordre 2 −α en norme L2 et ordre 1.5 −α

en norme H1
0 , α > 0) lorsque les cellules diamants sont presque toutes des paral-

lélogrammes, où “presque” signifie que la surface cumulée des cellules diamants qui

ne sont pas des parallélogrammes est bornée par O(h). C’est le cas des maillages

rectangulaires conformes, des maillages rectangulaires non conformes à condition

que les cellules diamants autour de la non conformité soit dans une bande de taille

en O(h) et des maillages triangulaire dits homothétiques (après raffinement des tri-

angles en 4 triangles semblables dont les nouveaux sommets sont les points milieux

de chaque arête des triangles initiaux) où les points de contrôle des cellules primales

sont les barycentres, à la condition que le second membre f soit dans H1(Ω) et que

la solution exacte soit dans H3(Ω). P. Omnes a montré aussi l’ordre 2 en norme

L2 pour les maillages de type Delaunay-Voronoi [86] si f est dans H1(Ω) et Ω est

polygonal convexe. En revanche, en dehors de ces conditions sur la régularité de f et

sur des classes particulières de maillages, des contre-exemples pour lesquels l’ordre

2 en norme L2 n’est pas vérifié, peuvent être construits [85], déjà en dimension un

d’espace. Numériquement (par exemple [84, 14, 68]), l’ordre 2 sur la solution est

observé dans le cas d’un problème stationnaire avec une diffusion continue éven-

tuellement anisotrope sur des maillages triangulaires où les arêtes du maillage dual

relient les barycentres des cellules primales en passant par les points milieux σj des

arêtes primales (caractérisation d’un maillage dual dit barycentrique qui est celui

qui a été utilisé pour les tests numériques).

Sur un cas simple, nous déterminons l’ordre de convergence du schéma monodo-

maine défini dans le chapitre 4 pour l’équation (3.54) avec et sans convection, pour

un maillage rectangulaire et un maillage triangulaire. Avec une vitesse de convection

b = 0, ce schéma est le même, hormis la dérivée en temps, que le schéma DDFV dé-

fini pour le laplacien dans [29] et le schéma m-DDFV donné dans [14]. D’autre part,

avec b non nul, ce schéma est identique sur les mailles primales au schéma hybride

utilisé dans [50] qui donne un résultat de convergence d’ordre 1 emprunté à [25].

Ainsi, n’ayant pas de résultats théoriques de convergence, nous espérons trouver des

résultats cohérents avec ceux connus ou observés pour ces deux schémas.

Le domaine Ω = ΩL ∪ ΩR est le carré unité [0, 1]2, avec ΩL = [0, 0.5] × [0, 1]

et ΩR = [0.5, 1] × [0, 1]. Pour un problème de diffusion pure, les conditions limites

sont partout de type Dirichlet. Avec convection, les conditions limites sont de type

Dirichlet sur les bords x = 0 et y = 0, et de type Neumann sur les bords x = 1 et

y = 1, là où bbb · nnn ≥ 0. L’intervalle en temps est (0, T ) = (0, 1). La porosité vaut

ω = 1 et les coefficients de diffusion donnés par νL = 0.01 et νR = 0.01 ou 10−4
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Figure 8.1 – Représentation de l’erreur en norme L∞(0, T, L2(Ω)) en fonction du pas d’espace ∆x. Le
pas de temps est fixé très petit à ∆t = 10−4. A gauche : Maillage rectangulaire. En diffusion pure (courbe
rouge avec étoiles) : ω = 1, νL = 0.01 et νR = 0.0001 et bbb = (0, 0) ; avec convection (courbe magenta avec
ronds) : ω = 1, νL = 0.01 et νR = 0.0001 et bbb = (0.1, 0.1). A droite : Maillage triangulaire. En diffusion
pure : coefficients continus (courbe rouge avec étoiles) : ω = 1, νL = 0.01 et νR = 0.01 et bbb = (0, 0) ;
coefficients discontinus (courbe bleue avec croix) : ω = 1, νL = 0.01 et νR = 0.0001 et bbb = (0, 0) ; avec
convection (courbe magenta avec ronds) : ω = 1, νL = 0.01 et νR = 0.0001 et bbb = (0.1, 0.1).

définissent les tenseurs de diffusion KLKLKL = νLIdIdId et KRKRKR = νRIdIdId. Quant à la vitesse

de convection, elle est soit nulle soit égale à bbb = (0.1, 0.1). Le second membre f est

calculé à partir de la solution analytique c = sin(πx) · sin(πy) · cos(πt). Notons que

cette solution est C∞ sur Ω : la continuité du flux à l’interface a toujours lieu, que

la diffusion soit discontinue ou non, parce que le gradient normal de c est nul en

x = 0.5.

En partant d’un pas de temps suffisamment petit (∆t = 10−4) pour n’observer

que l’erreur en espace, nous raffinons plusieurs fois le pas d’espace. L’erreur est

donnée en norme L∞(0, T, L2(Ω)) en fonction du pas d’espace. Nous considérons

d’abord un maillage rectangulaire. Dans ce cas, les points de contrôle des mailles

duales sont les barycentres de ces mailles, exceptées sur les mailles duales de bord

(rappelons que l’intégration de l’EDP sur les cellules duales de bord est faite dans

le cas de conditions de Neumann, non dans le cas des conditions de Dirichlet). Sur

la figure 8.1 à gauche, nous observons au moins l’ordre 2 pour le problème insta-

tionnaire de diffusion pure à coefficients discontinus et l’ordre 1 avec un terme de

convection, ce qui est cohérent avec les résultats théoriques. Nous considérons en-

suite un maillage triangulaire, sur lequel les points de contrôle des cellules duales

ne sont pas a priori les barycentres (les maillages étant assez réguliers, ils ne s’en

éloignent sans doute pas beaucoup). Là encore (figure 8.1 à droite), pour des coeffi-

cients de diffusion continus, l’ordre 2 peut encore être observé (pour ∆x plus petit)

ainsi que l’ordre 1 en convection-diffusion, confortant les résultats numériques déjà

observés. En revanche, dans le cas des coefficients discontinus, l’ordre observé est

ici un peu moindre (ordre de 1.87). Bien que satisfaisant, ce cas-test ne permet de

valider le schéma que pour des fonctions régulières.

Ainsi, dans les paragraphes 8.4 et 8.5 suivants où des cas plus complexes seront

considérés, nous visualiserons d’abord la solution monodomaine avant de calculer

la solution multidomaine, afin de vérifier que la solution monodomaine obtenue est

réaliste par rapport au phénomène physique modélisé.

Dans la suite, l’algorithme de Schwarz utilisé pour la résolution du problème
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multidomaine est considéré dans sa version multiplicative (de type Gauss-Seidel),

afin de présenter, comme cela est couramment fait, des courbes avec deux fois moins

d’itérations. Les conditions de transmission (6.8) et (6.9) sont alors remplacées par

F
L,n (ℓ+1)
i1j + λL

j cL,n (ℓ+1)
σj

= −FR,n (ℓ)
i1j + λL

j cR,n (ℓ)
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob

F
L,n (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λL
k c

L,n (ℓ+1)
k = −FR,n (ℓ)

k,ΓRob
+ λL

k c
R,n (ℓ)
k ∀k ∈ ΓRob

(8.1)

et

F
R,n (ℓ+1)
i1j + λR

j cR,n (ℓ+1)
σj

= −FL,n (ℓ+1)
i1j + λR

j cL,n (ℓ+1)
σj

∀j : Aj ⊂ ΓRob

F
R,n (ℓ+1)
k,ΓRob

+ λR
k c

R,n (ℓ+1)
k = −FL,n (ℓ+1)

k,ΓRob
+ λR

k c
L,n (ℓ+1)
k ∀k ∈ ΓRob.

(8.2)

D’autre part, l’erreur entre la solution discrète multidomaine à l’itération (ℓ) de

l’algorithme de Schwarz et la solution discrète monodomaine est calculée dans la

norme L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
, relativement à l’erreur dans cette même norme entre la so-

lution multidomaine à la première itération (ℓ = 1) et la solution monodomaine.

Cela permet de partir toujours d’une erreur relative égale à 1.

Dans le paragraphe suivant, nous étudions l’effet des paramètres de Robin sur

la convergence pour un problème de diffusion pure à coefficients discontinus.

8.2 Problème instationnaire de diffusion pure à coeffi-

cients discontinus

Dans le cas d’un problème de diffusion pure, nous avons déterminé dans le pa-

ragraphe 7.2 le taux de convergence discret associé à l’algorithme de Schwarz pour

un maillage cartésien régulier. Dans ce cas particulier dans lequel nous nous plaçons

d’abord, il est possible de comparer la valeur du paramètre qui optimise le taux de

convergence continu et celle qui optimise le taux de convergence discret pour des

conditions de Robin 1-sided avec scaling et Robin 2-sided avec scaling. Cependant,

lorsque le calcul du taux de convergence discret est compliqué, comme dans le cas

d’un maillage triangulaire quelconque, nous cherchons à montrer que l’optimisation

continue est une approche qui donne déjà de bons résultats.

On considère l’équation (3.54) avec bbb = 0 et ω = 1, c’est-à-dire l’équation de

diffusion instationnaire
∂c

∂t
− ∇ · (KKK∇c) = 0, (8.3)

où la matrice de diffusion KKK = νIdIdId est supposée discontinue à l’interface entre les

sous-domaines. Le domaine Ω est le carré unité [0, 1]2, coupé en deux sous-domaines,

avec une interface en x = 0.5. Ainsi ΩL = [0, 0.5]×[0, 1] et ΩR = [0.5, 1]×[0, 1]. L’in-

tervalle en temps est (0, T ) = (0, 1). La discrétisation en temps est de pas constant

∆t = 1/50, et le maillage est rectangulaire ou triangulaire selon les cas considé-

rés. Les conditions limites dont de type Dirichlet homogène. Nous considérons la

convergence de la solution multidomaine vers la solution monodomaine nulle, avec

pour itéré initial un random sur l’interface.
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8.2.1 Maillage rectangulaire

Prenons νR = 0.01 et
νR

νL
∈ {1, 10, 100, 1000}. Le choix de ces paramètres assure

la condition posée en (7.24) avec (7.29) où νx = νy. En effet, en prenant T = 1,

ω = 1, L−
x = 0.5 et LΓRob

= 1, il vient

∣∣∣∣∣

√
dL

νL
x

L−
x

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2νL

[(
2νLπ

)4
+
(
4νLπ

)2
] 1

4

.

Comme νL ≤ 0.01,
(
4νLπ

)2
≫
(
2νLπ

)4
. Nous avons alors

∣∣∣∣∣

√
dL

νL
x

L−
x

∣∣∣∣∣ ≥
√
π

νL
≥ 10

√
π,

et la même égalité peut être montrée sur ΩR.

Dans la suite, nous considérons un maillage rectangulaire de pas h = 1/320.

Vérification de la valeur du paramètre optimisé - Robin 1-sided

Nous vérifions en premier lieu la valeur du paramètre optimisé obtenu pour une

condition de Robin 1-sided avec scaling, pour différents cas de coefficients de diffu-

sion discontinus. D’après (7.17), les paramètres d’optimisation pL, pR du problème

continu min-max (7.15) sont alors cherchés pour cette condition de Robin 1-sided

avec scaling sous la forme pL = νR p et pR = νL p, où p > 0 est le seul paramètre

à optimiser. La valeur du paramètre optimisé p∗ est obtenue par une optimisation

numérique utilisant la fonction fminsearch de Matlab. Notons que pour chacun des

cas étudiés, nous observons une équioscillation à deux points (voir définition 7.1).

Nous déterminons par ailleurs les paramètres optimisés λL
G

∗
et λR

G
∗
solutions du

problème min-max (7.59) relatif au taux de convergence discret ρG défini par (7.58).

Pour une condition de Robin 1-sided avec scaling, (7.60) définit λL
G

∗
= νR p∗

G et

λR
G

∗
= νL p∗

G de telle sorte que l’optimisation a lieu pour cette condition sur un

unique paramètre p∗
G.

Pour réaliser ce cas-test, nous faisons varier la valeur du paramètre d’optimi-

sation p > 0 en calculant l’erreur associée à chacun d’eux après 20 itérations de

l’algorithme de Schwarz. Sur chacune des courbes obtenues, nous plaçons la valeur

du paramètre optimisé p∗ par un rond rouge et celle du paramètre optimisé associé

au taux de convergence discret p∗
G par un losange vert (voir figure 8.2).

Remarquons tout d’abord que lorsque la valeur de νL tend vers 0, seule la

dérivée en temps tend à subsister dans l’EDP en (8.3). Une unique itération de

l’algorithme de Schwarz suffit alors pour la convergence de la solution multidomaine.

Cela explique que l’échelle de l’erreur est de plus en plus petite pour les différentes

valeurs de νL.

D’autre part, lorsque νL tend vers 0, les formules du taux de convergence discret

primal (7.56) et dual (7.57) permettent de conclure que la valeur optimale de λR
G

tend vers 0. D’après la figure 8.2, la valeur de p∗
G est de l’ordre de 102 quelque soit

les valeurs de νL. Mais puisque λR
G = νL pG, cela signifie que la valeur optimisée

λR
G

∗
diminue en même temps que νL et donc tend bien aussi vers 0.
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(a) νL = νR = 10−2
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(b) νL = 10−3, νR = 10−2
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(c) νL = 10−4, νR = 10−2
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(d) νL = 10−5, νR = 10−2

Figure 8.2 – Erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine nulle après 20 itérations
de l’algorithme de Schwarz avec une condition de Robin 1-sided avec scaling, pour une gamme de paramètres
d’optimisation p et pour différentes valeurs de diffusions discontinues. Cas d’un maillage rectangulaire avec
∆x = 1/320 et ∆t = 1/50. Le rond rouge correspond à la valeur de p∗ (relatif au taux de convergence
continu) et le losange vert à celle de p∗

G (relatif au taux de convergence discret).

Mis à part le cas avec νR = 0.01 et
νR

νL
= 10 où p∗

G = 138.26 n’améliore

quasiment pas p∗ = 135.65 (ce qui reste incompris), la valeur du paramètre p∗
G qui

optimise le taux de convergence discret est proche de l’optimum numérique, ce qui

confirme que la prise en compte du schéma dans l’optimisation des paramètres de

Robin est une approche idéale.

Comparaison Robin 1-sided avec scaling vs Robin 2-sided avec scaling

Pour les cas où νR = 0.01,
νR

νL
= 10 et νR = 0.01,

νR

νL
= 1000, nous comparons

la vitesse de convergence en utilisant une condition de Robin 1-sided avec scaling

ou une condition de Robin 2-sided avec scaling. Dans chacun de ces deux cas, les

paramètres de Robin définis par (7.17) et (7.60) sont ceux qui optimisent le taux

de convergence continu ou discret. Les 4 courbes de convergence obtenues sont

montrées sur la figure 8.3.

Dans le cas où νR = 0.01,
νR

νL
= 10 (figure 8.3(a)), nous remarquons que la

condition d’interface de Robin 2-sided avec scaling (2 paramètres d’optimisation

indépendants) améliore nettement la convergence par rapport à la condition de
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Figure 8.3 – Vitesse de convergence sur les 30 ou 20 premières itérations de l’algorithme de Schwarz

dans deux cas : (a) : νR = 0.01,
νR

νL
= 10 et (b) : νR = 0.01,

νR

νL
= 1000. Maillage rectangulaire avec

∆x = 1/320 et ∆t = 1/50. La vitesse de convergence est comparée pour le ou les paramètres optimisant
soit le taux de convergence continu, soit le taux de convergence discret. Pour chacun de ces deux cas, nous
comparons les résultats obtenus avec une condition de Robin 1-sided avec scaling (carrés noirs dans le cas
continu et losanges rouges dans le cas discret) ou de Robin 2-sided avec scaling (points bleus dans le cas
continu et ronds magenta dans le cas discret).

Robin 1-sided. De même que précédemment (figure 8.2(b)), nous constatons que

la prise en compte du taux de convergence discret dans le calcul des paramètres

optimisés pour la condition de Robin 2-sided avec scaling n’améliore pas non plus

la convergence par rapport au cas continu.

Dans le cas où νR = 0.01,
νR

νL
= 1000 (figure 8.3(b)), nous constatons assez

peu de différences entre les quatre courbes : pour une précision donnée, le nombre

d’itérations varie peu selon le cas considéré. Nous observons néanmoins le compor-

tement attendu, savoir que le cas discret améliore le cas continu, et que la condition

de Robin 2-sided avec scaling donne une meilleure convergence que la condition de

Robin 1-sided avec scaling.

A partir de ces cas-tests 2D en diffusion pure, nous pouvons conclure que la

prise en compte du taux de convergence discret apporte une amélioration limitée en

terme de vitesse de convergence par rapport à l’optimisation du taux de convergence

continu. Cela revient à dire que les paramètres optimisant le taux de convergence

continu sont adaptés pour les conditions d’interface discrétisées. Nous allons le vé-

rifier en prenant un maillage triangulaire quelconque, pour lequel nous n’avons pas

défini de taux de convergence discret.

8.2.2 Maillage triangulaire

Nous considérons maintenant un maillage triangulaire tel que le pas sur l’inter-

face et sur chacun des bords soit égal à ∆x = 1/160. Nous cherchons à comparer

les paramètres optimisant le taux de convergence continu à l’optimum numérique

dans le cas des conditions de Robin 2-sided avec scaling et de Robin 1-sided avec

scaling.
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Figure 8.4 – Erreur après 20 itérations de l’algorithme de Schwarz pour différentes valeurs de λ =
(λL, λR). Maillage triangulaire tel que le pas d’espace ∆x = 1/160 sur les bords. Le paramètre optimisé
avec une condition de Robin 2-sided avec scaling est représenté par l’étoile rouge, tandis que le paramètre
optimisé avec une condition de Robin 1-sided avec scaling est visualisé par le rond vert. les autres valeurs
des paramètres d’optimisation λL et λR. Dans le cas où la diffusion est discontinue (à droite), la droite en
pointillé représente l’ensemble sur lequel est cherché le couple des paramètres optimisés dans le cas d’une
condition de Robin 1-sided avec scaling.

Vérification de la valeur du paramètre optimisé - Robin 2-sided

Pour des valeurs de diffusion νR = 0.01 et νL = 0.01 ou νL = 0.001, nous cher-

chons d’une part à vérifier que le couple de paramètres optimisés λ∗ =
(
λL∗

, λR∗)

obtenu à partir du taux de convergence continu pour une condition d’interface de

Robin 2-sided avec scaling (défini en (7.17)) est suffisamment proche de la valeur

numérique optimale. D’autre part, nous comparons les deux couples de paramètres

optimisés pour les deux conditions 1-sided et 2-sided avec scaling.

Pour cela, les lignes de niveaux de l’erreur au bout de 20 itérations de l’algo-

rithme de Schwarz sont tracées sur la figure 8.4 pour différents couples de paramètres

λ =
(
λL, λR

)
tels que λL = νRp1 et λR = νLp2. Le couple de paramètres optimisés

relatif à la condition de Robin 2-sided avec scaling est marqué par une étoile rouge,

tandis que celui relatif à la condition de Robin 1-sided avec scaling (λL∗
= νRp∗ et

λR∗
= νLp∗ d’après (7.17)) est désigné par un cercle vert.

Dans les deux cas présentés sur la figure 8.4, nous pouvons confirmer la conclu-

sion précédente quant à l’amélioration qu’apporte la condition de Robin 2-sided par

rapport à la condition de Robin 1-sided (notons que la figure 8.4(b) ne peut pas

être rapprochée de la figure 8.3(a) ou 8.2(b) puisque le pas d’espace y est différent).

Par ailleurs, l’étoile rouge (paramètre optimisé) étant très proche de la valeur

numérique optimale, cela signifie que l’optimisation des paramètres à partir du taux

de convergence continu est une bonne approche.

Sur la figure (8.4(a)), nous voyons que l’optimum numérique ne se situe pas sur

la droite λL = λR. Cela montre que les paramètres obtenus avec une condition de

Robin 1-sided ne pourront pas approcher correctement l’optimum numérique, étant

cherchés le long de cette droite. La condition pour approcher l’optimum numérique

est donc de chercher les paramètres λL et λR de manière indépendante dans l’en-

semble du plan. C’est justement ce que réalise la condition de Robin 2-sided. Ainsi,

cette figure montre visuellement comment la condition de Robin 2-sided amélio-

rera la vitesse de convergence de l’algorithme. Sur la figure (8.4(b)), les mêmes



8.3. Problème de convection-diffusion à coefficients constants 165

remarques peuvent être faites. Nous avons tracé la droite d’équation λL = 10λR qui

correspond à l’ensemble des valeurs que peuvent prendre les paramètres optimisés

pour une condition de Robin 1-sided avec scaling.

Nous voyons sur les deux sous-figures que les valeurs des paramètres optimi-

sés pour la condition de Robin 2-sided avec scaling sont proches de l’optimum

numérique, c’est-à-dire de la valeur qui donne la convergence la plus rapide de l’al-

gorithme multidomaine discret DDFV. Le paramètre optimisé avec la condition de

Robin 1-sided avec scaling est à comparer avec ce que serait l’optimum pour une

telle condition. Sur la figure de gauche, la valeur obtenue par l’optimisation du taux

de convergence continu (rond vert) semble optimale. Sur la figure de droite, l’opti-

mum serait situé vers λR = 0.15, plutôt qu’en λR = 0.1.

Pour résumer, nous avons vu que la prise en compte du taux de convergence

discret pour le problème de diffusion pure sur des maillages rectangulaires n’amé-

liorait pas beaucoup la vitesse de convergence par rapport au cas continu. Sur des

maillages triangulaires, nous avons observé que les paramètres de la condition de

Robin 2-sided (avec scaling) optimisant le taux de convergence continu sont très

proches de l’optimum numérique. Cela confirme ainsi que l’optimisation du taux de

convergence continu est une bonne approche, surtout lorsqu’est utilisé une condition

de Robin 2-sided (avec scaling).

Dans la suite, nous nous intéressons à un problème de convection-diffusion à

coefficients constants pour différentes valeurs de vitesse de convection. Nous com-

parons la convergence de l’algorithme pour différents paramètres de Robin.

8.3 Problème instationnaire de convection-diffusion à

coefficients constants

Pour un tel problème, nous n’avons pas déterminé le taux de convergence discret

à cause de la complexité des calculs. Comme nous l’avons déjà dit, utiliser le taux

de convergence continu au lieu du taux de convergence discret est d’autant plus

cohérent que le schéma numérique utilisé approche mieux l’équation continue.

Or nous avons expliqué dans le paragraphe 7.3 que la diffusion numérique en-

gendrée par le décentrage du terme de convection n’était pas prise en compte par

l’optimisation du taux de convergence continu. Nous avons vu qu’un moyen de

l’intégrer au problème d’optimisation est de remplacer, dans l’EDP continue, le co-

efficient de diffusion ν par les coefficients de diffusions modifiées ν ′
P ou ν ′

D définis par

(7.70) et (7.73), rendant l’équation continue ainsi modifiée plus proche du schéma

numérique lorsque le phénomène de convection domine celui de la diffusion.

Nous définissons différentes valeurs de convection, en passant d’un cas dominé

par la diffusion à un cas largement dominé par la convection. Pour chacun de ces

cas, nous cherchons à vérifier l’intérêt d’utiliser les paramètres (7.80) (resp. (7.81))

optimisant le taux de convergence continu (7.78) (resp. (7.79)), exprimé avec la

nouvelle diffusion modifiée pour chacun des maillages primal et dual. Pour cela, nous

comparons la vitesse de convergence de l’algorithme tenant compte des paramètres

optimisés utilisant ce taux de convergence modifiée ou des paramètres basés sur le
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taux de convergence continu.

8.3.1 Différentes valeurs de convection

On considère ici l’équation (3.54) avec ω = 1 et f = 0, rappelée ci-dessous

∂c

∂t
− ∇ · (KKK∇c− bbbc) = 0,

de solution initiale nulle. Le domaine Ω = [0, 1]2 est le même que précédemment,

avec une décomposition en deux sous-domaines ΩL = [0, 0.5]×[0, 1] et ΩR = [0.5, 1]×
[0, 1]. Les conditions limites sont de type Dirichlet homogène sur les bord x = 0 et

y = 0 et de type Neumann homogène sur les bords x = 1 et y = 1. L’intervalle

en temps est (0, T ) = (0, 1). Le maillage est rectangulaire de manière à pouvoir

utiliser les calculs du chapitre 7. Les discrétisations en espace et en temps sont de

pas constants, respectivement h = 1/160 et ∆t = 1/50 . La matrice de diffusion

KKK = νIdIdId est définie par le coefficient de diffusion constant ν = 0.01. Comme dans

le cas-test précédent, nous considérons l’erreur entre la solution multidomaine et la

solution monodomaine nulle, en prenant pour itéré initial un random sur l’interface.

Vérification de la valeur du paramètre optimisé - Robin 1-sided

Nous considérons différentes valeurs constantes de vitesse de convection bbb, suc-

cessivement (0.1, 0.1), (1, 1), (4, 4) et (10, 10). Nous nous plaçons d’abord dans le

cas de la condition Robin 1-sided. Pour plusieurs valeurs de p > 0, nous traçons

(Figure 8.5) l’erreur obtenue après 20 itérations de l’algorithme de Schwarz associée

à chaque valeur de p via les paramètres λL et λR définis par (7.12) où pL = pR = p.

Quelque soit la valeur de bbb, nous calculons l’unique paramètre optimisé p∗ relatif

à la condition de Robin 1-sided obtenu par la résolution du problème d’optimisation

(7.15).

Par ailleurs, suivant la définition (7.73) de la diffusion modifiée νD
′ sur les mailles

duales appliquée à notre cas (ν = 0.01 et h = 1/160), nous avons

νD
′ = ν

(
1 +

bxh

2νx

)
= ν

(
1 +

bx

3.2

)
.

– Pour bx = 0.1, νD
′ ≈ ν, impliquant que la prise en compte de νD

′ (et donc

νP
′ car νP

′
< νD

′) est inutile. Ils ne sont donc pas calculés dans ce cas.

– Pour bx = 1, νD
′ = 1.3125ν : la diffusion numérique représente déjà un tiers

de la diffusion physique. C’est un cas où le rôle de la convection n’est pas

négligeable.

– Pour bx = 4 et bx = 10, νD
′ vaut respectivement 2.25ν et 4.125ν, et il est clair

que la prise en compte de la diffusion modifiée peut s’avérer nécessaire.

Ainsi, pour le cas où bbb = (1, 1) et les deux cas à convection dominante bbb = (4, 4)

et bbb = (10, 10), nous calculons aussi les erreurs obtenues après 20 itérations de

Schwarz avec λj = λk = λ∗
ν′

P
puis λj = λk = λ∗

ν′

D
et enfin λj = λ∗

ν′

P
et λk = λ∗

ν′

D
,

où les paramètres primaux λj et duaux λk interviennent dans les conditions de

transmission (8.1) et (8.2) et les paramètres optimisés λ∗
ν′

P
et λ∗

ν′

D
sont liés par (7.76)
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Figure 8.5 – Erreur entre la solution multidomaine et la solution monodomaine nulle après 20 itérations
de l’algorithme de Schwarz avec une condition de Robin 1-sided avec scaling, pour une gamme de paramètres
d’optimisation p et pour différentes valeurs de vitesse de convection bbb. Maillage rectangulaire avec avec
∆x = 1/160 et ∆t = 1/50. Le rond rouge correspond à la valeur de p∗ (relatif au taux de convergence
continu avec le coefficient de diffusion ν), le carré noir et le losange vert correspondent aux valeurs du
paramètre optimisé p∗

ν′

P

et p∗

ν′

D

(relatifs au taux de convergence continu avec le coefficient de diffusion

modifiée ν′

P et ν′

D).

et (7.77) aux paramètres p∗
ν′

P
et p∗

ν′

D
qui sont solutions des problèmes d’optimisation

(7.78) et (7.79).

Cherchant à comparer l’optimum numérique et la valeur du paramètre optimisé

p∗ (resp. p∗
ν′

P
ou p∗

ν′

D
) reliés aux paramètres λ∗ (resp. λ∗

ν′

P
ou λ∗

ν′

D
), nous représentons

pour toutes les valeurs de bbb le paramètre optimisé p∗ par un cercle rouge et dans les

trois seuls cas convectifs mentionnés plus haut (cf figures 8.5(b), 8.5(c) et 8.5(d))

les paramètres optimisés p∗
ν′

P
(rond noir) et p∗

ν′

P
(rond vert).

En calculant l’erreur avec les paramètres λj = λk = λ∗
ν′

P
et λj = λk = λ∗

ν′

D
,

on voit l’influence de chacun des paramètres optimisés λ∗
ν′

P
et λ∗

ν′

P
pris séparément,

mais seul le cas où λj = λ∗
ν′

P
et λk = λ∗

ν′

D
a vraiment du sens par rapport au schéma

DDFV utilisé (voir les détails dans le paragraphe 7.3).

Nous observons sur la figure 8.5 que le paramètre optimisé p∗ s’écarte de l’op-

timum numérique lorsque la convection est forte (voir figures 8.5(c) et 8.5(d)). En

revanche le cas où bbb = (1, 1), qui semble un cas limite en raison de la valeur de

νD
′ = 1.3125ν seulement d’un tiers supérieure à celle de ν, semble montrer que la

prise en compte de la diffusion modifiée n’est avantageuse que si la convection est
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Figure 8.6 – Cas bbb = (4, 4). Maillage rectangulaire avec ∆x = 1/160 et ∆t = 1/50. (a) Vitesse de
convergence sur les 30 premières itérations de l’algorithme de Schwarz avec une condition de Robin 1-sided
(resp. Robin 2-sided) avec λj = λk = λ∗ (carrés noirs en Robin 1-sided et étoiles bleues en Robin 2-sided)
ou λj = λ∗

ν′

P

et λk = λ∗

ν′

D

(losanges rouges en Robin 2-sided et ronds magenta en Robin 2-sided). (b) Lignes

de niveaux de l’erreur après 20 itérations pour plusieurs couples (λL, λR). Le paramètre optimisé λ∗ (resp.
λ∗

ν′

P

et λ∗

ν′

D

) est représenté par un rond rouge (resp. carré noir et losange vert).

fortement dominante (disons νD
′ ≈ 2ν). Les résultats numériques confirment donc

que les paramètres optimisant le taux de convergence continu sont d’autant moins

adaptés au problème discret que la valeur de bbb augmente et engendre de la diffusion

numérique. Cela justifie l’utilisation des nouveaux paramètres optimisés p∗
ν′

P
et p∗

ν′

D

introduits dans le paragraphe 7.3.2. Dans les cas étudiés, c’est clairement p∗
ν′

P
qui

est le meilleur, dans le sens où il est le plus proche de l’optimum numérique en

comparaison des autres paramètres considérés.

Vérification de la valeur du paramètre optimisé - Robin 2-sided

Pour mieux voir comment la prise en compte de la diffusion modifiée améliore le

cas convectif bbb = (4, 4), nous traçons la courbe de l’erreur en fonction des itérations.

Nous considérons les conditions de Robin 1-sided avec scaling et de Robin 2-sided

avec scaling, d’une part avec λj = λ∗
ν′

P
et λk = λ∗

ν′

D
définis par (7.76), (7.77), (7.80)

et (7.81), d’autre part avec λj = λk = λ∗ défini par (7.16) et (7.17) – voir la figure

8.6(a). Nous constatons que sur les premières itérations, la vitesse de convergence

est meilleure avec le paramètre optimisé λ∗. Si ce n’est qu’au bout d’une dizaine

d’itérations (pour une erreur d’environ 7 · 10−7) dans le cas de la condition de

Robin 1-sided que la convergence devient meilleure avec les paramètres optimisés

λ∗
ν′

P
et λ∗

ν′

D
, c’est au bout de 5 itérations (pour une erreur de 10−4) dans le cas de la

condition de Robin 2-sided. En revanche, pour une erreur de 10−10, l’amélioration

est déjà bien sensible dans le cas de la condition Robin 2-sided.

Pour cette même valeur de bbb = (4, 4), nous donnons dans la figure 8.6(b) les

lignes de niveaux de l’erreur associée à différents couples de paramètres (λL, λR).

Nous représentons le couple des paramètres optimisés λ∗ = (λL∗
, λR∗

) (rond rouge)

vérifiant le problème d’optimisation continu avec ν, ainsi que les paramètres optimi-

sés λν′

P
= (λL∗

ν′

P
, λR∗

ν′

P
) (carré noir) et λν′

D
= (λL∗

ν′

D
, λR∗

ν′

D
) (losange vert) pris séparément

(λj = λk = λ∗
ν′

P
d’une part et λj = λk = λ∗

ν′

D
d’autre part), afin de pouvoir les re-

présenter sur la figure 8.6(b) et les comparer chacun à l’optimum numérique. Après
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Figure 8.7 – Champ de vitesse de convection : vitesse tournante.

20 itérations de l’algorithme de Schwarz, les paramètres optimisés utilisant la valeur

de ν ′ sont très proches de l’optimum numérique, à la différence du paramètre opti-

misé λ∗. Cela rejoint la conclusion donnée pour la condition Robin 1-sided (figure

8.5) quant à l’amélioration apportée par la prise en compte de la diffusion modifiée.

Pour un nombre suffisant d’itérations et une vitesse de convection très dominante,

nous pouvons conclure que l’utilisation des paramètres optimisés tenant compte de

la diffusion modifiée apporte un réel gain sur la vitesse de convergence.

Dans le paragraphe suivant, nous allons considérer un cas à vitesse de convec-

tion variable sur un maillage triangulaire, où la prise en compte de la diffusion

modifiée aurait put être un atout supplémentaire. Cependant, étendre les calculs

du paragraphe 7.3.2 au cas d’un maillage triangulaire n’est pas immédiat. En effet,

la diffusion modifiée dépendant de bbb ·nnn, elle varie donc arête par arête. La question

est donc de savoir quelle valeur de bbb ·nnn il est judicieux de considérer. Nous pensons

par exemple à une moyenne sur toutes les arêtes ou aux valeurs sur les arêtes de

l’interface.

8.4 Problème instationnaire de convection-diffusion avec

une vitesse tournante

Sur le problème de convection-diffusion (3.54) à vitesse bbb variable, nous montre-

rons la solution monodomaine calculée à partir du schéma présenté dans le chapitre

(4) et la convergence de la solution multidomaine vers la solution monodomaine,

validant ainsi le schéma monodomaine et le schéma multidomaine. Du fait de la

vitesse variable, nous déterminerons les paramètres optimisés de Robin variables

par arête primale et par arête duale. Comme nous considérons le cas d’un maillage

triangulaire où nous n’avons pas défini le problème d’optimisation adapté à une

nouvelle diffusion modifiée, nous nous restreignons à utiliser arête par arête le taux

de convergence continu standard (avec ν) bien que le problème soit dominé par la
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convection. Nous représenterons les valeurs des paramètres optimisés et le taux de

convergence associé le long de l’interface.

Le domaine Ω est le carré unité, décomposé en deux sous-domaines ΩL et ΩR

séparés par l’interface {x = 0.55}. Les conditions limites sont de type Dirichlet

homogène partout sur ∂Ω. Le maillage recouvrant le domaine Ω est triangulaire et

les pas d’espace sur l’interface et les bord physiques valent h = 1/100. Le temps

final est T = 1, et l’intervalle en temps est décomposé en 50 pas de temps égaux

∆t = 1/50. Les coefficients de diffusion et de porosité sont discontinus : νL = 0.005,

ωL = 0.2 et νR = 0.01, ωR = 1. Quant à la convection, elle est donnée par

bx = − sin(π(y − 0.5)) ∗ cos(π(x− 0.5))

by = cos(π(y − 0.5)) ∗ sin(π(x− 0.5)).

Elle est visualisée sur la figure 8.7. La solution initiale vaut

c0(x, y) = 0.5 exp−100[(x−0.6)2+(2y−1.5)2] (8.4)

et le terme source f = 0.

Nous montrons sur la figure 8.8 la solution monodomaine obtenue aux temps

intermédiaires t = 6∆t et t = 15∆t. Nous observons que la solution numérique est

physiquement satisfaisante : le phénomène de convection est clairement apparent, et

la discontinuité de la diffusion x = 0.55 est visible sur la figure 8.8(b), dans la moitié

inférieure. Notons que le phénomène de diffusion physique est largement exagéré par

la diffusion numérique liée à la convection. En effet, la diffusion numérique vaut à

gauche νL′
=

(
1 +

bh

2νL

)
νL ∼ 2νL et à droite νR′

=

(
1 +

bh

2νR

)
νR ∼ 1.5νR.

Aussi, nous voyons que la diffusion numérique réduit la discontinuité de la diffusion :

νR = 2νL, tandis que νR′
= 1.5νL′

.

La convergence de la solution multidomaine (avec pour itéré initial un random

sur l’interface et avec la solution initiale c0 définie en (8.4)) vers la solution mo-

nodomaine est représentée sur la figure 8.9, jusqu’à la précision proche de l’erreur

machine, pour une condition de Robin 1-sided avec scaling (en pointillé noir) et une

condition de Robin 2-sided avec scaling (tracé continu en rouge).

Dans ces conditions d’interface, il convient de prendre en compte la variabilité

de la vitesse de convection sur l’interface en considérant des paramètres de Robin

différents sur chaque arête. Les conditions d’interface (8.1) et (8.2) étant discrétisées

sur chaque arête primale Aj et chaque frontière duale ∂Pk ∩ΓRob associée au sommet

k ∈ ΓRob, il nous faut déterminer deux paramètres optimisés par arête primale de

bord Aj, notés λ
L
j

∗
(du côté de ΩL) et λR

j
∗
(du côté de ΩR) et deux paramètres

optimisés sur les frontières duales ∂Pk ∩ Γ̊Rob associées au sommet k ∈ Γ̊Rob, notés

λL
k

∗
(du côté de ΩL) et λR

k
∗
(du côté de ΩR). Les paramètres optimisés λL

j
∗
, λR

j
∗
,

λL
k

∗
et λR

k
∗
sont définis d’après (7.16) avec bL

x = bLbLbL ·nLnLnL et bR
x = bRbRbR · nLnLnL selon (7.2).

Nous avons donc

(
λL

j
∗
, λR

j
∗)

=

(
(bRbRbR · nLnLnL)i1j

2
+ pL

j
∗
,−(bLbLbL · nLnLnL)i1j

2
+ pR

j
∗
)

(
λL

k
∗
, λR

k
∗)

=

(
(bRbRbR · nLnLnL)k

2
+ pL

k
∗
,−(bLbLbL ·nLnLnL)k

2
+ pR

k
∗
) (8.5)
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Figure 8.8 – Solution monodomaine obtenue à t = 6∆t (a) et t = 15∆t (b).

où les paramètres pL
j

∗
, pR

j
∗
, pL

k
∗
et pR

k
∗
sont donnés pour les conditions de Robin

1-sided et 2-sided avec scaling par (7.16) et (7.17) et où les définitions de (bbb · nnn)i1j

et (bbb · nnn)k ont été donnés dans le paragraphe 5.2.
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Figure 8.9 – Vitesse de convection variable sur l’interface. Maillage triangulaire avec ∆x = 1/100 et
∆t = 1/50. Convergence de la solution multidomaine vers la solution monodomaine. Comparaison de la
vitesse de convergence de l’algorithme de Schwarz entre la condition de Robin 1-sided et la condition de
Robin 2-sided.
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Figure 8.10 – Condition de Robin 1-sided : (a) Evolution des paramètres optimisés de Robin le long
de l’interface {x = 0.55}. (b) Taux de convergence associé aux paramètres optimisés.
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Figure 8.11 – Condition de Robin 2-sided : (a) Evolution des paramètres optimisés de Robin le long
de l’interface {x = 0.55}. (b) Taux de convergence associé aux paramètres optimisés.
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Sur la figure 8.10(a) (condition de Robin 1-sided avec un scaling) et 8.11(a)

(condition de Robin 2-sided avec un scaling), nous traçons ces paramètres de Ro-

bin optimisés le long de l’interface. Les arêtes primales (resp. les frontières duales

associées à un sommet) sur l’interface sont considérés dans l’ordre croissant de-

puis [0; 0.01] (resp. [0.005; 0.015]) jusque [0.99; 1] (resp. [0.985; 0.995]). On asso-

cie aux 100 arêtes Aj rangées dans l’ordre croissant la numérotation croissante

j ∈ {0.5, 1.5, · · · , 99.5}. Nous faisons de même pour les 99 sommets duaux de Γ̊Rob

en leur associant la numérotation croissante k ∈ {1, 2, · · · , 99}. Nous constatons

sans surprise que les courbes des paramètres primaux et duaux sont confondues :

cela est du au fait que les arêtes primales et duales de l’interface se chevauchent et

se suivent. Sur les figures 8.10(b) et 8.11(b), nous donnons le taux de convergence

associé à ces paramètres optimisés de Robin : le maximum du module du taux de

convergence est divisé par deux dans le cas de la condition de Robin 2-sided avec

scaling, par rapport à la condition de Robin 1-sided avec scaling. Cela s’accorde

avec la courbe 8.9 donnant la vitesse de convergence de l’algorithme de Schwarz, et

montrant le gain que donne la condition de Robin 2-sided avec scaling par rapport

à la condition de Robin 1-sided avec scaling.

En visualisant la solution du problème monodomaine, nous avons vu que le

phènomène de vitesse variable semblait bien pris en compte par le schéma mono-

domaine. Par ailleurs, la vitesse de convergence de la solution multidomaine vers la

solution monodomaine à convergence de l’algorithme de Schwarz a permis de valider

d’une part que la solution multidomaine cöıncidait (à la précision machine près)

avec la solution monodomaine confirmant les résultats théoriques du paragraphe

5.4, d’autre part de conclure sur la nette amélioration apportée par la condition

de transmission de Robin 2-sided avec scaling, par rapport à celle de Robin 1-sided

avec scaling. Dans la suite, nous proposons de réaliser un cas-test numérique réaliste

avec une géométrie plus complexe où un sous-domaine est embôıté dans l’autre, et

un maillage non conforme à l’interface entre les deux sous-domaines.

8.5 Problème instationnaire de convection-diffusion -

cas Pamina

Comme cela a été présenté dans l’introduction générale, ce cas-test est ins-

piré de simulations réalisées pour le stockage des déchets radioactifs [47], où les

radionucléides sont stockés dans un colis situé dans l’argile. Les galleries creusées

(zones endommagées) sont remblayées avec de l’argilite, de propriétés assez diffé-

rentes de l’argile [5]. Le transport des radionucléides est modélisé par l’équation de

convection-diffusion (3.54) instationnaire (de terme source nul) rappelée ci-dessous :

ω∂tc− ∇ · (KKK∇c− bbbc) = 0 dans Ω × (0, T ). (8.6)

Le domaine d’étude global est Ω = [0, 10] × [0, 100] (en mètres) décomposé en deux

sous-domaines : ΩR = [4, 6] × [49, 51] représentant le colis de dimension [4.5, 5.5] ×
[49.5, 51.5] (en rouge sur la figure 8.12(a)) et la couche de remblai (couleur cyan),

et ΩL = Ω\ΩR représentant l’argile (en jaune sur la figure 8.12(b)). Les conditions

limites sont de type Dirichlet homogène sur les bords où y = 0 et y = 100 et



174 Chapitre 8. Résultats numériques

(6;51)

(6;49)(4;49)

(4,5;49,5) (5,5;49,5)

(5,5;51,5)(4,5;51,5)

(4;51)

40∆xc

40∆yc

(0,0)

(0,100) (10,100)

(10,0)

(6,51)

(6,49)

(4,51)
(4,49)

10∆xa

100∆ya

Figure 8.12 – Géométrie des deux sous-domaines : (a) ΩL représente l’argile en jaune, (b) ΩR représente
le remblai de la zone endommagée (cyan) et le colis (rouge).
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Figure 8.13 – Champ de vitesse de convection autour du colis et du remblai.

de type Neumann homogène sur les deux autres bords. Le phénomène est observé

sur une période de temps T = 1011s (environ 3170 années). Au temps initial, la

concentration en radionucléides vaut c0 = 1 dans le colis et c0 = 0 ailleurs (argile

et remblai).

La vitesse de convection supposée indépendante du temps est obtenue par la

résolution de l’équation de Darcy régissant l’écoulement stationnaire d’un fluide

incompressible à travers un milieu poreux de perméabilité κκκ donnée par
{
bbb = −κκκ∇h
∇ · bbb = 0

(8.7)

avec des conditions limites de type Neumann homogène en x = 0 et x = 10 et de

type Dirichlet définissant h en x = 0 (h = 0) et x = 10 (h = 100). Les tenseurs de

diffusion KKK = νIdIdId et de perméabilité κκκ =

(
κx 0

0 κy

)
, ainsi que la porosité ω sont

donnés par [47] et rappelés dans le tableau 8.1.

Le maillage considéré est triangulaire non conforme à l’interface (figure 8.14), la

non-conformité venant d’un pas de maillage différent de chaque côté de l’interface :
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Colis Remblai Argile

Porosité ω 0.1 0.2 0.06

Diffusion ν (m2/s) 10−11 2 · 10−11 6 · 10−13

Perméabilité κx (m/s) 5 · 10−8 5 · 10−11 5 · 10−12

Perméabilité κy (m/s) 5 · 10−8 5 · 10−11 5 · 10−13

Tableau 8.1 – Paramètres physiques dans les trois zones du stockage géologique autour du colis.

Figure 8.14 – Maillage Pamina autour de l’interface entre l’argile (mailles grossières) et l’ensemble
colis-zone endommagée (mailles fines). Zoom sur la non conformité entre les mailles de la zone intermédiaire
(remblai) et de l’argile.

hL = 0.1 sur l’interface de ΩL (argile) tandis que hR = 0.05 sur l’interface de ΩR.

La discrétisation en temps est de pas constant ∆t = T/100.

Le problème de Darcy (8.7) anisotrope et discontinu est résolu par le schéma

DDFV [84] sur le domaine global Ω. La vitesse de convection obtenue est donnée par

la figure 8.13. En référence à la discussion faite dans le chapitre 4, après l’expression

(4.28) définissant le flux dual à travers les demi-arêtes de bord, notons que la valeur

de (bbb · nnn)j,k sur les demi-arêtes de bord des mailles duales de bord Neumann est

donnée par la résolution du problème de Darcy car les conditions limites sont de

même type dans les deux problèmes.

Sur la figure 8.15, nous représentons la solution monodomaine obtenue après

1 et 20 pas de temps. Nous avons indiqué en pointillé les limites du colis et de

la zone endommagée (remblai). Autant le phénomène de diffusion est clairement

visible dans le colis après 2 pas de temps (t = 1∆t = 0.01), puis dans l’argile à

t = 20∆t = 0.2, autant la convection l’est moins, sinon légèrement sur la figure

8.15(b). Cela s’explique par le fait que la physique du problème modélisé est do-

minée par la diffusion dans l’argile, et plus fortement encore dans le remblai et le

colis. Le phénomène de diffusion se produit selon deux échelles de temps différentes.
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(a) t = ∆t

(b) t = 20∆t

Figure 8.15 – Solution monodomaine obtenue à t = 2∆t (a) et t = 20∆t (b) autour du colis et du
remblai.

Dans le colis et le remblai, la diffusion est rapide (figure 8.15(a) au bout de 1 pas

de temps) et semble tendre vers un état qui ne bouge plus beaucoup pouvant être
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Figure 8.16 – Solution monodomaine, sur le colis et le remblai, obtenue à t = 20∆t.

observé au temps t = 20∆t sur la figure 8.15(b), ou plus en détails sur la figure

(8.16) représentant seulement le colis et le remblais. Sur cette même figure (8.16),

l’influence de la convection peut être observée surtout au niveau des coins en bas

à gauche et à droite. En revanche, une fois les radionucléides dans l’argile, la diffu-

sion est très lente et l’échelle de temps où les phénomènes se produisent est donc

beaucoup plus grande.
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Figure 8.17 – Comparaison de la vitesse de convergence pour la condition d’interface de Robin 1-sided
(noir) et celle de Robin 2-sided (rouge).

Dans l’algorithme de Schwarz, nous considérons les conditions de Robin 1-sided

avec scaling ou de Robin 2-sided avec scaling. Comme dans le paragraphe précédent

pour le cas-test à vitesse tournante, les paramètres de Robin sont déterminés par

arête primale (resp. par frontière duale associée à un sommet de l’interface). La
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définition de ces paramètres λL
j

∗
et λR

j
∗
(resp. λL

k
∗
et λR

k
∗
) est donnée par (8.5),

avec pL
j

∗
, pR

j
∗
, pL

k
∗
et pR

k
∗
données par (7.16) et (7.17) pour les deux conditions de

transmission considérées.

La vitesse de convergence de l’algorithme de Schwarz jusqu’à la précision proche

de l’erreur machine est donnée par la figure 8.17. L’erreur entre la solution multido-

maine et la solution monodomaine associée à la condition de Robin 2-sided (courbe

en trait plein rouge) est représentée aux côtés de l’erreur associée à la condition de

Robin 1-sided avec scaling (courbe en pointillé noir). La conclusion est assez claire

au regard de la figure : la condition de Robin 2-sided améliore grandement la vitesse

de convergence (16 itérations nécessaires au lieu de 25 pour arriver à convergence).

Sur ce cas-test présentant plusieurs difficultés (coefficients discontinus, vitesse

variable, géométrie non standard, maillage non conforme), la solution monodomaine

semble réaliste. D’autre part, la convergence de la solution multidomaine vers la

solution monodomaine a été mise en évidence, et de même que dans le cas-test

précédent présenté dans le paragraphe 8.4, la convergence est bien plus rapide avec

une condition de Robin 2-sided (avec scaling) qu’avec une condition de Robin 1-

sided (avec scaling).
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Ce travail de recherche, qui était motivé par la résolution du problème de

convection-diffusion en régime instationnaire en milieu poreux pour l’application au

stockage des déchets radioactifs, a été développé autour de deux axes : d’une part

l’extension du schéma volumes finis DDFV à l’équation de convection-diffusion ins-

tationnaire et d’autre part l’extension, l’analyse et la mise en oeuvre de la méthode

de décomposition de domaine espace-temps à ce nouveau schéma.

Dans la première partie de cette étude, nous avons réécrit en une dimension

d’espace les schémas centré, décentré amont classique et décentré hybride pour les-

quels nous avons montré une propriété de M-matrice. Nous avons vu que le schéma

hybride, tout comme le schéma centré, peut être adapté de manière simple à une

formulation multidomaine parce qu’il est naturellement local au sous-domaine. Au

contraire, le schéma décentré amont standard a besoin d’être modifié sur les mailles

de l’interface (d’où l’introduction des schémas décentré 0 et décentré 1), afin de

pouvoir montrer l’équivalence, à l’aide des conditions de transmission discrétisées,

entre le schéma monodomaine et le schéma multidomaine. Ayant choisi de résoudre

le problème multidomaine par la méthode itérative de Schwarz, nous avons comparé

ces schémas au travers de la vitesse à laquelle la solution multidomaine converge vers

la solution monodomaine pour une condition de transmission de type Robin. Les

résultats montrent que la convergence pour le schéma décentré hybride est toujours

au moins aussi rapide que pour le schéma centré et le schéma décentré 0, le schéma

décentré 1 donnant des résultats nettement moins bons. Du fait de son adaptation

plus naturelle à la décomposition de domaine, le schéma décentré hybride a été

retenu pour la discrétisation en deux dimensions.

Dans la deuxième partie de ce travail, nous avons proposé un nouveau schéma

DDFV pour l’équation de convection-diffusion, à partir du schéma DDFV défini

pour le problème de diffusion et en utilisant l’idée du schéma décentré hybride pour

la discrétisation du flux convectif sur les mailles primales. Nous avons montré, par

estimations d’énergie, le caractère bien posé du schéma DDFV monodomaine et

nous avons établi numériquement sa convergence. Si d’autres cas-tests numériques

seraient à envisager pour confirmer les résultats de l’ordre de convergence, il reste

également à développer une analyse théorique de convergence du schéma proposé.

Ce schéma monodomaine a été défini ensuite dans un cadre multidomaine en

proposant une discrétisation des conditions d’interface de type Robin, de telle sorte

que les schémas multidomaine et monodomaine ont été montrés équivalents. Le

caractère bien posé de ce schéma multidomaine a aussi été démontré. Enfin, la

convergence de l’algorithme discret de Schwarz pour ce schéma DDFV a été prouvé,

par estimations d’énergie, pour une grille conforme en temps, quelque soit l’ordre
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du schéma en temps Galerkin Discontinu. Un travail à venir est la généralisation de

cette preuve dans le cas de pas de temps différents, avec l’utilisation des projections

globales en temps [55, 56]. Cela nécessite de définir le schéma monodomaine dont

la solution est la limite de la solution multidomaine calculée par l’algorithme de

Schwarz avec les projections à l’interface.

Pour déterminer les paramètres de Robin optimisés, nous avons envisagé diffé-

rentes approches. Nous sommes d’abord partis de l’approche bien connue utilisant le

taux de convergence de l’algorithme continu. Dans le cas des schémas 1D décentré 0

et décentré 1 et du schéma 2D pour le problème de diffusion pure pour des maillages

cartésiens, nous avons également pu calculer explicitement le taux de convergence

de l’algorithme discret. Et comme troisième approche, nous avons optimisé les pa-

ramètres de Robin à partir du taux de convergence de l’algorithme continu dans

lequel nous avons considéré un coefficient de diffusion modifié pour prendre en

compte la diffusion numérique venant du décentrage du terme de convection. Nous

avons développé cette troisième approche en 1D, et en 2D pour des maillages rec-

tangulaires. Nous avons observé qu’elle pouvait se montrer indispensable dans le

cas d’un problème très fortement dominé par la convection. L’utilisation de cette

troisième approche étant facile à mettre en oeuvre, il serait intéressant d’essayer de

la généraliser à des maillages quelconques.

En 2D, une série de cas-tests de difficulté croissante a permis d’étudier la vitesse

de convergence de l’algorithme de Schwarz en fonction des conditions de transmis-

sion (cas de diffusion pure à coefficients discontinus, cas de diffusion et convection

constantes, cas de diffusion discontinue avec une vitesse variable et enfin le cas-test

plus réaliste issu du projet européen PAMINA avec une géométrie moins standard,

un maillage non conforme, des discontinuités dans la porosité et la diffusion ainsi

qu’une vitesse variable). Dans le cas-test à vitesse de convection tournante et dans

le cas représentatif des études de sûreté issu du projet PAMINA, les paramètres

de Robin sont optimisés sur chacune des arêtes primales et duales de l’interface.

Nous avons vérifié la convergence de la solution multidomaine vers la solution mo-

nodomaine dans ces deux cas, en observant une nette amélioration de la vitesse

de convergence avec la condition de Robin 2-sided avec scaling par rapport à la

condition de Robin 1-sided avec scaling. Si les résultats obtenus sur le cas réaliste

PAMINA sont satisfaisants, il est néanmoins difficile de quantifier le gain en terme

de temps de calcul apporté par la méthode de décomposition de domaine. Il faudrait

pour cela considérer des pas de temps différents dans les deux sous-domaines afin

de pouvoir utiliser un pas de temps beaucoup plus grand dans la zone d’argile. La

mise en oeuvre effective de l’utilisation d’une grille non conforme en temps devrait

être atteignable à court terme.

Outre les différentes idées déjà évoquées, une suite logique de ce travail serait de

prendre en compte l’utilisation des conditions de transmission de Ventcell d’ordre 2 à

la manière de [52] pour accélérer la convergence de l’algorithme de Schwarz. Comme

perspectives plus lointaines, il vient à l’esprit la généralisation à trois dimensions

d’espace, à partir de [6, 20, 22]. Enfin, il semblerait intéressant d’adapter cette étude

à d’autres schémas volumes finis.
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Résumé : Dans le contexte du stockage des déchets radioactifs en milieu poreux,
nous considérons l’équation de convection-diffusion instationnaire et sa discrétisa-
tion par des méthodes numériques. La discontinuité des paramètres physiques et
la variabilité des échelles d’espace et de temps conduisent à utiliser des discrétisa-
tions différentes en temps et en espace dans différentes régions du domaine. Nous
choisissons dans cette thèse le schéma volumes finis en dualité discrète (DDFV) et
le schéma de Galerkin Discontinu en temps couplés à une méthode de décompo-
sition de domaine de Schwarz de type relaxation d’ondes optimisées (OSWR), ce
qui permet de traiter des maillages espace-temps non conformes. La principale dif-
ficulté réside dans l’obtention d’une discrétisation amont du flux convectif qui reste
locale à un sous-domaine et telle que le schéma monodomaine soit équivalent au
schéma multidomaine. Ces difficultés sont appréhendées d’abord en une dimension
d’espace où différentes discrétisations sont étudiées. Le schéma retenu introduit une
inconnue hybride sur les interfaces entre cellules. L’idée du décentrage amont par
rapport à cette inconnue hybride est reprise en dimension deux d’espace, et adaptée
au schéma DDFV. Le caractère bien posé de ce schéma et d’un schéma multido-
maine équivalent est montré. Ce dernier est résolu par un algorithme OSWR dont
la convergence est prouvée. Les paramètres optimisés des conditions de Robin sont
obtenus par l’étude du taux de convergence continu ou discret. Différents cas-tests,
dont l’un est inspiré du stockage des déchets nucléaires, illustrent ces résultats.

Mots-Clés : Décomposition de domaine espace-temps, méthodes de Schwarz de type re-

laxation d’ondes, conditions de Robin, équation de convection-diffusion, schéma DDFV,

schéma Galerkin Discontinu, optimisation des paramètres de Robin.

Abstract : In the context of nuclear waste repositories, we consider the nu-
merical discretization of the non stationary convection diffusion equation. Discon-
tinuous physical parameters and heterogeneous space and time scales lead us to
use different space and time discretizations in different parts of the domain. In this
work, we choose the discrete duality finite volume (DDFV) scheme and the dis-
continuous Galerkin scheme in time, coupled by an optimized Scwharz waveform
relaxation (OSWR) domain decomposition method, because this allows the use of
non-conforming space-time meshes. The main difficulty lies in finding an upwind dis-
cretization of the convective flux which remains local to a sub-domain and such that
the multidomain scheme is equivalent to the monodomain one. These difficulties are
first dealt with in the one-dimensional context, where different discretizations are
studied. The chosen scheme introduces a hybrid unknown on the cell interfaces. The
idea of upwinding with respect to this hybrid unknown is extended to the DDFV
scheme in the two-dimensional setting. The well-posedness of the scheme and of an
equivalent multidomain scheme is shown. The latter is solved by an OSWR algo-
rithm, the convergence of which is proved. The optimized parameters in the Robin
transmission conditions are obtained by studying the continuous or discrete conver-
gence rates. Several test-cases, one of which inspired by nuclear waste repositories,
illustrate these results.

Keywords : Space-Time Domain Decomposition, Schwarz Waveform Relaxation Methods,

Robin conditions, convection-diffusion equation, DDFV scheme, Discontinuous Galerkin

Method, Robin parameter optimization.


