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Chapitre 0

Introduction.

Notation. On fixe les notations suivantes pour I'ensemble du cours.

— Si S est un ensemble fini, |S| désigne son cardinal.

— Si k est un corps commutatif et V7 et V5 deux k-espaces vectoriels, on note Homy (V7, V3) le k-espace
vectoriel des applications k-linéaires de V; dans V5.

~Si E et F sont des ensembles, on note F'¥ I'ensemble des applications de E vers F.

— On note N l'ensemble de tous les entiers positifs ou nuls et on pose N* = N\ {0}.



Chapitre 1

Polynomes d’endomorphismes,
polynome minimal, lemme des
noyaux.

Dans tout ce chapitre, k désigne un corps commutatif.

A partir de la section 2, et jusqu’a la fin du Chapitre, E désigne un espace vectoriel sur k et f un
endomorphisme de E. On suppose, en outre, que E est non nul.

1 Rappels et compléments de structure : Algebre sur un corps.

Cette section rappelle la notion d’algebre sur un corps. On suppose connue la notion d’anneau et celle
d’espace vectoriel sur un corps.

Définition 1.1 — Une algébre surk est un quadruplet (A, 4+, X,.) ot A est un ensemble, + : AXA — A
et X : AXA— Adeslci deAet.:kxA— Aunelc.e. ascalaires dansk tel que :

(i) (A,+, X) soit un anneau (on note 04 le neutre du groupe (A, +) et 14 celui de Uanneauw (A, +, X)) ;
(i) (A, +,.) soit un espace vectoriel surk ;

(i) pour tout A € k et tous a,b € A, A\.(a x b) = (A\.a) x b=a x (\.b).

L’algébre (A, +, x,.) est dite commutative lorsque l'anneau sous-jacent (A, +, X) l’est.

Définition 1.2 — Soit (A,+, x,.) une algébre sur k. Une sous-algébre de A est un sous-ensemble de A
qui est un sous-anneau de (A, 4, X) et un sous-espace vectoriel de (A, +,.).

Remarque 1.3 - Les points suivants résultent facilement de la définition d’algebre. Leur démonstration
est laissée en exercice.
(i) Soit A une algeébre non nulle sur k. L’application

k — A
A e Alg

est un morphisme injectif d’anneaux dont 'image est dans le centre de A.

(ii) Soit A une algebre sur k. Tout idéal de A est un sous-espace vectoriel de A.

(iii) Soient (A, +, X, .) une algebre sur k et B une sous-algebre de A. L’ensemble B muni de la restriction
a B des L.c.i. et l.c.e. qui définissent I’algebre A est une algebre sur k.

Exemple 1.4 — Soit £ un espace vectoriel sur k. L’ensemble Endg(F) des endomorphismes d’espace vec-
toriel de E est une algebre sur k pour les opérations usuelles d’addition, de composition et de multiplication
par un scalaire.



Exemple 1.5 - Soit n € N*. L’ensemble M, (k) des matrices a n lignes et n colonnes a coefficients dans
k est une algebre sur k pour les lois usuelles.

Exemple 1.6 — L’ensemble k[X] des polyndmes en une indéterminée X et & coefficients dans k est une
algebre sur k pour les lois usuelles.

Définition 1.7 — Soient A et B deux algebres.

1. Un morphisme d’algébres de A vers B est une application f : A — B qui est un morphisme d’anneaux
et un morphisme d’espaces vectoriels.

2. Un isomorphisme d’algébres de A vers B est un morphisme d’algébres qui est bijectif.

Exemple 1.8 — Soit E une espace vectoriel sur k de dimension finie égale a n € N*. Pour toute base B
du k-espace vectoriel E, ’application

Matg : Endg(E) — Mat,(k)
v — Matg(v)’

qui a tout endomorphisme de F associe sa matrice relative a B est un isomorphisme de k-algebres.

Proposition 1.9 - Soient A et B des algébres surk et f : A — B un morphisme d’algébres de A vers
B. Alors,

1. le noyau de f est un idéal de A ;

2. limage de f est une sous-algébre de B.

Démonstration. Exercice (facile). (]

Proposition 1.10 — Soient A une k-algébre et a un élément de A. Il existe un morphisme d’algéebres de
k[X] vers A, et un seul, qui envoie X sur a.

Démonstration. Exercice (facile). ]

Définition 1.11 — Soient A une k-algebre et a un élément de A. L’unique morphisme d’algébre de k[X]
vers A qui envoie X sur a est appelé évaluation en a et est noté ev,.

Exemple 1.12 — Soit E un espace vectoriel sur k. Pour tout endomorphisme f de F, on peut considérer
le morphisme d’évaluation en f. C’est 'application

evy k[X] — Ende(E)
2o<icaMiX' = Docicg NSt

1. Les éléments de I'image de evy sont souvent appelés polynomes en l’endomorphisme f. Le sous-ensemble
qu’ils forment est une sous-algebre commutative de Endg (V). Si P € k[X], on pose

P(f) = evs(P).

2. Les éléments du noyau de evy sont appelés polynomes annulateurs de l'endomorphisme f. Le sous-
ensemble qu’ils forment est un idéal de k[X].

3. Si E est de dimension finie, Endy(F) l'est aussi (cf. Exemple 1.8). L’application linéaire ev; ne peut
donc pas étre injective. Il s’ensuit que evy a un noyau qui n’est pas réduit a {0}.

Proposition 1.13 — Soit A une algébre sur k et soit I un idéal de A. Il existe une application
kxA/IT — A/I

telle que, pour tout A € k et tout a € A, limage de (\,a + 1) soit A.a+ I. De plus, (A/I,+, X,.) est une
algébre sur k, ot + et x sont les l.c.i. naturelles de U'anneau quotient A/I et . la l.c.e. déterminée par
Uapplication ci-dessus. De plus :

1. la projection canonique A — A/I est un morphisme d’algébres surk ;



2. si B est une algébre surk, f : A — B un morphisme d’algébres et I un idéal de A dans le noyau de
f, alors unique morphisme d’anneaux g qui rend le diagramme

A u AT

commutatif est un morphisme d’algébres sur k.
Démonstration. Exercice. [

Remarque 1.14 - Soit (A, +, X) un anneau.

1. On suppose donnée une structure d’algébre sur k dont 'anneau sous-jacent est (A4, +, x). Comme on
a vu ci-dessus, cela détermine un morphisme d’anneaux ¢, : k —> A, a valeurs dans le centre de A.

2. Supposons donné un morphisme d’anneaux « : k — A. L’application

kxA — A
(Ma) = a(Na

est une loi de composition interne et (A, +, X, .) est une algebre dont ’anneau sous-jacent est (A, 4, x).
3. Les deux constructions ci-dessous sont réciproques 'une de I'autre. Ainsi, la donnée d’une structure
d’algebre sur k sur un anneau (A, +, x) est-elle équivalente & celle d’un morphisme d’anneaux k — A &
valeur dans le centre de (A4, +, X).

4. Soit (A,+, x,.) une algebre sur le corps k et I un idéal de A. On consideére 'anneau quotient A/ et
le morphisme d’anneaux k — A — A/I ou la premiere fléche est celle définie a la Remarque 1.3 et la
seconde la projection canonique d’un anneau sur son anneau quotient par un idéal. Si 'on applique la
construction décrite au point 2 ci-dessus, on retrouve la structure d’algébre sur A/I définie au premier
point de la Proposition 1.13.

2 Polynome minimal d’un endomorphisme.

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin du Chapitre, F désigne un espace vectoriel sur k et f un endo-
morphisme de E. On suppose, en outre, que E est non nul.

On a vu a la section 1, Exemple 1.12, qu'on peut attacher a la donnée de F et de f un morphisme

d’algebres comme suit :
evy k[X] — Endg(E)
Zogigd AXY = Zogigd Aft

Si P € k[X], on pose ev(P) = P(f). On notera alors qu’on a 'identité ci-dessous :
VPQek[X], (PQ)f)=P(f)eQ(f) (1.1)

On pose k[f] = Im(evy) ; c’est une sous-algebre commutative de Endyx(E). Les éléments de k[f] sont
appelés les polynémes de I'endomorphisme f et on a :

k(f] ={P(f), P e k[X]}.

Les éléments du noyau de evy sont appelés les polynémes annulateurs de f. Il est clair que tout polynome
annulateur non nul de f est de degré au moins égal a 1. On a un isomorphisme d’algebres sur k comme
suit :

K[X]/ ker(ev ) = K[ ]



Remarque 2.1 - Polynémes d’endomorphismes et restrictions. On suppose que F' est un sous-
espace vectoriel de E stable par f et on note f|r I'endomorphisme de I’ induit par f.

1. Il est clair que, pour tout P € k[X], P(f) laisse F' stable et que, si P(f)|r désigne 'endomorphisme
induit sur F par P(f), on a:

P(fir) = P(f)F-

2. D’apres le premier point, le morphisme d’évaluation en f|z est le suivant :

evy, © k[X] — Endg(F)
Po= P(f)ir -

Proposition 2.2 — On suppose que E est de dimension finie. Alors, il existe un unique polynome unitaire
w dans k[ X] tel que lon ait :

ker(evy) = {u).

Démonstration. Comme E est de dimension finie, evy ne peut pas étre injective (cf. Exemple 1.12, Point
3). Ainsi, ker(evy) est un idéal non nul de I'anneau k[X]. Mais, k[X] est un anneau principal. Il existe
donc une unique polynéme unitaire 1 de k[X] qui engendre I'idéal ker(evy). L]

Définition 2.3 — On suppose que E est de dimension finie. L’unique générateur unitaire de [’idéal
ker(evy) (cf. Proposition 2.2) est appelé le polynéme minimal de l’endomorphisme f et est noté uy.

Remarque 2.4 - On suppose que E est de dimension finie. Il est important de remarquer que le polynéme
minimal d’un endomorphisme sur un espace vectoriel non nul n’est jamais un polynoéme constant. En effet,
si A € k, le polynéme constant P = A a pour image par evy I’homothétie de rapport A qui, puisque F est
non nul, n’est pas I’endomorphisme nul.

Remarque 2.5 - On suppose que E est de dimension finie. Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable
par f et si l’on note g 'endomorphisme de F' induit par f, on a :

Hglhvs-

Il est clair en effet que py est annulateur de g.

Exemple 2.6 - On suppose que E est de dimension finie.
1. Le polyndéme minimal de f est de degré 1 si et seulement si f est une homothétie. De plus, si f est
I’homothétie de rapport A € k, son polyndéme minimal est X — A.
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F et soit A € k. On rappelle que I’ affinité
vectorielle de base F', de direction GG et de rapport A est I’endomorphisme d de E tel que, pour tout x € F
et y € G,

dlz+y)=a+ Ay

(On note que, si A = 1, d n’est autre que l'identité de E, que si A = 0, d est la projection sur F,
parallelement & G et que si A = —1, d est la symétrie par rapport a F' parallelement & G.) Si F ou G est
le sous-espace nul, ou si A = 1, d est une homothétie. Dans la suite, on exclut ce cas, ce qui entraine en
particulier que d n’est pas une homothétie.

On vérifie facilement que (X — 1)(X — A) est un polynéme annulateur de d et qu’aucun polynéme de
degré 1 n’annule f. Il s’ensuit que le polynéme minimal de d est (X — 1)(X — A).
3. On rappelle qu'un endomorphisme g de E est dit nilpotent s’il existe un entier naturel ¢ non nul tel que
g* = 0. De plus, pour un tel endomorphisme, I’ensemble {i € N*|g® = 0} est non vide et admet donc un
plus petit élément que l'on appelle I'indice de nilpotence de g. Un endomorphisme g de E est nilpotent
d’indice d si et seulement si son polynéme minimal est X <.

Proposition 2.7 - On suppose que E est de dimension finie et on note d le degré du polynome minimal
de Uendomorphisme f. Alors, la famille (f?)o<;j<a—1 est une base du k-espace vectoriel k[f].



Démonstration. On rappelle que d € N* (cf. Remarque 2.4). Par définition, k[f] est I'image de ’application
lindaire evy : k[X] — Endg(E). Comme la famille (X?, i € N) est une base de k[X], la famille (f?, i € N)
est donc une famille génératrice de k[f]. Soient Ao, ..., \q_1 € k tels que = X9 + Y 0<i<d—1 A X
1. Pour k € N, on pose o

Fr. = Vect{fi, 0<i<k}.

Alinsi, on a une suite croissante de sous-espaces vectoriels de k[f] :
FoCF C...C Fg1 g]—'dgglk[f]

On va montrer, par récurrence sur k, que pour tout & > d, F, = F4—1. Comme gy est annulateur de f,
fl=— Y o<ica_i Aif". 1l s’ensuit que f? e Fy_q et donc que Fy = Fa_1.
Supposons & présent que k > d est un entier tel que Fr = F4_1. Alors, pour tout entier i tel que

i<k, ona f'€ Fy_1. En outre, en composant la relation f¢ = — Zogigd—l Xif? par fFt1=4 on obtient
que fFH = 3" ., NfTRHITd e B = Fu_q. Ce qui démontre que Frq = F4_1 et termine la
récurrence.

A ce stade, on a donc démontré que
k[f] = Vect(f',0<i<d—1).

2. On montre maintenant que la famille (f%, 0 < i < d — 1) de k[f] est libre. Supposons, au contraire,

qu’elle soit liée. Alors, il existe des scalaires Ag, ..., A¢—1 € k, non tous nuls, tels que
> A=,
0<i<d—1

ce qui revient & dire que le polynéme non nul Y, -, A X i est annulateur de f. Mais ce polynome est
de degré strictement plus petit que le degré de py. Il ne peut donc pas étre multiple de pf ; c’est une
contradiction.

Ainsi, on a démontré que la famille (f%, 0 <i < d — 1) de k[f] est libre et génératrice de k|[f]. L]

Proposition 2.8 — On suppose que E est de dimension finie et on note p le polyndome minimal de
l’endomorphisme f.

(i) L’endomorphisme f est inversible si et seulement si 1u(0) # 0.

(ii) Si f est inversible, alors f=1 € k[f].

Démonstration. On note d le degré du polynoéme minimal de f et on pose p = Y .-y a; X*, ol, pour
0 <i<d, a; € k. (En particulier, ag = 1(0) et ag = 1.) On a donc la relation o

S afi = ulf) =o. (1.2)
0<i<d

1. Supposons que ag = 0. On peut mettre f en facteur dans la relation (1.2) et on obtient ainsi :

fo Z%‘fiil =0.

1<i<d

Mais, par définition du polynéme minimal, le polynéme >, ., a: X i=1 ne peut annuler f puisqu’il est
de degré au plus égal & d — 1. Il s’ensuit I'existence de = € E tel que <21<i<d aifi_1> (x) # 0, ce dont il

découle que le noyau de f n’est pas réduit & 0. Ainsi f n’est pas inversible. Par suite, si f est inversible,
alors p(0) # 0.
2. Supposons que ap # 0. En multipliant (1.2) par aal et en isolant idg, on obtient

idg = fo Z (—ag) taif |,

1<i<d

qui assure que f est inversible et que f~1 € k[f]. "



3 Sous-espaces stables remarquables ; lemme des noyaux.

Si P € k[X], alors P(f) est un endomorphisme de E qui commute avec f. Il s’ensuit immédiatement que
son noyau, ker(P(f)), est un sous-espace vectoriel de E stable par f. Dans cette section, on s’attache a
I’étude des sous-espaces vectoriels de cette forme. Il s’averera, en effet, que leur role est crucial dans la
réduction de ’endomorphisme f.

Le résultat clé est le lemme de noyaux. 1l résulte des propriétés arithmétiques de k[X] et permet de
démontrer que, lorsque F est de dimension finie, il se décompose en somme directe de tels noyaux qui, par
ailleurs, sont en nombre fini.

Lemme 3.1 - Soient P,Q € k[X].
1. Si D est un p.g.c.d. de P et Q, alors ker(P(f)) Nker(Q(f)) = ker(D(f)).
2. Si P et QQ sont premiers entre euzx, alors

ker(PQ)(f)) = ker(P(f)) & ker(Q(f)).

Démonstration. 1. Les polynomes P et @ sont des multiples de D. L’inclusion O découle donc facilement
de l'identité (1.1). D’autre part, par définition d’un p.g.c.d., il existe U,V € k[X] tels que D = UP +V Q.
On a alors D(f) =U(f) o P(f) + V(f) o Q(f). L’inclusion C s’ensuit facilement.

2. Puisque P et (Q sont premiers entre eux, 1 est un p.g.c.d. de P et . Le premier point montre alors que
ker(P(f)) Nker(Q(f)) = ker(idg) = (0), c’est-a-dire que la somme de ker(P(f)) et ker(Q(f)) est directe.
En utilisant (1.1), il est clair, par ailleurs, que ker(P(f)) C ker((PQ)(f)) et ker(Q(f)) C ker((PQ)(f)).
Donc ker(P(f)) @ ker(Q(f)) C ker((PQ)(f)). Soient en outre U,V € k[X] tels que UP+ V@ =1. On a
lidentité idg = U(f) o P(f) + V(f) o Q(f). Soit alors z € ker((PQ)(f)). La précédente identité assure
que

z=U(N)(P(f)(x) + V(INQ)(x))-
Mais, comme z € ker((PQ)(f)), U(f)(P(f)(x)) € ker(Q(f)) et V(f)(Q(f)(x)) € ker(P(f)). Tl s’ensuit

que ker(P(f)) @ ker(Q(f)) 2 ker((PQ)(f))- =
Proposition 3.2 - Lemme des noyauzx.
Sotent N € N*, Py,..., Py des éléments de k[X]| deux a deux premiers entre eux et P =[], n Pr-
1. Ona
ker(P(f) = €D ker(Pu(f)).
1<k<N

2. On suppose que P(f) =0. Alors, on a E = @1y ker(Pi(f)) et, pour tout 1 < k < N, la projection
sur ker(Py(f)) parallélement & @, << iz, ker(Pi(f)) est un élément de k(f].

Démonstration. 1. On procede par récurrence sur IN. Le cas N = 1 est trivial. Supposons le résultat vrai
pour une certain entier N, N € N*. Soient Py, ..., Pyt des éléments de k[X] deux & deux premiers entre
eux et P =[], w<n Pr. Comme les P; sont deux a deux premiers entre eux, P et Py le sont aussi. Le
Lemme 3.1 assure donc que

ker(PPy11)(f)) = ker(P(f)) @D ker(Py1(f)).

L’hypothese de récurrence conduit donc a I'identité

ker((PPy+1)(f) = | B ker(Pu(f) | @D ker(Py+i(f)).

1<k<N

L’assertion est donc vraie au rang N + 1. Le point 1 est démontré.
2. Notons que, puisqu’on suppose que P(f) = 0, d’apres le point 1, on a bien

E=ker(P(f)) = €D ker(P(f)).

1<k<N
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Le résultat est trivial pour N = 1 puisqu’alors la projection en question est l'identité. On suppose
désormais que N > 2. On pose Q =[], .,«n itk P;. Comme on suppose que P(f) =0, d’apres le premier
point, on a

E = ker(Py(f)) P ker(Q(f)) (1.3)

et on s’intéresse au projecteur sur ker(Py(f)) parallelement a ker(Q(f)). Notons py ce projecteur. La
primalité relative de Py et Q assure qu'il existe U,V € k[X] tels que UP, +VQ = 1.
Pour tout = € F, on a alors

= ((UP:+VQ)(f)(x) = (UP)())(x) + (VQ)())(=),

avec (UPL)(f)(z) € ker(Q(f)) et (VQ)(f))(x) € ker(Px(f)). Ainsi, par définition de pg, pr(x) =
(V@)()(x)-

On a donc montré que py = (VQ)(f). Le point 2 est établi. ]

Corollaire 3.3 — On considére un polynome P annulateur de f et non nul. Soit

p= [ B

1<k<N
la décomposition de P en produit d’irréductibles, ou N € N*, les Py, ..., Py sont des polynémes irréduc-
tibles deux a deux distincts et aq,...,an des entiers naturels non nuls.
1. On a
E= @ ker(PX(f)).
1<k<N

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f. On a

F= @ (Fnke(B*(f).

1<k<N

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate du premier point du Lemme des noyaux,
puisque ker(P(f)) = E. Démontrons le second point. Il est clair que les sous-espaces vectoriels F' N
ker(P*(f)), 1 <k < N, sont en somme directe puisque les sous-espaces ker(P;*(f)), 1 <k < N, le sont
d’aprés le premier point. On a donc

FD @ (F Nker(P2*(£)))

1<k<N

et il reste a démontrer 1’égalité de ces sous-espaces. Soit x € F. D’apres le premier point, il existe
x), € ker(P*(f)), 1 <k < N, tels que = 21 +...+xn. De plus, pour 1 <k < N, y, est le projeté de x
sur ker(P.™(f)) parallelement a @, ker(Pqu (f)). Mais, d’apres le second point du Lemme des noyaux,
la projection sur ker(Py*(f)) parallelement & P, ker(Pjaj (f)) est un élément de k[f]. Tl existe donc
Q € k[X] tel que cette projection soit Q(f) et par conséquent tel que z = (Q(f))(z). La stabilité de F
par f assure donc que xy € F. =

Remarque 3.4 - On reprend les notations du Corollaire 3.3. Pour tout 1 < k < N, le sous-espace
vectoriel ker(P;*(f)) est une sous-espace de E stable par F. Le premier point du Corollaire 3.3 associe
donc, a tout polynéome non nul annulateur de f une décomposition de F en sous-espaces stables par f.
Si F est de dimension finie, on sait qu’il existe des polynémes non nuls annulateurs de f, par exemple le
polynéme minimal de f. Ce qui précede fournit donc effectivement des décomposition de F en sous-espaces
stables par f.

Remarque 3.5 — Sur les noyaux d’éléments de Kk[f].

1. Soit P dans k[X]. On a déja remarqué que le sous-espace vectoriel ker(P(f)) de E est stable par f.
Les sous-espaces de cette forme auront une importance centrale dans la réduction de I’endomorphisme f.
2. On suppose que p est un polynéme annulateur de f. Soit P dans k[X]. Si l'on applique le Lemme
3.1 aux polynémes p et P, on obtient que ker(P(f)) = ker(D(f)), ou D est un diviseur de p. Il s’ensuit
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que l'ensemble des sous-espaces de F de la forme ker(P(f)) avec P € k[X] est fini dés que f admet un
polynoéme annulateur non nul.
3. On suppose que E est de dimension finie et on note iy le polynéme minimal de f. Alors,

{ker(P(f)), P € k[X]} = {ker(P(f)), P € k[X], Pluy}.
En particulier, {ker(P(f)), P € k[X]} est de cardinal fini.

Exemple 3.6 — Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels non nuls de F supplémentaires et soit p la
projection sur F, parallelement & G. (Voir exemple 2.6.) Puisque le polynéme minimal de p est X (X —1),
d’apres la Remarque 3.5, 'ensemble {ker(P(f)), P € k[X]} est constitué des sous-espaces E, F, G et {0}.

Attention cependant : il existe d’autres sous-espaces de E stables par p. C’est le cas de tout sous-
espace obtenu comme somme (directe) d’un sous-espace de F' et d’un sous-espace de G. Le second point
du corollaire 3.3 montre qu’en fait un sous-espace de F est stable par p si et seulement si il est somme
(directe) d’un sous-espace de F' et d’un sous-espace de G.

Remarque 3.7 — Sur les noyaur d’éléments de k[f] avec [ nilpotent. On suppose que f est un
endomorphisme nilpotent de E dont on note d 'indice de nilpotence. La Remarque 3.5 donne

{ker(P(f)), P € K[X]} = {ker (f"), 0 < i < d}.

De plus, le cardinal de ensemble ci-dessus est d + 1 (cf. Exercice 4.4).
On peut démontrer directement (cf. Exercice 4.5) que, si E est de dimension finie et que d = dimg(FE),
les seuls sous-espaces de E stables par f sont les ker ( f")7 0<i<d.

Lemme 3.8 — Sur les suites de noyaux itérés.

1. Soit P € k[X].

1.1. La suite (ker(P*(f)))ien est une suite croissante (pour l'inclusion) de sous-espaces vectoriels de E.
1.2. Il existe ¢ € NU {00}, unique, tel que ker(P'(f)) C ker(PI(f)) pour tous entiers naturels i, j tels que
i < j </{etker(P'(f)) = ker(PI(f)) pour tous entiers naturels j tels que ¢ < j. De plus, si E est de
dimension finie, £ € N.

2. On suppose E de dimension finie, on note iy le polynome minimal de f et on écrit

nr= I P

1<k<N
la décomposition de py en produit de puissances d’irréductibles, ou N € N*, les Py,..., Py sont des
polyndmes irréductibles deux a deux distincts et o, ..., an des entiers naturels non nuls. Alors, pour tout

1<k<N,ona
0 Cker(P(f)) C...C ker(P,?’rl(f)) C ker(P.*(f))

(suite strictement croissante) et, pour € N, > oy, ker(P*(f)) = ker(P,?(f)).

Démonstration. 1. On ne donne qu’une esquisse de démonstration ; les détails sont laissés en exercice.
(On conseille aussi au lecteur de faire le lien avec la premiere question de l'exercice 4.4.)

1.1. Cela découle du fait que, pour i € N, PTL(f) = P(f) o P(f).

1.2. On peut démontrer facilement la propriété suivante : si i est un entier naturel tel que ker(P!(f)) =
ker(Pi1(f)), alors ker(P*L(f)) = ker(Pi*2(f)). Ainsi, si deux sous-espaces consécutifs de la suite
(ker(P(f)))ien sont égaux, la suite est stationnaire (c’est-a-dire que tous ses termes sont égaux a partir
d’un certain rang). Le résultat en découle.

2. Soit 1 < k < N. Montrons d’abord que ker(P*~'(f)) C ker(P¢™* (f)). Supposons que

ker(P,?’Fl(f)) = ker(P.*(f)), (1.4)

et posons ) = P,?’“_l ngigN, itk P, D’apres le Corollaire 3.3, on a

E= P ker(P(f)). (1.5)

1<i<N
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Il resulte alors de 1'égalité (1.4) que Q(f) = 0 et donc que py divise Q. C’est une contradiction. On a
donc ker(P{* 71 (f)) C ker(P2*(f)). Compte tenu du Point 1, on en déduit que

0 C ker(Py(f)) C ... Cker(P2*(f)) C ker(PX(f)).

Soit & présent un entier 3, 5 > «ay. Le polynome Pkﬁ_a’“uf annule f. D’apres le Corollaire 3.3, on a donc

E=| @@ ke(P(f) | Pker(P,(f)). (1.6)

1<i<N,i#k
En comparant les décompositions (1.5) et (1.6), et puisque ker(P.*(f)) C ker(P,f(f)), on obtient que
ker(Pg™ (f)) = ker(Py(f))- .

Proposition 3.9 — On suppose que E est de dimension finie et on note uy le polynéme minimal de f.
L’application
{D € k[X], Dunitaire, D|ps} — {ker(P(f)}, P € k[X]}
D —  ker(D(f))

est une bijection.

Démonstration. La Remarque 3.5 assure que cette application est surjective. Ecrivons

pe= [ P

1<k<N
la décomposition de py en produit d’irréductibles, ot N € N*, les P;,..., Py sont des polynomes
irréductibles deux a deux distincts et ag,...,an des entiers naturels non nuls. D’aprés le Corollaire
3.3, 0n a
E= @ ker(F*(f)).
1<k<N
La donnée d'un diviseur unitaire D de py est équivalente & celle d'un N-uplet d’entiers (51,...,08n) tel

que, pour 1 <7< N, 0< 3; < ;. De plus, pour un tel diviseur, le Lemme des Noyaux assure que

ker(D(f)) = €D ker(P*(f)).

1<k<N

11 suffit alors d’appliquer le second point du Lemme 3.8 pour conclure. [

4 FExercices.

Exercice 4.1 — On considére I’espace vectoriel E = k[X] et 'endomorphisme 9 de dérivation formelle sur
E. Montrer que, si k est de caractéristique nulle, ’endomorphisme 9 n’admet pas de polynéme annulateur
différent de 0. Qu’en est-il en caractéristique strictement positive ?

Exercice 4.2 — Soit E un espace vectoriel sur k, de dimension finie, et soient F,G des sous-espaces
vectioriels de E tels que E' = F' @ G et stables par f. On note fir et fig les endomorphismes de F' et G
respectivement induits par f sur I et G. Démontrer que py est le p.p.cm. de uy,,. et py-

Exercice 4.3 - Soit E un espace vectoriel sur k et f un projecteur de E. Montrer qu’'un sous-espace
vectoriel de F est stable par f si et seulement si il est somme (directe) d’un sous-espace vectoriel de ker(f)
et d’un sous-espace vectoriel de Im(f). (Voir la Remarque 3.6.)

Exercice 4.4 — Sur les endomorphismes nilpotents.
Soit F un espace vectoriel sur k et f un endomorphisme de FE.
1. Montrer que la suite (ker(f?));en est une suite croissante (pour l'inclusion) de sous-espaces vectoriels
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de E et que si k est un entier naturel tel que ker(f*) = ker(f¥*+1), alors ker(f’) = ker(f*) pour tout entier
j tel que j > k.

2. On suppose que la suite (ker(fj))jeN est stationnaire et on note p le plus petit entier naturel j tel que
ker(f7) = ker(f7*1). Montrer que, pour 0 < j < p, dimy (ker(f7) > j.

3. On suppose que f est nilpotent d’indice d. Montrer qu’alors la suite (ker(f7));en est stationnaire et
que d est le plus petit entier naturel j tel que ker(f7) = ker(f7*1).

4. On suppose que F est de dimension finie et f nilpotent. Montrer qu’il existe une base de F relativement
a laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure stricte.

5. On suppose E de dimension finie égale a n € N* et un suppose f nilpotent d’indice n. Montrer que,
pour 0 < i < n, on a dimg(ker(f?)) = i.

Exercice 4.5 — Sur les sous-espaces stables des endomorphismes nilpotents.
On suppose que f est un endomorphisme nilpotent de F dont on note d I'indice de nilpotence. On rappelle
(cf. Exercice 4.4) qu’on a alors une suite strictement croissante de sous-espace de E stables par f :

{0} C ker(f) C ... C ker(f4 1) C ker(f%) = E. (1.7)

On suppose que F est de dimension finie et que d = dimg(FE). Le but de cet exercice est de montrer que
les d + 1 sous-espaces de la suite (1.7) sont les seuls sous-espaces de E stables par f.
Soit F' un sous-espace de E stable par f.
1. Montrer que I'endomorphisme fir de F' induit par E est nilpotent d’indice majoré par d. On note k
son indice de nilpotence.
2. Montrer que F Nker(f*) = ker(fll}) = I, puis que ker(f*) D F.
k

3. Montrer que dimg(ker(f*)) =k et que dim(F') = dim(ker(f"};) > k (on pourra utiliser 'Exercice 4.4).

f*)
4. Conclure que F = ker(f*).



Chapitre 2

Sous-espaces cycliques et
applications.

Dans tout ce chapitre, k désigne un corps commutatif, £ un espace vectoriel sur k et f un endomorphisme
de E. On suppose, en outre, que E est non nul.

1 Sous-espaces cycliques ; endomorphismes cycliques.

Lemme 1.1 - Soit x € E.

1. On considére un ensemble non vide I et (V;);cr une famille de sous-espaces vectoriels de E contenant
x et stables par f. Alors, Nic1 Vi est un sous-espace vectoriel de E contenant x et stable par f.

2. L’ensemble des sous-espaces vectoriels de E contenant x et stables par f admet un plus petit élément
(pour Uinclusion).

Démonstration. 1l est immédiat que I'intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels qui contiennent x
est un sous-espace vectoriel qui contient x. Il est clair aussi que 'intersection d’une famille de sous-espaces
vectoriels stables par f est stable par f. Ceci démontre le premier point. On démontre maintenant le
second point. On observe d’abord que E est un sous-espace vectoriel contenant = et stable par f. Par
suite, la famille de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant x et stables par f est indexée par un
ensemble non vide. Le premier point s’applique donc et montre que 'intersection de tous les sous-espaces
vectoriels de E, contenant x et stables par f est un sous-espace vectoriel contenant x et stable par f. Soit
V cette intersection. Il est évident que V' est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant x et stable
par f. Ceci démontre le second point. [

Définition 1.2 — Soit © € E. Le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant x (cf.
Lemme 1.1) est appelé le sous-espace cyclique de f associé a x. Il sera noté Ey .

Proposition 1.3 — Soit x € E. Le sous-espace cyclique de f associé a x est
Vect{f'(z), i € N}.

Démonstration. Posons V = Vect{ fi(x), i € N}. On doit montrer que V est un sous-espace vectoriel de E
contenant x, stable par f et inclus dans tout sous-espace vectoriel de E' contenant x et stable par f.

Par définition, V' est un sous-espace vectoriel de E contenant x. En outre, une récurrence facile assure
que V est stable par f.

D’autre part, si W est un sous-espace vectoriel de E contenant x et stable par f, une récurrence facile
assure que W contient f*(z), pour tout i € N. Ainsi, W contient V.

En conclusion, V = Ef ;. (]

On est maintenant en position d’introduire la notion, trés utile pour la suite, de polyndme minimal
local d’un endomorphisme.

14
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Remarque 1.4 - Soit = € E.
1. Par définition, le sous-espace vectoriel E'y, est stable par f et on peut donc considérer I’endomorphisme
f| Ef. induit par f sur ce sous-espace. D’aprés la Remarque 2.1 du Chapitre 1, le morphisme d’évaluation
en fip, , s'exprime alors :

Vfg,, - k[ X] — Endy(Efz) .

P = P(flg,.,

c’est un morphisme d’algebres.
2. On dispose aussi d’'un morphisme d’espaces vectoriels sur k :

evie ¢ k[X] =5 Endy(E) — E
P P(f) = (P(f)(z)
En effet, evy est un morphisme d’algebres, et donc en particulier d’espaces vectoriels. Et, d’autre part,
Papplication Endy(F) — E, g — g¢(z) est un morphisme d’espaces vectoriels, comme on le vérifie

immédiatement.
3. Il n’est pas difficile de monter que

ker (er\Ef ) ={P e k[X], (P(f))(xz) =0} = ker(evy,) et Im(evyg) = Ef oz
(Pour l'identité Im(evy ;) = Ey 4, on pourra utiliser la Proposition 1.3). Les détails sont laissés en exercice.

Remarque 1.5 -
1. Il est clair que, si E est de dimension finie, alors ker <ev fie; ) est un idéal non nul. (Il suffit de raisonner

comme pour 'application evy en remarquant que Endy(Ey ;) est de dimension finie.) En particulier, si E
est de dimension finie, il existe un unique polynéme unitaire ¢, dans k[X] tel que l'on ait :

ker (evf‘Ef‘m) = (Usz)-
2. On a que = = 0 si et seulement si ker (erlEf ) = k[X], c’est-a-dire si et seulement si py, = 1.

Définition 1.6 — On suppose que E est de dimension finie. L’unique générateur unitaire de lidéal
ker (er\Ef ) (cf. Remarque 1.5) est appelé le polynéme minimal local en x de ’endomorphisme f ;

il est noté pifz.

Remarque 1.7 - On suppose £ de dimension finie. D’apres le second point de la Remarque 1.5, E , =
(0) si et seulement si & = 0. Cette méme remarque assure que si « = 0, alors uy, = 1. Si, au contraire,
x # 0, alors piy ., n'est autre (par définition) que le polynome minimale de I’endomorphisme fg ;.. induit
sur E¢, par f et il est donc de degré au moins égal a 1.

Remarque 1.8 — On suppose que E est de dimension finie. Pour tout = € F,

Mf,m|”f‘

Proposition 1.9 — On suppose que E est de dimension finie. Soient v € E, uy, le polynome minimal
local de [ en x et d = deg(uy ). Alors, si x est non nul, la famille {fi(x), i € N, 0 <i <d—1} est une
base de Ef .

Démonstration. Les détails sont laissés en exercice. n

Lemme 1.10 - On suppose que E est de dimension finie. Soit P € k[X] un polyndme irréductible et
ke N*. Six € ker((P*)(f)) \ ker((P*~1)(f)), alors le polynéme minimal local de f en x est P*.

Démonstration. On observe pour commencer que, par hypothese, © # 0. On a donc deg(us.) > 1 (cf.
Remarque 1.7). Par définition du polynéme minimal local en x, ,uf,m|Pk. Mais alors, comme P est
irréductible, il existe un entier j, 1 < j < k tel que ps, = P7. On a donc (P/(f))(z) = (ur..(f))(z) = 0.
Par hypothese sur z, cela impose que j = k. [
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Proposition 1.11 — On suppose que E est de dimension finie. Il existe x € E tel que pif = pif ..

Démonstration. On note py le polynéme minimal de f et on écrit

nr= I B

1<k<N
la décomposition de py en produit de puissances d’irréductibles, ot N € N*, les Pi,..., Py sont des
polynomes irréductibles deux a deux distincts et ag,...,an des entiers naturels non nuls. D’apres le

Corollaire 3.3 du Chapitre 1, on a

E= @ ke(B*(f))

1<k<N
D’apres le Lemme 3.8 du Chapitre 1, pour tout 1 < k < N, on peut considérer z;, € ker(P.™*(f)) \
ker(Pg™* ' (f)). On pose

1<k<N

Chacun des sous-espaces ker(P,*(f)), 1 <k < N, est stable par f et donc par s, (f). De I'égalité

0=pra(f)@)= Y npa(f)law)

1<k<N

on tire donc que, pour 1 < k < N,
tga(f) (k) =0.

Mais, d’apres le Lemme 1.10, le polynéme minimal local de f en zj, est P.™*. Il découle donc de ce qui
précede que, pour 1 <k < N :
P g

Comme les Py, 1 < k < N, sont deux a deux premiers entre eux, on déduit de ce qui précede que
tslpf -

Ceci termine la démonstration, compte tenu de la Remarque 1.8. L]

Définition 1.12 - On dit que l'endomorphisme f est cyclique s’il existe x € E tel que E = Ey ;.

Définition 1.13 - Soient £ € N* et P =3 ..., ;X" + X* un polynoéme unitaire de k[X] de degré £.
On appelle matrice compagnon de P la matrice

0 0 O 0  —co
1 0 0 0 —ca
01 O 0 —c
0 0 0 1 —cp

de My(k).

Remarque 1.14 — On suppose que F est de dimension finie et on note n cette dimension.

1. Supposons que f est cyclique. Par définition, il existe + € E tel que £ = Ef, et on a x # 0
puisque E # (0). D’apreés la Proposition 1.9, le polynéme minimal local de f en x est de degré n et
B={x, f(z),...,f" 1(x)} est une base de E. Soient alors ag, ...,a,_1 € k tels que

ffe=X"— Z a; X"

0<i<n—1
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De l'identité py . (f)(z) =0, on tire que la matrice de f dans la base B est

00 0 ... 0 a
10 0 ... 0 a
0 1 0 ... 0 a2

L (2.1)
00 O 1 an—

En outre, pour tout : € N, on a

(p2(F) (f1(2)) = (rra(f) 0 £1) (@) = (f 0 npalf)) (@) = (F (1r.0(f)(@) = f(0) = 0.

Ainsi, 'endomorphisme pf . (f) s’annule sur une base de E. Il est donc nul. On en déduit que py|ps o et
donc (cf. Remarque 1.8) que

Hf = Hf -

2. Réciproquement, supposons qu’il existe des éléments ag, ...,a,_1 € k et une base B tels que la matrice
de f dans la base B soit comme en (2.1). Il est facile de voir que, si I’on note z le premier vecteur de B,
ona E = FEy,. Ainsi, f est cyclique.

3. Ce qui précede montre qu'un endomorphisme est cyclique si et seulement si il existe une base relative-
ment & laquelle sa matrice est du type (2.1).

Proposition 1.15 — On suppose que E est de dimension finie et on note n cette dimension. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est cyclique ;

(ii) deg(uis) = dim(E).

Démonstration. Si f est cyclique, le premier point de la Remarque 1.14 assure que n = deg(jy).
Réciproquement, supposons que n = deg(uys). La Proposition 1.11 assure l'existence de z € E tel

que fif = py,. Pour un tel z, on a donc n = deg(pr,). Mais, deg(ps,) = dim(Ey,). On a donc

dim(E; ) = dim(E) et pas suite que E = Ey .. Ainsi, f est cyclique. L]

2 Polynome caractéristique et théoreme de Cayley-Hamilton.
Dans cette section, on suppose que E est de dimension finie et on note n cette dimension.

L’objet de cette section est d’introduire le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme et de démon-
trer que c’est un polynéme annulateur de cet endomorphisme. Pour cela, il va étre utile d’introduire des
matrices a coefficients dans ’anneau k[X]. La remarque suivante définit le cadre approprié de la maniére
la plus directe possible pour notre objectif. On reviendra sur cette construction plus tard, pour y apporter
des compléments utiles pour la suite du cours.

Remarque 2.1 - Rappels et compléments de structures : matrices a coefficients dans un
anneau. Dans cette remarque, A désigne un anneau commutatif integre.

1. On rappelle qu’alors, on peut construire un corps commutatif K, appelé corps des fractions de A, ayant
les propriétés suivantes : il existe un morphisme injectif d’anneaux

¢t A — K (2.2)

tel que, pour tout élément z de K, il existe (a,b) € A x (A\ {0}) tel que z = t(a)e(b)~!. Comme le
morphisme ¢ est injectif, il permet d’identifier A & un sous-anneau de K.

2. Soient p,q € N*. On note M, ,(A) Pensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes, & coefficients dans
A. Puisqu’on identifie A & un sous-anneau de K, M, ,(A) s’identifie & un sous-ensemble de M, ,(K).
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Si p = ¢, on pose M,(A) = M, ,(A) ; cet ensemble (vu comme sous-ensemble de M, (K)) est alors un
sous-anneau de M, (K) et on dispose d’une application

det : My(4) — A

par restriction du déterminant pour les matrices a coefficients dans K.
3. Ce qui précede s’applique en particulier au cas ot A = k[X]. Ainsi, si 'on considére une matrice carrée
a coefficients dans k[X], on peut lui associer son déterminant, qui est lui-méme un élément de k[X].

On revient maintenant au contexte du cours.

On rappelle que si B et C sont deux bases de E et si Matp(f) et Mate(f) sont les matrices représentatives
de f relativement & B et C respectivement, il existe une matrice inversible P € M, (k) telle que

Matc(f) = P~ *Matg(f)P.

Il s’ensuit I'identité
Mate(f) — X1, = P~ (Matg(f) — XI,,) P

dans M, (k[X]) qui assure que le déterminant des matrices Matg(f) — X I, et Matc(f) — X I, (qui est un
élément de k[X]) coincident. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 2.2 - On appelle polynome caractéristique de f le polynome
xf = (—1)" det (Matg(f) — X1,,),
ou B est une base arbitraire de E.

Remarque 2.3 - On suppose que f est cyclique. D’apres la Remarque 1.14, il existe une base B de F
relativement a laquelle la matrice de f est

00 0 0 ao
10 0 0
01 0 0 as
A= (2.3)
00 O 1 ap_1

Le polynéme caractéristique de f est donc

Xr=X"— Z a; X',

0<i<n—1
(cf. Exercice 5.2).

Lemme 2.4 -
1. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors Xf‘p|Xf-
2. Si F' et G sont des sous-espace vectoriel de E stables par f et supplémentaires, alors X = XfpXf -

Démonstration. On laisse les détails en exercices. Pour le premier point, on peut considérer une base de F’
et la compléter en une base de E. La polyndome caractéristique de f est alors le déterminant d’une matrice
triangulaire par blocs, ce dont le résultat se déduit. Le second point se traite de maniere semblable en
considérant une base adaptée a la décomposition £ = F & G. ]

Proposition 2.5 — Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est cyclique ;

(i) Xf = pif-

En particulier, si f est cyclique, x7(f) = 0.
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Démonstration. On suppose que f est cyclique et on reprend les notations de la Remarque 1.14. Cette
Remarque montre que

pr=X"— Z a; X"

0<i<n—1

Par ailleurs, la Remarque 2.3 assure que

xr=X"— Z a; X"

0<i<n—1
Donc
Xf = Hf-
Réciproquement, si x ¢ = ¢, la Proposition 1.15 assure que f est cyclique. [

Théoréme 2.6 (Théoréme de Cayley-Hamilton) On a x;(f) =0.

Démonstration. Soit x € E. On considere le sous-espace cyclique Ef ., de f associé a = et ’endomorphisme
g induit par f sur Ey,. Bien sur, g est cyclique. La Proposition 2.5 assure donc que x4(9) = 0. En
particulier, 0 = x4(g9)(x) = x4(f)(x). Mais, d’apres le Lemme 2.4, x4|xf. Donc x¢(f)(x).

Ainsi, pour tout « dans E, x(f)(z) = 0. Autrement dit, x¢(f) = 0. n

Remarque 2.7 - Il découle du Théoreme de Cayley-Hamilton que le degré du polynéme minimal de f
est majoré par la dimension de F.

Remarque 2.8 - On note x le polynéme caractéristique de f et on écrit

xr= ] P*

1<k<N
la décomposition de x¢ en produit de puissances d’irréductible, ou N € N*, les Pi,..., Py sont des
polynoémes irréductibles deux a deux distincts et £1,...,8n des entiers naturels non nuls. D’apres le

Théoreme de Cayley-Hamilton, il existe des entiers ag, 1 < k < N, vérifiant 0 < o < 5k et tels que

Hf = H ng.

1<k<N

Bien sur, pour 1 < k < N, (0) C ker(P.*(f)) € ker(PkB’“(f)). En fait, le second point du Lemme 3.8 du
Chapitre 1 assure que
ker(P* (£)) = ker(P*(f))-

3 Réduction de Frobenius.

Dans cette section, on suppose que E est de dimension finie.

La réduction de Frobenius de I’endomorphisme f est le contenu du Théoreme 3.5. C’est 'objectif
majeur de cette section.

Pour Tatteindre, on passe par la Proposition 3.3. On rappelle que, conformément a la Proposition
1.11, il existe un élément x de E tel que py = py,. La Proposition 3.3 démontre que si 2 est un tel
élément, alors le sous-espace Ef . (qui est stable par f) admet un supplémentaire qui est aussi stable par
f. La démonstration de cette proposition est difficile et on passe par un lemme préparatoire dans lequel
on établit un lien entre Fy . et un certain sous-espace cyclique de E* associé a la transposée de f. Clest
ce lemme qui contient la difficulté technique.

On commence par un rappel sur les notions de dualité qui nous seront utiles.
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Remarque 3.1 - On note E* 'espace dual de E. Ainsi, E* est 'espace vectoriel des formes linéaires sur
E : E* = Homg(E, k).
1. Soit B = (€1, ..., e,) une base de E. Soit 1 <4 <mn, on note €] la forme linéaire sur E définie par

e;(ej) = dij.

(Ci-dessus, d;; est le symbole de Kronecker : il vaut 1 lorsque ¢ = j et 0 lorsque ¢ # j.) La forme linéaire e
est appelée i-eme forme coordonnée puisque, si z est un vecteur de E, ef(x) est la coordonnée de e; dans
la décomposition de x relative & la base B. Il n’est pas difficile, alors, de vérifier que la famille (ef, ..., ex)
est une base de E*, appelée base duale de la base B et notée B*.

Réciproquement, si C est une base de E*, il existe une unique base de F dont C est la duale. L’unique
base de E dont C est la duale est parfois appelée base ante-duale de C.
2. Si F est un sous-espace de E*, on note F'* 'orthogonal de F' (au sens de la dualité). Par définition,
F est ’ensemble des éléments de F qui sont dans le noyau de toutes les formes linéaires appartenant a
F

Ft={zc E|p(x)=0,Ypec F}.

Soit alors p = dimg(F), 0 < p <n. Si (41,...,¢P,) est une base de F et si 'on complete cette base en une
base (¢1,...,¢n) de E*, on peut considérer la base ante-duale de (¢1,...,¢,) : B = {f1,..., fn}. Une
vérification facile montre que les vecteurs f,i1,..., f, forment une base de F-. En particulier, on a

dimy (F*) = dimg(E) — dimy (F).
3. A tout endomorphisme g de E, on peut associer I'application, dite transposée de g :

9 + E¥ — E*
o = pog’

1l est facile de vérifier que g est une application linéaire de E* : %y € Endix(E*). On a donc une application

‘(=) : Endg(E) — Endy(E*)
g = Y :

Il est facile de vérifier que cette application est linéaire. De plus, si g, h € Endy(E), alors {goh) = ho'g.

Lemme 3.2 — On suppose que E est de dimension finie égale a n € N*. Soit x est un élément de E tel
que pig = fifq, et p le degré de py. Pour 0 <i < p—1, on pose e; = fi(x), on compléte la famille libre

(cf. Proposition 1.9) (e, ...,ep—1) en une base B = (eq,...,e,—1) de E et on note B* = (efy,...,e_1) sa

base duale. Alors, la famille ((tf)j(e;_l), 0<j<p-—1) est une base de l’espace cyclique Ef o . associé
en_

a'fetes ;.

Démonstration. Observons que 'hypothese py = iy . assure que = est non nul.
D’apres le Lemme 1.9, la famille (eq,...,e,—1) est une base de Ef, (en particulier, elle est libre). On
considere alors ’endomorphisme transposé de f :

tf . E* — E*
p = pof

et le sous-espace cyclique de 'f associé a €pq
Eip. | = Veet{('f)(e}_,), j € N},

Comme pf est de degré p, d’apres la Proposition 2.7 du Chapitre 1, on a k[f] = Vect{f7, 0 < j <p—1}.

En d’autres termes : pour tout i € N, f? est combinaison linéaire de idg, f, ..., fP~'. Il s’ensuit, d’apres
le point 3 de la Remarque 3.1, que, pour tout i € N, (!f)? est combinaison linéaire de idg-, f, ..., {(fP~1).
On a donc

Efyer = Vect{('f)(e;_1), 0<j <p—1}. (2.4)
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Considérons a présent la famille

(g1, flepa)se s (P Hepon))

d’éléments de EZ} et Soient Ao, ..., Ap—1 des éléments de k tels que
e

Moyt +M'flep_1) + .o+ A1 (OF)FHepo1) = 0.

L’identité ci-dessus appliquée & eg donne A\,_; = 0. Puis, la méme identité appliquée & e; donne A\,_5 = 0.

En continuant ainsi jusqu’a e,—_1, on trouve que les A;, 0 <4 < p — 1, sont nuls. Ainsi, la famille ci-dessus

est libre. Mais, I’égalité (2.4) montre qu’elle est génératrice de B o E Ceci termine la démonstration. m
e

Proposition 3.3 — On suppose que E est de dimension finie. St x est un élément de E tel que jif = fif 4,
alors By, admet un supplémentaire stable par f.

Démonstration. On reprend les notations du Lemme 3.2 et de sa démonstration. Nous allons montrer que
orthogonal de E; .. ) (au sens de la dualité) est un supplémentaire de Ey , stable par f. Par définition,
e

cet orthogonal est

1 ) .
(Bires ) ={v€BIVieN, (1)(e; 1)) =0} = {y € E|Vj €N, 5, 0 fI(y) = 0}.
1. La stabilité de ce sous-espace par f est immédiate.
1
2. Soit ensuite y € (Et*f,e*_1> N Ef . Comme y € Ef,, il existe \; €k, 0 <7 <p—1, tel que
0<i<p-1 0<i<p-1
Et, pour j € N, on a _
0= e;—l o f7(y)

1
puisque y € (Ef} o 1) . En appliquant cette observation avec j = 0, on obtient que A,_; = 0. Puis, en
e
appliquant cette observation avec j = 1, on obtient que A,_2 = 0. En procédent ainsi jusqu'a j =p — 1,
on conclut que y = 0.
3. Ce qui précede montre que l'on a une somme directe de sous-espaces stables par f comme suit :

Er. @ (E;}ye;il)L CE. (2.5)

Mais, d’apres le Lemme 3.2, dim (E;} o 1) = p et donc, d’apres le deuxime point de la Remarque 3.1,
e

dim ((Et*fve;,l)l) = n — p. En comparant les dimensions dans 'inclusion (2.5), on obtient que cette

inclusion est une égalité. Ceci termine la démonstration. L]

On est maintenant en position de démontrer 'existence de la décomposition de Frobenius (Théoréme
3.5). La partie existence de cette démonstration est simple. La partie unicité est plus délicate. Pour
préparer cette derniere, on énonce sous forme d’exercice un résultat élémentaire qui y sera utile.

Exercice 3.4 —Soient I et G deux espaces vectoriels sur k, de dimension finie, » un endomorphisme de F'
et v un endomorphisme de G. S’il existe une base 5 de F' et une base C de G telles que Matg(u) = Mate(g),
alors il existe un isomorphisme ¢ : F — G d’espaces vectoriels tel que v = pouo 1.

Théoréme 3.5 — Réduction de Frobenius. Il existe r € N*, une suite Pi,..., P. de polynémes uni-
taires de k[ X] et des sous-espaces E1,...,E,. de E, stables par [ et non nuls tels que :

1. PTI N |P2|P1 5

2.E=E&...0FE,;

3. pour tout i € {1,...,r}, la restriction de f a E; est cyclique de polyndme minimal P;.

De plus, l’entier r et la suite Py, ..., P. sont uniques.

Enfin, py = Py et, pour 1 <i <r, deg(P;) = dim(E;).
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Démonstration. On commence par démontrer ’existence.

On procede par récurrence sur la dimension de ’espace vectoriel E. Si E est de dimension 1, le résultat
est évident (avec r =1, Py = puy et By = E). On le suppose vrai pour tout espace vectoriel de dimension n
et on considere un espace de dimension n+ 1. D’apres la Proposition 1.11 du Chapitre 1 et la Proposition
3.3, il existe un élément x € E, x # 0, et un sous-espace F' de E stable par E tels que py = pif . et

E=E; . PF

Bien str, la restriction de f & Ef, est un endomorphisme cyclique de E¢ . Si F' = 0, le résultat est clair
(avec r = 1, E = F; et uy = Pp). Sinon, I'hypothese de récurrence appliquée a f|r assure l'existence de
r € N, r > 2, de polynomes unitaires Ps, ..., P, et de sous-espaces vectoriels Fs, ..., E,. de F, stables par
f,telsque P.|...|Py, F=E;&...® E, et, pour tout i € {2,...,r}, la restriction de f & F; est cyclique
de polynome minimal ;. Posons alors £y = Ef , et P = g, On a bien str que

E=FE&...QFE,.

Notons f; la restriction de f a F;, 1 <i < r. Il est clair aussi que les f;, 1 < i < r, sont cycliques et de
polynoéme minimal P;. On a

P1 = ’U/f\Ef,:p = Hfax = Hf-

(La premiere égalité est la définition de Pj, la deuxiéme est la d’efinition du polynéme minimal local et
la troisieme est vrair par définition de z.) Comme P; est annulateur de f, il est annulateur de f; et donc
Py|Py. Ceci démontre la partie existence de 1’énoncé.

Pour établir I'unicité, on commence par une observation. Supposons donnés r, une suite Py,..., P, et
une suite F1, ..., E,. comme dans I’énoncé et, pour 1 <+ < r, notons f; '’endomorphisme de F; induit par
f. Comme P; est multiple de tous les P;, 1 < i <r, P; est annulateur de f; pour 1 <4 <. Donc P est
annulateur de f, c’est & dire que puf|P;. Mais, py est annulateur de fi, donc Py|py. On a donc py = Py.

D’autre part, pour 1 < ¢ < r, f; est un endomorphisme cyclique de E; de polynéme minimal P; et
donc deg(P;) = dimg(F;) (cf. Proposition 1.15).

On démontre a présent 'unicité. Supposons donnés des entiers strictement positifs r, s, des suites
Pp,...,P. et Q1,...,Qs de polynémes unitaires et des suites Fi,...,F,. et Gy,...,G, de sous-espaces
vectoriels de E stables par f et non nuls tels que P.|...|P|Py, Qs|...|Q2]|Q1,

E= @ F, E= G

1<i<lr 1<i<s

et tels qu’enfin, pour 1 < i < r, 'endomorphisme f; induit par f sur F; soit cyclique de polynoéme minimal
P; et, pour 1 < j < s, 'endomorphisme g¢; induit par f sur G; soit cyclique de polynéme minimal @);. On
peut supposer, sans perte de généralité, que r < s.

L’observation qui précede montre que

Py=py =0

et que

> deg(Py) = dimg(E) = ) deg(Q;). (2.6)

1<i<r 1<j<s

Supposons que l'ensemble {i € N, 2 < i < r|P; # Q;} soit non vide et soit k son plus petit élément.
On pose

Comme f stabilise les sous-espaces F;, 1 <i <r, et G;, 1 < j < s, 7w les stabilise aussi et on a :

1<i<r 1<j<s
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Mais, m = Py(f) s’annule sur tout F;, i > k, car pour un tel i, Py est un multiple du polyndéme minimal
P; de f;. Donc

P w(F) =rE) = P Gy (2.7)
1<i<k—1 1<5<s
Soit & présent 1 < ¢ < k — 1. Par définition de k, P, = @Q;. Il s’ensuit que dimy(F;) = dimg(G;)
et qu’il existe une base B; de F; et une base C; de G; telles que Matg, (f;) = Mate, (g;) (cf. Remarque
1.14). 1l existe donc (cf. Exercice 3.4) un isomorphisme ¢; : F; — G; tel que g; = ¢; 0 f; 0 50;1 et donc
Pr(g:) = pi 0 Pp(fi) o cp[l. On a donc :

T(Gy) = Pu(f)(Gi) = Pi(9:)(Gi) = @i 0 Pu(fi) o 05 1 (Gi) = i 0 Pu(fi)(Fi) = @i 0 Pr(f)(F) = pi o w(Fy).

En particulier, pour 1 <7 <k —1,
dim(7(F;)) = dim(7(G;)).

On déduit de cela et de I'identité (2.7) que :
pour j >k, m(G;) = 0.

En particulier, Py (f) annule Gy, et donc Qx| Px. Mais, en considérant p = Q(f) au lieu de 7, un argument
semblable montre que Px|Qr. On aboutit donc & P, = Qy, ce qui est absurde.

Ce qui précede montre que, pour 1 <1i <r, P, = @;. La relation (2.6) montre alors que, si r < j < s,
deg(Q;) = 0. Or, Q; ne peut étre constant puisque c’est le polynéme minimal d’un endomorphisme d’un
espace non nul. C’est donc qu’'un tel j n’existe pas, autrement dit que r = s. Comme avec ce qui précede
ona P, =@Q; pour 1 <i¢<r, on a prouvé 'unicité. [

Définition 3.6 — On reprend les notations du Théoréme 3.5. Les polynémes Py, ..., P. sont appelés les
imwvariants de similitude de l’endomorphisme f.

Remarque 3.7 — On reprend les notations du Théoreme 3.5. Ainsi, on dispose de r € N* une suite
Py, ..., P. de polynémes unitaires de k[X] et des sous-espaces stables F1,..., E,. non nuls de F tels que
P.|...|P|P,, E=E &...® E, et, pour tout i € {1,...,r}, la restriction de f & F; est cyclique de
polynéme minimal P;.

1. Pour 1 <4 <7, F; est non nul. Il s’ensuit que P; ne peut étre constant : il est le polynome minimal
d’un endomorphisme d’un espace non nul.

2. Pour 1 < i < r, 'endomorphisme induit par f sur E; est cyclique de polynéme minimal P;. Les
résultats de la Section 1 assurent donc qu’il existe une base de F; relativement a laquelle la matrice de cet
endomorphisme est la matrice compagnon de P; : Cp,.

3. Il découle de ce qui précede qu’il existe une base de E relativement & laquelle la matrice de ’endomor-
phisme est la matrice diagonale par bloc dont les blocs successifs sont les matrices compagnon Cp,,...,Cp,.
4. Le Théoréme 3.5 assure que py = P;. En outre, le point 3 ci-dessus assure que

Xf = P1 . Pr
(cf. Remarque 2.3 et Lemme 2.4).

Remarque 3.8 — Facteurs irréductibles des polynémes minimaux et caractéristiques. Le but
de la présente remarque est de comparer les facteur irréductibles de py et de xy.

1. Comme pr|xys, par le Théoréme de Cayley-Hamilton, il est clair que tout facteur irréductible de ps est
aussi un facteur irréductible de x.

2. Utilisons maintenant la Remarque 3.7 en reprenant ses notations. En particulier, le polynomes
Py, ..., P, sont les invariants de similitude de f, et on a :

PT|...|P2|P1, ,ufzpl et szplp,«

Si @ est un facteur irréductible de xy, l'identité xy = P; ... P, assure qu’il existe 1 < ¢ <7 tel que Q|FP;.
Mais en outre, P;|P; = py. On en déduit que @ divise py et donc que c’est un facteur irréductible de .
3. On a montré que les facteur irréductibles de pi5 et x 7 sont les mémes.
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La terminologie de la Définition 3.6 est justifiée par la proposition suivante. On rappelle que, si F est
un espace vectoriel sur k, deux endomorphismes u et v de F' sont dits semblables s’il existe o € Auty(F')
telque v=couooc L
Proposition 3.9 — Deur endomorphismes de E sont semblables si et seulement si ils ont les mémes
imvariants de similitude.

Démonstration. On laisse la démonstration en exercice. On pourra utiliser la Remarque 3.7 et ’Exercice
3.4. [ ]

4 Calcul effectif des invariants de similitude.

Dans cette section, on met en évidence un moyen effectif de calcul des invariants de similitude. Pour cela,
on commence par ’étude des matrices a coefficients dans un anneau euclidien.

4.1 Matrices a coeflicients dans un anneau euclidien.

Dans cette section, A désigne un anneau commutatif integre, A* le groupe de ses éléments inversibles et
K son corps des fractions. On identifie A & un sous-anneau de K. (Voir le premier point de la Remarque
2.1.) Soient p,q € N*. On note M, ,(A) ensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes, & coefficients
dans A. On l'identifie & un sous-ensemble de M, ,(K). (Voir le deuxieme point de la Remarque 2.1.) Pour
1<i<petl<j<gq, onnote £ la matrice dont tous les coefficients sont nuls excepté celui situé sur
la ligne 4 et la colonne j qui vaut 1.

Si p = ¢, on pose M,(A) = M, ,(A) ; cet ensemble est un sous-anneau de M,(K) dont le groupe des
unités est noté GL,(A). On rappelle (cf. Remarque 2.1) qu’on dispose d’une application

det : My,(4) — A

par restriction du déterminant pour les matrices & coefficients dans K. Il est clair alors que GL,(A) est
I'ensemble des matrices de M,(A) de déterminant inversible dans A :

GL,(A) = {X € M,(A)| det(X) € A*}.

On pose en outre
SL,(A) ={X € M,(A)| det(X) =1}.

Par ailleurs, pour tous 1 < i # j < p et pour tout A € A, on pose B;;(\) = I, + AE;;. Il est clair que, pour
tous 1 < i # j <p et pour tout A € A, B;;(\) € SL,(A). Enfin, pour tout élément o € S, la matrice de
permutation P, associée & o est un élément de GL,(A).

On appelle opération élémentaire sur les lignes d’une matrice X de M, ,(A) toute opération qui con-
siste a permuter deux lignes de X ou a remplacer une ligne de X par la somme de cette ligne et d’un
multiple & coefficient dans A d’une autre ligne. On définit de la méme facon les opérations élémentaires
sur les colonnes d’une matrice. Enfin, on appelle opérations élémentaires sur une matrice X de M, 4(A)
toute opération élémentaire sur les lignes ou sur les colonnes de X. Il est facile de voir qu’effectuer une
opération élémentaire sur les lignes (resp. les colonnes) d’une matrice X € M, ,(A) revient & la multiplier
a gauche (resp. & droite) par une matrice de permutation ou par une matrice B;;(A).

On rappelle la définition suivante.

Définition 4.1.1 - L’anneau commutatif intégre A est dit euclidien s’il existe une application (appelée
stathme euclidien)
v : A\{0} —N

vérifiant la propriété suivante : pour tout (a,b) € A x (A\ {0}), il existe (q,r) € Ax A tel que a =bq+r
et, ou bien r # 0 et p(r) < @(b), ou bien r = 0.
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Exemple 4.1.2 — Les exemples suivants sont bien connus.

1. L’anneau Z muni du stathme ¢ : Z\ {0} — N, z +— |z|, est un anneau euclidien.

2. Pour tout corps commutatif k, "anneau k[X]| muni du stathme ¢ : k[X]\ {0} — N, P > deg(P), est
un anneau euclidien.

3. Tout corps commutatif k muni d’une application quelconque ¢ : k\{0} — N, est un anneau euclidien.

Le résultat suivant est essentiel.

Proposition 4.1.3 — On suppose A euclidien et on note ¢ : A\ {0} — N son stathme. Soient p,q € N*
et X une matrice p X q a coefficients dans A, non nulle et de rang r comme matrice a coefficients dans
K. Il existe des matrices P € GL,(A), Q € GL4(A) et des éléments aq,...,a, non nuls de A vérifiant
A D ... D aA tels que PXQ soit la matrice (a;;)1<i<p,1<j<q, 0U @i = a; pour 1 < i <7 et a;; =0
sinon.

Démonstration. Elle se fait par une fastidieuse récurrence que 'on passe sous silence au profit de la des-
cription d’un processus algorithmique effectif de calcul. [
Un algorithme de réduction pour les matrices a coefficients dans un anneau euclidien. On
suppose A euclidien et on note ¢ : A\ {0} — N son stathme.

Pour tout Y € M, 4(A4) \ {0}. On note §(Y) la plus petite valeur prise par ¢ sur les coefficients non
nuls de Y. Ceci définit une application

§ : M,4(A)\ {0} — N,

Soit X € M, ,(A)\{0}. Le processus algorithmique qui suit va consister & effectuer des transformations
successives sur les lignes et les colonnes de X, juqu’a obtenir une nouvelle matrice, de la forme prevue par
la Proposition 4.1.3. Afin de ne pas alourdir les notations, on notera parfois de la méme fagon une matrice
et celle obtenue en effectuant une opération élémentaire sur celle-ci. On remarque que, si la matrice Y est
non nulle, toute opération élémentaire sur Y produit une matrice non nulle.

Etape 1 : Par transformations élémentaires, on construit une nouvelle matrice non nulle X = (xij) €
M, 4(A) telle que §(X) = @(z11).

Etape 2 : Sil'un des termes sur la premiere ligne (resp. la premiere colonne) de X autre que le terme en
position (1,1) n’est pas divisible par x11, par transformation élémentaire, on peut construire une nouvelle
matrice X dans laquelle la colonne (resp. ligne) de ce terme a été modifiée de sorte que le terme en
question soit remplacé par son reste (non nul) dans sa division euclidienne par ;.

La nouvelle matrice a une image par ¢ strictement inférieure a celle de la précédente. On réitere sur
cette derniere I’étape 1 puis 'étape 2.

Comme les valeurs possibles pour I'image de § sont minorées par 0, un tel processus s’arréte nécessai-
rement apreés un nombre fini d’étapes. Ainsi, au bout d’'un nombre fini d’étapes, on obtient une matrice X
telle que §(X) = x1; et telle que x1; divise tous les termes qui sont en premiere ligne ou premiére colonne.

Par opérations élémentaires & nouveau, on peut la transformer en une matrice X dont le terme en
position (1,1) est non nul et dans laquelle tous les autres termes qui sont en premiere ligne ou premieére
colonne sont nuls. L’image par § de cette nouvelle matrice est au plus égal & celle de la précédente.

Etape 3 : La matrice obtenue a I’étape précédente satisfait 1, = xx1 = 0 pour k > 1. S’il existe parmi
les termes situés en dehors de sa premiere ligne et de sa premiére colonne un terme qui n’est pas divisible
par z11, on ajoute a la premiere ligne de X la ligne ou figure ce terme. Il s’agit d’une transformation
élémentaire qui laisse stable la valeur de §. On observe que cela place sur la premiere ligne un terme
qui n’est pas divisible par le terme en position (1,1). On applique alors & cette matrice les étapes 1 et 2
ci-dessus. L’observation ci-dessus montre que ceci a pour effet de faire strictement chuter la valeur prise
par 0. Pour cette raison, en un nombre fini d’étapes, on obtient une matrice telle que 21 = 251 = 0 pour
k> 1 et x11]z; 5, pour tous i, j.
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A ce stade, une observation est utile. Si Z € M, ;(A) est une matrice dont tous les coefficients sont
divisibles par un élément non nul o de A, toute matrice obtenue & partir de Z par opérations élémentaires
a tous ses coeflicients divisibles par a.

L’algorithme précédent produit par transformations élémentaires, a partir d’une matrice non nulle X
de My, 4(A), une matrice Y = (y;;) telle que y;; divise tous les coefficients de Y et dont tous les coefficients
en premiere ligne ou premiere colonne sont nuls sauf y;;. On peut alors 'appliquer & nouveau a la sous-
matrice de Y obtenue en effacant la premiere ligne et la premieére colonne. Compte tenu de ’observation
ci-dessus, on construira ainsi une matrice

y11 O e 0
0 Yoo 0 . 0
0 0 wys3 ... ¥Ysm
0 0 Yn3 -+ Ynm

dont tous les coefficients sont divisibles par y;1. Il est clair alors qu’en continuant de la sorte on aboutit
a une matrice du type décrit dans la Proposition 4.1.3.

La proposition suivante étudie I'unicité de la suite finie aq,...,a, de la Proposition 4.1.3. Il est clair
que la longueur de cette suite (c’est a dire l'entier r) est unique puisqu’il est égal au rang de la matrice
(vue comme matrice a coefficients dans le corps commutatif K).

Proposition 4.1.4 — On suppose A euclidien. Soient p,q € N* des entiers et X une matrice p X q a
coefficients dans A, non nulle et de rang r comme matrice a coefficients dans K.

1. On suppose donnés des matrices P € GL,(A), Q € GLy(A) et des éléments a1, ...,a, non nuls de A
vérifiant a1 A D ... D a,A tels que PXQ soit la matrice (a;j)1<i<p,i<j<q OU, @i = a; pour 1 < i < r
et a;; = 0 sinon. Alors, pour 1 < k < min{p, ¢}, l’idéal de A engendré par les mineurs k x k de A est
(a1 ...a) sik <r et est nul si k> r.

2. On suppose donnés, d’une part, P € GL,(A), Q € GL4(A) et des éléments a,...,a, non nuls de A

vérifiant a1 A D ... D a,A tels que PXQ soit la matrice (a;j)1<i<pi<j<q OU, @i = a; pour 1 < i <r
et a;; = 0 sinon et, d’autre part, P’ € GL,(A), Q' € GL4(A) et des éléments ai,...,a, non nuls de A
vérifiant o} A D ... D al A tels que P'X Q" soit la matrice (bij)1<i<p,1<j<q 0U, by = a; pour 1 <i <r et
bij = 0 sinon. Alors, il existe des éléments inversibles uy, ..., u, de A tels que, pour 1 <k <r, a} = u,a;.

Démonstration. On donne une idée de la démonstration, les détails sont laissés en exercice.
1. Le premier point repose sur le résultat suivant. Soient X et Y deux matrices p x q. S’il existe
P e GL,(A) et Q € GL4(A) telles que Y = PX(Q, alors, pour 1 < k < min{p, ¢}, I'idéal de A engendré
par les mineurs k X k de X coincide avec I'idéal de A engendré par les mineurs k x k de Y.

Une fois ce point acquis, pour démontrer le résultat souhaité, il suffit de montrer que, dans les notations
de la proposition, et pour 1 < k < min{p, ¢}, I'idéal engendré par les mineurs k x k de la matrice

ag 0 ... ... 0 0 0
0 a9 0
S0

L0 :
0 0 a O 0
0 0 0 0
0O ... ... ... 0 0 ... 0

est (ay...ar) si k <retestnulsik>r, cequiest facile.
2. Le second point se déduit facilement du premier. [
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Remarque 4.1.5 — Facteurs invariants — On suppose A euclidien. Soient p,q € N* des entiers et
X une matrice p x ¢ a coefficients dans A, non nulle et de rang r» comme matrice a coefficients dans
K. On sait d’apreés la Proposition 4.1.3 et la Proposition 4.1.4 qu'il existe des matrices P € GL,(A),
Q € GL,y(A) et des éléments ay,...,a, non nuls de A vérifiant a1 A O ... D a, A tels que PXQ soit la
matrice (a;j)1<i<p,1<j<q OU, a;; = a; pour 1 < i < r et a;; = 0 sinon et que, & multiplication pres par
des inversibles, les a; ainsi déterminés sont uniques. Ces éléments sont appelés les facteurs invariants
de X. (Attention, il y a une ambiguité dans ce vocabulaire : les facteurs invariants ne sont définis qu’a
multiplication preés par un inversible.)

Remarque 4.1.6 — Soient p,q € N* des entiers. On rappelle que deux matrices X et Y de M, ,(A) sont
dites équivalentes s'il existe P € GL,(A) et Q € GL4(A) telles que Y = PXQ.

Il est clair alors, si A est euclidien, que deux matrices de M, ,(A) sont équivalentes si et seulement si
elles ont les mémes facteurs invariants.

Exemple 4.1.7 — Facteurs invariants et matrices compagnons — Dans cet exemple, on prend A =
k[X]. L’objet est de calculer les facteurs invariants de la matrice Cp — X1, ot n € N*, P = X" —
Y o<i<n1 @iX" €K[X] et olt Cp est la matrice compagnon de P. On a donc

-X 0 0 0 aop
1 —-X O 0 aq
0 1 -X 0 a2
Cp—XI, =
0 0 0 ... 1 ap1—X

Suivre l'algorithme présenté plus haut n’est pas, dans le cas présent, 'approche la plus rapide. On va
procéder de facon plus directe, en effectuant toujours des opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes de la matrice considérée afin d’obtenir a chaque étape une matrice équivalent a celle de ’étape
précédente.

1. On remplace L; par Ly + XLy + ...+ X" 'L, et on obtient la matrice équivalente

0 0 0 0 —-P
1 -X O 0 al
0 1 —-X 0 as
0 0 0 ... 1 ap1—X

2. On remplace Cy par Cy + X C puis, dans la matrice obtenu, on remplace C3 par C3 + X (s, ..., et enfin
C, + XCp,_1. On obtient la matrice équivalente :

00 O 0 -P
1 0 O 0 a
01 0 0 a2
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3. On remplace C,, par C), —a1C; — ... — a,_1C,_1. On obtient la matrice équivalente :
o0 o0 ... 0 -P
1 0 0 ... 0 O
01 0 0 O
0 0 0 1 0

4. On permute les lignes de maniére adéquate pour obtenir la matrice équivalente :

10 0 ... 0 O
o1 0 ... 0 O
0 0 O 1 0
00 O 0 —-P
Ce qui précede montre que les facteurs invariants de Cp — X1, sont 1,...,1, P.

4.2 Application au calcul effectif des invariants de similitude.

Dans cette section, on met en évidence un moyen effectif de calcul des invariants de similitude d’un
endomorphisme en exploitant I'algorithme de calcul des facteurs invariants d’une matrice a coefficients
dans k[X].

Remarque 4.2.1 — Calcul effectif des invariants de similitude. On reprend les notations de la
Remarque 3.7. Soit B une base quelconque de E et M la matrice de f dans la base B. Soit en outre C
une base de FE relativement a laquelle la matrice de f est diagonale par bloc et dont les blocs successifs

sont les matrices compagnon Cp,,...,Cp_ et soit N la matrice de f dans la base C.
1. En utilisant la Remarque 4.1.7, on obtient que, pour 1 < ¢ < r, la matrice Cp, — X Iqjm(g,) admet
P; pour seul facteur invariant non inversible. Il s’ensuit facilement que les polynémes P, ..., P, sont les

facteurs invariants non inversibles de N — X 1I,,.

2. Mais, bien siir, M et N sont des matrices semblables dans M, (k) et donc M — XI,, et N — XI,, sont
semblables dans M,,(k[X]). Il s’ensuit qu’elles ont les mémes facteurs invariants.

3. Ce qui précede montre que les polynomes P, ..., P, qui interviennent dans la décomposition de Frobe-
nius sont exactement les facteurs invariants non inversibles de la matrice M — X I,,, ou M est la matrice
représentative de f dans une base arbitraire. Il faut cependant prendre garde a l'ordre dans lequel ces
polynoémes doivent étre pris. Plus précisément, puisque la convention du Théoréme 3.5 est que P.|...|P,
les facteurs invariants de M — XT,,, dans les conventions de Section 4.1, sont 1,...,1, P, P, ..., P; (avec
n — r occurences de 1).

4. Comme le calcul des facteurs invariants d’une matrice a coefficients dans un anneau euclidien peut se
faire par le procédé effectif décrit a la Section 4.1, ce qui précede fournit un moyen effectif de calcul des
invariants de similitude d’un endomorphisme.

5 Fxercices.

Exercice 5.1 — On suppose que F est de dimension finie. Montrer, a I'aide de la Proposition 1.11, que le
degré du polynéme minimal de f est majoré par la dimension de E. (Faire le lien avec la Remarque 2.7).
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Exercice 5.2 - Soit n € N* et aq,...,a,—1 des éléments de k. Montrer que le déterminant de la matrice
00 0 ... 0 a
10 0 ... 0 a
0 1 0 ... 0 as
. . . - XI,
0 0 O 1 ap—

de M, (k[X]) est égal &

X" — Z a; X"

0<i<n—1

Exercice 5.3 - Démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton par le calcul matriciel.

Le but de cet exercice est de redémontrer le théoreme de Cayley-Hamilton par une méthode plus élémentaire.
Soient n € N* et M € M, (k). On pose xp = det(M — X1I,,).

1. Montrer qu’il existe ay, ..., a, € k tels que

XM = Z a; X°.

0<i<n
2. Montrer qu’il existe My, ..., M,_1 € M, (k) telles que

"Com(M - XI,)= Y  MX"

0<i<n—1
3. Montrer que

det(M — XI,) = MM+ Yy (MM; — M;_1) X' — M, 1 X"
1<i<n—1

4. Conclure.

Exercice 5.4 — Calculer les facteurs invariants des matrices a coefficients dans Z suivantes :

2 4 69 —153 2 -6 2
4 11 ) 12 —27 ) 75 —41 13
19 -3 3

Exercice 5.5 — On considére I’endomorphisme f de R* dont la matrice représentative dans la base cano-
nique est :

17 -8 —-12 14

46 —-22 =35 41

-2 1 4 -4

4 -2 -2 3

Calculer les invariants de similitude de f, son polynéme minimal et son polynéme caractéristique et préciser
sa réduction de Frobenius.



Chapitre 3

Réduction des endomorphismes.

Dans ce chapitre, E est un espace vectoriel sur k et f un endomorphisme de E. On suppose en outre que
E est non nul.

1 Sous-espaces propres, diagonalisation.

Définition 1.1 — Soit X € k.

1. L’espace propre de valeur propre A est le sous-espace vectoriel ker(f — Aidg).
2. On dit que X est une valeur propre de f si ker(f — Mdg) # {0}.

3. Un vecteur propre de valeur propre X est un élément non nul ker(f — Aidg).
4. La multiplicité géométrique de X est la dimension de ker(f — ANidg).

Définition 1.2 — On appelle spectre de f l’ensemble, noté Spec(f), des valeurs propres de f.

Lemme 1.3 —

1. Soit £ € N* et soient A1, ..., \¢ des valeurs propres deux d deuz distinctes de f. Alors, les sous-espaces
propres ker(f — N\;idg), 1 <1i < ¢, sont en somme directe.

2. Soit I un ensemble non vide et (A\;);c; une famille de valeurs propres de f deux & deux distinctes.
Alors, les sous-espaces propres ker(f — Nidg), i € I, sont en somme directe.

Démonstration. Exercice. (Noter que, par définition de la somme directe, le second point se déduit immé-
diatement du premier.) m

Remarque 1.4 -1l découle du Lemme 1.3 que, si E est de dimension finie, alors Spec(f) est un ensemble
fini.

Proposition 1.5 — Soit A € k. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X € Spec(f) ;

(i) A est racine de tout polynéme annulateur non nul de f.

Démonstration. Supposons que A € Spec(f) et que x € ker(f — Aidg). Il est facile de montrer que,
P(f)(z) = P(A)z. On en déduit facilement que la premiere assertion implique la seconde.

On montre maintenant que (i¢) = (¢). Si f n’admet pas de polynéme annulateur non nul, 'implication
est triviale. Sinon, le noyau de ev est un idéal non nul, et il existe un unique polynéme unitaire u tel que
ker(evy) = (u). L’assertion (ii) revient alors & dire que A est racine de p. Ainsi, il existe @ € k[X] tel que
@= (X —=X)Q. On a donc

0= u(f) = (f = MdEg)Q(f).

Mais, par définition de p, @ n’est pas annulateur de f. Ainsi, il existe x € E tel que Q(f)(x) # 0. Mais,
d’apres l'identité ci-dessus,

0= (f—Xdg)(Q(f)(x)).
Ainsi, A € Spec(f). .

30
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Proposition 1.6 — On suppose E de dimension finie. Soit A € k. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A € Spec(f) ;

(i) A est racine du polyndme caractéristique de f.
Démonstration. Soit A € k. On a xs(A) = det(f — Midg). Le reste est clair. m

Remarque 1.7 — On suppose E de dimension finie. On a alors I’équivalence des assertions suivantes :
(i) A € Spec(f) ;

(ii) X est racine du polynome minimal de f ;

(iii) A est racine du polyndme caractéristique de f.

Cette équivalence se déduit des Propositions 1.5 et 1.6. On peut aussi la démontrer en remarquant
d’abord que, d’apres la Remarque 3.8 du Chapitre 2, les racines du polynéome minimal de f et les racines
du polynéme caractéristique de f sont les mémes. L’équivalence ci-dessus se déduit alors de la Proposition
1.5.

Remarque 1.8 — On suppose E de dimension finie. Soit A € Spec(f). La multiplicité géométrique de A
est majorée par sa multiplicité comme racine du polynéme caractéristique de f. (Considérer une base de
I’espace propre de valeur propre A, la compléter en une base de E et calculer le polynome caractéristique
de f par le biais de la matrice de f dans la base ainsi obtenue.)

Définition 1.9 — On dit que [ est diagonalisable s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de

1.

Remarque 1.10 -1l est clair que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est diagonalisable ;
(ii) E est somme directe de sous-espaces de E stables par f et de dimension 1.

Proposition 1.11 -
1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est diagonalisable :
(ii) on a
P  ker(f - Aidg) = E;

AESpec(f)

2. Si E est de dimension finie, les assertions (i) et (ii) ci-dessus sont équivalentes a l’assertion :
(iii) il existe une base relativement a laquelle la matrice de f est diagonale.

Démonstration. Exercice. n

Théoréme 1.12 - Critére de diagonalisabilité via le polynéme caractéristique. On suppose que
E est de dimension finie et on note xy le polynome caractéristique de f. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. f est diagonalisable ;

2. Xy est scindé et, pour tout A € Spec(f), la multiplicité géométrique de X est égale & sa multiplicité
comme racine de Xr.

Démonstration. Pour tout A € Spec(f), on note m(A) la multiplicité géométrique de X et m, (A) la
multiplicité de A comme racine de xy. D’apres la Remarque 1.8,

Ve Spec(f), m(A) <my,(N). (3.1)

Ainsi, on a :

S om) < D my, (A) < deg(xy) = dim(E).

A€Spec(f) A€Spec(f)

De plus, compte tenu de (3.1), la premiére inégalité est une égalité si et seulement si pour tout A € Spec(f),
la multiplicité géométrique de A est égale a sa multiplicité comme racine de x; et, compte tenu de la
Proposition 1.6, la seconde inégalité est une égalité si et seulement si x7 est scindé.

L’équivalence de 1’énoncé s’ensuit immédiatement d’apres le premier point de la Proposition 1.11. =
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Remarque 1.13 - On suppose que E est de dimension finie. Il découle du Théoreme 1.12 que si le
polynoéme caractéristique de f est scindé et n’a que des racines simples, alors f est diagonalisable.

Théoréme 1.14 - Critére de diagonalisabilité via le polynéme minimal. On suppose que E est
de dimension finie et on note uy le polynome minimal de f. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est diagonalisable ;

2. py est scindé et n'a que des racines simples ;

3. il existe un polynome annulateur de f scindé et n’ayant que des racines simples.

Démonstration. 11 est clair que les assertions 2 et 3 sont équivalentes.

Supposons f diagonalisable. Il existe alors m € N* et A\1,..., A\, € k, deux a deux distincts, tels que
Spec(f) = {A1,..., Am}. Une vérification simple montre que le polynéme
I x-x)
1<i<m

est annulateur de f. Ainsi, la premiere assertions entraine les deux autres.
Enfin, supposons que p 7 est scindé et a racines simples. Le Lemme des noyaux appliqué a la décomposition
de py en produit d’irréductibles montre que E est somme de ses sous-espaces propres. L]

Remarque 1.15 —1I découle immédiatement de la Remarque 2.5 du Chapitre 1 et du Théoreme 1.14 que
la restriction & un sous-espace stable d’'un endomorphisme diagonalisable est encore diagonalisable.

2 Sous-espaces caractéristiques, décomposition de Dunford.

Dans cette section, on suppose que F est de dimension finie.

De plus, on note p¢ le polynéme minimal de f et x ¢ son polynéme caractéristique. Enfin, pour A €
Spec(f), on note respectivement m(X), my, (\) et my,(A) la multiplicité géométrique de A, sa multiplicité
dans le polynéme minimal de f et sa multiplicité dans le polynéme caractéristique de f.

Remarque 2.1 - Soit A € Spec(f).

1. On a déja vu que 1 < m(A) < my, (A).

2. 11 découle du Théoreme de Cayley-Hamilton et de la Proposition 1.5 que 1 < my,,(X) < my,(N).

3. On ne peut pas espérer de résultat général de comparaison entre m(\) et m, s (M) comme le montrent
les exemples suivants.

3.1. On considere ’endomorphisme de k* dont la matrice dans la base canonique est

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 01
0 0 0 O

Un calcul simple montre que Spec(f) = {0} et que m(0) = 3, m,,,(0) = 2, m,,(0) = 4. On a donc
my,(0) <m(0) < my,(0).

3.2. On considere 'endomorphisme de k® dont la matrice dans la base canonique est

01 0 0O
0 00 0O
0 00 1O
0 00 01
0 00 0O

Un calcul simple montre que Spec(f) = {0} et que m(0) =2, m,,,(0) = 3, m,,(0) = 5. On a donc

m(0) < my, (0) < my,(0).
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Lemme 2.2 - Soit A € Spec(f). On a

(0)  ker ((f = Xidy)) € ker ((f = Xidy)™s ™) = ker ((f = xidy)™s V).
Démonstration. Soit A € Spec(f). On a bien str (cf. Remarque 2.1) :

(0) C ker ((f — Aidy)) € ker ((f — Xid )™ W) C ker ((f - Aidf)mw@)) .

Par ailleurs, le polynéme X — A est un des facteurs irréductible x; et de puy (cf. Remarque 1.7). La
Remarque 2.8 du Chapitre 2 assure alors que la derniere inclusion est une égalité. [

Définition 2.3 — Soit A € Spec(f). On appelle sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A le
sous-espace vectoriel

ker ((f - )\idf)muf(k)) = ker ((f _ )\idf)mxfo\))
de E (cf. Lemme 2.2).

Remarque 2.4 - Si x; est scindé, le Lemme de noyaux et le Théoreme de Cayley-Hamilton assurent que
E est somme directe de ses sous-espaces caractéristiques.

Proposition 2.5 — Dimension des sous-espaces caractéristiques — Soit A € Spec(f). On a
dim (ker ((f - Aidf)m"f(’\))> = my, (V).

Démonstration. On pose G = ker ((f — )\idf)mxfo‘)) ; c’est un sous-espace de E stable par f. D’apres le
Lemme des noyaux et le Théoreme de Cayley-Hamilton, il existe un sous-espace H de E, stable par f et
supplémentaire de G :

E=GEPH.

Notons g 'endomorphisme de G induit par f et h ’endomorphisme de H induit par f.
L’endomorphisme g — Aidg est un endomorphisme nilpotent de G. 1l existe donc une base de G
relativement a laquelle la matrice de cet endomorphisme est triangulaire supérieure strice (cf. Exercice
4.4, Chap. 1). La matrice de g dans la base ci-dessus est donc triangulaire supérieure, avec des coefficients
diagonaux tous égaux a A. Si I'on compleéte cette base en une base de E adaptée a la décomposition
FE =G ® H, on obtient I'identité
X = (X =@y,

De plus, xrn(A) # 0. En effet, dans le cas contraire, il existerait un vecteur propre de valeur propre A de h et,
donc, un vecteur propre de valeur propre A de f dans H. Ce qui est impossible puisque ker(f — Aia,) € G.
On a donc le résultat souhaité. m

Théoréme 2.6 - Décomposition de Dunford. On suppose que le polynéme minimal uy de f est
scindé. Alors, il existe un unique couple (d,n) d’endomorphismes de E vérifiant les conditions suivantes :
1. f=d+n,

2. d et n commutent,

3. d est diagonalisable,

4. n est nilpotent.

De plus, d et n sont des polynémes de l’endomorphisme f.

Démonstration. Par hypothese, il existe m € N*, A\1,..., A\, € k, deux a deux distincts et a1, ..., q,, € N*
tels que
pr= T (xX—=2)~
1<i<m
On a donc Spec(f) = {A1,..., A }. Pour 1 <i < m, on note E; le sous-espace caractéristique de f associé

a la valeur propre A; :
E’i = ker ((f - AZIdE)O“) .
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D’apres le Lemme des noyaux, on a donc

E= @ E. (3.2)

1<i<m

Pour 1 < i < m, on note p; la projection sur F;, parallelement a @1<j<m7j¢i E;. Enfin, on pose

d= Z AiDi et n=f-—d.

1<i<m

On rappelle que, d’apres le Lemme des noyaux, pour 1 <1¢ < m, p; est un polynéme en f. Il s’ensuit que
d et n sont des polynoémes en f. En particulier, ils commutent entre eux.

Précisons davantage la description de d et n. On note pour commencer que, étant des polynéme en
f, d et n laissent stables les sous-espaces caractéristiques F;, 1 < i < n. En outre, par définition de d, si
1<i<metsize E;,onad(x)=x Ainsi, dp, = \idg,. Il s’ensuit que d est diagonalisable et que la
décomposition (3.2) est sa décomposition en sous-espaces propres. Enfin, soit 1 < i < m. Comme f, d et
n stabilisent E;, on a

e, = flg, — dig;, = flg, — Nildg,,

ce dont il découle que (n|g,)*" = 0, par définition de F;. La restriction de n a E; est donc nilpotente. Par
suite, pour 1 < i < m, les endomorphismes

sont nilpotents et commutent deux & deux. Comme n est leur somme, n est nilpotent. Le couple (d,n)
ainsi construit vérifie donc les conditions requises.

Supposons que (J, 7) soit un autre couple qui les satisfait. Comme detn commutent, ils commutent
avec leur somme f. Et, comme d et n sont des polyndémes en f, d et 7 commutent avec chacun d’eux.
Cela montre que n — 7 est nilpotent (utiliser la formule du binéme) et que d — d est diagonalisable
(utiliser la diagonalisation simultanée des endomorphismes diagonalisables qui commutent). Mais alors,
I’endomorphisme

n—n=—(d—d)

est nilpotent et diagonalisable, ce qui assure qu’il est nul. L’unicité s’ensuit. L]

3 Décomposition de Jordan.
Dans cette section, on suppose que E est de dimension finie.

Définition 3.1 — Soit d € N*. On appelle matrice de Jordan (ou bloc de Jordan) de taille d la matrice
Ja € My(k) dont les coefficients sont tous nuls, sauf ceux situés sur la ligne i et la colonne i+ 1,1 <1i <
d—1, qui valent 1.

Remarque 3.2 - On suppose qu’il existe une base B = (eq, ..., e,) de E telle que la matrice représentative
de f dans la base B soit J,.

1.1. Il est facile de voir que f est nilpotent d’indice n.

1.2. Plus précisément, pour 0 < k <n — 1,

Im (f*) = Vect{e1,...,en_}.

Remarque 3.3 — On suppose qu’il existe r € N*, une suite décroissante d; > ds > ... > d, d’éléments
de N* et une base B de F tels que la matrice représentative de f dans la base B soit diagonale par blocs,
les blocs diagonaux étant les blocs de Jordan Jy,,...,Jg.. On a donc dim(E) =d; + ... + d,.

1. II est facile de voir que f est nilpotent d’indice dy, que son noyau est de dimension r et que son rang
estdy+...+d. —r.
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2. Posons Ey = Vect{ey,...,eq, } et, pour 2 < i <r, E; = Vect{€aq, 1. +d;_1+1,---+€dy+..+d; |- Alors, les
sous-espaces F1, ..., F,. sont stables par f et
E= EB E;.
1<i<r

Notons f; 'endomorphisme de F; induit par f, 1 <i <r. Soit £ € N. On a donc que

rg ()= > rg(ff).

1<i<r

Introduisons la notation suivante : si p € Z, on pose p = psip > 0 et pr = 0sip < 0. Avec ce qui
précede et la Remarque 3.2, on obtient que

rg (f%) = Z (di — k)+.

1<i<r

Il s’ensuit que, pour tout k € N*,

rg(fA) +rg(fF ) —2tg(fF) = D (di—k =14+ (di —k+ 1) —2(di —k)4)
1<i<r
- S (di— k= 1)y +(di — k+1)4 —2(di — k))
1<i<r,d;=k
= Z 1
1<i<r,d;=k
= HieN, [1<i<r di =k}

On a donc montré que le nombre d’occurences de k € N* dans la suite finie dy > ... > d, est rg(ka) +

rg(fF1) — 2rg(f5).
On déduit de cela que la suite d; > ... > d, est indépendante de B.

Théoréme 3.4 — Réduction de Jordan, cas nilpotent. On suppose f mnilpotent. Alors, il existe
r € N*, une suite décroissante dy > dgo > ... > d,. d’éléments de N* et une base B de E tels que la matrice
représentative de f dans la base B soit diagonale par blocs, les blocs diagonauz étant les blocs de Jordan
Jdysoooydd, .

T

Démonstration. On procede par récurrence sur la dimension de I'espace E. Si E est de dimension 1, f est
nul et le résultat est immédiat. Soit n € N*. Supposons le résultat vrai pour tout espace de dimension
n et supposons que F est de dimension n + 1. Les Propositions 3.3 et 1.11 du Chapitre 2 assurent qu’il
existe un élément non nul x € E tel que le sous-espace cyclique Ey, ait un supplémentaire stable par f
et uy = iy . Soient x un tel élément et F' un tel supplémentaire. On a :

E=E;.PF.

L’hypothese de récurrence appliquée a la restriction de f a F' fournit une base de F relativement a laquelle
la matrice de cette restriction est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant les blocs de Jordan
Jdy -, Jd,, ouda > ... > d, sont des entiers strictement positifs.

Par ailleurs, posons d; = deg(py). En particulier, d; est I'indice de nilpotence de f. La Proposition
1.9 du Chapitre 2 assure que (f4~1(z),..., f(z),x) est une base de E;, et il est clair que la matrice de la
restriction de f a Ef . dans cette base est un bloc de Jordan de taille d;. Comme py annule la restriction
de f & F et comme dy est le degré du polynéme minimal de cette restriction, on a bien d; > ds. La base
obtenue en complétant (f4~1(z),..., f(z), ) par la base de F' mentionnée plus haut donne le résultat. m

Théoreme 3.5 - Réduction de Jordan. On suppose que le polynome minimal g de f est scindé
et on pose Spec(f) = {A1,..., An} C k (m € N*). Alors, il existe r1,...,mym € N* et m suites finies
décroissantes d; 1 > ... > dir,, 1 < i < m, d’éléments de N* et une base B de E tels que la matrice
représentative de f dans la base B soit diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant

Nilg, ; +Ja 1<i<m, 1<j<r.

0,37
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Démonstration. On reprend, en la raffinant, la démonstration du Théoreme 2.6. Par hypothese, il existe
a1, ..., 0, € N* tels que

w= I x -

1<j<m

Pour 1 <i < m, on note E; le sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre \; :
Ei = ker ((f — )\ZldE)aL) .

D’apres le Lemme des noyaux, on a :

E = @ E;.

1<i<m

Soit 1 < ¢ < m. La restriction a F; de f — \;idg est un endomorphisme nilpotent. Donc, d’apres le
Théoreme 3.4, il existe un entier r; € N*, une suite d;; > ... > d;,, d’éléments de N* et une base B; de
FE; tels que la matrice de la restriction en question, relativement & la base B;, soit diagonale par blocs, les
blocs étant

Ja 5 Ja

i1t iy

Avec ces notations, la matrice relativement & B; de la restriction de f & E; est donc diagonale par blocs,
les blocs étant
)\i‘[di,l + Jdi,l? ceey )\i‘[di,ri + Jdi,'r‘i'

Si B est la base obtenue en réunissant les bases B;, 1 < i < m, la matrice de f relativement a B est comme
requise par ’énoncé. =

La démonstration du Théoreme 3.4 met clairement en évidence que 'obtention d’une base explicite
relativement a laquelle la matrice de f est sous forme de Jordan se ramene a la détermination d’une telle
base lorsque f est nilpotent. On étudie donc maintenant un procédé effectif de détermination d’une base
de FE relativement a laquelle la matrice de f est sous forme de Jordan dans le cas d’'un endomorphisme f
nilpotent.

Remarque 3.6 — Détermination d’une base de Jordan pour un endomorphisme nilpotent. On
suppose que f est un endomorphisme nilpotent, d’indice p € N*.
On rappelle qu’on a alors une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels comme suit :

{0} C ker(f) C ker(f?) C ... C ker(fP~!) C ker(f?) = E. (3.3)
On rappelle aussi que, pour 1 < i < p,
Flker(f%)) C ker(f'71).

Le procédé consiste & construire, en p étapes, une base particuliere de E, adaptée (en un sens a préciser)
a la suite (3.3) de sous-espaces et a f.

Etape 0. Soit F, un supplémentaire de ker(fP~!) dans ker(f?) = FE, soit m, sa dimension et soit
B, ={e1,p;---,€m,p} une base de Fj,. En résumé :

E =%ker(f?) =ker(f* ) EPF,  F, = Vect(By).
Etape 1. On observe que la restriction de f a F), est injective (pour p > 2) puisque ker(f) N F, = {0}.

Ainsi, f(B,) est une famille libre de ker(fP~1). On vérifie facilement que ker(f?~2) et f(F},) sont en somme
directe et on choisit un supplémentaire G,_1 de ker(f?~2) @& f(F},) dans ker(fP~!). En résumé :

ker(f*~') = ker(f7*) €D f(F,) P Gp-1.

Posons F,_1 = f(F,) P Gp-1, mp_1 = dim(Gp_1) et choisissons une base {€m, 11,p—1--»Cmptmp_1,p—1}
de G_1. Posons enfin e; , 1 = f(e; ), pour 1 <i <my, et

Bp—l = {el,p—la s Cmy,p—15Cmp+1p—1y- - - emp—&-mp,l,p—l}-
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D’apres ce qui précede, B,_1 est une base de F),_; et
ker(f71) = ker(fp_Q)@prla Fp—1 = Vect(Bp-1).
Etape 2. On procéde de méme en construisant une décomposition

ker(f772) = ker(f*=*) €D f(Fp-1) ) Gp-2-

On pose Fy,_o = f(Fp-1) @ Gp—2, mp_» = dim(Gp_2) et on choisit une base {€m, +m,_1+1,p—2; - s €mptmy_1+mp_2.p—2+
de Gp_2. On pose e;, 2 = f(e;p—1), pour 1 <i <my, +my 1 et

By 2 ={e1p-2, s Cmptmy_14+mp_op—2}
D’apres ce qui précede, B,_2 est une base de F,_» et
ker(fP72) = ker(f*7?) @ Fpo, F,_o = Vect(B,_2).
On itere ce procédé jusqu’a aboutir a I’étape p — 2 qui fournit une décomposition :
ker(f?) = ker(f @ Fy
et une base de By de F5.

Etape p-1. On procede de méme en construisant une décomposition

ker(f) = ker(f @f F) @Gl

On pose F1 = f(F2) P G1, m1 = dim(G1) et on choisit une base {€m, .4 mot1,15- -+ €mpt...tmatmi,1}
de G1. On pose e;1 = f(e; 2y, pour 1 <i <my, +...+mg et

Bl = {61’1, ey emererml,l}.

D’apres ce qui précede, By est une base de Fj et

ker(f) = {0} P Fi,  Fi = Vect{Bi}.

Bilan. On a ainsi construit des sous-espaces vectoriels F1, ..., F), de E tels que

E=1 @ . @ F,
et, pour 1 < i < p, une base B; de F;. Bien str, si I’on pose
B = Ui<i<pBi,

B est une base de F.
Revenons sur la construction de B. Les éléments de B sont les e; ; ou le couple (i,j) parcourt le
sous-ensemble £ de N? suivant

E={(i,j) eN} 1<j<p 1<i<m,+...+m}.

Si I'on ordonne les éléments de B en suivant l'ordre lexicographique de £, la matrice de f dans B est
clairement sous forme de Jordan.

Remarque 3.7 - On reprend les notations de la Remarque 3.6.
1. Pour 1 < ¢ < p, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels comme suit :

F; = ker(f%)/ ker(f*1)
2. Pour la cohérence des notations, posons G, = Fj,. Pour 1 < ¢ < p, on a posé m; = dim(G;), et on a :
m; = dim(G;) = 2dim(ker(f*)) — dim(ker(f**1)) — dim(ker(f*~1)). (3.4)

Ainsi, d’apres la Remarque 3.3, pour 1 < ¢ < p, m; est le nombre de blocs de Jordan de taille ¢ dans la
forme réduite de Jordan de f.
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Exemple 3.8 - On illustre ce qui précede par un exemple explicite. On considere un endomorphisme f
de k'2, nilpotent d’indice 4 et tel que

dim(ker(f)) = 5, dim(ker(f?)) =8, dim(ker(f?)) = 11, dim(ker(f*)) = 12.
Un calcul immédiat avec (3.4) donne que
’/714:17 m3:2, m2:0, m1:2.

La base construite a la Remarque 3.6 se schématise donc comme suit :

By 1,4
d
B3 €13 €23 €33
{ { 4
B €12 €22 €32
{ i 4
B €1,1 €21 €31 €41 €51

On considére donc
B=(e1,1,€1,2,€1,3,€14,€21,€22,€23,€31,€32,€33,€4.1,€51)-

La matrice de f dans B est la suivante :

01 00
0 010
0 0 01
0 0 0O
01 0
0 01
0 0 0
01 0
0 0 1
0 0 0
0

4 FExercices.

Exercice 4.1 - On suppose F de dimension finie et on considere un endomorphisme f tel qu’il existe une
base de E relativement a laquelle la matrice de f est diagonale par blocs, avec pour blocs Jg,, ..., Jq4, ol
r e N* et dy >...>d, € N. Calculer les trois multiplicités de I'unique valeur propre 0 de f.

Exercice 4.2 — Diagonalisation simultanée. On suppose E de dimension finie. On considere N € N*
et une famille (f;)1<i<ny d’éléments de Endg(E). On dit qu’une telle famille est simultanément diagonal-
isable s’il existe une base de E relativement a laquelle, pour tout entier i tel que 1 < i < N, la matrice de
fi est diagonale.

Le but de cet exercice est de montrer I’équivalence des assertions suivantes :
(1) (fi)1<i<n est simultanément diagonalisable ;
(ii) les f;, 1 <4 < N, sont diagonalisables et commutent deux-a-deux.
1. Montrer que (i) implique (ii).
2. Le but de cette question est de montrer que (ii) implique (i).
2.1. Montrer que si deux endomorphismes de EF commutent, alors les sous-espaces propres de I'un sont
stables par I'autre.
2.2 Conclure a ’aide d’une récurrence sur N.
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Exercice 4.3 — Soit n un entier tel que n > 2 et soit A la matrice n x n a coefficients réels dont tous les
coefficients en premiere ou derniere ligne et tous les coefficients en premiere et derniére colonne valent 1 et
dont tous les autre coefficients sont nuls. On considere I'endomorphisme f : R®™ — R”™ dont la matrice
dans la base canonique est A. En calculant la trace de A et de A2, montrer que f est diagonalisable et
diagonaliser f.

Exercice 4.4 — Trigonalisation. On suppose F de dimension finie. On rappelle qu'un endomorphisme
est dit trigonalisable s’il existe une base de E relativement a laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure.

Le but de cet exercice est de montrer 1’équivalence des assertions suivantes :
(i) f est trigonalisable ;
(ii) le polynéme caractéristique de f est scindé.
(En fait, la démonstration de ce résultat fournit aussi un moyen pratique de trigonalisation.)
1. Montrer que (i) implique (ii).
2. Soit u un endomorphisme de E dont le polynéme caractéristique, x., est scindé. On propose ci-dessous
deux démonstrations de 'implication (ii) = (i).
2.1. Démonstration par les sous-espaces stables.
2.1.1. Montrer que u admet une valeur propre.
2.1.2. Soit A une valeur propre de u. Montrer que Im(u — Aid) est une sous-espace vectoriel de E de
dimension au plus égale a n — 1.
2.1.3. Montrer qu'il existe un hyperplan H de E tel que Im(u — Aid) C H. Montrer que pour tout tel
hyperplan, on a uw(H) C H.
2.1.4. Montrer qu’il existe une base de E relativement a laquelle la matrice de u est de la forme suivante :

a1 e e a1,n—1 A1n
an-1,1 -+ -+« Qp_1n—-1 0an—-1n
0 cee e 0 A

2.1.5. On note v la restriction de v & H. Montrer que le polyndéme caractéristique de v est scindé.
2.1.6. Conclure.

2.2. Démonstration par passage au quotient.

2.2.1. Montrer que u admet une valeur propre.

2.2.2. Soit A une valeur propre de u, x un vecteur propre de valeur propre A et posons D = k.z.
2.2.3. Montrer que v induit un endomorphisme @ de 1’espace vectoriel quotient E/D.

2.2.4. Montrer que si 4 est trigonalisable, alors u 1’est aussi.

2.2.5. Conclure.

Exercice 4.5 - Déterminer la décomposition de Dunford de I’endomorphisme f de C? dont la matrice
relativement & la base canonique est A dans les trois cas suivants :

1 10 1 10 1 10
.A=10 1 1 ;22 A=10 2 1 ;3.A=10 1 1
0 0 1 0 0 3 0 0 2
Exercice 4.6 — Soit f I’endomorphisme de C? dont la matrice relativement & la base canonique est
3 0 8
A = 3 -1 6 . Sachant que le polyndome caractéristique de f est (X + 1)3, déterminer la
-2 0 -5

décomposition de Dunford de f. En déduire f™, pour tout n € N.

Exercice 4.7 - Soient A, i1, a,b,c € C avec A # j. On considere ’'endomorphisme f de C? dont la matrice
A a b

dans la base canonique de C?est A= | 0 pu c
0 0 A
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1. Calculer le polynéme caractéristique de f.
2. A quelle condition sur les parametres f est-il diagonalisable ?
3. Déterminer la réduction de Jordan de f.

Exercice 4.8 — Soit k un corps.

1. On consideére u : k' — k!? endomorphisme tel que u® = 0, rg(u?) = 2 et rg(u) = 5. Ecrire la matrice
de la forme normale de Jordan de w.

2. Existe-t-il un endomorphisme u : k'© — k!9 tel que u* = 0, rg(u?®) = 2, rg(u?) = 2 et rg(u) = 5.

Exercice 4.9 -~ On considére I'endomorphisme u de C* dont la matrice dans la base canonique est
0 1 -1 0
-3 -1 3 1
-2 1 1 1
o 0 0 2
1. Calculer et factoriser le polynéme caractéristique de u.
2. Pour A € Spec(u), déterminer explicitement la suite (ker ((u — Aidgs)¥))) ey €N donnant une base des
sous-espaces de cette suite.
3. Déterminer une base de E relativement a laquelle la matrice de u est sous forme réduite de Jordan.

A:

Exercice 4.10 - Rang et sous-espaces caractéristiques. On considere un endomorphisme f de
I’espace vectoriel E. On suppose en outre qu’il existe un ensemble I non vide et des sous-espaces E;, i € I,

stables par f et tels que
E=E:.

iel
En outre, pour i € I, on note f; ’endomorphisme de F; induit par f.
1. Montre que
ker(f) = @ker(f;) et Im(f) = PIm(f)
icl iel
2. On suppose que E est de dimension finie et que le polynéme minimal de f est scindé. Pour A € Spec(f),
on note F, le sous-espace caractéristique de f associé a \, d) sa dimension et f) ’endomorphisme induit
par f sur E). Montrer la formule suivante :

YA€ Spec(f), VEEN,  rg((f—Adp))) =rg((fr—Ndg,)))+ > dx
pESpec(f), u#X

Exercice 4.11 — Rappels sur la relation de similitude. Soit E un espace vectoriel sur k. On
considere dans Endg(F) la relation binaire ~ défini par

YV f,g € Endg(E), f~g si Joe€Auty(E)|g=ofo '

Les classes d’équivalence pour cette relation sont appelées classes de similitude et deux endomorphismes
sont dits semblables s’ils sont équivalents.

1. Montrer que la relation ~ est une relation d’équivalence.

2. Soient f,g € Endy(E) et supposons qu’il existe o € Auty(FE) tel que ¢ = ofo~!. Montrer que
ker(g) = o(ker(f)) et Im(g) = o(Im(f)). En déduire que, pour tout A € k et £ € N,

ker ((9 — Mdg)") = o (ker ((f — Midg)’)) et Im((g—Aidp)") = o (Im ((f — Xidg)")) .

3. Soient f,g € Endg(FE), semblables. Montrer que f est nilpotent si et seulement si g 1’est et montrer
que si f et g sont nilpotents, ils ont méme indice de nilpotence.

4. On suppose E de dimension finie.

4.1. Soient f, g € Endg(F), semblables. Montrer que, pour tout A € k et £ € N,

rg ((g — )\idE)e) =rg ((f — )\idE)[) .

4.2. Soient f, g € Endi(FE) et o € Auty(E). Montrer que, pour toute base B de E/, Mats(g) = Matq(g)(f).
4.3. Soient f,g € Endx(E) et B une base de E. Montrer que f et g sont semblables si et seulement si il
existe une base C de F telle que Matg(g) = Mate(f).
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Exercice 4.12 - Réduction de Jordan et classes de similitude. Le but de cet exercice est de
démontrer le résultat suivant : si f et g sont deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension
finie et si les polynémes minimaux de f et g sont scindés, alors f et g sont semblables si et seulement si,

VAek, VeN, 1g((f-Ndgp)") =rg((g— Ndg)"). (3.5)
Pour cela, on utilisera les résultats de I’Exercice 4.10 et de ’Exercice 4.11.

Dans la suite, on fixe f,g € Endg(E) et on suppose que f et g ont un polynéme minimal scindé.
1. Montrer que si f et g sont semblables, alors on a les identités (3.5).
2. On suppose dans cette question que f et g satisfont les identités (3.5).
2.1. Montrer que Spec(f) = Spec(g). On pose S = Spec(f) = Spec(g).
2.2. Pour A € S, on note respectivement E¢ y et F, y les sous-espaces caractéristique de f et g associée a
la valeur propre A. Montrer que

YAeS,  dim(E;) = dim(E,).

(On pourra considérer les suites de noyaux itérés (ker ((f — )\idE)e))éeN et (ker ((g — )‘idE)Z))eeN‘)
2.3. Pour A € S, on note respectivement fy et g les endomorphismes induits par f et g sur Ey x et Eg ».
Montrer qu’il existe une base By de Ef ) et une base Cy de Ej ) telle que

Matgx (f)\ — )\ldEf/\) = Matc/\ (g)\ — )\idEg,,\)~

(On pourra utiliser la réduction de Jordan dans le cas nilpotent.)
2.4. En déduire qu'il existe une base B et une base C de E telles que

Matg(f) = Matc(g).

2.5. Conclure que f et g sont semblables. (Cf. Exercice 4.11.)



