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Matrices génériques

Dans |'exposé, on désigne par

@ k un corps commutatif
@ n € N* |a taille des matrices (carrées)

@ r € N* |e nombre de matrices

Pour 1 <i,j<netl</<r,on désigne par x = (XIS-Z)),'J’[ une
famille d'indéterminées sur k et

1 1 r r
) ) 47 e Xy

X = :

(r) (r)

X1 = : :
1 1
T CY G TR

On note R(n,r) = (X1,..., Xr)k—alg. C Mp(k[x]).



Anneaux associés

On désigne par
@ C(n,r) = (coeff du pol. carac. des u € R(n,r))k_ag. C k[x].
b ﬁ(n’ r) = <C(n7 r)a R(n) r)>k—a|g.
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Anneaux associés

On deésigne par
@ C(n,r) = (coeff du pol. carac. des u € R(n,r))k_ag. C k[x].
o R(n,r)=(C(n,r),R(n,r))k—alg cloture caractéristique de R

Le cas n=r =2, on pose C=C(2,2), R=R(2,2) et R=R(2,2).
Proposition — Formanek-Halpin-Li—Formanek-Schofield.
@ C est un anneau de polyndmes en 5 indéterminées

@ R est libre de rang 4 sur C

@ R est la somme amalgamée de deux anneaux de polynémes en
4 indéterminées en-dessous d'un anneau de polyndémes en 4
indéterminées d'indice 2 dans chacun des facteurs.

@ Si G C SLy(k) est fini et cark { |G| et G agit sur R alors R®
est une k-algébre de type fini.



Notation

On note S = k[a, b,c,d, e, f, g, h] une algébre de polynémes en 8
indéterminées et

a b e f
X1:X:|:C d:| et X2:Y:[g h:|



Lecasn=2etr=1

Proposition On a

@ R(2,1) = k[X] est une algebre de polynémes en une
indéterminée.

@ (C(2,1) = k[tr (X), det(X)] est une algébre de polynémes en
deux indéterminées.

O R(2,1) = k[tr (X), X] est une algébre de polynémes en deux
indéterminées.

Q R(2,1) est C(2,1)-module libre de rang 2 et de base (1, X).
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Preuve

O Onfatb=c=d=0.

@ On fait d = 0 et on obtient k[tr (X),det(X)] — k[a, —bc].
Soit P € k[T]. On doit montrer que det(P(X)) et tr (P(X))
sont des polyndmes en det(X) et tr (X). Soient A1 et A2 les
valeurs propres de X. On a det(P(X)) = P(A1)P(X2). En
posant P =) a; T’ on obtient

det(P(X)) = Y aiaj(M' A + A'A7) + Zat A\
i<j i
soit det(P(X)) = > aja; det(X)/tr (X/=7) + > a;2 det(X)’
i< i
Il reste donc & montrer que tr (X/) € k[tr (X), det(X)] pour

tout j ce qui s'obtient par récurrence en prenant la trace de la
relation de Cayley-Hamilton multipliée par X'~1.

tr (X' 1) = tr (X/)tr (X) — det(X)tr (X'71).
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Suite

© Par le théoreme de Cayley-Hamilton, on a
det(X) = —X2 +tr (X)X € k[X,tr (X)]. Ainsi
R(2,1) = k[X, tr (X)]. De plus, en faisant b = c = 0, I'image
de P(X,tr (X)) est
P(a,a+ d)
P(d,a+ d)

qui est non nulle si P I'est.

Q Le théoréme de Cayley-Hamilton X est entier sur C(2,1) et
donc (1, X) engendre R(2,1) en tant que C(2,1)-module. Par
ailleurs, si a+ bX =0 avec a,b € C(2,1) alors
X € Frac(C(2,1)). NON.



Retour sur le cas r =2

On va montrer que
1] C = k[det(X), tr (X),det(Y),tr (Y),tr (XY)]

Q R=C® CX&CY®CXY



Etapes

Soit C' = k[det(X), tr (X), det(Y), tr (Y), tr (XY)] C C.

@0naRC(C14+CX+CY+CXY=R:
o 1,X,Y,XY sont libres sur S;
o ('=CetR=Ca®CXaCYadCXY;



Premiére étape

0 X2 =tr(X)X — det(X) € R’



Premiére étape

o X2 =tr(X)X — det(X) € R’
@ Y2=+tr(Y)Y —det(Y) e R
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o XY eFR



Premiére étape

0 X2 =tr(X)X —det(X) € R’

@ Y2=+tr(Y)Y —det(Y) e R

o XY eFR

0 X2Y = tr (X)XY — det(X)Y € R/



Premiére étape

X2 = tr (X)X — det(X) € R'

Y2 =tr (Y)Y —det(Y) € R

XY e R

X2Y = tr (X)XY — det(X)Y € R’
XY2 = tr (V)XY —det(Y)X € R’



Premiére étape

X2 = tr (X)X — det(X) € R'

Y2 =tr (Y)Y —det(Y) € R

XY e R

X2Y = tr (X)XY — det(X)Y € R’
XY2 = tr (V)XY —det(Y)X € R’
Et YX7
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Premiére étape

X? =tr (X)X —det(X) € R’

Y2 =tr (Y)Y —det(Y) € R

XY e R

X2Y = tr (X)XY —det(X)Y € R/

XY2 =tr (Y)XY —det(Y)X € R

Et YX 7 — Théoréme de Cayley-Hamilton bilinéaire

e © 6 ¢ ¢ ¢

Ona XY+ YX —tr(X)Y —tr (Y)X +tr(X)tr (Y) —tr(XY)=0
c'est la formule de polarisation de |'application quadratique

X s X2t (X)X det(X) = X2t (X)X 2 (ir (X)—tr (X2))



Fin de la premiére étape
On en déduit que YX € R’ puis
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On raisonne a présent par récurrence sur le degré du monéme en X
et Y.
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Fin de la premiére étape

On en déduit que YX € R’ puis
XYX = —X2Y+tr (X)XY+r (Y)X2—tr (X)tr (Y)XHtr (XY)X € R/

On raisonne a présent par récurrence sur le degré du monéme en X
et Y. Tout mondme de degré inférieur ou égal a 2 dans R’. Soit (3
un mondme de degré £+ 1 avec £ > 2. On écrit § = aX ou

8 = aY avec « qui est un monéme de degreé /.

On en déduit que B € C'X + C'X2 + C'YX + C'XYX C R ou
BeCY+CXY+CY?+CXY2

Ainsi,onabien RC R =C'1+CX+C'Y+C'XY. En
particulier, la trace de tout élément de R est dans C'.
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Etape 2 et 3

Etape 2. Soit Py + P1X + P,Y + P3XY =0 avec P; € S. En
calculant les quatre coefficients matricielles, on obtient que
(Po, P1, P2, P3) est solution du systéme linéaire homogéne de
matrice

ae + bg

cf + dh

af + bh

cd + dg

O O =
0O o Qo
g > o

de déterminant non nul.

Etape 3. Soit U € R, on a det(U) = —U? +tr (U)U € R"N S1. On
a donc d'aprés I'étape 2, det(U) € C'. Ainsi C' = C et
R=Cla X® CY ®CXY.
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Algebre de polynémes

En évaluant en d = 0,e = 0 et b = —1, on obtient
C+ kla,c,h,—fg,cf —g]=5

De plus, g et f sont algébriques sur Frac(S’) : f est racine de
—fg + T(g — cf) + cT? et g est racine de cfg — (cf —g)T + T2.

Ainsi k(a, c, h,f,g) est une extension algébrique de Frac(S’) et
a,c, h,—fg, cf — g est une base de transcendance de k(a, c, h,f, g).

Donc C est bien une algebre de polynémes en 5 indéterminées.
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Somme amalgamée
On définit les algébres suivantes :
o A= k[tr (X),det(X),tr(Y),det(Y)]
@ Px = k[tr (X), X, tr (Y),det(Y)]
o Py = k[tr (X),det(X),tr (Y), Y]
D’aprés le cas r = 1, A, P, Q sont des algébres de polynémes en 4

indéterminées et on a Px = A® AX et Py = A® AY. De plus, on
a le carré commutatif suivant :

A—— Px

|

Py —R
ol les fleches sont les inclusions.

On en déduit un morphisme canonique ® : Px Lig Py — R.
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¢ isomorphisme

Le morphisme ® est surjectif car Px et Py engendrent R. En effet,
grace au théoréme de Cayley-Hamilton bilinéaire, on a

tr (XY) € <'DX7 'DY>k—aIg.
Montrons que ® est injectif.
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En effet, on a
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et de méme avec Y.



¢ isomorphisme
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Le morphisme ® est surjectif car Px et Py engendrent R. En effet,
grace au théoréme de Cayley-Hamilton bilinéaire, on a

tr (XY) € (Px, Py)k—alg.

Montrons que ® est injectif.
L'élement Z = XY + YX —tr (X)Y —tr (Y)X € Z(Px Ua Py).
En effet, on a

XZ = XYX + tr (X)XY — det(X)Y — tr (X)XY — tr (Y)X?

et ZX = XYX + tr (X)YX — det(X)Y — tr (X)¥X — tr (Y)X?

et de méme avec Y.
Par ailleurs, on a Px Lia Py = A[Z] + A[Z]X + A[Z]Y + A[Z]XY.
Cela résulte de la relation YX = Z + tr(Y)X +tr (X)Y — XY
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Fin de la preuve

Ona ®(2Z2) = tr (XY) — tr (X)tr (Y) (d'apres le théoréme de
Cayley-Hamilton bilinéaire). Ainsi

¢ A[Z] — Altr (XY) —tr (X)tr (V)] = C
est injective puisque tr (XY) — tr (X)tr (Y') est transcendant sur A.
Comme Px Ua Py = A[Z] + A[Z]X + A[Z]Y + A[Z]XY et
R=Cl1® CX® CY & CXY, on en déduit que P est injective.
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Graduation

La k-algébre M3(S) est une k-algébre graduée (par le degré des
polynémes).

Les générateurs X et Y de R sont de degré 1.

Ainsi R est une k-algébre graduée avec Ry = k.

Soit J I'idéal (bilatére) engendré par les commutateurs de R. Il est
homogeéne.

De plus, R/J = k[X, Y] est une algébre graduée de polynémes en
deux indéterminées avec X et Y en degré 1 (on fait

b=c=d=f=g=h=0).
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Action de groupes

Le groupe GLy(k) agit de fagon homogéne sur la k-algébre R de la

facon suivante : soit g = v
¢ : 8= W x

gX =uX+vY et gY = wX 4+ xY

En effet, g agit par automorphisme sur k[a, €], k[b, f], k[c, g] et
k[d, h] via a — va + ve et e — wa + xe...
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Lemme — Finitude.
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Le décor

Soit G un sous-groupe fini de GLa(k). On a
Lemme — Finitude.

@ (R/J)C est une k-algébre de type fini et R/J est de type fini
comme (R/J)¢-module.

@ J/J? est un (R/J @ (R/J)°P)-module monogene.
@ (J/J?)C est un module de type fini sur (R/J)¢ @ (R/J)C.

Preuve.
@ Merci Emmy!
@ XY — YX engendre I'idéal bilatére J.
@ J/J? est de type fini et donc noethérien sur (R/J)¢ @ (R/J)C.
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Un premier résultat de finitude

Lemme On suppose que cark { |G| alors (R/J?)C est une
k-algébre de type fini.

Preuve. Soit ay,...,a, des relevés dans (R/J?)C des générateurs
de (R/J))C et by, ..., by, des générateurs de (J/J?)C (en tant
qu'idéal bilatére de (R/J?)®). Alors ay, ..., ap, by,..., by engendre
R/J?. En effet, on peut écrire x € R/J? sous la forme

X = f(al,...,ag)+z,'xibiyi-

Mais chacun des x; et des y; est congru modulo J a un polynéme
(non commutatif) en les a; et les produits x;b; et bjy; ne dépendent
que de la classe modulo J de x; et y;.
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Commutateurs

Lemme Ona J? = J(XY — YX)

Preuve. Cela résulte directement de

J=R(XY — YX) = (XY — YX)R.
L'égalité J = R(XY — YX) résulte quant a elle des relations
suivantes

(XY — YX)X = tr (X)(XY — YX) — X(XY — ¥X)
det(X)(XY — ¥YX) = —X(XY — YX)X

tr (XY)(XY — YX) = XYXY — YXYX = XY[X, Y] — [X, Y]¥X



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX).



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.
Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et

surjectif.



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des
générateurs de (R/J?)C.



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des
générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des
générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.

En degré 0, il n'y a que le corps k.



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des
générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.

En degré 0, il n'y a que le corps k.

Soit u homogene dans R€.



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des
générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.

En degré 0, il n'y a que le corps k.

Soit u homogene dans R€. Il existe f polyndme non commutatif tel
que v :=u—f(ag,...,am) € (J?)¢ (et degv < degu).



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des
générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.

En degré 0, il n'y a que le corps k.

Soit u homogene dans R€. Il existe f polyndme non commutatif tel
que v :=u—f(ag,...,am) € (J?)¢ (et degv < degu).
On écrit v = w(XY — YX) avec w € J.



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.
Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et

surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des
générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.

En degré 0, il n'y a que le corps k.

Soit u homogene dans R€. Il existe f polyndme non commutatif tel
que v :=u—f(ag,...,am) € (J?)¢ (et degv < degu).

On écrit v = w(XY — YX) avec w € J. Comme XY — YX n'est
pas un diviseur de 0 dans M>(S) (det(XY — YX) # 0),



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des

générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.

En degré 0, il n'y a que le corps k.

Soit u homogene dans R€. Il existe f polyndme non commutatif tel
que v :=u—f(ag,...,am) € (J?)¢ (et degv < degu).

On écrit v = w(XY — YX) avec w € J. Comme XY — YX n'est
pas un diviseur de 0 dans My(S) (det(XY — YX) # 0), on en
deduit que w € JC



Finitude des invariants

Pour g € GLy(k), on a g - (XY — YX) = det g(XY — YX). Ainsi,
ona XY — YX € RC.

Le morphisme canonique R® — (R/J?)C est gradué de degré 0 et
surjectif. Soit a, ..., am des relevés homogénes dans RC des

générateurs de (R/J?)C.

Montrons, par récurrence sur le degré, que RC est engendré par
ar,...,am XY — YX.

En degré 0, il n'y a que le corps k.

Soit u homogene dans R€. Il existe f polyndme non commutatif tel
que v :=u—f(ag,...,am) € (J?)¢ (et degv < degu).

On écrit v = w(XY — YX) avec w € J. Comme XY — YX n'est
pas un diviseur de 0 dans My(S) (det(XY — YX) # 0), on en
déduit que w € JC et degw < deg v < degu.



Et si G ¢ SLy(k)

Pour I'action de Z/2Z donnée par X — X et Y — —Y, on a
RC = (X, YX'Y,i € N)i_alg -



