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COMPLEMENTS SUR LES APPLICATIONS MESURABLES

Proposition 1. Si f: (F,B) — (G,C) et g : (E, A) — (F,B) sont mesurables, alors leur composée fog :
(E, A) — (G,C) est mesurable.

Démonstration. En effet, pour tout C € C, (fog) 1 (C) = f~g 1 (C)) € A car g~1(C) € B. O

Lemme 1. Pour vérifier que f : (E,.A) — (F,B) est mesurable, il suffit de vérifier que f~!(B) € A pour tout
B € C dés lors que C est un ensemble de parties de F' qui engendre B : o(C) = B.

Démonstration. Définissons

G=1{BeB|f1B)c A.

Alors par hypothése C C G, et on souhaite montrer que G = 3. Montrons que G est une tribu :

~PeGear f71(0)=0¢€ A (car A est une tribu);

— si B € G, cela signifie que f~1(B) € A, dou f~1(B¢) = (f"}(B))¢ € A (car A est une tribu), donc B¢ € G;
~ si B, € G pour tout n € N, alors f~1(B,,) € A pour tout n, donc

f‘1<LnJBn) = Lnjf—l(Bn) €geA

car A est une tribu.
Ainsi, G est une tribu qui contient C. Par hypothése, B = o(C) est la plus petite tribu contenant C, donc B C G.
Par suite, G = B, ce qui conclut. O

Proposition 2. Si f: (R? B(R%)) — (RY, B(R?)) est continue, alors elle est mesurable.

Démonstration. Comme B(Rd/) est engendrée par les ouverts de Rd/7 il suffit par le lemme de montrer que
f~1(0) € B(R?) pour tout ouvert O de R?. Or ceci est évident puisque par continuité f~1(O) est ouvert, donc
borélien. 0

Proposition 3. Si f;: (E, A) = (F1,B1) et fo: (E, A) — (Fa, By) sont mesurables, alors I’application produit
(f1, f2) - (B, A) = (Fy x Fy, By ® Bay) est mesurable, ot on a défini la tribu produit

By x By = O'({B1 X BQ‘Bl S B1,B2 S Bg})

Démonstration. Comme By ® By est engendrée par les ensembles de la forme By x By ou By € By et By € Ba,
il suffit par le lemme de vérifier que (fi, f2) ~1(B1 x Ba) € A. Or effectivement

(f1,f2)"H(B1 x Ba) = f{ {(B1) N f5 '(B2) € A
vu que f; '(By) € Aet f5 '(By) € A, fi et fo étant mesurables et A étant une tribu. O
Proposition 4. B(R) ® B(R) = B(R?).
Démonstration. Soit O un ouvert de R. On vérifie facilement que la famille
G ={B € B(R)|O x B € B(R*)}

est une tribu contenant les ouverts, donc G = B(R) : pour tout B € B(R), O x B € B(R?). Puis, pour tout
B € B(R), on vérifie que la famille
G' ={A € B(R)|A x B € B(R*)}
est une tribu, qui contient les ouverts via ce qui précéde, donc G’ = B(R) et on a ainsi A x B € B(R?) pour tous
A, B € B(R?), ce qui montre que
B(R) ® B(R) C B(R?).
Montrons I'inclusion réciproque. Il suffit de voir que tout ouvert de R? est dans la tribu B(R) ® B(R), et pour

cela il suffit de montrer que tout ouvert de R? est réunion dénombrable de pavés ouverts ]ay, by[x]az, ba[. Clest
bien le cas : par exemple, pour tout ouvert O,

0= |J B.(r)

(z,r)el



ott By (r) =]y —r,z1 +r[x|ze —r, 20 + | pour x = (z1,22) € R% et r >0, et I = {(z,7) € Q? x Q| B,(r) C O}
(ensemble dénombrable). En effet, 'ensemble de droite est inclus dans O par définition ; et pour tout y € O,
comme O est ouvert, il existe € > 0 tel que By(g) C O, et par densité de Q dans R il existe z € By (£/3) N Q? et
r €le/3,¢/2]NQ. Alors, y € B,(r) C By(e) C O donc y appartient & ensemble de droite. O

Proposition 5. Si f: (E, A) — (R,B(R)) et g: (E, A) — (R, B(R)) sont mesurables, alors f +g, fg, max(f,g)
et min(f, g) sont mesurables.

Démonstration. 11 suffit maintenant de constater que, par exemple, f + g = v o (f,g) ot ¥ : R> — R est
donnée par ¥(z,y) = x +y. En effet, en appliquant les propositions précédentes, 1 est continue donc mesurable
de (R?,B(R?)) dans (R,B(R)). Et (f,g) est mesurable de (E,.A) dans (R? B(R) ® B(R)). Donc leur composée
est mesurable vu que B(R?) = B(R) ® B(R). De méme avec les fonctions (x,y) — xy, (z,y) — max(z,y) et
(z,y) — min(z,y). O

Proposition 6. Si f, : (E,A) — (R,B(R)) est mesurable pour tout n € N, alors les applications inf,, f,,
sup,, fn, liminf, f, et limsup,, f,, a valeurs dans R, sont mesurables. En particulier, si lim,, f,, existe, alors
cette application est mesurable.

Démonstration. On note f = inf, f,. Comme B(R) est engendré par les ensembles de la forme | — oo, a| pour
a € R et par {+o00} et {—oo}, il suffit d’aprés le lemme de montrer que f~!(] — oo, a[) € A pour tout a € R et
que f71({+x}) € A et de méme pour —oco. Or

FH=ooval) = U £ (= o0,al) € A,

puisque f,,; (] — 00,a[) € A (mesurabilité de f,,) et que A est une tribu, et

“1({+o0}) = ﬂf ({+c}) e A

e = () U U oo U St (=00, —M[) € A

MeN n
d’otu la conclusion.
D’ou le cas de sup,, f,, = —inf,,(—f,), puis les cas de liminf,, f,, et limsup,, f,, en découlent vu que
liminf f, = sup inf fj et limsup f,, = inf sup fx.
n n k>n n n k>n



