Sur 'homologie des espaces d'immersions.

Jean-Francois Le Borgne'
avec David Chataur’

Laboratoire Paul Painlevé
Université de Lille 1.

31 octobre 2008 - Exposé GDR.

Jean-Francois Le Borgne avec David Chataur Sur ’homologie des espaces d’immersions.



introduction

Théoreme de D.Gromoll et W.Meyer (1969).

Soit M une variété riemannienne compacte simplement
connexe, si les nombres de Betti de H*(LM, Q) forment une
suite non bornée, alors M admet une infinité de géodésiques
fermées.

Remarque. Ces hypothéses sont satisfaites si H*(M, Q) ne

peut étre engendré par un seul générateur (M.Vigué-Poirrier et
D.Sullivan).
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notations préliminaires.
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introduction

notations préliminaires.

@ M variété lisse compacte connexe sans bord de dimension
finie d.

@ emb(S', M) =: espace des plongements du cercle dans
M.

@ imm(S', M) =: espace des immersions du cercle dans M.
@ i:emb(S', M) — imm(S', M).
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introduction

Objectif de I'exposé.

Soit n > 2 un entier. Alors

H., (imm(S', §?")) ~ H,(LUS?")
est isomorphe a

ZX_an+1,Y—2n, @2n-2, Ban—2, K—1]
quotienté par les relations

2 2
(XZ4n41> X—ans1Y—2n, X_ant1K_1,2Y_2n, ¥<2p)

et
(V—2nK_1 — X_ant1a2n—2,2K_1,202,_2).
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introduction

Objectif de I'exposé.

Soit n > 2 un entier. Alors
H., (imm(S', S?M1)) ~ H,(LUS?™) ~ H,(£LS?") @ H..(£LS?")
est isomorphe a

ZIX_2n-1, Von, Y—2n; Uan—2,0-11/(XPon_1, ¥2on 021, 2Y_2nlan_2)
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introduction

o Lhomologie des espaces symétriques de rang 1.
@ Suite spectrale de Morse.
@ Exemple : les sphéres.
9 Loop produit.
@ Définition du loop produit.
@ La suite spectrale de Cohen-Jones-Yan.
@ Loop produit et suite spectrale de Morse.
Q Loop produit sur les espaces d'immersion.
@ Définition du loop produit pour les immersions.
@ Théoréme de Hirsh-Smale et loop produit.
0 Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H, (imm(S', S")).
@ Suite spectrale de Morse-Serre.
@ Calcul de H., (imm(S', §2™)).
@ Calcul de H,(imm(S', S>™1)).
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L’homologie des espaces symétriques de rang 1. Suite spectrale de Morse.
Exemple : les sphéres.

Hypotheses sur I'énergie.

Les points critiques de E forment des variétés. A la valeur
critique A, est associée la variété critique ¥,. Nous supposons
que les variétés critigues sont compactes, sans bord, de
dimension finie.

De plus, nous supposons que ces variétés satisfont la condition
de non dégénérescence de Morse Bott : le Hessien de E n’est
pas dégénéré dans la direction normale a ¥,.
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L’homologie des espaces symétriques de rang 1. Suite spectrale de Morse.

Exemple : les sphéres.

Suite spectrale de Morse.

Théoréeme 1 (Morse) : La filtration de C.(LM) par les niveaux
d’énergie critiques méne a une suite spectrale
{EL(M)(LM)}ren qui converge vers H.(LM).

Ep o(M)(LM) = Hpiq(LM).

La page E' est donnée par
E,?,’q(M)(LM) = Hpiq(LM=P0, LMSH0-1),
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L’homologie des espaces symétriques de rang 1. Suite spectrale de Morse.
Exemple : les sphéres.

Calcul de la premiere page de la suite spectrale de
Morse.

Lemme 2. La premiére page de la suite spectrale est donnée
par 'homologie de I'espace de Thom du fibré vectoriel

R — 1~ (Ap) — Lp. Plus précisément, E} ,(M)(LM) est
isomorphe & I'homologie réduite Hpq( Th(1~(Ap)))-

Sur ’homologie des espaces d’immersions.
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L'h logi gtri . .
omologie des espaces symétriques de rang 1 Suite spectrale de Morse.

Exemple : les sphéres.

Calcul de la premiere page de la suite spectrale de
Morse.

Lemme 3. Lapplication

C:> — UM
o), 30
77 0O By

est un difféomorphisme.
Corollaire. Sip > 1, alors

Ep q(M)(LM) = Hp.q(Th(1™ (Ao)))
=~ Hp-q-a,(UM)
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L'h logi gtri . .
omologie des espaces symétriques de rang 1 Suite spectrale de Morse.

Exemple : les spheres.

Lhomologie H.(LS").

Théoréme 4 (W.Ziller, 1977). Si n est impair,
H(£S",Z) =7
sik=0,mn—1)ouk=mn—1)+1,m>1.

Si n est pair,
H (LS, 7)) = Z

sik=0,2m+1)(n—1)+1,2m+1)(n—1)), m>0.

H(LS",Z) = Zo

sik=0,2m(n—1), m>1.
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Définition du loop produit.

@ oy M—MxM,x— (x,x)
© LM xy LM =: {(v1,72) € LM x LM/71(0) = 72(0)}

is Le Borgne avec David Chataur Sur ’homologie des espaces d’immersions.



Définition du loop produit.
Loop produit. La suite spectrale de Cohen-Jones-Yan.
Loop produit et suite spectrale de Morse.

Définition du loop produit.

@ oy M—MxM,x— (x,x)
© LM xy LM =: {(v1,72) € LM x LM/71(0) = 72(0)}
O LM ~gorfiM xp LM~ LM x LM

J{ev(,O J{ev(O)xev(O)
M—2M MM
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Définition du loop produit.
Loop produit. La suite spectrale de Cohen-Jones-Yan.
Loop produit et suite spectrale de Morse.

Définition du loop produit.

@ oy M—MxM,x— (x,x)
© LM xy LM =: {(v1,72) € LM x LM/71(0) = 72(0)}

5
O LM~—go M Xy LM~ LM x LM

J{ev(,O J{ev(O)xev(O)
M—2M MM

1 Ho(EM) @ Ho(CM) 2 Ho (LM x £M) ™

H,_ (LM sy LM) ©25% H,_ y(LM).

Jean-Francois Le Borgne avec David Chataur Sur ’homologie des espaces d’immersions.



Définition du loop produit.
Loop produit. La suite spectrale de Cohen-Jones-Yan.
Loop produit et suite spectrale de Morse.

Définition du loop produit.

Théoreme 5 (M.Chas, D.Sullivan, 1999). Le loop produit
confére a ’homologie regraduée H..(LM) =: H, . 4(LM) une
structure d’algébre graduée commutative.
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Définition du loop produit.
Loop produit. La suite spectrale de Cohen-Jones-Yan.
Loop produit et suite spectrale de Morse.

Lalgebre de Chas et Sullivan des sphéres.

Théoréme 6 (R.Cohen, J.D.S Jones, J. Yan, 2002).
Si n est impair,
H..(£8") = Z[X_n, Yn1]/ (X2 ).

Si n est pair,

H.(LS") = Z[X_p, t_1, Zon-2]/ (X2 p, 21, 2X_nZ2n_2).
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Définition du loop produit.
Loop produit. La suite spectrale de Cohen-Jones-Yan.
Loop produit et suite spectrale de Morse.

Compatibilité du loop produit a la filtration de Morse.

Proposition 7 (D’aprés N.Hingston et M.Goresky, 2007). Soit
M variété riemannienne compacte connexe sans bord de
dimension finie d.

Supposons que les valeurs critiques de I'énergie E sur LM
verifient Aryp < A\ + Ap.

Alors le loop produit respecte la filtration de Morse et induit sur
la suite spectrale de Morse regraduée une structure
multiplicative.
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Définition du loop produit.
Loop produit. La suite spectrale de Cohen-Jones-Yan.
Loop produit et suite spectrale de Morse.

Suite spectrale de Morse multiplicative.

Théoreme 8 (D’apres N.Hingston and M.Goresky, 2007).
Soit M vérifiant les hypotheses de la proposition précédente.
La structure multiplicative sur la suite spectrale de Morse
regraduée Ep, o(M)(LM) := E] .. 4(M)(LM) est donnée au
niveau E' par :

E!,(M)(LM) = H,(M) & H.(UM)[T].
Le bidegré de T est (1,1 — 1).
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Définition du loop produit pour les immersions.

. " . Théoreme de Hirsh-Smale et loop produit.
Loop produit sur les espaces d’immersion.

Le loop produit sur les immersions.
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Définition du loop produit pour les immersions.

. " . Théoreme de Hirsh-Smale et loop produit.
Loop produit sur les espaces d’immersion.

Le loop produit sur les immersions.

evp - Imm(S', M) — UM

(1) = (0). E §,>
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Définition du loop produit pour les immersions.

. " . Théoreme de Hirsh-Smale et loop produit.
Loop produit sur les espaces d’immersion.

Le loop produit sur les immersions.

o
evp - Imm(S', M) — UM
(0
(1) = (0), o))
o ~
imm(S', M) x yn imm(S', M) 2% imm(S', M) x imm(S', M)
l 1 evp x ey
UM i UM x UM
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Définition du loop produit pour les immersions.

. " . Théoreme de Hirsh-Smale et loop produit.
Loop produit sur les espaces d’immersion.

Le loop produit sur les immersions.

o
evp - Imm(S', M) — UM
(0
(1) = (0), o))
o ~
imm(S', M) x yn imm(S', M) 2% imm(S', M) x imm(S', M)
l 1 evp x ey
UM i UM x UM

@ comp : imm(S', M) x yy imm(S', M) — imm(S', M)
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Définition du loop produit pour les immersions.

. " . Théoreme de Hirsh-Smale et loop produit.
Loop produit sur les espaces d’immersion.

Le loop produit sur les immersions.

o
evp - Imm(S', M) — UM
(0
(1) = (0), o))
o ~
imm(S', M) x yn imm(S', M) 2% imm(S', M) x imm(S', M)
l 1 evp x ey
UM i UM x UM

@ comp : imm(S', M) x yy imm(S', M) — imm(S', M)
@ H.(imm(S',M)) := H, oq_1(imm(S', M)).
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Définition du loop produit pour les immersions.

. " . Théoréeme de Hirsh-Smale et loop produit.
Loop produit sur les espaces d’immersion.

Théoréme de Hirsh-Smale

Théoréme 9 (Hirsh, Smale). Lapplication
D : imm(S', M) — LUM

7= (%)
est une équivalence d’homotopie.
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Définition du loop produit pour les immersions.

. " . Théoréeme de Hirsh-Smale et loop produit.
Loop produit sur les espaces d’immersion.

Lemme 10. Le morphisme D, induit en homologie par D est un
isomorphisme d’algébre entre H.,(imm(S', M)) et H,.(LUM).
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H.. (imm(S', §°7)).
Calcul de H.,, (imm(S", 8"t1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).

Suite spectrale de Morse-Serre multiplicative.

Théoreme 11 (D.Chataur, J.F. Le Borgne, 2008). La filtration
par I'énergie de C.(LX) induit une suite spectrale notée
{EL.(MS)(Lr)}ren. Elle converge vers H.(LX). Le loop
produit induit sur cette suite spectrale une structure
multiplicative.
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H., (imm(S', §°7)).

Calcul de H., (imm(S", 8"t1)).
Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).

Suite spectrale de Cohen-Jones-Yan de
QUS?" — LUS?" — US?",

HJQUS® )

2
i3
F
i
b

61 6 %202

i ¥
= =
1H.USS 15 —8
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H., (imm(S', §°7)).
Calcul de H., (imm(S", 8"t1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).

Suite spectrale de Morse-Serre de
L£8?-1 ., £US?" — £5%" colonne 0.

- IHALS?) HALST)

U 2n-2

vl

. T X
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Suite spectrale de Morse-Serre.

Calcul de H., (imm(S', §°7)).

Calcul de H., (imm(S", 8"t1)).
Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).

Suite spectrale de Morse-Serre de
L£8%-1 - LUS?" — £52", colonne 1.

THALST

X 2n-2

Zdn¥ et
=a

TH (U!
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H., (imm(S', §°7)).
Calcul de H., (imm(S", 8"t1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H.. (imm( s', S™)).

Suite spectrale de Morse-Serre de
L£8%-1 . LUS?" — LS.
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H., (imm(S', §°7)).
Calcul de H., (imm(S", 8"t1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).
Suite spectrale de Morse-Serre de
L£82-1 — LUS?" — £527,
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H., (imm(S', §°7)).
Calcul de H., (imm(S", 8"t1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H.. (imm( s', S™)).
Suite spectrale de Morse-Serre de
L£8%-1 . LUS?" — LS.
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H., (imm(S', §°7)).
Calcul de H., (imm(S", 8"t1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).

H., (imm(S', §2"))

Théoréme 12 (D.Chataur, J.F. Le Borgne, 2008). Soit n > 2
un entier. Alors

H., (imm(S', $?")) ~ H.,(LUS?")
est isomorphe a

Z[X_4n+1,Y—2n, 02n—2, Ban—2, K_1]

quotienté par les relations

2 2
(XZ4ni1s X—ans1Y—2n, X_ant1K_1,2Y_2n, Y= 2p)

et
(V—2nk_1 = X_any102n_2,2K_1,202n_2).
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H, (imm(S', 827)).
Calcul de H, (imm(S', $2™1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H.. (imm( s', S™)).

Suite spectrale de Cohen-Jones-Yan de
QU82n+1 N LU82n+1 K U82n+1_

HQUs2™*) H(aust+l)
Ml e
Han 2
Wea 3 1
sl ——
us™) i s <
. BE 3E
ab b

Sur ’homologie des espaces d’immersions.

ng¢ois Le Borgne avec David Chataur




Suite spectrale de Morse-Serre.

Calcul de H.. (imm(S', §°7)).

Calcul de H, (imm(S', $2™1)).
Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).

Suite spectrale de Serre de
L82n X LU82n+1 L L82n+1.

uats?
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Suite spectrale de Morse-Serre.

Calcul de H, (imm(S', 827)).

Calcul de H, (imm(S', $2™1)).
Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H.. (imm( s', S™)).

Suite spectrale de Morse-Serre de
L£S?" — US> — £52M1 colonne 0 et 1.

IH (LS IH (LS
] &
e v
iAot 1
e il
= 1] Ll [l
txy %
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H, (imm(S', 827)).
Calcul de H, (imm(S', $2™1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).
Suite spectrale de Morse-Serre de
ESQn _K £U82n+1 K £S2n+1 ]
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Suite spectrale de Morse-Serre.
Calcul de H, (imm(S', 827)).
Calcul de H, (imm(S', $2™1)).

Suite spectrale de Morse-Serre, calcul de H., (imm(S', 8™)).

H,(imm(S?, §2m1))

Théoréme 12 (suite).
Soit n > 2 un entier. Alors

H., (imm(S', S2"1)) ~ H, (LUS?™) ~ H,(£S?") 9 H, (£ S?")
est isomorphe a

ZIX_2n-1,Von, Y—2n; Uan—2,0-11/(XPon_1, ¥2on 021, 2Y_2nlan_2)-
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