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Introduction

Dans un Réacteur a Eau sous Pression (R.E.P) en fonctionhe@menal, I'eau
est sous forme liquide. Cependant, dans le cadre des étedsdreté, il est impor-
tant d'étudier I'apparition de la phase vapeur. En effetpl@se vapeur perturbe les
échanges de chaleur entre les crayons et le fluide caloporteu

L'écoulement dans le coeur du réacteur qui est alors diphesest étudié avec des
simulations numériques discrétisant des systemes deNgp&r-Stokesliphasiques
moyennés : les systémes sont moyennés au sens ou l'intégfaicke-vapeur n’est pas
explicitement décrite. Le caractere diphasique de I'éamént est alors pris en compte
via des relations de fermeture.

Ces relations de fermeture peuvent étre justifiees ol aréékovia des simulations
numeériques d'échelle des bulles de vapeurAinsi c’est pour ces bulles quén-
terface liquide-vapeur est explicitement discrétiséeOn parle desimulation numé-
rique directe.

Ces simulations numériques directes nous conduisent aintiussser auweffets
des tensions de surface qui s’exercent a l'interface sépartles deux phasesCes
effets sont directement liés avaleur de la courbure locale de l'interface

Le but du sujet est de smncentrer sur le calcul de cette courbure en résolvant
numériquement I'évolution d’'une surface ferméeZ(t)(courbe en2D; surface en
3D) induite par un probléme gémoétrique dit probléme de surfae minimale via
I'algorithme de capture d'interface de Després-Lagoet|8t

Le présent rapport s’articule autour de sept parties. Lenne2, est une déscription
du procédé utilisé afin de résoudegprobléme de surface minima effet, la métho-
dologie choisie consiste a coupler une technique de dépkatipar capture d’interface
avec un algorithme de calcul du champ de vitesse induit ganoleléme de surface mi-
nimale.

La seconde partie de ce rapport détaille le procédé que nauns &hoisis parmis
d’autres pour simuler numériquement I'évolution d’'uneface fermée soumis a un
champ de vitesse.

Dans troisiéme partie, on s'intéresse aux méthodes deladsunormales et de la
courbure locale, tirées de la modélisation continue detseffe la tension de surface a
l'interface par Brackbill. Ainsi ceci nous permet d’avogsiformules d’approximations
pour chaque élément du champ de vitesse induit par le prabitnsurface minimale.

La quatrieme et la sixiéme partie présentent deux méthoeledgiilarisation. Cette
régularisation, nécessaire au calcul du champ de vitess€up des points sensibles
de notre étude. Ainsi, dans un premier temps, pour chacumendthodes, on présen-
tera les techniques respectives puis leur précision. Endaicinquiéme et la septieme
partie nous permettent de mettre en évidence les résutidésrdsolution du probléme
de surface minimale, en utilisant I'une et I'autre méthodeé&hularisation.

Enfin, en dernier lieu, nous ferons un bilan de cette étudavets les conclusions



sur la précision de I'algorithme de calcul de la courburaleet les moyens d’amélio-
rer la résolution du probléme de surface minimale .

1 Problématique
Dans ce sujet il faut distinguer deux questions indépemdant

— Comment faire évoluer la surface fermée avec une technicgese de repérage
d’interface pour un champ de vitesse donné?

— Quel est le champ de vitesse qui permet de déformer la bullergsoudre le pro-
bléme de surface minimale et comment calculer ce champ eleseitde facon pré-
cise?

La premiére question a été traitée par Bruno Després et keddggoutiere dans le
cadre de leur thése sla modélisation mathématique et la résolution numérique de
problémes de fluides compressibles a plusieurs constiamit [3]). Ainsi, nous al-
lons tout d’abord faire un bref rappel des techniques deas@&phent d’interface afin
de justifier le choix de cette méthode pour déplacer et refpéreerface. Ensuite, on
exposera le probléme de surface minimale dont il est questio

1.1 Déplacement de l'interface

Pour simuler numériquement la déformation d’une interféd@xiste deux grandes fa-
milles de procédés pour déplacer les interfaces :

a) lestechniques ou l'interface est décatglicitementvia unmaillage mobile: Ar-
bitrary Lagragian Eulerianetinterface trackingou front tracking

b) les techniques ou l'interface est déciitgplicitement sur unmaillage fixe: cap-
ture d’interface viade transport d’une fonction réguliereu via letransport d’'un
Heaviside

Les deux premiéres méthodes explicites sont précisesueras déformations sont
peu importantes mais elles nécessitent un remaillage ovedtigtribution des noeuds
dés que les déformations sont importantes. D’autre part gpigelles aient fait leurs
preuves, ces méthodes sont délicates a programmer en 2C3Bt en

Ainsi pour notre probléme, on utilisera la seconde méthditede pouvoir résoudre le
probléme de surface minimale sur des bulles de formes qaetpes. Cette méthode
consiste a résoudre I'équation de transport suivante :

oY +u(Y)-0Y =0, (1)
ou la fonction Heaviside est telle que :

Y(x):{ 1 si xeQy,

0 sinon



On définit par ailleur€(t) tel quedQ;(t) = Z(t). En pratique la surface de disconti-
nueté der représente alors l'interfacg(t). Ainsi pour bien repérer 'interface il nous
faut un schéma précis goé crée pas de diffusion numériqueC’est la qu’intervient
le schéma de Bruno Després et Frédéric Lagoutiere. En gf&tgit d’'un schématrés
simple a programmer et le passage du 2D au 3D est naturel. deisut cet algo-
rithme ne crée pas de diffusion numérique supplémentaieas ol’épaisseur de
l'interface est de lI'ordre d& ou 3 mailles en 2D, quelle que soit I'importance des
déformations et le temps d’intégration.

1.2 Le probleme de surface minimale

On cherche & étudier numériqguement la déformation d’'urfaseifermée (t) induite
par le champ de vitesse normal suivant :

Vzt) =[Msp) —Ysy(X)]  n(x),
Ys(t)(x) = courbure locale
Sy Ysy(x)  do (2)
Mz ==~ = courbure moyenng
Jsqy do
(=0 =3°,

ou n(x) est la normale unitaire extérieuredt). L'aire et le volume intérieur de la
surfacez (t) sont respectivement noték ) et Vs et qui s'écrivent :

’qZ(I) = fZ(I) dG :fQ ||:|Y| dX,

‘Vz(t)(x) = [oY dx

On a|00Y| = 35 qui est un dirac surfacique.

La surface>(t) déformée par ce champ de vitesse converge en tempstiengH)
vers unesphére Cette déformation se fait a volume constant et la surfaeinaison
minimum sous cette forme géométrique. Ainsi résoudre Iblgrae (2) revient a ré-
soudre un probléme dsurface minimalé4] lorsquet — +co.

Ces résultats s'obtiennent en remarquantE{¢ solution de (2) vérifie :

1
a_1 &0 = —Jsw (Tso —Ys)? do, -

d —
at Vs = 0,
oud (= 2 ou 3) est la dimension dans laquelle on résoud le probléme.
La premiere equation sufs ;) montre que la variation de I'aire de la bulle égtcrois-

sante et qu'a I'équilibre I's ;) = ys ). Ceci prouve que la surfagt = +) est donc
un cercle, en 2D, de rayon :



et en 3D une sphére de rayon :
R= (213

La solution en temps long de (2) est donc la solution du prablde minimisation :
" Trouver X qui minimise 4s sous la contraintels = constante".

Notre démarche pour résoudre ce probléme consiste alorscaidee I'équation de
transport (1), via le schéma anti-dissipatif de Desprésagoutiére, en utilisant le
champ de vitesse(Y (t,x)) définit sur l'interface par :

u(Y(t,xe Z(t))) = Vsg)-

Ceci consiste a déformer la surfaEé&) avec le champ de vitesse (2) qui permet de
résoudre la probléme de surface minimale. Ainsi on répontt @duix deux questions
a) eth).

1.2.1 Calcul du champ de vitesse

Le champ de vitesse s'écrit :

u(Y)(t,x) = Ula(Y)(t, 3],

avec@(Y)(t,x) étant une régularisation d¥é(t,x) dont la ligne de niveau zéro est
confondue avec la surface de discontinueté du Heavisidehamp de vitesse devient
alors:

U[O(Y)(t,%)] = [T (@) — Y(@)] n(®),
oun(g) est la normale unitaire extérieure. Elle s’obtient par larfole :

0
n(w)=—ﬁ.

On noterag = .

y(@) est la courbure locale en chaque point. Il faut préciser gtte courbure locale en
3D est en réalité une moyenne entre deux courbures principibEBeurs en anglais
elle est appelée "mean curvature". En effet lorsqu’on dédimun pointx un axe déter-
miné par le vecteur normale a la surface en ce point, le plamémnt sur cet axe coupe
la surface en une infinité de courbes. Ceci peut s'illusteedg@figure suivante :



plans
des courbures
principales

vecteur
normal

Pour chacune de ces courbes, on a un rayon de courbure. Agasle&eminimum et le
maximum de ces rayons de courbures qui permettent de dé@rfaicourbure locale
moyenne en calculant :

y ymax‘zf' Vmin’
) _ 1 o1
Ouymax_ Rmax Etymm " Rmin”

En deux dimensions le probléme ne se pose pas car la surfanéeealevient une
courbe. Cependant pour estimer cette courbure locale louns aitiliser I'expression
suivante ( dont la justifcation détaillée est développéesda]) :

(0[0] )
Dol

Pour finir le calcul du champ de vitesse, il nous faut calcldeourbure moyenne qui
s’appelle en anglais :"average mean curvature". Ceci exphbien le fait que ce soit la
moyenne des courbures locales moyennées. Elle s’obtierglenlant :

y:D.n:_D.(

r s Ysn() do
07T [y do

Cependant pour calculer cette intégrale il faut situer leists appartenant&(t). On
choisit alors de localiser les points de cette interfacdgaréthode suivante :

Ceci nous permet alors de marquer les points dans le vositdada zone de disconti-
nuté deY afin de situer I'interface.

2 Résolution de I'équation d’advection linéaire avec le
schéma antidissipatif de Després & Lagoutiere

On s'intéresse maintenant a la résolution numérique dauditgn de transport li-
néaire :

oY +u-0Y=0

en 2D sur maillage cartésien . Pour cela, on rappelle todtaithle processus de
construction du schéma 1D anti-dissipatif de Després & utigee [3] lorsqueu = C'e.
Puis, I'on explicite I'extension de ce schéma au ga®n constante.



2.1 Quelques rappels sur I'’équation d’advection

Nous considérons I'équation d’advection linéaire a vitesgnstantel strictement
positive surR :
Oty +udyY =0 4)

otiu € R etu> 0 avec la condition initiale

Y(0,%) = Y°(%) € Lige(R) (6)

Nous discrétisons cette équation sous une forme "volumes.flrour cela, nous
introduisons un maillage régulier dede pasix, dont les mailles sont les intervalles
[Xj,l/z,XjJr]_/z], JEZ avecxjﬂ/z = (] + 1/2)AX D’ou Xjt+1/2 = Xj—1/2 = AX.

On introduit également le pas de temdfiset on pose\ = At /AX.
La condition initiale discréte pouf est définie par

Xi 0
Y.Oz/ e Y0 g (6)
) X 12 DX

d’ou I'utilité de I'hypothéser®(x) € Li .. L'équation discréte associée a (4) est

yn

n+1 n n
ey i—y2 _

j+1/2—
u
At + AX

0

Soit encore

Les nombre¥;.;/» sont des flux aux interfaces, et peuvent étre considérés eomm
les valeurs d& aux bords de la maillg¢ de sorte que

Yn

n
Yii2 = Yii12

AX
Le choix de I'approximation des flux détermine donc le typescleéma adopté. On
peut citer deux choix possibles :

3,Y (AL, jAX) ~

— le premier correspond au schéma décentré amont d’ordren&rfga Upwind) qui
consiste a calculer les flux de la maniéere suivante :
Y" siu>0,
n
Y2 =4

Y, siu<O.
La solution numérique obtenue par le schéma décentré ansboteactérisée par
son étalement par rapport a la solution exacte. Ce phénoasrappelé diffusion
numérique. Pour comprendre ce phénomeéne, on supposeabatrd’que la solution
exacteY de (4) est réguliére. Puis nous effectuons les développsndenTaylor
suivants :

10



Y'Y A
acY (nAt, jAx) = - J

R R P ; 2
A > 0f Y (nAt, jAX) + O(At9),

Y.n_ n

En utilisant le fait quer est solution de (4) c'est-a-digg,Y = u”03,Y, on obtient

AX .
+ 7aiXY(nAt, jAX) + O(AXP).

n+1 n n n
At AX
On adonc

A
= UL BN + 00 + O(a)

Y + UdyY = u%xu— UA)OZ,Y + O(AX) + O(At?).
Le termeuZ¥ (1 — uA)dZ,Y + O(AX?) + O(At?) est appelé erreur de troncature. On
constate qu’on ne résout plus une équation de convectios phatidt une équation
de convection-diffusion avec pour coefficient de diffus'u%ii(l— UA) qui est positif
sous la condition CFluA < 1. C’est pour cela qu’on parle aiffusion numérique

ou encore délissipation numérique

— le deuxiéme choix correspond au schéma décentré avalrd'drqui consiste a cal-
culer les flux de la maniére suivante :
n .
Y, siux0,
n —
Yii12 =
Y" siu<O0.

Ce type de schéma brille par son caractéere anti-diffusispmraalheureusement, il
est inconditionnellement instable (non convergence).

Les méthodes classiques pour diminuer la diffusion numeérapnsistent a augmenter
I'ordre du schéma numérique, au risque cependant de voarafipe un phénomeéne
de dispersion. L'idée de Després & Lagoutiere a alors étédstruire un schéma 1D

dans le cas ou(x) = u qui soit :

— un “ped décentré amontrhais pas troppour ne pas diffuser;
— un “peu décentré aval fhais pas trop pour converger.

Nous verrons dans la section suivante I'extension awtas# CS€ et au cas 2D sur
maillage cartésien.

2.2 Stabilité et convergence

Nous rappelons quelques définitions qui vont servir dansite pour la construction
du schéma décentré aval sous les contraintes de convergence

11



Définition 1.
Le schéma (7) est explicite s'il existe un entier k et unetfoneéelle g a2k variables
réelles tels que :

Yj’ll/Z = g(an—k+l’an—k+2’ Ceegeen ,an, ey ,YJrL_k) (8)
Définition 2.
Un schéma de la forme (7)(8) est consistant si la fonctiorad&finition 1 vérifie :
Y=qgV,Y,...,....,Y).
Définition 3.
Le schéma de la forme (7) est stabfe 4'il existe un réel C indépendant de n etle
tel que :

aZx|YJ-”| <C pourtout neN.
je

Définition 4.
La variation totale a I'étape en temps n de la solution diwr\q‘ est définie avec

1S

Le schéma (7) est a variation totale décroissance (VTD) sr paute donnééYj”)
ona

jez
V -|—n+1 g V-I—n+l

c'ést-a-dire :

n+1 n+1 n n
Yj+1 _Yj ’ S % |Yj+1_Yj ‘
je

je;

Définition 5. On définit BYR) comme étant I'espace des fonctions g (R) dont la
variation totale est bornée :

BV(R) = {f € Lipo(R);VT(f) < +o0}
ou
V() —sup{ [ 1000 (Ao € GRL IO <1}, (10)

Notons que la définition de (10) est équivalente & (9) lorsgest constante par mor-
ceau sur chaque intervabg _1/2,Xj1.1/2[-

Notation 1.
Pour simplifier les énoncés de la définition suivante ainsides théorémes de conver-
gence, nous notons

YAt’AX(t,X) _ % Zanl[Xj_1/2,Xj+1/2[(X)l[nm’<n+l>m[(t)7 (11)
nez je

les YJn étant données par le schéma (6), (7).

12



Définition 6. Un schéma de la forme (6), (7) avadixé converge vers (Y,x) dans
LY(R) s'il existe une suitéAxm)men telle que :

- rTI]im AXm=0;
= lim || YAm&xm(t ) —Y(t, .)||L1(R) = 0 pour tout te R*, Aty étant défini patity, =
ADXp.

On a le résultat de convergence suivant :

Théoréme 1. Supposons que(x) € BV(R) LY(R)L*(R).

On considére un schéma explicite de la forme (6)(7),

consistant, stable’tet VTD dont les flux sont localement lipschitziens.
Alors, il est converge dans'(R) vers la solution Yt,x) = YO(x — ut) de (4)(5).

Ce résultat nous incite a essayer de trouver des conditimilehent exploitables sous
lesquelles un schéma 1D est stabfeet VTD. Pour cela, on introduit le critére de
Harten via :

Lemme 1.
Un schéma de type (6), (7) est stabfedt VTD lorsque

mln(YJrLl,an) S an+l < ma)(YJrL]_,YJn) (12)
L’encadrement12) est appelé&ritére de Hartendans la littérature.
Afin de simplifier les calculs dans la suite, posons pour tatieerelatif  :

m_y/o = Min(YjL 1, Y["),

n
i-1/2

Maintenant, dans I'encadrement (12), on rempbé{(bb1 par son expression (7) faisant
intervenir les flux aux interfaces :

M1z <Y = U (Y12 = Ylyy2) SMy o (13)
En développant I'encadrement (13), on obtient une iné&galit le quij“Jrl/2 faisant
intervenirYj'Ll/2 :
1 n n n n 1 n n n
o = M2) + Y10 SYgyp < O =1 0) + Y (14)

Nous appelleronsontrainte de Harten’encadrement (14). Cependant, cette contrainte
n'est pas constructive car les bornes d’encadrement dépédd ﬂUXan—l/Z' Il fau-
drait donc connaitre les valeurs des ﬂq'i(l/z aveci < j pour déterminer les bornes

de stabilité pouvj’Lrl/z.

Nous verrons dans la suite comment obtenir un encadremefhmd({}rl/2 exploitable
indépendamment du flmﬁn_l/z.

13



2.3 Conditions suffisantes de convergence

On remarque que pour qu'un schéma de type (7) soit considtanffit que

M 1/2 < Yihaa <ML (15)
Nous appelleronsontrainte de consistancEinégalité (15).

Il parait maintenant judicieux de remplacer le ﬂq’Xl/z dans la contrainte de Harten
(14) par maXlel,Yj“) pour la borne inférieure et par n{rqll,Yj“) pour la borne
supérieure et d'imposer la consistance des flux par la dotgrde consistance (15).
On obtient alors :

1

1
Y (Y] =My 0) + My p <Yy p < A (V] =iy o) + Mg

(16)

n n
M 12 <Yiiae <M,

Nous appelleronsontrainte de Harten relaxéé& premiére inégalité de (16). La contrainte
de Harten relaxée (16) permet de choisir des flux assuratalbdlitse du schéma sans
connaitre au préalable les flux dans les mailles voisines.

Nous verrons dans la suite qu’il est possible de trouver undiui vérifie la contrainte
de Harten relaxée (16). Ceci revient & démontrer que les oeemvalles donnés par
(16) sont d’intersection non vide.

Afin de simplifier les calculs dans la suite, on pose pour tatieerelatif j :
1
b? = J(Yjn — M?fl/z) + M?fl/z,
17)
1
BY = & (Y =iy p)+mil s

Théoreme 2. On considére un schéma de type (6)(7) avec une vitesse. ©n sup-
pose que la condition de type CFR & 1 est vérifiéé alors

Yi'e [m?+1/27 M?+1/2] (M [b].B]] #0. (18)

On supposons de plus que les f(h(&l/z)jez vérifient(V j € Z)

B < Yly/2 < B,
(19)
m? <Y M

P12
Alors le schéma de type (6), (7) avec une vitesseOest :

— stable[® etVTD;
— convergent si les flux sont localement lipschitziens (grée 1).

n
1172 S Yjg12 S
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Démonstration
Il est évident qué|’ € {m’j‘H/Z, M?+1/2
il suffit de montrer quer}® € {bT B'-‘} D’aprés la condition CFL, on 91% -1)>0

Vj € Z. Par la définition daenn ona(Y} rnn 1/2) 0.D’ou

} (cf. notations (11)). Donc pour montrer (18),

—1/2

1
(J — 1) (Y m'j‘il/z) >0.

En développant I'inégalité précédente, on obtient

1
B"= —
P un

De laméme maniere, on montre dafe< Y;". Onadond' € [m’j‘H/Z, ME‘H/Z} N [brj‘, Bﬂ .

Il est donc possible de trouver un flbq@rl/z vérifiant les inégalités (19).

(Y =ml_y o) +ml >

2.4 Construction du schéma décentré aval sous les contragd de
convergence
L'idée principale de Després & Lagoutiere est de décentrfluk " le plus possible "

vers l'aval sous la contrainte de Harten relaxée (19) poteribla stabilité. Le flux
retenu peut étre vu comme la solution du probléeme de miniioisaous contrainte :

n n
Yl minimise [Y7,, — Y]
sous les contraintes

Y —Mi_1/2 =M1
L Mo < Y < L 12,
UAt /AX M2 S Vi UAL /AX +M-1/2
contrainte de Harten relaxée
( ) (20)
M1/2 <Y < Migag2.
(contrainte de consistance)
La contrainte (20) est linéaire et le flux ne peut prendre quis valeurs :
YJ-“Jrl/2 = ma><(b’j‘,m'j‘+1/2) si Yy < ma><(bJ,mJ+1/2)
Y=Y si ma>(b +1/2) <Y <min(B}, M7, »),
(21)
Le flux Y”Jrl/2 déterminé par (21) s’écrit également de la fagon suivante :
Lemme 2.

La valeur prise par le flux déterminé par (21) est :

Yiaz=Y S bT < Yj+1 <B, (22)

n _Rpn H N n
Y,,=B] si B}>Y,
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Enfin, on a le résultat imprtant :

Théoreme 3([3]).

Le schéma défini via les formules de flux (17)-(22) est coemepus le critere CFL
et diffuse tout Heaviside sur au plus une seule maille (@rtréle uniforme
en temps de la diffusion numérique!).

2.5 Extension du schéma Despré& Lagoutiére

Nous nous intéressons tout d’abord a I'extension du schéespi@s & Lagoutiere
au cas ol la vitesse(x) # CS'®. Ensuite, on proposera une extension du schéma en
dimension deux.

Lorsque la vitessa(x) # CS'¢ on définit pour cela des flux locaainsi qu’une vitesse
u; propre a la maille avec les formules suivantes (casu) > 0) :

b (ui) S|Y|’jrl\b“(u.)
Yirll/z,G: Y, o osibi(u) <Y}, <B(u),

BI(u)  SiBP(W) <Y1,
et

bM(uiv1)  siYly <bl'(Uiv1),
Yiil/z,D =9 Yt sibl(uit1) <Y, <B(Uisa),
Bl'(Ui+1) siB](Uit1) <Yy,
oub(u) et B(u) sont donnés par (17). En suivant cette démarche, on peutrdéno

la proposition suivante qui nous assure la stabilitéle caracter& T D et anti-diffusif
du schéma:

Proposition 1.
Le schéma numérique (non conservatif!)

At
1
Y=Y E((firll/z,e —fl120)

ou
n n — I n
e =U Yl e fliop=U-Y1sp
est consistant, stable™Let diffuse tout Heaviside sur au plus une seule maille sous le
critere At < Ax/ max|u;|.
1

On s'intéresse maintenant a I'équation d’advection en dsiwa 2D :

ouu = u(x,y) avec la condition initiale

Y(0.xY) = YO(xy) € Lice(R?).

Nous introduisons un maillage régulier Ré de pasix etAy dont les mailles sont les
intervalles

Mk = [Xj_1/2,Xj11/2] X Vk-1/2:Yks1/2), (J,K) € Z2
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avecxjii/s = (j £1/2)Ax et yi1/2 = (k£ 1/2)Ay. DoncXj, 1/ — Xj_1/2 = AX et
Yi+1/2 — Y172 = AQy.

La condition initiale discréte pouf est définie par

Xj+1/2  [Yk+1/2 Y
Yik / / xdy
Xj—1/2 ‘Yk-1/2

La résolution numérique utilise la technique cIas&queajeélcomposition direction-
nelle (dit aussi splitting directionnel). Cela consite aaédre alternativement les deux
équations d’advection 1D :

0tY +udxY =0

et

D’un point de vue discreét, cette approche consiste a résaudhaque pas de temps

n+1/2

+1 n+1/2 n+1/2
Y =Yk =N = YicsR)
avecY”“/2 une solution temporaire intermédiaire entfg et Y-“k“. En effet cette

solutlon est calculée de la maniére suivante :

+1/2
er?k / =ik — UA(Y]’ j+1/2k anfl/Z.k)

Ol = & Ax et)\y Ay

3 Calcul des normales et des courbures
3.1 Algorithme de Brackbill

Nos méthodes de calcul des normales et des courbures Iatakgsrent de celles uti-
lisées dans [1]. Cet article expose un nouveau procédé délisatibn des tensions de
surface. Les tensions de surface sont des forces qui senteid’interface entre deux
fluides. Ces forces sont dues aux forces d’attractions rutaiées.

Dans les méthodes précédentes de modélisation du mouvdtaeatinterface induit
par les tensions de surface, les effets de la tension deceugfaient pris en compte en
tant que conditions aux limites. Ces méthodes ne sont pasdéedaa I'étude des inter-
faces avec une topologie complexe. La méthode de Brackbiligise les tensions de
surface en les considérant comme des effets continus asraaeerface.

En effet la nouveauté dans la méthode de Brackbill est ddai tke prendre en compte
les effets de la tension de surface non plus dans les conslitiox limites, mais avec
un terme source qui est alors une force surfacique.

Pour calculer cette force surfacique Brackbill a exposémdéthodes qui permettent
d’approcher les courbures locales et les normales. La iéiscr mathématique de la
bulle est & peu de chose pres la méme que la nbtre ainsi nousrpoutiliser ces
méthodes d’approximations.

17



3.1.1 Calul de la normale

On utilise la méthode dite deALE" qui permet d’obtenir la normale unitaire de fa-
¢on indirect en calculant d’abord des normales aux somnmegtsthilles. On utilise
d’abord la formule suivante pour approcher le gradienpde sommet droit de la face
supérieure d'une maille :

@it T Qirsj+y — Qg — Dj+n)
x@r1/2j112 = PAX

@i+ T Qi j+y — @) — Pt
Oy@i1/2j41/2 = 2Dy

Aprés avoir calculeflg aux autres sommets de la maille, on obtient le gradiegtale
centre de la maillé, j en faisant la moyenne de ces quantitées par la formule gaivan

1
9. = 7(9112j11/2F Girr2j-1/2+ Giv/2j11/2+ Gi1/2-1/2)

Il suffit alors de normaliser pour obtenir les normales urgextérieures avec la for-
mule :

_gl J
|9li.j

On désire déterminer la précision de ces approximations: 8gla on effectue les
développements limités suivants :

nij =

¢ ¢ %9
Biss) = Qiet/2j+1/2) T 3 (3 )ir1/2412— A—fl(a—y)i+l/2’i+l/2+ (2P (G
0%
+(A—§l)2(a—)/2)i+1/z.j+1/2+ O(&C) + O(By?)

02

0 0
Pi+1,j+1) = Pit1/2,j+1/2) + A_z)((&)i+l/2,j+l/2+ (D )ic1j2je1/2+ (A?X)Z(W)i+l/2,j+l/2

+(7)2(6y2 )i1/2,j+1/2+ O(DX3) + O(Ly®)

Ax L0 o/0] Ax)\ 2 az(P
@.j) = Piv1/2,j+1/2) — (ax)|+1/21+1/2 —(a—y)|+1/21+1/2+(7) (W)i+l/2,j+l/2

+(§)? (ayz Jit1/2,j+1/2+ O(DX®) + O(Ay3)

1) 0Q R0
@i j+1) = Pi+1/2,j4+1/2) — A_z)((&)i+1/2,j+1/2+ A_zy(a_y)iJrl/Z.jJrl/Z+ (%X)Z(W)Hl/Z,Hl/Z

%@
+(A—2y)2(a—y2)i+1/2,j+1/2+ O(8x3) + O(Ly®)

Ceci permet d'écrire :

00
Q1) + it j+n) — Qi) — Qi j+1) = ZAX( )|+1/z j+1/2+ O(AX)

dou:
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Qi+1,j) T Qi+,j+1) — i) — Qi+
2AX
On peut alors dire que la formule d’approximation powp, donnée par Brackbill est
d’ordre 2. Le procédé est le méme pour I'approximatiodge

= 0x@i1/2j+1/2+ O(BX)

Afin de verifier ces ordres de précision on se donne comme stlat®nction :

P(x,y) = exp(x-y)

Le calcul de la normale unitaire extérieure nous donne :

Ny =——="
X /x2+y2
ny =-—~—-=2=
y /x2+y2

Le tracé pour ce cas test de I'erreur relative en nolfroi s'écrit :

[| N — Nexactelli2(q)

| Nexactelliz(0)

nous donne l'allure suivante :

T
erreur sur la normale  —+—
droite de pente 2

0.001 - B

1e-04 - 4

In ( Erreur,elative)

1e-05 - B

1e-06 - —

1e-07 L
0.001 0.01 0.1

In (delta,)

FiG. 1 — Erreur relative sur la normale en noride
Cette étude pratique nous permet d'affirmer que les fornigsproximations, utili-

sées par Brackbill pour approcher la normale au centre diusmiée, sontd’ordre 2. II
s'agit maintenant de faire le méme type d’étude pour la amerlocale.
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3.1.2 Calcul de la courbure locale

La courbure locale calculée dans [1] est obtenue par la flrsuivante :

y=(0-n)
Algorithme de Brackbill

Cette méthode de calcul proposée dans [1], permet de défiaicourbure locale en
un point positive lorsque le centre de cercle osculateurcae/¢ dans le domain@;.
Pour notre probléme, nous souhaitons conserver cette titéfinie la courbure locale.
On I'obtient par la formule gi-dessous :

(0[0) )
O
Ce qui se développe de la fagon suivante :

y=—0-(

Oep
0 (5

= — s [~ D955 + 0.(Dg)

= — g [N Ox/ 0@l + ny - 8y O + O+ (D)}
Ce qui se ré-écrit :

1
EaKwDMm+D(®L

car on ag = (. Il s'agit alors d’approchell - g au centre d’une maille par la formule
suivante :

y=-

_ 9% 69
avec :
gy Ox(i+1/2,j+1/2) T Ox(i+1/2,j—1/2) — Ox(i-1/2,j+1/2) — Ix(i-1/2,j—1/2)
(B = A
X
agy _ Oy(i+1/2,j+1/2) T Oy(i-1/2,j+1/2) — Yy(i+1/2,j-1/2) — Oy(i-1/2,j-1/2)
( ay ) i - 2Ay

on a d’autre part :

alg|

(-0 gy =i (O oy 2

oy
Pour le calcul dé%)i’j, étant donné que I'on dispose déja des quantites /> j11/2,

Oi+1/2,j-1/2: Gi—1/2,j+1/2: Gi—1/2,j—1/2, On calcule les normes de chacun de ces vecteurs
puis on utilise la méme technique que Brackbill, en posant :

i
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gy = 91721172l + 19 1/2 172l — G172, 1172l — 1Gi-1/2,-1/2]

ox 2AX
29y~ \Gi+1/2,j+1/2l = Gi+1/2,-1/2l = [Gi-1/2,j+1/2l +1Gi-1/2,-1/2]
y /1) 20y
Autre Algorithme

Ces formules d’approximation de la courbure locale sontudéks a partir de valeurs
déja approchées dg= [@. Cela pose un probléme pour I'étude de précision de la
formule d’approximation dg. Donc il parait plus judicieux de redévelopper la formule
de la courbure locale pour mettre en évidence des termesatiopeut calculer des
approximations avec des formules précises. Ainsi, on p&érire la formule de la
courbure locale de la fagon suivante :

y= [Nx.0x| 06| + ny.dy| Ol + Ag)

1
E
On cherche alors & approcher chaque quantitée par des fsranD(h?) (avech =
min(Ax,Ay)). On sait que :

AQ= 05¢-+ .
On utilise alors les formules suivantes :

20+ 0 1] Q20+
@1 Aq)l(,zj Pvj , B+l A(?/ZJ Ri-l _ (ag);+ 0(®) + O(0y?)

D’autre part, nous voulons aussi avoir une formule d’ordeaxdpour les dérivées de
la norme du gradient dg. On a d’abord :

;ax< O, O > _} 2 < o0, O >

0y|Oep| = — Zx
A= 6 T2Y T o
d’ou
< 0xOo, O >
et

_( %o
o= ( 0x0y® >

Ainsi, nous avons déja une approximationdde et pour approchedydypon a:

Girj+1—Pr1j—1—@-1jr1+@r1jia
4AxAy

La derivéedy[1@ s’obtient par le méme procede.

Estimation de précision

Pour déterminer la précision de ces deux méthodes de cadalaburbure locale, on
cherche a calculer | ’erreur en norriferelative suivante :
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| Y= Yexactelli2(q)
I Vexacte|||2(Q)

Le calcul de la courbure locale pour la fontigfx,y) = exp(x-y) nous donne :

Yexacte= 2 X Y €X{X-Y).
Les courbes d’erreur ont les allures suivantes :

Courbes derreurs sur la coubure locale pour phi = exp(x y)

T

erreur sur la courbure locale (ordre deux) ——
roite de pente 2

erreur sur la courbure locale (Brackbill) ---%---

%
0.001 / /

1e-04 |- o /

In ( Erreur,elative)

le-05 |- /

FIG. 2 — Erreur relative sur la courbure locale en noirhe

Ainsi on vérifie bien que la méthode de calcul proposée paclnifl a un probleme de
précision car le comportement de sa courbe d’erreur ne pggrasedonner un ordre de
précision clair. Cependant la seconde méthode a une colatrewt qui est paralléle a

la droite de pente 2.
Aprés avoir étudié I'ordre de précision des normales et deslnires locales, on peut

s'intéresser a la régularisation de la fonction Heaviside.

4 Reégularisation de la fonction Heaviside par le calcul
de la fonction distance a I'interface

Afin de calculer le champ de vitesse nous avons besion dearéggrila fonction Hea-
viside de type :

1 si xed
Y(X)_{ 0 sinon

On dispose alors de deux méthodes de régularisation : ldamégation par le calcul
d’'unefonction distance a l'interfaceet la méthode qui consiste a utiliserdanvoluée
de Y(x,t) avec une fonction de base spline d’ordre deux ou trois
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4.1 Méthode de Hamilton-Jacobi pour le calcul de la fonctiordis-
tance a l'interface

La régularisation par la fonction distance consiste a rdsoliéquation de Hamilton-

Jacobi suivante :
0:9—sgn@)(1—|0g)) =0,

@(x,0) =Y (t,x).

La solution est alors la fonction distance signée :

D(X) = minyes  [x—ylsgrie(x,0)).

Dans notre problemeest un temps fictif indépendant tld_'existence et l'unicité de
la solution sont prouvées dans [5].

Pour résoudre cette équation on utilise un schéma de typmdmui s'écrit ;

(ﬂn+1 (ﬂnj AtS(@ ((p)iJv

avec :

\/ma>(ai,b2,)+ma>(ci,d3)—1 si ¢ >0,
G()ij =

\/ma>(a%7bi)+ma><03,di)—1 si ¢ <o.

On a pour tout nombre réé| h,. = maxh,0), h_ = min(h,0), et

b — (H+1A;(ﬂ,j ’
c = CHVJ*A‘S,J—l,
d = (H,j+A1;(H~J' )

On aaussi:

4.2 Reégularisation du cercle

On se donne le cas test suivant afin d’illustrer les résuliata régularisation du cercle
par la méthode de Hamilton-Jacobi.
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Le domaine est une boite de dimensiayi] x [0,1].

On utilise un cercle de cent(8.5,0.5) et de rayon (B5.
Le nombre de mailles en x et en 'y =100.

La condition c.f.l est de.8.

La simulation est sur une durée dé 8.

La condition initiale a le profil suivant :

cercle

J‘m‘“‘\NI‘”H‘WI‘N_HI‘UMn'yH)'
[y

Remarque 1. La fonction Heaviside que I'on souhaite régulariser estriéfavecO
et1. Etant donné que 'algorithme de Hamilton-Jacobi est dé&imecp égale a—1 et
1, il suffit d’effectuer le changement de variable suivant :

P=2xY—1.

Ainsi la représentation de la solution de I'algorithme deriiton-Jacobip(t,x) a dif-
férentes valeurs denous donne les figures suivantes :

solution a t=0.0760 solution a t=0.15

A
IIII/II/,II:I,'lIlI,’ i

i
A
i

il il

il

Witiitgtytty
mmm/;’,"l/,’/l,‘,'t,',l,'
il

Uy
mml,"ll,’ll
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solution a t=0.23 solution a t=0.396

SN
RN
"%.'0"’0‘0‘0‘0‘.’0’\"’:.“

solution a t=0.596

Remarque 2. L'algorithme converge vers une solution stationnaire plauguelle on
a:
|0l =1,

et donc on obtient :

a'[(p: O

On note que le profil de la régularisée obtenue présente, aeda sa forme en pointe,
au centre du cercle une singularité dans le calcul des noesialcause du gradient de

Malgré ce défaut, notre démarche reste cohérente en utilisatte méthode de régu-
larisation. En effet pour notre algorithme de capture dérface, le champ de vitesse
n'est utilisé que dans les zones @Y # 0. Ces zones sont théoriquement au voisinage
de l'interface donc assez loin du centre de la bulle ou il y tiecgingularité.
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Remarque 3. D’autre part I'algorithme de Hamilton-Jacobi a tendance édacer la
ligne de niveau zéro comme nous le montre la figure suivante :

le-11

-le-11
le-11

o
-le-11

-0-2 I I 1 I I I I I I o)
O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

La ligne de niveau zéro pour la condition initiale est traegenauve et on voit qu’elle
est décalée par rapport la ligne de niveau zéro de la solfitiale.

Nous disposons maintenant d’'une régularisation de la immddeaviside. Avant de
résoudre le probléme de surface minimale on cherche & ednpeécision de calcul
du champ de vitesse.

4.3 Validations sur le cercle
4.3.1 Calcul de la courbure moyenne du cercle

L'objectif de cette étape est de vérifier si en couplant :

— le calcul de la régularisée depar la méthode de Hamilton-Jacobi,
— le calcul des courbures locales avec les formules de Bilackb

— la localisation de I'interface par marquage suivaritie

on arrive & approcher correctement la courbure moyenneaucie.

26



On se donne le cas test suivant :

— on choisit un cercle de centr¢Q.5,0.5) et de rayon 85,

— le nombre de mailles en x est : 50, et le nombre de mailles aih:y56,
— la condition c.f.I pour I'algorithme de Hamilton-Jacolkie 0.25.

On calcul alors I'erreur relative sur la courbure moyennigasnte :

|rapprox— %|
1

R

Lorsqu’on étudie cette erreur en fonction des itérationgalgorithme de Hamilton-
Jacobi, on a l'allure suivante :

Erreur relative en fonction des iterations pour un maillage 50x50
0.016

‘erre‘ur_courézure_ite‘r_HJ_SEI).p\ot‘ T

0.014 - —
0012 - /
/
0.01 F /
/ \
S

0.008

0.006 - /

0.004 |-

Erreur_relative

0002 -

40 60 80 100 120 140 160 180 200
iterations hamilton jacobi

On observe qu'il y a un nombre d'itérations optimal pour avaiplus faible erreur.

Afin de confirmer cette observation on effectue le méme casatex les maillages :
100x 100 et 200« 200.

Ereur relative en fonction des iterations pour un maillage 100x100 Erteur relative €n fonction des iterations pour un maillage 200x200
0.013%

07
I‘erreur_coumdre_\ter_HJjOd.p\ot‘ — ‘en’eulr_coumure_\tler_HJ_ZOO.piot‘ —
0.013 : R

06+

0.0125
| 05 1
0.012 - | E

|
L 04
0.0115 \ |

oot bk

Erreur_relative
Erreur_relative

0.0106

\
02t |
oot f y \

0.00%5 |- o 1 oy

- Py \
0.009 L e L o2 P

100 150 200 250 300 100 120 140 160 180 200
iterations hamilton jacobi iterations hamilton jacobi

On voit que la qualité de la courbure moyenne approchéeéastli nombre d'itéra-
tions de I'algorithme de Hamilton-Jacobi pour calculerdgulariséepdeY. Ainsi on
s'attend a ce qu'il y ait une manque de précision sur le chaenytdsse.

On se propose alors d’étudier numériquement s'il y a quangengonvergence de la

courbure moyenne approchée lorsqu’on raffine le maillagdracé de I'erreur relative
en fonction du maillage a nombre d'itérations fixé nous ddtalleire suivante :
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erreur relative en echelle log entre la courbure approchee et la coubure exacte ¢
0.02 T T T T T T T

T T e
emeur ——+="

0.018 droite de pente 1 -;,vx:-- b

0.016

0014 |- B
0.012 | i
001 [ e -
0.008 - — T .
0.006 |- ’

In { Erreur_relative)

0.004
0.002 |
0

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.0120.014 0.016 0.018 0.02
In {delta_x)

Ainsi on a décroissance de la courbe d’erreur mais sans paaniavoir d’ordre de
convergence. Cette méthode utilisant la régularisatiotddmilton-Jacobi pose des
problémes de précisiorcar on arrivgpas a dégager une ligne directrice claire sur la
relation entre le maillage et la qualité de la régularisée air pour bien calculer

la courbure moyenne

5 Reésolution du probleme de surface minimale avec une
régularisation par Hamilton-Jacobi

Malgré le manque de précision du champ de vitesse du au nsacataiul des cour-
bures, on se propose de résoudre le probleme de surface aténsor un cas test afin
d’avoir une idée globale sur notre algorithme.

5.1 Castestde I'ellipse

On se propose de résoudre le probleme de surface minimatecaneme donnée ini-
tiale un Heaviside décrivant une ellipse. La conditioni@hé a le profil suivant :

elipse

oooo
ohRmD-~
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On obtient les solutions suivantes :

On a a droite la condition initiale sous la forme d’'une ekl la solution a I'instant
t =0.00152

On représente la les solutions a l'instart 0.00241 (a gauche) etta= 0.0135 ( a
droite)
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Tout d’abord on observe que I'interface est mal déplacéta €explique par le fait
que le champ de vitesse n’est pas bien calculé. La reprémende la norme du champ
de vitesse nous donne les figures suivantes :

norme du champ de vitesse pour la condition initiale

norme du champ de vitesse pour t=4,31.10-4

3000
2500
2000
1500
1000

Ainsi I'algorithme de résolution du probléme de surface imale utilisant la régulari-
sation par calcul de la fonction distance est trés imprémisecchamp de vitesse est mal
calculé. En effet pour cette méthode on arrive pas étabértandance sur le nombre
d’itérations de I'algorithme de Hamilton-Jacobi pour ausie régularisation correcte
qui permet de bien calcule@(Y)(x,t)).
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Lorsqu’on essaye de réstreindre le calcul du champ de eiesmterface, car ce sont
ces valeurs qui nous interessent on observe 'apparitiatiftlesion numérique.

Cette étude qui s’est soldé globalement par un echec nousnasp@éanmoins de
mettre en évidence le comportement du schéma de DesprésHiérg lorsqu’il est
soumis & un champ de vitesse non régulier.

5.2 Etude numérique de la diffusion en fonction de la régulaité du
champ de vitesse

L'idée de cette étude nous est venue aprés avoir remarquédai de restreindre

le champ de vitesse créait de la diffusion numérique. Lepnétés du schéma de
Després-Lagoutiére ont été établies pour des champs dsitéguliers. Or lorsqu’on
utilise un champ de vitesse qui n'est définit que sur l'irdeef et non plus sur tout le
domaine on est plus dans le cadre de I'étude de Després-tiagou

Il est difficile au niveau théorique d’'établir des résultaisle comportement du schéma
avec un champ de vitesse non régulier. Dés lors une étudermuraést intéressante
car elle apporte des éléments de réponse.

Ainsi on se propose d’étudier le déplacement d’une bulleidgat un cercle avec un
champ de vitesse trés chahuté. On choisit alors un champtekesgidéfinit selon un
tirage aléatoire. Pour cela on tire deux nombres aléatdieta entre[0, 1]. On a alors :

13 Si a>05
u(x) =
—& sinon
Pour étre plus précis dans notre diagnostique il nous fauésenter les mailles de dif-

fusion ou 0<Y < 1. Cependant, pour la condition initiale, on représentesanailles
ou Y # 0. On obtient alors les figures suivantes :
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Ces figures nous montrent une progression isotrope de lesdifi numérique. En effet
les valeurs représentées en rouge sont proches de 1'Adénc cela met en défaut le
fait qu’en 2D la diffusion numérique reste controlée a 2 oudlies.

Ainsi ceci nous permet de montrer numériquement que le sahdiffuse lorsque le
champ de vitesse est non régulier. Pour confirmer ce résuitdait le méme type
d’étude en 1D sur un créneau avec un champ de vitesse défupitete

1 Si Y=1
u(x) =
—1 sinon

On obtient alors les figures suivantes :

08 - ‘ ‘
06 ‘
04 ‘

02 - ‘ ‘
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On observe ainsi que la diffusion a lieu sur plus d'une maitielD ce qui détruit la
propriété fondamentale du schéma de Després-Lagoutiedit quie la diffusion ne se
fait que sur une maille, au plus, en 1D.

6 Régularisation par convolution

Cette nouvelle méthode de régularisation a pour objectlfsder la fonction Heavi-
side Cela permet d’avoiune transition entre 0 et 1 moins brutale, afin d’avoir une
fonction régularisééérivable pour pouvoir calculer les normales et les courbures lo-
cales. Cette méthode de régularisation, qu’utilise aussilill, est basée sur le calcul
de la convoluée d¥ avec une fonction d’interpolation. Pour calcutgron applique
alors la formule de convolution suivante :

1
X)=— [ Y(X)S(X —x) d3¥
90 = 5 [ Y00) S0 =)
S(x) doit étre une fonction d’interpolation avec les propri&tévantes :
1. Elle doit étrenormaliséeau sens ou on doit avoir :
/S(X) d3x = ox®
Q
2. Elle doit étre &support borné tel que :

AX
2
3. Elle doit étrecontinue, dérivable et monotone lorsquéx| croit.

S(x)=0si|x >

Il apparait dés lors que la dérivabilité g¢ex) dépend de celle de la fonctigi(x) car
on par exemple :
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Dp(x) = A_; /Q Y(x) OS(X —x) d3

Ainsi les fonctions de bases B-splines sont par exempleategibns d’interpolation
qui respectent bien toutes ces propriétés.

Cependant afin de pouvoir définir le support a notre guise athoiss redéfinics(x) tel
que:

S(x) =0 si|x| > hAx
L'objectif est de pouvoir dilater ou rétrécir la zone de sdion entre 0 et 1 car, comme
le dit Brackbill, plus la zone de transition est étendue etlewe sera le lissage €.

6.1 Principe de construction des fonctions de base spline

On se propose d’utiliser comme dans [1] les fonctions de Hasdre 2. On fera aussi
appel aux fonctions de base spline d’ordre 3 pour avoir ptudétivabilité.

La fonction de base spline d’ordre 2 s’écrit alors :
3(148)? si —1<£<0,

S$(8)={ 1(1+28-28)2 si 0<E<1,

3(2-¢)? si 1<g<2
Pour la fonction de base spline d'ordre 3on a :
§(2+8)3 si —2<E<-1,
1(4-682-38%) si —1<E<0,

S3(8) =
1(4-6824+38%) si 0<&<1,

§(2-¢8)3 si 1<E<2

On vérifie bien que ces fonctions de base sont & support bawnénues et dérivables.
De plusona:

/ S(x) d¥ = 1.
Q

Ainsi la formule de convolution devient :

o(x) = /Q Y(X) S(X —x) d.

Voici deux illustrations des fonctions de base spline d'eri2iet 3
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fonction de base d ordre 2

0.7
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FiGg. 3 —fonction de base spline d’ordre 2

0.7

fonction de base d ordre 3

0.6

0.4 B
0.3 [ B
0.2

01

FIG. 4 — fonction de base spline d’ordre 3
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Lorsqu’on dilate la spline d’ordre 2 sur un support de typéAx, hAx] on obtient par

exemple les représentat

0.8
0.7

0.6

0.4
03
0.2

01

FIG. 5 —fonction de base pour h=10 et h=2Q\&t=

ions suivantes :

fonction de base d ordre 2 dilatee sur deux suppports
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Ainsi pour illustrer les effets de cette dilatation du supiple la fonction de base spline,
on peut calculer la régularisation de la fonction créneau@u] en 1D. On obtient
alors les figures suivantes :

regularisation

FiG. 6 — Régularisation de la fonction créneau pour h=3 et h=6
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On voit bien qudorsqu’on augmente le support deS(x) la zone de transition entre
[0,1] augmente La régularisation du cercle en deux dimensions nous dolong les
figures suivantes :

cccccc

FiG. 7 — Régularisation en 2D du cercle pour une spline d’ordres2 &=4
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regularisation pour h=4 autre angle de vue

1.2 ~

0.8

0.6

0.4 |-

0.2

FiG. 8 — Vue de profil

6.2 Calcul des courbures locales pour le cercle en fonctiorudsup-
port des fonctions de base

L'objectif premier est de calculer les courbures localaswsucercle afin de visualiser
le produit des courbures locales et du rayon tel qu’on ait :

YyxR~1
Ce premier cas test utilise les données suivantes :
— un cercle de centr@®.5,0.5) et de rayort,
— une régularisation avec une spline d’ordre B et 8,
— etun nombre de mailles en x et eny = 100.

La représentation dproduit y x Rsur I'interface nous donne la figure suivante :
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FIG. 9 —yx Rsur l'interface pour h=8

Le premier constat est que le prodyit R estchahuté De plus on voit qu’ on a pas
tout a faity x R~ 1. Ce n’est qu’en augmentant le support de la fonction de Gase
I'on arrive a retrouver un produitx R~ 1 et de fagon uniforme sur l'interface comme
le montre les figures suivantes :

1.z

il

Wil | \\

o.e

o.a

‘w.‘mw W l

| 10
,‘, L

o.z

FIG. 10 —y x Rsur l'interface
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FIG. 11 — autre angle de vu

Le comportement du produjtx R obtenu est en adéquation avec les résultats de Brack-
bill. En effet on arrive a établir quplus zone de transition deO a 1 est grande,
meilleur est le calcul de la courbure locale sur l'interface

En utilisant cette procédé technique de régularisatiorrovesalors a avoir une bonne
méthode pour le calcul des courbures locales.

7 Résolution du probleme de surface minimale avec une
régularisation par convolution

Nous allons tout d’abord observer le comportement de natterelle méthode pour la
résolution de (2) avec comme donnée initiale une ellipsecdsstest étudié utilise les
données suivantes :

le domaine est du typ®, 1] x [0,1],

le nombre de mailles en x et en 'y = 100,

la régularisation se fait avec une spline d’ordre B et3,
la simulation se fait pour¢ [0,0.0165.

On obtient les figures suivantes :
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FiG. 12 — condition initiale

On a les solution &= 0.004s ( a gauche ) et 6= 0.007s ( a droite )
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Fic. 13 — solution finale

Cette méthode donne de meilleurs résultats car notre gigoeia bien convergé vers
un cercle sur une durée @& 0.016. De plus on a aucune création de diffusion, ce qui
veut dire que le champ de vitesse déforme bien l'interfaceemdroits voulus pour
résoudre le probléme de surface minimale.

Pour savoir si notre algorithme arrive a calculer des défgioms importantes, on se
propose de résoudre le probleme sur une figure en forme deek (@ données précé-
dentes) sans se soucier pour le moment de la définition deTisat®et de la courbure
aux points anguleux. Ainsi on obtient les images suivantes :

FiG. 14 — condition initiale
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Ce cas test nous permet enfin de confirmer que I'algorithnethlen les courbures
locales car on arrive a déformer correctement la bulle eméode L. Toutefois il nous
vérifier que la circonférence décroit et qu’ on a bien conston du volume.

7.1 Analyse de la conservation de la surface (volume en 3D) @¢
la décroissance de la circonférence (surface en 3D) :

Nous allons mesurer la circonférence nogépar la formule suivante :

ct) :/Q I0Y| dx

On reprend ainsi les cas tests de I'ellipse et du cercle. émps$ de simulation seront
plus longs afin de voir si I'algorithme arrive a convergers/ene solution stationnaire.

Pourtous les cas tests, on représentera la circonférehaeeshormalisées en fonction
du temps qui s’écrivent :

C(t
Cnorm(t) = ZLT[]% a.VeCR: T
Surf(t
Surfnorm(t) = T[RZ( )

Si I'algorithme converge bien vers un cercle on doit avoir :

Cnorm(t) — 1 etSurfnorm(t) ~ 1

Lorsqu 'on prend comme condition initiale I'ellipse on am@ldes graphes suivants :
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circonference normalisee de | ellipse en fonction du temps

Ciconference nomalisee

o o.05 o1 o.1s 0.2
secondes

FIG. 15 —Chorm(t) pour une ellipse

aire normalisee de | ellipse en fonction du temps

ale nomalisee
N
T
~
Il

secondes

FIG. 16 —Surfhorm(t) pour une ellipse

Malheureusement on voit que I'algorithme ne permet pageadtatre une solution sta-
tionnaire car bien que la circonférence décroit elle ne abilsse pas et explose. La
remarque est alors la méme pour le volume de la bulle done adgorithme n’est pas
encore conservatif en volume.

7.1.1 Algorithme conservatif en volume

On a vu que le probleme de surface minimale étudié est éguivalrésoudre :
oY +u(Y).0Y =0. (23)
ouY(t,x) est une fonction Heaviside tel que :

_J 1 si xey
Y(X)_{ 0 sinon

et

44



avec:
o(Y)(t,x) =Yx*S(x)
Uo
n(Q =——- — normale
@ 0o
Yz (X) = —0- n(¢) — courbure locale
x)do
Csa) = M — courbure moyenne
Jsq do
Lorgu’on résoud I'E.D.P par splitting directionnelon a :
1/2
YR v AU (D)) b
1l yhtl/2 n+1/2 n+1/2
Yot =Yg T A (DY) b
avec :
weii = (MM =Wj) n3;
(24)
— 1/2
Wi = (Y2 =y ngy;.

Les quantitéesDxY)i”ij_L et (DVY):}TS/-T_ représentent le gradient decalculé dans

le schéma Després et Lagouitiere.
Pour conserver le volume il nous faut :

1
Y=Y (25)
1] 1]
Ce qui se ré-écrit :
+1/2 +1/2
> Ueij (DxY)ijp L+ u;,ij / (DyY)inLDiL =0 (26)
1]
En remplagant les champs de vitesgﬁ et uQij dans (26) on trouve que pour obtenir
(25) il faut les courbures moyennes suivantes :
[—n _ nyndo
Jodo
n+1/2
2 _ i (] =) nyij (DY)} oo+ Vi) nyj (DyY)iLDiL

n+1/2
sii My (DY)EE%

Ainsi nous avons identifié les courbures moyennes a calewiec le splitting direc-
tionnel pour que I'algorithme soit conservatif.
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8 Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons tout d’abord décrit la méthodeérigue qui permet
de simuler numériquement I'évolution d’'une interface. N@yons vu qu’elle consis-
tait a résoudre une équation de transport d’'un Heavisidéevégehéma numérique de
Després-Lagoutiére. En effet c’est la précision de ce sehgun permet de capturer
implicitement l'interface par la surface de discontinugtla fonction Heaviside.

D’autre part nous avons explicité le champ de vitesse qunpede déformer la
bulle pour résoudre un probléeme de surface minimale. Aiosirgalculer ce champ
de vitesse nous avons vu qu'il faut pouvoir approcher lesnadgs a 'interface, les
courbures locales et la courbure moyenne. Mais il faut stiggouvoir bien régulariser
la fonction Heaviside pour avoir un calcul précis des cotgblocales.

Ainsi la régularisation de la fonction Heaviside nous a gemexpérimenter deux
méthodes : une par calcul de la fonction distance a l'interfat I'autre par convolu-
tion avec une fonction spline. Il apparait au bout de cettdedtjue la régularisation par
calcul de la fonction distance via la résolution d’'une E.BePtype Hamilton-Jacobi
est trés imprécise. De plus, on n'arrive pas a déterminerémigmement le niveau de
régularisation nécessaire en fonction du maillage pouwgiowcalculer correctement
le champ de vitesséy).

Par ailleurs cette méthode de régularisation nous a pemmsattre en évidence nu-
mériquement un comportement inattendu du schéma de Despgésitiére. En effet
nous avons pu établir que lorsqu’on utilise un champ de sét@®n régulier le schéma
crée de la diffusion numérique.

Concernant la méthode de régularisation par convolutiec s fonctions de base
spline nous avons pu précisément calculer les courburatel®en observant que plus
la zone de transition entre O et 1, pour la régularisée, gsbitante, meilleure est le
calcul des courbures locales.

Pour finir nous avons bien réussi a déformer des bulles vesgHére. Ceci montre
gue le calcul du champ de vitesse se fait bien lorsque I'oulegige par la convolution.
Néanmoins notre algorithme ne nous permet pas encore dermanwers une solution
stationnaire. Cependant on a observer que la difficultéeéans le calcul de la bonne
courbure moyenne. Ainsi cette problématique peut fairgj€bde futures études.
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