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Introduction

Dans un Réacteur à Eau sous Pression (R.E.P) en fonctionnement normal, l’eau
est sous forme liquide. Cependant, dans le cadre des études de sûreté, il est impor-
tant d’étudier l’apparition de la phase vapeur. En effet, laphase vapeur perturbe les
échanges de chaleur entre les crayons et le fluide caloporteur.

L’écoulement dans le cœur du réacteur qui est alors diphasique, est étudié avec des
simulations numériques discrétisant des systèmes de typeNavier-Stokesdiphasiques
moyennés : les systèmes sont moyennés au sens où l’interfaceliquide-vapeur n’est pas
explicitement décrite. Le caractère diphasique de l’écoulement est alors pris en compte
via des relations de fermeture.

Ces relations de fermeture peuvent être justifièes où améliorées via des simulations
numériques àl’échelle des bulles de vapeur. Ainsi c’est pour ces bulles quel’in-
terface liquide-vapeur est explicitement discrétisée. On parle desimulation numé-
rique directe.

Ces simulations numériques directes nous conduisent à nousintéresser auxeffets
des tensions de surface qui s’exercent à l’interface séparant les deux phases. Ces
effets sont directement liés à lavaleur de la courbure locale de l’interface.

Le but du sujet est de seconcentrer sur le calcul de cette courbure en résolvant
numériquement l’évolution d’une surface ferméeΣ(t)(courbe en2D ; surface en
3D) induite par un problème gémoétrique dit problème de surface minimale via
l’algorithme de capture d’interface de Desprès-Lagoutière [3]

Le présent rapport s’articule autour de sept parties. La première, est une déscription
du procédé utilisé afin de résoudrele problème de surface minimale.En effet, la métho-
dologie choisie consiste à coupler une technique de déplacement par capture d’interface
avec un algorithme de calcul du champ de vitesse induit par leproblème de surface mi-
nimale.

La seconde partie de ce rapport détaille le procédé que nous avons choisis parmis
d’autres pour simuler numériquement l’évolution d’une surface fermée soumis à un
champ de vitesse.

Dans troisième partie, on s’intéresse aux méthodes de calcul des normales et de la
courbure locale, tirées de la modélisation continue des effets de la tension de surface à
l’interface par Brackbill. Ainsi ceci nous permet d’avoir des formules d’approximations
pour chaque élément du champ de vitesse induit par le problème de surface minimale.

La quatrième et la sixième partie présentent deux méthodes de régularisation. Cette
régularisation, nécessaire au calcul du champ de vitesse, est l’un des points sensibles
de notre étude. Ainsi, dans un premier temps, pour chacune des méthodes, on présen-
tera les techniques respectives puis leur précision. Ensuite, la cinquiéme et la septième
partie nous permettent de mettre en évidence les résultats de la résolution du problème
de surface minimale, en utilisant l’une et l’autre méthode de régularisation.

Enfin, en dernier lieu, nous ferons un bilan de cette étude à travers les conclusions
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sur la précision de l’algorithme de calcul de la courbure locale et les moyens d’amélio-
rer la résolution du problème de surface minimale .

1 Problématique

Dans ce sujet il faut distinguer deux questions indépendantes :

– Comment faire évoluer la surface fermée avec une technique précise de repérage
d’interface pour un champ de vitesse donné?

– Quel est le champ de vitesse qui permet de déformer la bulle pour résoudre le pro-
blème de surface minimale et comment calculer ce champ de vitesse de façon pré-
cise ?

La première question a été traitée par Bruno Després et Frédéric Lagoutière dans le
cadre de leur thèse surla modélisation mathématique et la résolution numérique de
problèmes de fluides compressibles à plusieurs constituants (voir [3]). Ainsi, nous al-
lons tout d’abord faire un bref rappel des techniques de déplacement d’interface afin
de justifier le choix de cette méthode pour déplacer et repérer l’interface. Ensuite, on
exposera le problème de surface minimale dont il est question.

1.1 Déplacement de l’interface

Pour simuler numériquement la déformation d’une interface, il existe deux grandes fa-
milles de procédés pour déplacer les interfaces :

a) les techniques où l’interface est décriteexplicitementvia unmaillage mobile: Ar-
bitrary Lagragian Eulerianet interface trackingou front tracking,

b) les techniques où l’interface est décriteimplicitement sur unmaillage fixe : cap-
ture d’interface viale transport d’une fonction régulièreou via le transport d’un
Heaviside.

Les deux premières méthodes explicites sont précises lorsque les déformations sont
peu importantes mais elles nécessitent un remaillage ou uneredistribution des noeuds
dés que les déformations sont importantes. D’autre part bien qu’elles aient fait leurs
preuves, ces méthodes sont délicates à programmer en 2D et en3D.

Ainsi pour notre problème, on utilisera la seconde méthode afin de pouvoir résoudre le
problème de surface minimale sur des bulles de formes quelquonques. Cette méthode
consiste à résoudre l’équation de transport suivante :

∂tY +u(Y) ·∇Y = 0, (1)

où la fonction Heaviside est telle que :

Y(x) =

{

1 si x ∈ Ω1,
0 sinon.
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On définit par ailleursΩ1(t) tel que∂Ω1(t) = Σ(t). En pratique la surface de disconti-
nueté deY représente alors l’interfaceΣ(t). Ainsi pour bien repérer l’interface il nous
faut un schéma précis quine crée pas de diffusion numérique. C’est là qu’intervient
le schéma de Bruno Després et Frédéric Lagoutière. En effet,il s’agit d’un schéma trés
simple à programmer et le passage du 2D au 3D est naturel. Maissurtout cet algo-
rithme ne crée pas de diffusion numérique supplèmentaire ausens oùl’épaisseur de
l’interface est de l’ordre de2 ou 3 mailles, en 2D, quelle que soit l’importance des
déformations et le temps d’intégration.

1.2 Le problème de surface minimale

On cherche à étudier numériquement la déformation d’une surface ferméeΣ(t) induite
par le champ de vitesse normal suivant :















































VΣ(t) = [ΓΣ(t) − γΣ(t)(x)] n(x),

γΣ(t)(x) = courbure locale,

ΓΣ(t) =

R

Σ(t) γΣ(t)(x) dσ
R

Σ(t) dσ
= courbure moyenne,

Σ(t = 0) = Σ0,

(2)

où n(x) est la normale unitaire extérieure àΣ(t). L’aire et le volume intérieur de la
surfaceΣ(t) sont respectivement notésAΣ(t) etVΣ(t) et qui s’écrivent :







AΣ(t) :=
R

Σ(t) dσ =
R

Ω |∇Y| dx,

VΣ(t)(x) :=
R

Ω Y dx.

On a|∇Y| = δΣ(t) qui est un dirac surfacique.

La surfaceΣ(t) déformée par ce champ de vitesse converge en temps long (t → +∞)
vers unesphére. Cette déformation se fait à volume constant et la surface atteint son
minimum sous cette forme géométrique. Ainsi résoudre le probléme (2) revient à ré-
soudre un problème desurface minimale[4] lorsquet → +∞.

Ces résultats s’obtiennent en remarquant queΣ(t) solution de (2) vérifie :











1
d−1

d
dtAΣ(t) = −R

Σ(t) (ΓΣ(t) − γΣ(t))
2 dσ,

d
dt VΣ(t) = 0,

(3)

.
oùd (= 2 ou 3) est la dimension dans laquelle on résoud le problème.

La première équation surAΣ(t) montre que la variation de l’aire de la bulle estdécrois-
sante et qu’à l’équilibre ΓΣ(t) = γΣ(t). Ceci prouve que la surfaceΣ(t = +∞) est donc
un cercle, en 2D, de rayon :
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R=

√

V (t = 0)

Π
,

et en 3D une sphère de rayon :

R= (
3
4
V (t = 0)

Π
)1/3.

La solution en temps long de (2) est donc la solution du problème de minimisation :

" Trouver Σ qui minimiseAΣ sous la contrainteVΣ = constante".

Notre démarche pour résoudre ce problème consiste alors à résoudre l’équation de
transport (1), via le schéma anti-dissipatif de Després et Lagoutière, en utilisant le
champ de vitesseu(Y(t,x)) définit sur l’interface par :

u(Y(t,x∈ Σ(t))) = VΣ(t).

Ceci consiste à déformer la surfaceΣ(t) avec le champ de vitesse (2) qui permet de
résoudre la problème de surface minimale. Ainsi on répond donc aux deux questions
a) et b).

1.2.1 Calcul du champ de vitesse

Le champ de vitesse s’écrit :

u(Y)(t,x) =U[φ(Y)(t,x)],

avec φ(Y)(t,x) étant une régularisation deY(t,x) dont la ligne de niveau zéro est
confondue avec la surface de discontinuetè du Heaviside. Lechamp de vitesse devient
alors :

U[φ(Y)(t,x)] = [Γ(φ)− γ(φ)] n(φ),

oùn(φ) est la normale unitaire extérieure. Elle s’obtient par la formule :

n(φ) = − ∇φ
|∇φ| .

On noterag = ∇φ.

γ(φ) est la courbure locale en chaque point. Il faut préciser que cette courbure locale en
3D est en réalité une moyenne entre deux courbures principales, d’ailleurs en anglais
elle est appelèe "mean curvature". En effet lorsqu’on définit en un pointx un axe déter-
miné par le vecteur normale à la surface en ce point, le plan tournant sur cet axe coupe
la surface en une infinité de courbes. Ceci peut s’illustrer par la figure suivante :
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Pour chacune de ces courbes, on a un rayon de courbure. Ainsi c’est le minimum et le
maximum de ces rayons de courbures qui permettent de déterminer la courbure locale
moyenne en calculant :

γ =
γmax+ γmin

2
,

où γmax= 1
Rmax

et γmin = 1
Rmin

.

En deux dimensions le problème ne se pose pas car la surface fermée devient une
courbe. Cependant pour estimer cette courbure locale nous allons utiliser l’expression
suivante ( dont la justifcation détaillée est développée dans [1]) :

γ = ∇ ·n = −∇ · ( ∇φ
|∇φ|).

Pour finir le calcul du champ de vitesse, il nous faut calculerla courbure moyenne qui
s’appelle en anglais :"average mean curvature". Ceci exprime bien le fait que ce soit la
moyenne des courbures locales moyennées. Elle s’obtient encalculant :

ΓΣ(t) =

R

Σ(t) γΣ(t)(x) dσ
R

Σ(t) dσ.

Cependant pour calculer cette intégrale il faut situer les points appartenant àΣ(t). On
choisit alors de localiser les points de cette interface parla méthode suivante :

x∈ Σ(t) si |Y(x,t)−Y(xvoisin,t)| 6= 0

Ceci nous permet alors de marquer les points dans le voisinage de la zone de disconti-
nuté deY afin de situer l’interface.

2 Résolution de l’équation d’advection linéaire avec le
schéma antidissipatif de Després & Lagoutière

On s’intéresse maintenant à la résolution numérique de l’équation de transport li-
néaire :

∂tY+u ·∇Y = 0

en 2D sur maillage cartésien . Pour cela, on rappelle tout d’abord le processus de
construction du schéma 1D anti-dissipatif de Després & Lagoutière [3] lorsqueu=Cte.
Puis, l’on explicite l’extension de ce schéma au casu non constante.
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2.1 Quelques rappels sur l’équation d’advection

Nous considérons l’équation d’advection linéaire à vitesse constanteu strictement
positive surR :

∂tY+u∂xY = 0 (4)

oùu∈ R et u > 0 avec la condition initiale

Y(0,x) = Y0(x) ∈ L1
loc(R) (5)

Nous discrétisons cette équation sous une forme "volumes finis". Pour cela, nous
introduisons un maillage régulier deR de pas∆x, dont les mailles sont les intervalles
[x j−1/2,x j+1/2], j ∈ Z avecx j±1/2 = ( j ±1/2)∆x. D’où x j+1/2−x j−1/2 = ∆x.

On introduit également le pas de temps∆t et on poseλ = ∆t/∆x .
La condition initiale discrète pourY est définie par

Y0
j =

Z xj+1/2

xj−1/2

Y0(x)
∆x

dx (6)

d’où l’utilité de l’hypothèseY0(x) ∈ L1
loc. L’équation discrète associée à (4) est

Yn+1
j −Yn

j

∆t
+u

Yn
j+1/2−Yn

j−1/2

∆x
= 0

Soit encore

Yn+1
j = Yn

j −uλ(Yn
j+1/2−Yn

j−1/2). (7)

Les nombresYj±1/2 sont des flux aux interfaces, et peuvent être considérés comme
les valeurs deY aux bords de la maillej de sorte que

∂xY(n∆t, j∆x) ≃
Yn

j+1/2−Yn
j−1/2

∆x

Le choix de l’approximation des flux détermine donc le type deschéma adopté. On
peut citer deux choix possibles :

– le premier correspond au schéma décentré amont d’ordre 1 (schéma Upwind) qui
consiste à calculer les flux de la manière suivante :

Yn
i+1/2 =







Yn
i si u > 0,

Yn
i+1 si u < 0.

La solution numérique obtenue par le schéma décentré amont est caractérisée par
son étalement par rapport à la solution exacte. Ce phénomèneest appelé diffusion
numérique. Pour comprendre ce phénomène, on suppose tout d’abord que la solution
exacteY de (4) est régulière. Puis nous effectuons les développements de Taylor
suivants :
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

























∂tY(n∆t, j∆x) =
Yn+1

j −Yn
j

∆t
− ∆t

2
∂2

t,tY(n∆t, j∆x)+O(∆t2),

∂xY(n∆t, j∆x) =
Yn

j −Yn
j−1

∆x
+

∆x
2

∂2
x,xY(n∆t, j∆x)+O(∆x2).

En utilisant le fait queY est solution de (4) c’est-à-dire∂2
t,tY = u2∂2

x,xY, on obtient

Yn+1
j −Yn

j

∆t
+u

Yn
j −Yn

j−1

∆x
= u

∆x
2

(1−uλ)∂2
x,xY

n
j +O(∆x2)+O(∆t2)

On a donc

∂tY+u∂xY = u
∆x
2

(1−uλ)∂2
x,xY+O(∆x2)+O(∆t2).

Le termeu∆x
2 (1− uλ)∂2

x,xY +O(∆x2)+O(∆t2) est appelé erreur de troncature. On
constate qu’on ne résout plus une équation de convection mais plutôt une équation
de convection-diffusion avec pour coefficient de diffusionu∆x

2 (1−uλ) qui est positif
sous la condition CFLuλ < 1. C’est pour cela qu’on parle dediffusion numérique
ou encore dedissipation numérique.

– le deuxième choix correspond au schéma décentré aval d’ordre 1 qui consiste à cal-
culer les flux de la manière suivante :

Yn
i+1/2 =











Yn
i+1 si u > 0,

Yn
i si u < 0.

Ce type de schéma brille par son caractère anti-diffusif mais, malheureusement, il
est inconditionnellement instable (non convergence).

Les méthodes classiques pour diminuer la diffusion numérique consistent à augmenter
l’ordre du schéma numérique, au risque cependant de voir apparaître un phénomène
de dispersion. L’idée de Després & Lagoutière a alors été de construire un schéma 1D
dans le cas oùu(x) ≡ u qui soit :

– un “peu” décentré amont “mais pas trop” pour ne pas diffuser ;
– un “peu” décentré aval “mais pas trop” pour converger.

Nous verrons dans la section suivante l’extension au casu(x) 6= Cste et au cas 2D sur
maillage cartésien.

2.2 Stabilité et convergence

Nous rappelons quelques définitions qui vont servir dans la suite pour la construction
du schéma décentré aval sous les contraintes de convergence:
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Définition 1.
Le schéma (7) est explicite s’il existe un entier k et une fonction réelle g à2k variables
réelles tels que :

Yn
j+1/2 = g(Yn

j−k+1,Y
n
j−k+2, . . . , . . . ,Y

n
j , . . . , . . . ,Yn

j+k) (8)

Définition 2.
Un schéma de la forme (7)(8) est consistant si la fonction de la définition 1 vérifie :

Y = g(Y,Y, . . . , . . . ,Y).

Définition 3.
Le schéma de la forme (7) est stable L∞ s’il existe un réel C indépendant de n et de∆t
tel que :

max
j∈Z

|Yn
j | 6 C pour tout n∈ N.

Définition 4.
La variation totale à l’étape en temps n de la solution discrète Yn

j est définie avec

VTn = ∑
j∈Z

∣

∣Yn
j+1−Yn

j

∣

∣ . (9)

Le schéma (7) est à variation totale décroissance (VTD) si pour toute donnée(Yn
j )

j∈Z
on a

VTn+1
6 VTn+1

c’ést-à-dire :

∑
j∈Z

∣

∣

∣
Yn+1

j+1 −Yn+1
j

∣

∣

∣
6 ∑

j∈Z

∣

∣Yn
j+1−Yn

j

∣

∣ .

Définition 5. On définit BV(R) comme étant l’espace des fonctions de L1
loc(R) dont la

variation totale est bornée :

BV(R) =
{

f ∈ L1
loc(R);VT( f ) < +∞

}

où

VT( f ) = sup

{

Z

R

f (x)Φ′(x)dx,Φ ∈ C 1
0 (R),‖Φ‖L∞(R) 6 1

}

. (10)

Notons que la définition de (10) est équivalente á (9) lorsquef est constante par mor-
ceau sur chaque intervale[x j−1/2,x j+1/2[.

Notation 1.
Pour simplifier les énoncés de la définition suivante ainsi que des théorèmes de conver-
gence, nous notons

Y∆t,∆x(t,x) = ∑
n∈Z

∑
j∈Z

Yn
j 1[xj−1/2,xj+1/2[(x)1[n∆t,(n+1)∆t[(t), (11)

les Yn
j étant données par le schéma (6), (7).
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Définition 6. Un schéma de la forme (6), (7) avecλ fixé converge vers Y(t,x) dans
L1(R) s’il existe une suite(∆xm)m∈N telle que :
– lim

m→∞
∆xm = 0 ;

– lim
m→∞

∥

∥Y∆tm,∆xm(t, .)−Y(t, .)
∥

∥

L1(R)
= 0 pour tout t∈ R

+, ∆tm étant défini par∆tm =

λ∆xm.

On a le résultat de convergence suivant :

Théorème 1. Supposons que Y0(x) ∈ BV(R)
T

L1(R)
T

L∞(R).
On considère un schéma explicite de la forme (6)(7),
consistant, stable L∞ et VTD dont les flux sont localement lipschitziens.
Alors, il est converge dans L1(R) vers la solution Y(t,x) = Y0(x−ut) de (4)(5).

Ce résultat nous incite à essayer de trouver des conditions facilement exploitables sous
lesquelles un schéma 1D est stableL∞ et VTD. Pour cela, on introduit le critère de
Harten via :

Lemme 1.
Un schéma de type (6), (7) est stable L∞ et VTD lorsque

min(Yn
j−1,Y

n
j ) 6 Yn+1

j 6 max(Yn
j−1,Y

n
j ). (12)

L’encadrement(12)est appelécritère de Hartendans la littérature.

Afin de simplifier les calculs dans la suite, posons pour tout entier relatif j :







mn
j−1/2 = min(Yn

j−1,Y
n
j ),

Mn
j−1/2 = max(Yn

j−1,Y
n
j ).

Maintenant, dans l’encadrement (12), on remplaceYn+1
j par son expression (7) faisant

intervenir les flux aux interfaces :

mn
j−1/2 6 Yn

j −uλ(Yn
j+1/2−Yn

j−1/2) 6 Mn
j−1/2. (13)

En développant l’encadrement (13), on obtient une inégalité sur le fluxYn
j+1/2 faisant

intervenirYn
j−1/2 :

1
uλ

(Yn
j −Mn

j−1/2)+Yn
j−1/2 6 Yn

j+1/2 6
1
uλ

(Yn
j −mn

j−1/2)+Yn
j−1/2. (14)

Nous appelleronscontrainte de Hartenl’encadrement (14). Cependant, cette contrainte
n’est pas constructive car les bornes d’encadrement dépendent du fluxYn

j−1/2. Il fau-
drait donc connaître les valeurs des fluxYn

i−1/2 aveci 6 j pour déterminer les bornes
de stabilité pourYn

j+1/2.

Nous verrons dans la suite comment obtenir un encadrement duflux Yn
j+1/2 exploitable

indépendamment du fluxYn
j−1/2.
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2.3 Conditions suffisantes de convergence

On remarque que pour qu’un schéma de type (7) soit consistant, il suffit que

mn
j+1/2 6 Yn

j+1/2 6 Mn
j+1/2 (15)

Nous appelleronscontrainte de consistancel’inégalité (15).

Il paraît maintenant judicieux de remplacer le fluxYn
j−1/2 dans la contrainte de Harten

(14) par max(Yn
j−1,Y

n
j ) pour la borne inférieure et par min(Yn

j−1,Y
n
j ) pour la borne

supérieure et d’imposer la consistance des flux par la contrainte de consistance (15).
On obtient alors :















1
uλ

(Yn
j −Mn

j−1/2)+Mn
j−1/2 6 Yn

j+1/2 6
1
uλ

(Yn
j −mn

j−1/2)+mn
j−1/2

mn
j+1/2 6 Yn

j+1/2 6 Mn
j+1/2

(16)

Nous appelleronscontrainte de Harten relaxéela première inégalité de (16). La contrainte
de Harten relaxée (16) permet de choisir des flux assurant la stabilité du schéma sans
connaître au préalable les flux dans les mailles voisines.

Nous verrons dans la suite qu’il est possible de trouver un flux qui vérifie la contrainte
de Harten relaxée (16). Ceci revient à démontrer que les deuxintervalles donnés par
(16) sont d’intersection non vide.

Afin de simplifier les calculs dans la suite, on pose pour tout entier relatif j :










bn
j = 1

uλ(Yn
j −Mn

j−1/2)+Mn
j−1/2,

Bn
j = 1

uλ(Yn
j −mn

j−1/2)+mn
j−1/2.

(17)

Théorème 2. On considère un schéma de type (6)(7) avec une vitesse u> 0. On sup-
pose que la condition de type CFL uλ 6 1 est vérifiéé alors

Yn
j ∈

[

mn
j+1/2,M

n
j+1/2

]

\

[

bn
j ,B

n
j

]

6= /0. (18)

On supposons de plus que les flux(Yn
j+1/2) j∈Z vérifient(∀ j ∈ Z)







bn
j 6 Yn

j+1/2 6 Bn
j ,

mn
j+1/2 6 Yn

j+1/2 6 Mn
j+1/2.

(19)

Alors le schéma de type (6), (7) avec une vitesse u> 0 est :
– stable L∞ et VTD ;
– convergent si les flux sont localement lipschitziens (théorème 1).
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Démonstration
Il est évident queYn

j ∈
[

mn
j+1/2,M

n
j+1/2

]

(cf. notations (11)). Donc pour montrer (18),

il suffit de montrer queYn
j ∈

[

bn
j ,B

n
j

]

. D’après la condition CFL, on a( 1
uλ − 1) > 0

∀ j ∈ Z. Par la définition demn
j−1/2, on a(Yn

j −mn
j−1/2) > 0. D’où

(

1
uλ

−1

)

(Yn
j −mn

j−1/2) > 0.

En développant l’inégalité précédente, on obtient

Bn
j =

1
uλ

(Yn
j −mn

j−1/2)+mn
j−1/2 > Yn

j .

De la même manière, on montre quebn
j 6Yn

j . On a doncYn
j ∈

[

mn
j+1/2,M

n
j+1/2

]

T

[

bn
j ,B

n
j

]

.

Il est donc possible de trouver un fluxYn
j+1/2 vérifiant les inégalités (19).

2.4 Construction du schéma décentré aval sous les contraintes de
convergence

L’idée principale de Després & Lagoutière est de décentrer le flux " le plus possible "
vers l’aval sous la contrainte de Harten relaxée (19) pour obtenir la stabilité. Le flux
retenu peut être vu comme la solution du problème de minimisation sous contrainte :

Yn
i+1/2 minimise |Yn

i+1/2−Yn
i+1|

sous les contraintes































Yn
i −Mi−1/2

u∆t/∆x
+Mi−1/2 6 Yn

i+1/2 6
Yn

i −mi−1/2

u∆t/∆x
+mi−1/2,

(contrainte de Harten relaxée)

mi+1/2 6 Yn
i+1/2 6 Mi+1/2.

(contrainte de consistance)

(20)

La contrainte (20) est linéaire et le flux ne peut prendre que trois valeurs :















Yn
j+1/2 = max(bn

j ,m
n
j+1/2) si Yn

j+1 6 max(bn
j ,m

n
j+1/2),

Yn
j+1/2 = Yn

j+1 si max(bn
j ,m

n
j+1/2) 6 Yn

j+1 6 min(Bn
j ,M

n
j+1/2),

Yn
j+1/2 = min(Bn

j ,M
n
j+1/2) si max(Bn

j ,M
n
j+1/2) > Yn

j+1.

(21)

Le flux Yn
j+1/2 déterminé par (21) s’écrit également de la façon suivante :

Lemme 2.
La valeur prise par le flux déterminé par (21) est :















Yn
j+1/2 = bn

j si Yn
j+1 6 bn

j ,

Yn
j+1/2 = Yn

j+1 si bn
j 6 Yn

j+1 6 Bn
j ,

Yn
j+1/2 = Bn

j si Bn
j > Yn

j+1.

(22)
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Enfin, on a le résultat imprtant :

Théorème 3([3]).
Le schéma défini via les formules de flux (17)-(22) est convergent sous le critère CFL
∆t < u ·∆x et diffuse tout Heaviside sur au plus une seule maille (i.e. contrôle uniforme

en temps de la diffusion numérique !).

2.5 Extension du schéma Després& Lagoutière

Nous nous intéressons tout d’abord à l’extension du schéma Després & Lagoutière
au cas où la vitesseu(x) 6= Cste. Ensuite, on proposera une extension du schéma en
dimension deux.

Lorsque la vitesseu(x) 6= Cste, on définit pour cela des flux locauxainsi qu’une vitesse
ui propre à la maillei avec les formules suivantes (cas oùu(x) > 0) :

Yn
i+1/2,G =











bn
i (ui) si Yn

i+1 6 bn
i (ui),

Yn
i+1 si bn

i (ui) < Yn
i+1 < Bn

i (ui),

Bn
i (ui) si Bn

i (ui) 6 Yn
i+1,

et

Yn
i+1/2,D =











bn
i (ui+1) si Yn

i+1 6 bn
i (ui+1),

Yn
i+1 si bn

i (ui+1) < Yn
i+1 < Bn

i (ui+1),

Bn
i (ui+1) si Bn

i (ui+1) 6 Yn
i+1,

où bn
i (u) et Bn

i (u) sont donnés par (17). En suivant cette démarche, on peut démontrer
la proposition suivante qui nous assure la stabilitéL∞, le caractèreVTDet anti-diffusif
du schéma :

Proposition 1.
Le schéma numérique (non conservatif !)

Yn+1
i = Yn

i − ∆t
∆x

( f n
i+1/2,G− f n

i−1/2,D)

où
f n
i+1/2,G = ui ·Yn

i+1/2,G et fni−1/2,D = ui ·Yn
i−1/2,D

est consistant, stable L∞ et diffuse tout Heaviside sur au plus une seule maille sous le
critère ∆t < ∆x/max

i
|ui|.

On s’intéresse maintenant à l’équation d’advection en dimension 2D :

∂tY+u∂xY+v∂yY = 0

oùu = u(x,y) avec la condition initiale

Y(0,x,y) = Y0(x,y) ∈ L1
loc(R

2).

Nous introduisons un maillage régulier deR
2 de pas∆x et ∆y dont les mailles sont les

intervalles
M j ,k = [x j−1/2,x j+1/2]× [yk−1/2,yk+1/2], ( j,k) ∈ Z

2
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avecx j±1/2 = ( j ± 1/2)∆x et yk±1/2 = (k± 1/2)∆y. Donc x j+1/2 − x j−1/2 = ∆x et
yk+1/2−yk−1/2 = ∆y.

La condition initiale discrète pourY est définie par

Y0
j ,k =

Z xj+1/2

xj−1/2

Z yk+1/2

yk−1/2

Y0(x,y)
∆x∆y

dxdy.

La résolution numérique utilise la technique classique de la décomposition direction-
nelle (dit aussi splitting directionnel). Cela consite à résoudre alternativement les deux
équations d’advection 1D :

∂tY+u∂xY = 0

et
∂tY+v∂yY = 0.

D’un point de vue discrèt, cette approche consiste à résoudre à chaque pas de temps

Yn+1
j ,k = Yn+1/2

j ,k −vλy(Y
n+1/2
j ,k+1/2−Yn+1/2

j ,k−1/2)

avecYn+1/2
j ,k une solution temporaire intermédiaire entreYn

j ,k et Yn+1
j ,k . En effet cette

solution est calculée de la manière suivante :

Yn+1/2
j ,k = Yn

j ,k−uλx(Y
n
j+1/2,k−Yn

j−1/2,k)

où λx = ∆t
∆x et λy = ∆t

∆y

3 Calcul des normales et des courbures

3.1 Algorithme de Brackbill

Nos méthodes de calcul des normales et des courbures localess’inspirent de celles uti-
lisées dans [1]. Cet article expose un nouveau procédé de modélisation des tensions de
surface. Les tensions de surface sont des forces qui s’exercent à l’interface entre deux
fluides. Ces forces sont dues aux forces d’attractions moléculaires.

Dans les méthodes précédentes de modélisation du mouvementd’une interface induit
par les tensions de surface, les effets de la tension de surface étaient pris en compte en
tant que conditions aux limites. Ces méthodes ne sont pas adaptées à l’étude des inter-
faces avec une topologie complexe. La méthode de Brackbill modélise les tensions de
surface en les considérant comme des effets continus à travers l’interface.

En effet la nouveauté dans la méthode de Brackbill est dans lefait de prendre en compte
les effets de la tension de surface non plus dans les conditions aux limites, mais avec
un terme source qui est alors une force surfacique.

Pour calculer cette force surfacique Brackbill a exposé desméthodes qui permettent
d’approcher les courbures locales et les normales. La déscription mathématique de la
bulle est à peu de chose près la même que la nôtre ainsi nous pouvons utiliser ces
méthodes d’approximations.
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3.1.1 Calul de la normale

On utilise la méthode dite de "ALE" qui permet d’obtenir la normale unitaire de fa-
çon indirect en calculant d’abord des normales aux sommets des mailles. On utilise
d’abord la formule suivante pour approcher le gradient deφ au sommet droit de la face
supérieure d’une maille :



















∂xφi+1/2, j+1/2 =
φ(i+1, j) + φ(i+1, j+1)−φ(i, j)−φ(i, j+1)

2∆x

∂yφi+1/2, j+1/2 =
φ(i, j+1) + φ(i+1, j+1)−φ(i, j)−φ(i+1, j)

2∆y

Aprés avoir calculer∇φ aux autres sommets de la maille, on obtient le gradient deφ au
centre de la maillei, j en faisant la moyenne de ces quantitées par la formule suivante :

gi, j =
1
4
(gi+1/2, j+1/2+gi+1/2, j−1/2+gi−1/2, j+1/2+gi−1/2, j−1/2)

Il suffit alors de normaliser pour obtenir les normales unitaires extérieures avec la for-
mule :

ni, j =
−gi, j

|g|i, j
On désire déterminer la précision de ces approximations. Pour cela on effectue les

développements limités suivants :

φ(i+1, j) = φ(i+1/2, j+1/2) +
∆x
2 (

∂φ
∂x

)i+1/2, j+1/2− ∆y
2 (

∂φ
∂y

)i+1/2, j+1/2+(∆x
2 )2(

∂2φ
∂x2 )i+1/2, j+1/2

+(∆y
2 )2(

∂2φ
∂y2 )i+1/2, j+1/2+O(∆x3)+O(∆y3)

φ(i+1, j+1) = φ(i+1/2, j+1/2) +
∆x
2 (

∂φ
∂x

)i+1/2, j+1/2+ ∆y
2 (

∂φ
∂y

)i+1/2, j+1/2+(∆x
2 )2(

∂2φ
∂x2 )i+1/2, j+1/2

+(∆y
2 )2(

∂2φ
∂y2 )i+1/2, j+1/2+O(∆x3)+O(∆y3)

φ(i, j) = φ(i+1/2, j+1/2)− ∆x
2 (

∂φ
∂x

)i+1/2, j+1/2− ∆y
2 (

∂φ
∂y

)i+1/2, j+1/2+(∆x
2 )2(

∂2φ
∂x2 )i+1/2, j+1/2

+(∆y
2 )2(

∂2φ
∂y2 )i+1/2, j+1/2+O(∆x3)+O(∆y3)

φ(i, j+1) = φ(i+1/2, j+1/2)− ∆x
2 (

∂φ
∂x

)i+1/2, j+1/2+ ∆y
2 (

∂φ
∂y

)i+1/2, j+1/2+(∆x
2 )2(

∂2φ
∂x2 )i+1/2, j+1/2

+(∆y
2 )2(

∂2φ
∂y2 )i+1/2, j+1/2+O(∆x3)+O(∆y3)

Ceci permet d’écrire :

φ(i+1, j) + φ(i+1, j+1)−φ(i, j)−φ(i, j+1) = 2∆x(
∂φ
∂x

)i+1/2, j+1/2+O(∆x3)

d’où :
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φ(i+1, j) + φ(i+1, j+1)−φ(i, j)−φ(i, j+1)

2∆x
= ∂xφi+1/2, j+1/2+O(∆x2)

On peut alors dire que la formule d’approximation pour∂xφ, donnée par Brackbill est
d’ordre 2. Le procédé est le même pour l’approximation de∂yφ.

Afin de verifier ces ordres de précision on se donne comme cas test la fonction :

φ(x,y) = exp(x ·y)
Le calcul de la normale unitaire extérieure nous donne :











nx = −y√
x2+y2

ny = −x√
x2+y2

Le tracé pour ce cas test de l’erreur relative en normel2 qui s’écrit :

‖ n−nexacte‖l2(Ω)

‖ nexacte‖l2(Ω)

nous donne l’allure suivante :
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 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.001  0.01  0.1

ln
 (
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rr
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e)

ln (deltax)

 

erreur sur la normale 
droite de pente 2

FIG. 1 – Erreur relative sur la normale en normel2

Cette étude pratique nous permet d’affirmer que les formulesd’approximations, utili-
sées par Brackbill pour approcher la normale au centre d’unemaille, sontd’ordre 2. Il
s’agit maintenant de faire le même type d’étude pour la courbure locale.
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3.1.2 Calcul de la courbure locale

La courbure locale calculée dans [1] est obtenue par la formule suivante :

γ = (∇ ·n)

Algorithme de Brackbill

Cette méthode de calcul proposée dans [1], permet de définir une courbure locale en
un point positive lorsque le centre de cercle osculateur se trouve dans le domaineΩ1.
Pour notre problème, nous souhaitons conserver cette définition de la courbure locale.
On l’obtient par la formule çi-dessous :

γ = −∇ · ( ∇φ
|∇φ|)

Ce qui se développe de la façon suivante :

−∇ · ( ∇φ
|∇φ| ) = −[∇φ ·∇( 1

|∇φ|)+ 1
|∇φ|∇ · (∇φ)]

= −[−∇φ · ∇|∇φ|
|∇φ|2 + 1

|∇φ|∇ · (∇φ)]

= − 1
|∇φ| [−∇φ.

∇(|∇φ|)
|∇φ| + ∇.(∇φ)]

= − 1
|∇φ| [nx ·∂x|∇φ|+ny ·∂y|∇φ|+ ∇ · (∇φ)]

Ce qui se ré-écrit :

γ = − 1
|∇φ| [(n ·∇)|g|+ ∇ · (g)],

car on ag = ∇φ. Il s’agit alors d’approcher∇ ·g au centre d’une maille par la formule
suivante :

(∇ ·g)i, j = (
∂gx

∂x
)i, j +(

∂gy

∂y
)i, j

avec :



















( ∂gx
∂x )i, j =

gx(i+1/2, j+1/2) +gx(i+1/2, j−1/2)−gx(i−1/2, j+1/2)−gx(i−1/2, j−1/2)

2∆x

(
∂gy
∂y )i, j =

gy(i+1/2, j+1/2) +gy(i−1/2, j+1/2)−gy(i+1/2, j−1/2)−gy(i−1/2, j−1/2)

2∆y

on a d’autre part :

( (n ·∇) |g|)i, j = nx
i j (

∂|g|
∂x

)i, j +ny
i j (

∂|g|
∂y

)i, j

Pour le calcul de( ∂|g|
∂x )i, j , étant donné que l’on dispose déjà des quantités :gi+1/2, j+1/2,

gi+1/2, j−1/2, gi−1/2, j+1/2, gi−1/2, j−1/2, on calcule les normes de chacun de ces vecteurs
puis on utilise la même technique que Brackbill, en posant :
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

















( ∂|g|
∂x )i, j =

|gi+1/2, j+1/2|+ |gi+1/2, j−1/2|− |gi−1/2, j+1/2|− |gi−1/2, j−1/2|
2∆x

( ∂|g|
∂y )i, j =

|gi+1/2, j+1/2|− |gi+1/2, j−1/2|− |gi−1/2, j+1/2|+ |gi−1/2, j−1/2|
2∆y

Autre Algorithme

Ces formules d’approximation de la courbure locale sont calculées à partir de valeurs
déjà approchées deg = ∇φ. Cela pose un problème pour l’étude de précision de la
formule d’approximation deγ. Donc il paraît plus judicieux de redévelopper la formule
de la courbure locale pour mettre en évidence des termes donton peut calculer des
approximations avec des formules précises. Ainsi, on peut ré-écrire la formule de la
courbure locale de la façon suivante :

γ = − 1
|∇φ| [nx.∂x|∇φ|+ny.∂y|∇φ|+ ∆φ]

On cherche alors à approcher chaque quantitée par des formules enO(h2) (avech =
min(∆x,∆y)). On sait que :

∆φ = ∂2
xφ+ ∂2

yφ.

On utilise alors les formules suivantes :

φi+1, j −2φi, j + φi−1, j

∆x2 +
φi, j+1−2φi, j + φi, j−1

∆y2 = (∆φ)i, j +O(∆x2)+O(∆y2)

D’autre part, nous voulons aussi avoir une formule d’ordre deux pour les dérivées de
la norme du gradient deφ. On a d’abord :

∂x|∇φ| = 1
2

∂x < ∇φ,∇φ >

|∇φ| =
1
2
× 2 < ∂x∇φ,∇φ >

|∇φ|
d’où

∂x|∇φ| = < ∂x∇φ,∇φ >

|∇φ|
et

∂x∇φ =

(

∂2
xφ

∂x∂yφ

)

Ainsi, nous avons déjà une approximation de∂2
xφ et pour approcher∂x∂yφ on a :

φi+1, j+1−φi+1, j−1−φi−1, j+1+ φi+1, j+1

4∆x∆y
= ∂x∂yφ

La dérivée∂y∇φ s’obtient par le même procédé.

Estimation de précision

Pour déterminer la précision de ces deux méthodes de calcul de la courbure locale, on
cherche à calculer l ’erreur en normel2 relative suivante :
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‖ γ− γexacte‖l2(Ω)

‖ γexacte‖l2(Ω)

.

Le calcul de la courbure locale pour la fontionφ(x,y) = exp(x ·y) nous donne :

γexacte= 2 x y exp(x ·y).
Les courbes d’erreur ont les allures suivantes :
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Courbes derreurs sur la coubure locale pour phi = exp(x y)

erreur sur la courbure locale (ordre deux) 
droite de pente 2

erreur sur la courbure locale (Brackbill)

FIG. 2 – Erreur relative sur la courbure locale en normel2

Ainsi on vérifie bien que la méthode de calcul proposée par Brackbill a un problème de
précision car le comportement de sa courbe d’erreur ne permet pas donner un ordre de
précision clair. Cependant la seconde méthode a une courbe d’erreur qui est parallèle à
la droite de pente 2.
Aprés avoir étudié l’ordre de précision des normales et des courbures locales, on peut
s’intéresser à la régularisation de la fonction Heaviside.

4 Régularisation de la fonction Heaviside par le calcul
de la fonction distance à l’interface

Afin de calculer le champ de vitesse nous avons besion de régulariser la fonction Hea-
viside de type :

Y(x) =

{

1 si x ∈ Ω1

0 sinon.

On dispose alors de deux méthodes de régularisation : la régularisation par le calcul
d’unefonction distance à l’interfaceet la méthode qui consiste à utiliser laconvoluée
de Y(x,t) avec une fonction de base spline d’ordre deux ou trois.
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4.1 Méthode de Hamilton-Jacobi pour le calcul de la fonctiondis-
tance à l’interface

La régularisation par la fonction distance consiste à résoudre l’équation de Hamilton-
Jacobi suivante :







∂τφ−sgn(φ0)(1−|∇φ|) = 0,

φ(x,0) = Y(t,x).

La solution est alors la fonction distance signée :

D(x) = miny∈Σ |x−y|sgn(φ(x,0)).

Dans notre problèmeτ est un temps fictif indépendant det. L’existence et l’unicité de
la solution sont prouvées dans [5].

Pour résoudre cette équation on utilise un schéma de type upwind qui s’écrit :

φn+1
i, j = φn

i, j −∆tS(φ0
i, j)G(φ)i, j ,

avec :

G(φ)i, j =















√

max(a2
+,b2

−)+max(c2
+,d2

−)−1 si φ0
i, j > 0,

√

max(a2
−,b2

+)+max(c2
−,d2

+)−1 si φ0
i, j < 0.

On a pour tout nombre réelh, h+ = max(h,0), h− = min(h,0), et :






















































a =
φi, j−φi−1, j

∆x ,

b =
φi+1, j−φi, j

∆x ,

c =
φi, j−φi, j−1

∆y ,

d =
φi, j+1−φi, j

∆y .

On a aussi :

S(x) =































1 si x > 0,

0 si x = 0,

−1 si x < 0.

4.2 Régularisation du cercle

On se donne le cas test suivant afin d’illustrer les résultatsde la régularisation du cercle
par la méthode de Hamilton-Jacobi.
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– Le domaine est une boîte de dimension[0,1]× [0,1].
– On utilise un cercle de centre(0.5,0.5) et de rayon 0.35.
– Le nombre de mailles en x et en y =100.
– La condition c.f.l est de 0.8.
– La simulation est sur une durée de 0.6 s.

La condition initiale a le profil suivant :
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cercle

Remarque 1. La fonction Heaviside que l’on souhaite régulariser est définie avec0
et1. Etant donné que l’algorithme de Hamilton-Jacobi est définit avecφ égale à−1 et
1, il suffit d’effectuer le changement de variable suivant :

φ = 2×Y−1.

Ainsi la représentation de la solution de l’algorithme de Hamilton-Jacobiφ(τ,x) à dif-
férentes valeurs deτ nous donne les figures suivantes :
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solution a t=0.0760
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solution a t=0.15
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solution a t=0.23
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solution a t=0.596

Remarque 2. L’algorithme converge vers une solution stationnaire pourla quelle on
a :

|∇φ| = 1,

et donc on obtient :

∂τφ = 0

On note que le profil de la régularisée obtenue présente, à cause de sa forme en pointe,
au centre du cercle une singularité dans le calcul des normales à cause du gradient de
φ.
Malgré ce défaut, notre démarche reste cohérente en utilisant cette méthode de régu-
larisation. En effet pour notre algorithme de capture d’interface, le champ de vitesse
n’est utilisé que dans les zones où∇Y 6= 0. Ces zones sont théoriquement au voisinage
de l’interface donc assez loin du centre de la bulle où il y a cette singularité.
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Remarque 3. D’autre part l’algorithme de Hamilton-Jacobi a tendance à déplacer la
ligne de niveau zéro comme nous le montre la figure suivante :

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

-1-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4

   1e-11
       0

  -1e-11
   1e-11

       0
  -1e-11

La ligne de niveau zéro pour la condition initiale est tracéeen mauve et on voit qu’elle
est décalée par rapport la ligne de niveau zéro de la solutionfinale.

Nous disposons maintenant d’une régularisation de la fonction Heaviside. Avant de
résoudre le problème de surface minimale on cherche à estimer la précision de calcul
du champ de vitesse.

4.3 Validations sur le cercle

4.3.1 Calcul de la courbure moyenne du cercle

L’objectif de cette étape est de vérifier si en couplant :
– le calcul de la régularisée deY par la méthode de Hamilton-Jacobi,
– le calcul des courbures locales avec les formules de Brackbill,
– la localisation de l’interface par marquage suivant le∇Y,
on arrive à approcher correctement la courbure moyenne d’uncercle.
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On se donne le cas test suivant :
– on choisit un cercle de centre :(0.5,0.5) et de rayon 0.35,
– le nombre de mailles en x est : 50, et le nombre de mailles en y est : 50,
– la condition c.f.l pour l’algorithme de Hamilton-Jacobi est : 0.25.

On calcul alors l’erreur relative sur la courbure moyenne suivante :

|Γapprox− 1
R|

1
R

Lorsqu’on étudie cette erreur en fonction des itérations del’algorithme de Hamilton-
Jacobi, on a l’allure suivante :

On observe qu’il y a un nombre d’itérations optimal pour avoir la plus faible erreur.
Afin de confirmer cette observation on effectue le même cas test avec les maillages :
100×100 et 200×200.

On voit que la qualité de la courbure moyenne approchée est liée au nombre d’itéra-
tions de l’algorithme de Hamilton-Jacobi pour calculer la régulariséeφ deY. Ainsi on
s’attend à ce qu’il y ait une manque de précision sur le champ de vitesse.

On se propose alors d’étudier numériquement s’il y a quand même convergence de la
courbure moyenne approchée lorsqu’on raffine le maillage. Le tracé de l’erreur relative
en fonction du maillage à nombre d’itérations fixé nous donnel’allure suivante :
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Ainsi on a décroissance de la courbe d’erreur mais sans pour autant avoir d’ordre de
convergence. Cette méthode utilisant la régularisation deHamilton-Jacobi pose des
problèmes de précisioncar on arrivepas à dégager une ligne directrice claire sur la
relation entre le maillage et la qualité de la régularisée à avoir pour bien calculer
la courbure moyenne.

5 Résolution du problème de surface minimale avec une
régularisation par Hamilton-Jacobi

Malgré le manque de précision du champ de vitesse du au mauvais calcul des cour-
bures, on se propose de résoudre le problème de surface minimale sur un cas test afin
d’avoir une idée globale sur notre algorithme.

5.1 Cas test de l’ellipse

On se propose de résoudre le problème de surface minimale avec comme donnée ini-
tiale un Heaviside décrivant une ellipse. La condition initiale a le profil suivant :
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On obtient les solutions suivantes :

On a à droite la condition initiale sous la forme d’une ellipse et la solution à l’instant
t = 0.00152

On représente là les solutions à l’instantt = 0.00241 (à gauche) et àt = 0.0135 ( à
droite)
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Tout d’abord on observe que l’interface est mal déplacée. Cela s’explique par le fait
que le champ de vitesse n’est pas bien calculé. La représentation de la norme du champ
de vitesse nous donne les figures suivantes :

Ainsi l’algorithme de résolution du problème de surface minimale utilisant la régulari-
sation par calcul de la fonction distance est trés imprécis car le champ de vitesse est mal
calculé. En effet pour cette méthode on arrive pas établir une tendance sur le nombre
d’itérations de l’algorithme de Hamilton-Jacobi pour avoir une régularisation correcte
qui permet de bien calculeru(φ(Y)(x,t)).
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Lorsqu’on essaye de réstreindre le calcul du champ de vitesse à l’interface, car ce sont
ces valeurs qui nous interessent on observe l’apparition dediffusion numérique.

Cette étude qui s’est soldé globalement par un echec nous a permis, néanmoins de
mettre en évidence le comportement du schéma de Després-Lagoutière lorsqu’il est
soumis à un champ de vitesse non régulier.

5.2 Étude numérique de la diffusion en fonction de la régularité du
champ de vitesse

L’idée de cette étude nous est venue aprés avoir remarqué quele fait de restreindre
le champ de vitesse créait de la diffusion numérique. Les propriétés du schéma de
Després-Lagoutière ont été établies pour des champs de vitesse réguliers. Or lorsqu’on
utilise un champ de vitesse qui n’est définit que sur l’interface et non plus sur tout le
domaine on est plus dans le cadre de l’étude de Després-Lagoutière.

Il est difficile au niveau théorique d’établir des résultatssur le comportement du schéma
avec un champ de vitesse non régulier. Dés lors une étude numérique est intéressante
car elle apporte des éléments de réponse.

Ainsi on se propose d’étudier le déplacement d’une bulle décrivant un cercle avec un
champ de vitesse trés chahuté. On choisit alors un champ de vitesse définit selon un
tirage aléatoire. Pour cela on tire deux nombres aléatoiresξ etα entre[0,1]. On a alors :

u(x) =







ξ si α > 0.5

−ξ sinon

Pour être plus précis dans notre diagnostique il nous faut représenter les mailles de dif-
fusion où 0≤Y ≤ 1. Cependant, pour la condition initiale, on représentera les mailles
où ∇Y 6= 0. On obtient alors les figures suivantes :
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Ces figures nous montrent une progression isotrope de la diffusion numérique. En effet
les valeurs représentées en rouge sont proches de 1 à 10−12 donc cela met en défaut le
fait qu’en 2D la diffusion numérique reste contrôlée à 2 ou 3 mailles.

Ainsi ceci nous permet de montrer numériquement que le schéma diffuse lorsque le
champ de vitesse est non régulier. Pour confirmer ce résultaton fait le même type
d’étude en 1D sur un créneau avec un champ de vitesse définit tel que :

u(x) =







1 si Y = 1

−1 sinon

On obtient alors les figures suivantes :
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On observe ainsi que la diffusion a lieu sur plus d’une mailleen 1D ce qui détruit la
propriété fondamentale du schéma de Després-Lagoutière qui dit que la diffusion ne se
fait que sur une maille, au plus, en 1D.

6 Régularisation par convolution

Cette nouvelle méthode de régularisation a pour objectif delisser la fonction Heavi-
side. Cela permet d’avoirune transition entre 0 et 1 moins brutale, afin d’avoir une
fonction régulariséedérivable pour pouvoir calculer les normales et les courbures lo-
cales. Cette méthode de régularisation, qu’utilise aussi Brackbill, est basée sur le calcul
de la convoluée deY avec une fonction d’interpolation. Pour calculerφ, on applique
alors la formule de convolution suivante :

φ(x) =
1

∆x3

Z

Ω
Y(x′) S(x′−x) d3x′

S(x) doit être une fonction d’interpolation avec les propriétéssuivantes :

1. Elle doit êtrenormaliséeau sens où on doit avoir :
Z

Ω
S(x) d3x = ∆x3

2. Elle doit être àsupport borné tel que :

S(x) = 0 si |x| ≥ ∆x
2

3. Elle doit êtrecontinue, dérivable et monotone lorsque|x| croit .

Il apparaît dés lors que la dérivabilité deφ(x) dépend de celle de la fonctionS(x) car
on par exemple :
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∇φ(x) =
1

∆x3

Z

Ω
Y(x′) ∇S(x′−x) d3x′

Ainsi les fonctions de bases B-splines sont par exemple des fonctions d’interpolation
qui respectent bien toutes ces propriétés.

Cependant afin de pouvoir définir le support à notre guise nousallons redéfinirS(x) tel
que :

S(x) = 0 si |x| ≥ h∆x

L’objectif est de pouvoir dilater ou rétrécir la zone de transition entre 0 et 1 car, comme
le dit Brackbill, plus la zone de transition est étendue et meilleur sera le lissage deY.

6.1 Principe de construction des fonctions de base spline

On se propose d’utiliser comme dans [1] les fonctions de based’ordre 2. On fera aussi
appel aux fonctions de base spline d’ordre 3 pour avoir plus de dérivabilité.

La fonction de base spline d’ordre 2 s’écrit alors :

S2(ξ) =























1
2(1+ ξ)2 si −1≤ ξ ≤ 0,

1
2(1+2ξ−2ξ)2 si 0≤ ξ ≤ 1,

1
2(2− ξ)2 si 1≤ ξ ≤ 2.

Pour la fonction de base spline d’ordre 3 on a :

S3(ξ) =







































1
6(2+ ξ)3 si −2≤ ξ ≤−1,

1
6(4−6ξ2−3ξ3) si −1≤ ξ ≤ 0,

1
6(4−6ξ2+3ξ3) si 0≤ ξ ≤ 1,

1
6(2− ξ)3 si 1≤ ξ ≤ 2.

On vérifie bien que ces fonctions de base sont à support borné,continues et dérivables.
De plus on a :

Z

Ω
S(x) d3x = 1.

Ainsi la formule de convolution devient :

φ(x) =
Z

Ω
Y(x′) S(x′−x) d3x′.

Voici deux illustrations des fonctions de base spline d’ordre 2 et 3
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FIG. 3 – fonction de base spline d’ordre 2
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FIG. 4 – fonction de base spline d’ordre 3
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Lorsqu’on dilate la spline d’ordre 2 sur un support de type[−h∆x,h∆x] on obtient par
exemple les représentations suivantes :
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FIG. 5 – fonction de base pour h=10 et h=20 et∆x = 1
50

Ainsi pour illustrer les effets de cette dilatation du support de la fonction de base spline,
on peut calculer la régularisation de la fonction créneau sur [0,1] en 1D. On obtient
alors les figures suivantes :
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h=3
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FIG. 6 – Régularisation de la fonction créneau pour h=3 et h=6
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On voit bien quelorsqu’on augmente le support deS(x) la zone de transition entre
[0,1] augmente. La régularisation du cercle en deux dimensions nous donne alors les
figures suivantes :
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regularisation pour h=4

FIG. 7 – Régularisation en 2D du cercle pour une spline d’ordre 2 avec h=4
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regularisation pour h=4 autre angle de vue

FIG. 8 – Vue de profil

6.2 Calcul des courbures locales pour le cercle en fonction du sup-
port des fonctions de base

L’objectif premier est de calculer les courbures locales sur un cercle afin de visualiser
le produit des courbures locales et du rayon tel qu’on ait :

γ×R≈ 1

Ce premier cas test utilise les données suivantes :

– un cercle de centre(0.5,0.5) et de rayon1
4,

– une régularisation avec une spline d’ordre 3 eth = 8,
– et un nombre de mailles en x et en y = 100.

La représentation duproduit γ×Rsur l’interface nous donne la figure suivante :
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FIG. 9 –γ×Rsur l’interface pour h=8

Le premier constat est que le produitγ×R estchahuté. De plus on voit qu’ on a pas
tout à faitγ×R≈ 1. Ce n’est qu’en augmentant le support de la fonction de baseque
l’on arrive à retrouver un produitγ×R≈ 1 et de façon uniforme sur l’interface comme
le montre les figures suivantes :
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FIG. 10 –γ×Rsur l’interface
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FIG. 11 – autre angle de vu

Le comportement du produitγ×Robtenu est en adéquation avec les résultats de Brack-
bill. En effet on arrive à établir queplus zone de transition de0 à 1 est grande,
meilleur est le calcul de la courbure locale sur l’interface.

En utilisant cette procédé technique de régularisation on arrive alors à avoir une bonne
méthode pour le calcul des courbures locales.

7 Résolution du problème de surface minimale avec une
régularisation par convolution

Nous allons tout d’abord observer le comportement de notre nouvelle méthode pour la
résolution de (2) avec comme donnée initiale une ellipse. Lecas test étudié utilise les
données suivantes :

– le domaine est du type[0,1]× [0,1],
– le nombre de mailles en x et en y = 100,
– la régularisation se fait avec une spline d’ordre 2 eth = 3,
– la simulation se fait pour t∈ [0,0.0165].

On obtient les figures suivantes :
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FIG. 12 – condition initiale

On a les solution àt = 0.004s ( à gauche ) et àt = 0.007s ( à droite )
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FIG. 13 – solution finale

Cette méthode donne de meilleurs résultats car notre algorithme a bien convergé vers
un cercle sur une durée de[0,0.016]. De plus on a aucune création de diffusion, ce qui
veut dire que le champ de vitesse déforme bien l’interface aux endroits voulus pour
résoudre le problème de surface minimale.

Pour savoir si notre algorithme arrive à calculer des déformations importantes, on se
propose de résoudre le problème sur une figure en forme de L (avec les données précé-
dentes) sans se soucier pour le moment de la définition de la normale et de la courbure
aux points anguleux. Ainsi on obtient les images suivantes :

FIG. 14 – condition initiale
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Ce cas test nous permet enfin de confirmer que l’algorithme calcul bien les courbures
locales car on arrive à déformer correctement la bulle en forme de L. Toutefois il nous
vérifier que la circonférence décroit et qu’ on a bien conservation du volume.

7.1 Analyse de la conservation de la surface (volume en 3D) etde
la décroissance de la circonférence (surface en 3D) :

Nous allons mesurer la circonférence notéeC par la formule suivante :

C (t) =

Z

Ω
|∇Y| dx

On reprend ainsi les cas tests de l’ellipse et du cercle. Les temps de simulation seront
plus longs afin de voir si l’algorithme arrive à converger vers une solution stationnaire.

Pour tous les cas tests, on représentera la circonférence etl’aire normalisées en fonction
du temps qui s’écrivent :

Cnorm(t) =
C (t)
2πR

avecR=

√

V (t = 0)

π

Sur fnorm(t) =
Sur f (t)

πR2

Si l’algorithme converge bien vers un cercle on doit avoir :

Cnorm(t) → 1 etSur fnorm(t) ≈ 1

Lorsqu ’on prend comme condition initiale l’ellipse on a alors les graphes suivants :

43



 0.9

 1

 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 1.5

 1.6

 1.7

 1.8

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

Cir
con

fer
enc

e n
orm

alis
ee

secondes

circonference normalisee de l ellipse en fonction du temps

FIG. 15 –Cnorm(t) pour une ellipse
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FIG. 16 –Sur fnorm(t) pour une ellipse

Malheureusement on voit que l’algorithme ne permet pas d’atteindre une solution sta-
tionnaire car bien que la circonférence décroit elle ne se stabilise pas et explose. La
remarque est alors la même pour le volume de la bulle donc notre algorithme n’est pas
encore conservatif en volume.

7.1.1 Algorithme conservatif en volume

On a vu que le problème de surface minimale étudié est équivalent à résoudre :

∂tY+u(Y).∇Y = 0. (23)

oùY(t,x) est une fonction Heaviside tel que :

Y(x) =

{

1 si x ∈ Ω1

0 sinon

et
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u(Y) = [Γ(φ)− γ(φ)] n(φ)

avec :























































φ(Y)(t,x) = Y ∗S(x)

n(φ) = − ∇φ
|∇φ| → normale

γΣ(t)(x) = −∇ · n(φ) → courbure locale

ΓΣ(t) =

R

Σ(t) γΣ(t)(x)dσ
R

Σ(t) dσ
→ courbure moyenne

Lorqu’on résoud l’E.D.P par splitting directionnel on a :











Yn+1/2
i j = Yn

i j − ∆t un
x,i j (DxY)n

i j ,D-L ,

Yn+1
i j = Yn+1/2

i j − ∆tun+1/2
y,i j (DyY)

n+1/2
i j ,D-L ,

avec :







un
x,i j = (Γn− γn

i j ) nn
x,i j

un
y,i j = (Γn+1/2− γn

i j ) nn
y,i j .

(24)

Les quantitées(DxY)n
i j ,D-L et (DyY)

n+1/2
i j ,D-L représentent le gradient deY calculé dans

le schéma Després et Lagouitière.
Pour conserver le volume il nous faut :

∑
i j

Yn+1
i j = ∑

i j

Yn
i j . (25)

Ce qui se ré-écrit :

∑
i j

un
x,i j (DxY)n

i j ,D−L +un+1/2
y,i j (DyY)

n+1/2
i j ,D−L = 0 (26)

En remplaçant les champs de vitesseun
x,i j et un

y,i j dans (26) on trouve que pour obtenir
(25) il faut les courbures moyennes suivantes :

Γn =

R

Ω γndσ
R

Ω dσ

Γn+1/2 =
∑i j (γn

i j −Γn) nn
x,i j (DxY)n

i j ,D−L + γn
i j nn

y,i j (DyY)
n+1/2
i j ,D−L

∑i j nn
y,i j (DyY)

n+1/2
i j ,D−L

Ainsi nous avons identifié les courbures moyennes à calculeravec le splitting direc-
tionnel pour que l’algorithme soit conservatif.
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8 Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons tout d’abord décrit la méthode numérique qui permet
de simuler numériquement l’évolution d’une interface. Nous avons vu qu’elle consis-
tait à résoudre une équation de transport d’un Heaviside viale schéma numérique de
Després-Lagoutière. En effet c’est la précision de ce schéma qui permet de capturer
implicitement l’interface par la surface de discontinuitéde la fonction Heaviside.

D’autre part nous avons explicité le champ de vitesse qui permet de déformer la
bulle pour résoudre un problème de surface minimale. Ainsi pour calculer ce champ
de vitesse nous avons vu qu’il faut pouvoir approcher les normales à l’interface, les
courbures locales et la courbure moyenne. Mais il faut surtout pouvoir bien régulariser
la fonction Heaviside pour avoir un calcul précis des courbures locales.

Ainsi la régularisation de la fonction Heaviside nous a permis d’expérimenter deux
méthodes : une par calcul de la fonction distance à l’interface, et l’autre par convolu-
tion avec une fonction spline. Il apparaît au bout de cette étude que la régularisation par
calcul de la fonction distance via la résolution d’une E.D.Pde type Hamilton-Jacobi
est trés imprécise. De plus, on n’arrive pas à déterminer numériquement le niveau de
régularisation nécessaire en fonction du maillage pour pouvoir calculer correctement
le champ de vitesseVΣ(t).

Par ailleurs cette méthode de régularisation nous a permis de mettre en évidence nu-
mériquement un comportement inattendu du schéma de Després-Lagoutière. En effet
nous avons pu établir que lorsqu’on utilise un champ de vitesse non régulier le schéma
crée de la diffusion numérique.

Concernant la méthode de régularisation par convolution avec les fonctions de base
spline nous avons pu précisément calculer les courbures locales en observant que plus
la zone de transition entre 0 et 1, pour la régularisée, est importante, meilleure est le
calcul des courbures locales.

Pour finir nous avons bien réussi à déformer des bulles vers lasphére. Ceci montre
que le calcul du champ de vitesse se fait bien lorsque l’on régularise par la convolution.
Néanmoins notre algorithme ne nous permet pas encore de converger vers une solution
stationnaire. Cependant on a observer que la difficulté réside dans le calcul de la bonne
courbure moyenne. Ainsi cette problèmatique peut faire l’objet de futures études.
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