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Résumé

Les modéles multi-facteurs utilisés dans la modélisation du risque de crédit,
n‘ayant pas de solution analytique, nécessitaient 1'utilisation de simulations de
Monte Carlo afin de calculer des mesures de risque basées sur des quantiles telles
que la Value-at-Risk. Dans le présent rapport nous présenterons la formule analy-
tique de Pykhtin permettant d’approximer la Value-at-Risk grace a un ajustement
granulaire. Nous montrerons le champ d’application de cette formule et tenterons
d’améliorer sa précision. Nous montrerons finalement son utilité dans un contexte
d’allocation optimale de risque dans un portefeuille de crédit.
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1 Présentation de Quantitative Risk Research

1.1 Risklab Madrid et Quantitative Risk Research

Risklab-Madrid est une unité de recherche de I'Université Autonome de Madrid
créée en automne 1998. Son principal theme de recherche est la gestion des risques
financiers. Risklab est un réseau de laboratoire présent en Allemagne, au Canada
et en Suisse. En juin 2006, M. Carrillo, qui dirige Risklab-Madrid, décide de fon-
der Quantitative Risk Research, une société qui congoit des logiciels a destination
des principales banques espagnoles et effectue des missions de consulting et de
formation au sein de celles-ci.

QRR est actuellement composée de 17 personnes, dont 9 associés. Son chiffre
d’affaire annuel s’éleve a environ 600 000 euros. Forte de son expérience dans le
domaine de la gestion des risques financiers et de son partenariat avec la deuxieme
banque espagnole, QRR organise chaque année la "Journée des Risques Finan-
ciers". Cet événement, durant lequel sont présents de nombreux interlocuteurs
reconnus, issus du monde académique et du monde professionnel, permet de pré-
senter les principales avancées dans le domaine de la gestion des risques financiers
et de confronter les différents points de vue.

1.2 Le déroulement du stage

Le stage a eu lieu au sein de Risklab et non QRR afin d’avoir acces a toutes les
ressources universitaires et afin de ne pas étre restreint dans les domaines d’étude
par la nature des projets de QRR. Ainsi les thématiques abordées durant un stage
peuvent ne pas étre en lien direct avec les outils développés au sein de QRR tout
en bénéficiant d’un encadrement de personnes hautement qualifiées en prise avec
I'industrie bancaire. ]'ai effectué mon stage au sein de I'équipe des Quants et no-
tamment aupres de Lorenzo Hernandez.

1.3 Objectifs du stage

Le point de départ de ce stage est un article de Michael Pykhtin publié en 2004.
Cet article traite d’une méthode analytique de calcul de la Value-at-Risk dans un
cadre ou seules des simulations de Monte Carlo pouvaient étre utilisées. Le pre-
mier objectif de ce stage fut donc d’étudier les limites de la formule que Pykhtin
présente dans son article et de définir le plus précisément son champ d’applica-
tion. Cette formule étant actuellement utilisée dans le milieu bancaire, le second
objectif fut d’améliorer ce modele. Aucune direction particuliere n’étant privilé-
giée par 1'équipe, je fus donc libre d’explorer celles qui me paraissaient étre perti-
nentes au vue de l"utilisation qui en est faite dans les banques.
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2 Mesures de risque

2.1 De l'utilité des mesures de risque

Une entreprise intervenant sur les marchés financiers se doit de connaitre les
pertes qu’elle est susceptible de subir en cas de mouvement de marché défavo-
rable. Avec la multiplication des produits financiers de plus en plus complexes et
donc une incompréhension croissante des risques induits par les différentes acti-
vités de ces entreprises, il était nécessaire de créer des outils de mesure de risque,
compréhensibles par les directions et donnant une indication sur le risque glo-
bal encouru. Avec l’avénement de mesures de risque comme la Value-at-Risk et
autres mesures cohérentes, une solution semblait avoir été trouvée. Cependant, la
crise de 2007-2009 a mis en évidence une confiance excessive en ces outils et une
mauvaise compréhension de leur utilisation par une bonne partie des acteurs des
marchés financiers.

2.2 Quelques définitions

Définition 1 On appelle espace probabilisé tout triplet (Q,F,IP) ot QO est un ensemble
non vide appelé univers des possibles, F une tribu sur () appelée tribu des événements et
P une probabilité sur I'espace mesurable (Q, F), c’est-a-dire une mesure positive de masse
1sur (Q,F).

Définition 2 On dit que p est une mesure de risque monétaire si :
— pest croissante : X<Y = p(X) < p(Y)
— p est invariante par translation : YV m € R, p(X+m) = p(X) +m

Définition 3 On dit que p est une mesure de risque homogene si ¥ A > 0, p(AX) =
A p(X)

Définition 4 Une mesure de risque homogene p est dite cohérente si et seulement si elle
est sous-additive, ¢’est-a-dire qu’elle vérifie p(X +Y) < p(X) + p(Y)

2.3 Volatilité

La volatilité est I'écart-type d"une distribution donnée. Un des principaux re-
proches faits a cette mesure de risque est que les écarts a la moyenne, qu’ils soient
positifs ou négatifs sont pris en compte de la méme maniére. En effet, étant donné
que la plupart des distributions de P&L ne sont pas symétriques, cela est problé-
matique. On peut trouver deux distributions ayant la méme moyenne et le méme
écart type mais dont le risque de perte est bien différent.

2.4 Value-at-Risk

2.4.1 Présentation

La Value-at-Risk a été crée au début des années 1990 par JP Morgan dans les
outils RiskMetrics (pour les risques de marchés) et CreditMetrics (pour le risque
de crédit). Choisie en 1996 par le Comité de Bale comme mesure de risque de
référence, la Value-at-Risk (valeur sous risque en frangais) est la mesure de risque
la plus utilisée dans le milieu bancaire. Elle est définie comme la perte la plus
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importante a un niveau de confiance donné (en %), a un horizon donné (en jours).
La VaR est tres populaire car elle peut étre calculée pour tout type de distribution,
elle est facile a implémenter et elle représente un concept simple a expliquer aux
profanes.

Définition 5 La Value-at-Risk est définie comme le quantile de la loi de distribution
P(X<VaR) =«

ou « est le niveau de confiance (99% par exemple).

2.4.2 Méthodes de calcul de 1a VaR

Méthode historique

La méthode historique est une méthode qui se base sur des données historiques.
On compte sur le fait que le comportement passé d’un portefeuille peut étre utilisé
pour connaitre ce qu’il peut se passer dans 'avenir. Ici nul besoin est de connaitre
la distribution de profits et de pertes du portefeuille puisqu’on suppose que les
rendements journaliers seront les mémes que dans le passé. On définit les variables
qui ont le plus d’influence et pertinentes dans le calcul de la VaR. On obtient autant
de scénarios que de jours pris en compte.

Méthode paramétrique

La méthode se base sur la connaissance de la distribution de P&L ou sur une ap-
proximation de celle-ci par une distribution connue. Dans le cas d"une distribution
normale, on définit la VaRege, a 1 jour comme :

VaRegy, = V- N71(0.01) - 03

ou V est la valeur du portefeuille et 05 est I’écart type journalier.

Méthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo consiste a simuler un grand nombre de scénarios
pour le rendement des actifs du portefeuille et ainsi obtenir une distribution empi-
rique du P&L. On définit la VaR comme le quantile de cette distribution simulée.
Cette méthode requiert une puissance de calcul important car la précision de cette
méthode augmente avec le nombre de simulations.

2.4.3 Limites

Le principal reproche fait a la VaR est le fait que cette mesure de risque ne prend
pas en compte les événements extrémes tels que des krachs. De plus, la VaR n’est
pas sous-additive. Ce n’est donc pas une mesure de risque cohérente et contredit
donc le principe de diversification. En effet, on peut trouver des portefeuilles com-
portant plusieurs actifs plus risqués qu'un portefeuille comportant un seul de ces
actifs. L'horizon de temps pour le calcul de la VaR pose probléme car cela suppose
que le portefeuille reste inchangé durant cette période. Or, dans des conditions de
marché normales, pour un portefeuille important, cela n’est pas possible. Ainsi,
une trop grande confiance en cette mesure de risque peut étre catastrophique.
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Une fois la VaR connue, on aimerait connaitre la perte potentielle en cas de perte
supérieure a la VaR. En effet, en cas de scénario extréme, I'important n’est plus de
savoir si la perte dépassera la VaR mais de savoir a combien cette perte se chiffrera.
C’est en cherchant a répondre a cette question que 1’on se rend compte que la prise
en compte dun seul quantile atteint ses limites.

Finalement, la VaR peut étre sujette a manipulation. En effet, en ayant recours
a des options, il est possible de modifier la distribution du P&L pour diminuer la
VaR.

Du fait des défauts de la VaR, d’autres mesures de risque, dites "cohérentes" ont
fait leur apparition et se substitue de plus en plus a la VaR.

3 Revue des modeles de risque de crédit

3.1 Lerisque de crédit

Le risque de crédit est le risque de pertes en cas de défaut d’'un emprunteur
face a ses obligations de remboursement ou en cas de dégradation de sa note de
crédit a cause d’une situation financiere pergue comme risquée en terme de rem-
boursement a venir.

Le risque de crédit n’a pas bénéficié avant les années 1990 du méme traitement
que les autres types de risque. En effet, entre le modele de risque de crédit de
Merton de 1974 et le développement des mesures de risque, il s’est passé presque
20 ans. Cela est étonnant puisque le risque de crédit est peut étre le risque le plus
important au sein des établissements bancaires.

Dans ce chapitre seront présentés succinctement les principaux modéles de risque
de crédit utilisé actuellement. Le modéle nous intéressant sera exposé en détail
dans le prochain chapitre.

3.2 Modeéles structurels

Les modeles structurels sont des modeles qui s’appuie sur la valeur ou le ren-
dement d’un actif et qui les utilise comme facteur définissant le défaut. Le premier
modele a été défini par Merton en 1974.

On valorise I'entreprise comme étant la somme de la valeur de ses actifs et de
ses dettes. On déclare le défaut quand il y a cessation de paiement. Cette cessation
intervient lorsque la valeur de 'entreprise est égale a la valeur de ses dettes. La
valeur totale de I'entreprise suit un processus de Black et Scholes :

dV = uvdt + oVAW

La dette de I’entreprise est constituée d"un titre zéro-coupon de maturité T. A cette
échéance, le titre devrait payé une somme D. La valeur de 'action dépend de la
valeur de l'entreprise.
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Aléchéance T, sila valeur V de l’entreprise est supérieur a sa dette D, les actions
valent V-D et la dette est remboursée donc le titre zéro-coupon rembourse D. Si au
contraire la valeur de 'entreprise est inférieure a la dette alors les actions valent
0 et le titre zéro-coupon paye la valeur V de l'entreprise. Les actions valent donc
Max(V-D,0) et peuvent étre considérées comme des calls de strike D et d’échéance
T. Les créances valent Min(V,D)=D-Max(D-V,0) et peuvent étre considérées comme
a la détention d’une obligation zéro-coupon et a la vente d’un put de strike D, de
maturité T, sur les actifs de I'entreprise.

La probabilité de défaut est définie comme un processus continu analogue a ce-
lui que I'on trouve dans le pricing d"une option dans le modele de Black & Scholes
puisque les actions sont équivalentes a un call.

La valeur des actions vaut

Va(t) = V(0O)N(d;) — De " YN (dy)

avec
4 — In(V(0)/D) + (r— 0%/2)(T —t)
2T ovI—t
et
di=dy—ovTi—t

1 est le taux d'intérét supposé constant

On calcule la probabilité de défaut et ’on trouve :

P(VA <D)=1-N(d;)

3.3 Modeles a intensité

Les modeles a intensité explique le défaut par un phénomene exogéne. On ne
cherche a représenter la cause du défaut mais uniquement a définir une probabi-
lité de défaut basé sur la survenance d’événement causant le défaut. Pour cela on
utilise des processus a sauts et notamment le processus de Poisson défini par

P(N(t) =k) = %ke—“

L’avantage du modéle a intensité est que les sauts et donc les événement causant
le défaut sont observables a tout instant alors que dans le modele structurel, les
probabilités de défaut sur les premieres périodes sont tres faibles.

11



4 Formule analytique pour les modéles structu-
rels

4,1 Présentation du modele

On va définir dans cette partie le modele multi-facteurs de Merton. On consi-
dere un portefeuille de préts de M différents emprunteurs ayant chacun emprunté
un nominal A;. On définit le poids w; d"un prét dans le portefeuille comme le ra-
tio entre son nominal et le nominal du portefeuille entier w; = A;/ Z]Ai 1Aj. Lem-
prunteur i fait défaut dans un certain horizon de temps avec une probabilité p;. Il
y a défaut quand une variable continue notée X; qui définit la santé de I'emprun-
teur 1 a un horizon de temps descend sous un seuil. On suppose que les variables
Xi (qui peuvent étre vues comme le rendement des actifs) ont une distribution
normale standard. Dans ce cas, le seuil de défaut est donné par N “T(py).

On suppose que les rendements dépendent linéairement de N facteurs de risque
systématique normalement distribués avec une matrice de corrélation pleine. Ces
facteurs, que 1’on note Y;, représentent des indices qui affectent le défaut des em-
prunteurs de maniére systématique. Ces indices peuvent étre reliés a I'industrie de
I'emprunteur, a sa localisation géographique, a la conjoncture macro-économique,
etc. Le rendement des préts est la combinaison spécifique a chacun des emprun-
teurs de ces facteurs systématiques, aussi connus sous le nom de facteur compo-

site :
Xi =11+ /1 =178 1)

ol &; est le choc idiosyncrasique, normalement distribué. Les coefficients r; appe-
1és "sensibilités" mesurent la dépendance d'un emprunt a un facteur donné.

Etant donné qu'il est plus simple de travailler avec des facteurs indépendants,
on suppose que les N facteurs systématiques sont décomposés en N facteurs indé-
pendants normalement distribués Zy. La relation entre {Zy} et le facteur composite
est:

N
Yi = Z ocika (2)
k=1

ot les coefficients oy vérifient la relation ZE:1 ocizk = 1 pour garantir une variance
égale a 1 pour Y;. La corrélation entre deux emprunteurs distincts i et j est donnée

N
par pij = Tivj Qi1 ik k-
En cas de défaut de 'emprunteur i, la perte qui lui est associée est définie par
la variable aléatoire LGD; (Loss Given Default). Ces variables, ont une espérance

Wi et un écart-type ;. Nous supposons que les variables LGD sont indépendantes
entre elles et avec toutes les autres variables du modele.

La perte totale du portefeuille se définit comme la somme pondérée des pertes
individuelles effectives des emprunteurs.

M M
L= Z wiI—i = Z wi]l{xiqu (pi)}LGDi (3)
i=1 i=1
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Une approche traditionnelle pour estimer les quantiles de la loi de distribution
du P&L d'un portefeuille dans le cadre multi-facteurs est la simulation Monte-
Carlo. Si le portefeuille est suffisamment large pour étre considéré granulaire,
la plupart des risques idiosyncrasiques dans le portefeuille est diversifiée et les
pertes du portefeuille sont dues aux facteurs systématiques. Dans ce cas, I'équa-
tion (3) peut étre remplacée par la distribution de perte limite dun portefeuille
infiniment granulaire. La perte limite est donnée par 1’espérance de la perte, condi-
tionnelle aux facteurs systématiques, que 1'on obtient en appliquant la loi des
grands nombres conditionnellement aux facteurs.

i N ;

M N pi) =ri)_ oaZ

L = E[I—sz}} =Y wymN =L (4)
i

1—r

1

En pratique, en dépit du fait que I'équation (4) soit plus simple que 1’équa-
tion (3), elle requiert encore une simulation de Monte Carlo pour les facteurs {Z}
quand il y a plus d"un facteur. De plus, on ne voit pas trés bien qu’elle doit étre la
taille du portefeuille pour que I'équation (4) devienne précise.

4.2 Dérivées de la VaR

Nous nous intéressons au calcul du quantile a un niveau de confiance q donné.
On note le quantile tq(L). On définit une variable aléatoire L telle que son quantile
auniveau (, tq(L) puisse étre calculé analytiquement et soit suffisamment proche
de t4(L). On définit la perte totale du portefeuille comme la perte L a laquelle
on ajoute une perturbation U définie comme U = L — L. Pour décrire 'ampleur de
cette perturbation, on introduit la variable perturbée L, = L+ ¢U. On peut montrer
que pour un niveau de confiance q élevé, t4(L;) peut étre calculé en utilisant un
développement limité de variable ¢ au voisinage de tq(L). Le quantile s’écrit donc
dela maniére suivante :

dtq(Le)
de

1 d%tq(Le)
o 2 dé?

tq(L) = tq(L) +

(5)

e=0

Gourieroux, Laurent et Scaillet(2000) ont calculé les deux premiéres dérivées de la
VaR. La premiere dérivée est donnée par

dtq(Le)
de

_-E [u\t — 1, (t)] ©)

tandis que la seconde dérivée est donnée par :

d?tq(Le)

1:2 @)

ou fg(.) est la densité de L. Le probleme revient donc a trouver un L approprié.
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4.3 Approximation par le modéle a un facteur

On définit L via la perte limite définit précédemment, mais uniquement pour
un seul facteur :

M
CL=1Y) =) wippi(V) 8)
i

ou Y est le seul facteur de risque systématique, normalement distribué et pi(y) est
la probabilité de défaut de I'emprunteur i conditionnelle a Y = y, qui est donnée
par:

)
2

1—af

pily) = N {N1 (pi) — aiU]

ol a; est la sensibilité effective . L est une fonction décroissante de Y, déterministe.
De ce fait, le quantile de L a un niveau de confiance q, peut étre calculé analyti-
quement comme la valeur de la fonctionen Y = A/ T(1—q):

tq(D) = UN (1 —q)) (10)

On I'utilise comme approximation d’ordre 0 du quantile t4(L).

On remarque que les dérivées de la VaR (équations 6 et 7) sont des expressions
comportant des moments conditionnels a L = t4(L). Ce conditionnement est équi-
valent au conditionnementa Y = N~'(1 — q). La premiere et la seconde dérivée
s’écrivent donc :

dtji(js) :E[uW:/\HU —q)} 11)
e=0
d’tq(Le) 1 d <n(y) v >
i R [l Var [U[Y = 12
ae? |y~ niy) ay\wgy eV @
Démonstration
d*tq(Le)| 1 d -
7(152 o = —?(1) a <fL(l)VaT [u“_ = 1]) - (E)
fy(y)dy = fL(l)dl
l=Aly)
L=A(Y)
_ —1 diy _ —1 1
fL)dl=n(A~"(1)rdl=n(A (L))iw(k](mdl
d’tq(Le) 1 d /n(A'(1) _ 1
T U 35 Foayver MY =) s
d’tq(Le) 1 d <n(y) - >
—aese - = Y% Y =
diz e=0 n(y) dy ?\’(U) o [u| y] y=N—-1(1—q)
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Pour mettre en relation la variable L a la perte L du portefeuille, on a besoin
d’une relation entre le facteur systématique Y et les facteurs {Zy}. On suppose qu’il
y a une relation linéaire donné par :

N
Y=) bz (13)
k=1

ot les coefficients doivent satisfaire 3 |\, bZ = 1 pour préserver une variance
égale a 1 pour Y. On voit la nécessité de définir les sensibilités {a;} et les coefficients
{by} afin de compléter la définition de L.

Notre premiére étape pour définir {a;} et {by} est I'exigence que L soit égal a
I'espérance de la perte conditionnée a Y pour n’importe quelle composition de
portefeuille. Cette exigence garantit que le premier ordre du développement limité
du quantile (équation 11) converge pour n'importe quelle niveau de confiance q.
Pour calculer E[L|Y], on définit le facteur composite est :

Yi=pY+ /1 -0 m (14)

ol 1; est une variable aléatoire normalement distribuée, indépendante de Y et p;
est la corrélation entre Y; et Y donnée par

N
Py = corr(Yy,Y) = > abyc (15)
i

Les rendements s’écrivent donc

Xi =ipiY 4+ /1 — (ri0:)2G (16)

ou (; est une variable aléatoire normalement distribuée indépendants de Y. En
conséquent, ’espérance conditionnelle de L est :

N (pi) —ripY
1—(ripy)?

M
E[LY] = Z wi N [ (17)
i

On voit que pour vérifier 'égalité L = E[L|Y] quelque soit la composition du
portefeuille, les sensibilités doivent étre définies par :

N

a =TiP; =T ) oabi (18)
pa

Si le choix des {a;} est clairement défini, les {by} ne le sont pas.

4.4 Minimisation de la différence des quantiles dans le mo-
dele multi-facteurs

On cherche ici a géfinir les coefficients {by} tels que les facteurs de risque {Y;} et
le facteur de risque Y aient une corrélation maximale. Le probleme s’écrit :

M N
max corr(Y,Y; tel que b2 =1 19
w(; (,1)> e 31t 19
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On peut cependant se demander si une pondération ne doit pas étre introduite
afin que certains facteurs de risque Y; aient une corrélation plus prononcée avec Y,
notamment liée aux poids occupés par les préts au sein du portefeuille. On ajoute
donc une dimension au probléme, qui devient :

M N
max c; corr(Y, ;) tel que bZ =1 20
(L econn ) etae 3o @0
On trouve la relation suivante :
M
Ci
by =) — aix (21)

i=1

Les coefficients c; restent inconnus a ce stade et il faut faire preuve d’intui-
tion pour tenter de les déterminer. On peut par exemple faire en sorte que la
variance conditionnelle de 1’équation (7) soit minimale. Michael Pykhtin utilise
une approximation de la fonction de distribution de la loi normale bivariée appe-
lée "expansion tétrachorique" pour calculer la variance conditionnelle et fait une
expansion de variable 1; (les sensibilités aux facteurs) en supposant qu’elles sont
faibles (ce quin’est pas le cas). Il obtient un premier résultat qui lui sert de point de
départ. Il teste ensuite plusieurs formules et retient la plus efficace. Nous n’appro-
fondirons pas plus ce point dans le présent mémoire mais comme nous le verrons
plus tard, un choix judicieux permet d’accroitre la précisions des calculs.

La solution retenue est la suivante

N (pi) =N (1 —q)

2
1—7f

ci = wimN (22)

4.5 Ajustement pour le modéle multi-facteurs

A partir de I’équation (12), on obtient la correction entre le modele a un facteur
et le modele multi-facteurs. La correction a ty(L) dtie a la perturbation U est :

La premiere et la seconde dérivées de la fonction 1(y) sont obtenues en dérivant
I"équation (8) :

(23)
y=N-"1(1—q)

M
Uly) =Y winif;(y) (24)

i=1

et "
V(y) =Y wiphy (y) (25)

i=1

ol ﬁi/ (y) et ﬁi” (y) sont les dérivées successives de la probabilité conditionnelle de
défaut. Ces derniéres sont données par les dérivations de 1’équation (9) :

. = N
@ N7 (pi) —aiy

2 2
1—a; T—a

pily) =— (26)
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et
2 —1 () _ . —T1(n.) — .
"y = - ZN (p) —ay [N Hp) —awy ©7)

1—qf M M

Puisque L est une fonction déterministe de Y, la variance conditionnelle de U
est la méme que la variance conditionnelle de L, v(y). Si, conditionnellement a Y,
les contributions individuelles de perte sont indépendantes, 1’équation (22) serait
équivalente a 'ajustement granulaire de Wilde. Cependant, bien que le second
terme dans 1'équation des rendements (16) soit indépendant de Y, il existe une
corrélation non nulle entre deux emprunteur distincts i et j. On le voit clairement
si on réécrit 1’équation (16) :

N
Y+ ) (rio— aibi)Z+ /1 —1& (28)
k=1

Avec a; défini dans I'équation (18), la somme dans 1’équation précédente est in-
dépendants de Y. Cependant, c’est ce terme qui est responsable de la corréla-
tion.Cette corrélation s’écrit :

N
TiT]‘Z Kik & — aiq;
Y _ k=1
Py = (29)

V1 —a)1—ad)

Bien que cette équation ne soit valable que pour deux emprunteurs distincts, on
étend la définition a cette corrélation au cas i=j. Néanmoins, conditionnellement a
{Zy}, les rendements sont indépendants et nous pouvons décomposer la variance
conditionnelle comme la somme d’une partie idiosyncrasique et une partie systé-
matique :

Var [L‘V - y} — Var [E(u{zk}) (V - y] VE [Var(LI{Zk}) ‘V - g} (30)

Le premier terme du c6té droit de I’équation ci-dessus est la variance condi-
tionnelle 8 Y = y de la perte limite du portefeuille donné par l'équation (4). Il
quantifie la différence la différence entre la distributions de perte limite dans le
modele a un facteur et celle du modeéle multi-facteurs. Ce terme noté v,

M M
) =Y 3wy (A (BB W) - ilypiy)] 6D
i=1 j=1
La dérivation de ce terme nous donne

MM _1[ ( _plN_ i
:ZZZwiijiHjﬁi/(y) h) Ny
i=1 j=1 1— (p.lj)2

—Pi(y)

(32)

Le second terme a droite de I'équation décrit 1’effet d"un nombre fini de préts

dans le portefeuille. Ce terme, qui va étre noté vga (y), décrit 1’ajustement granu-
laire et converge vers 0 quand le nombre de prét tend vers l'infini.
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M M
vealy) = Y_ wilud +of)pily) = Y wiudy [Ny, A Bily))] (39)

i=1 i=1
et sa dérivée est :
M

M
vealy) =Y wiluf+od)pi(y)-2) winf [N
i=1

i=1

N7 (y)] — piN B ()]
1—(p})?

pily)

(34)

Puisque la variance conditionnelle v(y) est linéaire tout comme sa premiere

dérivée, la correction du quantile (que 1'on appelle ajustement multi-facteurs) est

aussi la somme d’un terme systématique et d’un terme représentant 1’ajustement
granulaire :

Atq = Aty + Atgh (35)

Chaque terme est obtenue en substituant la variance conditionnelle correspon-
dante et dérivée dans I'équation (22). Quand le nombre de préts tend vers l'infini,
le terme AthA converge vers 0 et on peut interpréter tq(L)+Atg® comme le quantile
de L.

5 Domaines d’applications de la formule de Py-
khtin

5.1 Présentation des tests

Nous allons dans les tests suivants nous placer dans le cas d'un portefeuille
scindé en deux sous-portefeuilles, identiques ou différents. Ces tests basiques servent
de préalables a la suite de notré étude. Etant donné que la formule de Pykhtin se
base sur l'ajustement granulaire, il serait intéressant de tester sa validité dans le
cas d’un nombre infini et d"'un nombre fini d’emprunteurs.

Nous définissons deux sous-portefeuilles A et B. Le sous-portefeuille A est ca-
ractérisé par :
- Mja  :nombre d’emprunteurs identiques dans le sous-portefeuille A
- pa  :probabilité de défaut
— ua :espérance de la perte en cas de défaut

— 0a :écart type de la perte en cas de défaut
- Ya  :facteur composite
- rA  :sensibilité au facteur composite

- wa  :poids du sous-portefeuille A
Le sous-portefeuille B est défini de la méme maniere.
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5.2 Résultats de référence ou résultats "exacts"
5.2.1 Cas d’un nombre infini d’emprunteurs

On a vu qu’avant la formule de Pykhtin, on utilisait des simulations de Monte
Carlo pour obtenir la VaR. Dans le cas d"un nombre infini d’emprunteurs, on uti-
lise la formule de Vasicek qui nous donne la perte limite L*°. En simulant L* un
nombre conséquent de fois, on construit une distribution de P&L. A partir de 1a,
on classe par ordre croissant les pertes et la VaR correspond a la "q x Nbre de simu-
lations" plus importante perte. Par exemple, pour 100 simulations, pour une VaR
99%, 1a VaR serait la 99éme plus grande perte.

On rappelle la formule suivante :

N
N7 (pi) — TiZ oLy
K1

1> =B[L|{zd] = % Wi
i=1

T—f

Toutes les données sont connues a 1’exception des {Zy} que nous allons simuler
suivant une loi normale standard et les «. Les « peuvent étre choisis librement
mais en y regardant de plus pres, on voit qu’ils peuvent nous servir a déterminer
la corrélation entre deux sous-portefeuilles. En effet, si on choisit deux facteurs
systématiques Z; et Z,, indépendants et de distribution normale standard, les fac-
teurs composites Y7 et Y, s’écrivent :

Y1 =anZy+xZ;
Y, =y + )

On calcule la covariance entre Y7 et Y3, sachant que leurs variances respectives
sont égalesa 1:

Cov(Y1,Y2) = anaVar(Zy) + appapVar(Zy) + x1aCov(Zy, Z3) + og1x12Cov(Zy, Z;)
= o161 + X12622

On introduit dés lors une variable de corrélation p représentant la corrélation entre
Y; et Yg. Il nous suffit de réécrire :

Y. = 1-Z1+0-2;

Yz = p-Z1+\/1—p2-Zz

On définit donc la matrice « de la maniére suivante

1 0
BR 0
1o VIi—p2

p V1—p?



de telle sorte que 1’'on puisse déterminer la corrélation entre les deux sous-
portefeuilles A et B.

5.2.2 Cas d’un nombre fini d’emprunteurs

Dans le cas d'un nombre fini d’emprunteurs on utilise la formule suivante pour
modéliser les pertes :

M M
L=) wili=) wilion1(p)LGDi (36)
i=1 i=1

L’indicatrice est une variable de Bernouilli. Il faudra donc tester pour tout ren-
dement X; si le seuil de défaut a été franchi. En ce qui concerne la variable aléatoire
LGDj, on lui donnera une valeur déterministe. La raison de ce choix tient au fait
que ce sont généralement des variables centrées autour de leur espérance avec
un écart-type faible. De plus, 1'utilisation des simulations de Monte Carlo nous
pousse a choisir une valeur précise pour cette variable, car sinon ces simulations
ne nous serviraient plus de référence car n’ayant pas une perte en cas de défaut
correspondante a celle utilisée dans la formule de Pykhtin.

5.3 Tests préliminaires
5.3.1 Nombre infini d’emprunteurs, portefeuille homogene

On se place dans le cadre d’'un nombre infini d’emprunteurs car cela corres-
pond a la théorie de I'ajustement granulaire vue dans le chapitre précédent. Il faut
néanmoins remarquer que ce cas de figure ne peut se retrouver au sein d'un éta-
blissement bancaire. Ce test devrait donc correspondre au cas le plus favorable
rencontré dans 1'utilisation de la formule analytique de Pykhtin.

Dans le cas présent, les nombres d’emprunteurs M et Mg sont infinis. On dé-
finit les parametres suivants.

— MA:MB:OO
— PA = PB =0.5%
— HA = pg =40%

- O'A:(FBZZOO/O
—rAa=13=05
- (UA:(UBZO.S
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FIGURE 1 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.5

On remarque que la précision augmente quand la corrélation entre les deux
sous-portefeuilles augmente. On peut des lors se demander qu’elle serait la préci-
sion dans le cas de sous-portefeuilles n’ayant pas le méme poids.

0.05 T T T T T T

Exact{MC)

— % - Pykhtin

0.045

0.04

Gluantile

0.035

0.03 -

0025 I I I I I I \ I I
] 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 0 1

Risk Factor correlation

FIGURE 2 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.3
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FIGURE 3 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.7

La précision augmente lorsque les sous-portefeuilles ne sont pas équi-pondérés.
Cela est compréhensible dans le sens ot1 lorsque I'on s’éloigne de wa = wg = 0.5,
on se rapproche par exemple de wp = 1 et wg = 0 qui correspond au cas du
modeéle a un facteur, pour lequel une formule exacte existe.

On remarque que lorsque les deux sous-portefeuilles ont une corrélation proche
de1,1a VaR converge vers la méme valeur quelque soit le poids des sous-portefeuille
A et B. Cela est compréhensible car les sous-portefeuilles ont les mémes para-
metres et pour une corrélation élevée, ils se comportent de la méme maniere. Pour
une corrélation égale a 1, il n'y a plus de différence entre eux et on a un unique
portefeuille totalement homogene. Cela n’est pas vrai dans le cas d"un portefeuille
non homogene.

5.3.2 Nombre infini d’emprunteurs, portefeuille non homogeéene

A l'inverse du test précédent, les parametres des sous-portefeuilles ne seront
pas égaux.

- MA = MB =00

- PA = 0.1% y PB = 2%

- uaA = up =40%

— 0pA = 0B = 20%

- TA:0.5, T‘BZO.Z

- wp=wg =05
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FIGURE 4 — PORTEFEUILLE NON HOMOGENE - w, = 0.5
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FIGURE 5 — PORTEFEUILLE NON HOMOGENE -
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FIGURE 6 — PORTEFEUILLE NON HOMOGENE - wp = 0.7

On note que la précision est supérieure dans le cas d"un portefeuille non homo-
gene. En effet, méme dans le cas du portefeuille équi-pondéré, on note que l'erreur
entre le résultat de référence et la formule de Pykhtin n’est perceptible qu’en cas
de corrélation tres faible entre les deux sous-portefeuilles.

5.3.3 Nombre fini d’emprunteurs, portefeuille homogene

0.05 T T T T T T T
Exact(MC)
— % - Pykhtin

0.045

0.04

Gluantile

0.035

| 1 1 1 1 | 1 1
1] 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1
Risk Factor correlation

FIGURE 7 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.5
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FIGURE 9 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.7
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5.3.4 Nombre fini d’emprunteurs, portefeuille non homogene
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FIGURE 10 — PORTEFEUILLE NON HOMOGENE - wa = 0.5
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FIGURE 11 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.3
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FIGURE 12 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.7

En voyant de tels écarts entre la solution exacte et la formule de Pykhtin lorsque
le sous-portefeuille contenant le moins de préts a le poids le plus important du
portefeuille, on peut se demander qu’elle est I'effet de la granularité dans la préci-
sion de la formule de Pykhtin.

5.4 Tests de la granularité

La formule de Pykhtin fonctionne mieux dans le cadre d'un portefeuille infi-
niment granulaire que dans celui, plus réaliste, d"'un nombre fini d’emprunteurs.
Afin de comprendre 'effet de la granularité, on peut essayer de prendre un porte-
feuille défini par un emprunteur d’un c6té et d'une masse infiniment granulaire de
I'autre. En faisant varier le poids de 'unique emprunteur au sein du portefeuille
et en observant la précision de la formule de Pykhtin, on pourra déterminer une
limite a partir de laquelle on pourra parler de portefeuille granulaire et donc d'un
portefeuille qui se prétera bien a lutilisation de la formule.

La perte pour la masse infiniment granulaire est L*° et pour l"'unique emprun-
teur, L, que nous avons vu précédemment. Pour obtenir le résultat de référence,
on effectuera des simulations de Monte Carlo dans lesquels on testera en méme
temps le dépassement du seuil de défaut par la variable X; relative a I'unique em-
prunteur et on appliquera en méme temps la formule de Vasicek relative a la masse
infiniment granulaire.

On commence par définir un poids proche de 0% pour 1'unique emprunteur
et on augmentera progressivement ce poids jusqu’a 100%. On déterminera aussi
I'erreur relative entre la formule de Pykhtin et la solution de référence, afin de
savoir jusqu’a quelle pourcentage la formule peut s’appliquer.
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On fera varier la corrélation entre les deux sous-portefeuilles afin de voir I'im-
pact de la corrélation en fonction de la granularité.

l:lekhlm
wonte Carlo
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05

0.4~

Quantile

g et

0.2~

Exposure of bucket A

Risk Factor correlation

FIGURE 13 — VALEUR DE LA VAR EN FONCTION DU POIDS DE A ET DE LA CORRELA-
TION ENTRE A ET B

La méme figure vue de profil permet de voir la forme de la surface de la solu-
tion exacte (plane) et celle de la formule de Pykhtin (surface courbée)

Borrowers=100 Factors=2 =93 9%
o=20% p=40% p=0.5% =50%

0.8 5
:lekhtm

i | IEwonte Carlo

g7t s snesnss ke s el iinng
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o
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[ | |

005 0.1 02 0.3 0.4 0s 06 07 0.8 08 1
Rigk Factor correlation Exposure of bucket A

FIGURE 14 — VALEUR DE LA VAR EN FONCTION DU POIDS DE A ET DE LA CORRELA-
TION ENTRE A ET B

L’erreur relative entre la solution exacte et la solution donnée par le formule de

28



t dans quelle plage d’expo-

écisémen

Z

Pykhtin nous permettra de connaitre plus pr

sition du sous-portefeuille A et dans quelle plage de corrélation 'utilisation de la

formule de Pykhtin est pertinente.
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FIGURE 15 — ERREUR RELATIVE EN VALEUR ABSOLUE

On note qu’au dela de 10% environ, I'erreur relative devient importante. Il est
donc inutile d’envisager utiliser la formule de Pykhtin lorsque le sous-portefeuille

le plus important représente plus de 10% du portefeuille total.
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5.5 Tests contributions

Apres avoir vu l'effet de la granularité dans la précision, il serait intéressant
de voir 'effet de I’ajustement granulaire et voir son importance par rapport a I’ap-
proximation faite par un modéle a un facteur. On rappelle la formule de Pykhtin :

tq(L) = tq(t) — 21'](1:)) |:V/(1J) —v(y) (li/((ij)) +y>:|

= VaRy + VaR;
y=N"1(1—q)

L’ajustement granulaire correspond au deuxiéme terme dans la partie droite
de I'équation. Comme on a pu le voir, v(y) et v/(y) sont des formules complexes
nécessitant un nombre important d’opérations. Si I’ajustement granulaire n’a pas
d’impact significatif sur le calcul de la VaR, on pourrait envisager de ne pas l'utili-
ser.

5.5.1 Portefeuille infiniment granulaire

On se place de nouveau dans le cadre d'un portefeuille composé de deux sous-
portefeuilles infiniment granulaires et on représente la contribution de 1’ajuste-
ment granulaire et du quantile du modele a un facteur.

Exact(MC)
0.045| — 5 - pykhtin=vaR0+VaR1

0.04

0.035

Quantile

Risk Factor correlation

FIGURE 18 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wp = 0.5

On observe tres bien l'effet de 1’ajustement granulaire (ici VaR;). On note que
celui ci décroit en fonction de la corrélation entre les sous-portefeuilles. La solution
du probléme a un facteur (VaRy) est une bonne approximation de la VaR en cas de
corrélation élevée. Sachant que ce cas ne se présente pas forcément au sein des
établissement bancaires, il est nécessaire d’apporter une correction.
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FIGURE 19 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.9

On observe que dans le cas wa = 0.9, la solution du probleme a un facteur
est une bonne approximation et confirme le fait que lorsque 'on s’éloigne du cas
d’un portefeuille équi-pondéré, on se rapproche du cas a un facteur. L'ajustement
granulaire est proche de 0 méme pour une corrélation faible.

5.5.2 Portefeuille non granulaire

Dans le cas d"un portefeuille non infiniment granulaire, le terme correspondant
a I'ajustement granulaire ne converge pas vers 0. Ce terme contribue donc a l'er-
reur entre la solution exacte et la formule de Pykhtin. On le voit clairement dans
la figure suivante, qui représente la VaR d’un portefeuille non homogene.

0.025 T T T T T T T

Exact(MC)
— % - Pykhtin=VaR0+VaR1
—#% —VvaR0

—+—VaR1 e

0.02

0015

Quantile

0.01 - =

0.005 - —

FIGURE 20 — PORTEFEUILLE NON HOMOGENE - wa = 0.7
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5.6 Conclusion des tests

A la vue des tests effectués, on peut avoir une idée du domaine d’application
idéal de la formule de Pykhtin. On peut le définir comme suit :

Portefeuille de taille importante (au sens du nombre d’emprunteurs) pour
respecter le principe de granularité du portefeuille

Portefeuille non homogene pour respecter le principe de diversification
L’exposition de I'emprunteur ayant la plus grande exposition au sein du por-
tefeuille doit étre la plus faible possible

La corrélation au sein du portefeuille doit étre la plus importante possible

6 Améliorations

6.1 Calcul de la troisieme dérivée de la VaR
6.1.1 Premiére approche

La formule de Pykhtin nécessite les deux premieres dérivées de la VaR. En effet,
le développement de Taylor est effectué jusqu’al’ordre 2. On peut se demander si a
la maniere du développement de Taylor d"une fonction, pousser le développement
a l’ordre 3 ne permettrait pas d’obtenir une précision accrue.

Les deux premieres dérivées sont calculées dans un article de Gouriéroux, Laurent
et Scaillet. En adoptant la méme démarche qu’eux, on peut tenter de calculer la dé-
rivée troisieme de la VaR.

”xf x, Y, —ey)dxdy
”f X, Y, —ey)dxdy
”xf x,y,0)dxdy — e”xyaazf(x,y,O)dxdy +o(e)

H f(x,y,0)dxdy — s”yaazf(x,y,O)dxdy +o(e)

EX|Z+eY =0 =

Cela correspond a un développement de Taylor du ler ordre de variable z.
Aller jusqu’au ler ordre permet de calculer les deux premieres dérivées de la VaR.
Etant donné que 1’on chercher la troisieme dérivée, on pousse le développement
au second ordre. On obtient :

J:[ Xf(X, Y, _Ey)dXdy

EX|Z 4+ €Y = 0]
ﬂ fl(x, y, —ey)dxdy

0 2 02
” xf(x, y,0)dxdy — £” xy = (Y, 0)dxely + %” xy? 5 1(x,y, O)dxdy + ofe?)

f) 2 02
”f(x,y,o)dxdy _ &”ya—zf(x,y, 0)dxdy + %”yza—zzf(x,y,O)dxdy +o(e2)
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Cette approche ne nous permet pas de trouver de formules simplifiables et
donc facilement exploitables. En effet, les dérivées de la VaR sont :

2
0Q(e, 0 _ —¢ Cov Y,Yalng £=0 +£C°V[Y’Y2K|Z:O}
de 0z 2
0z 0z
2
ORED) oy |y v 2108T| +sCov[Y,Y2K|Z=0}
D2 0
—2¢F, {Yak’gf‘zzo] Cov [Y,Yalozgf‘zzo}
3
FROY _ cov[v vz =0] - 28 |v 281 7 — 0| cov |v,v 28T 7 —o
o3 z z

Aucune simplification n’ayant pu étre faite, on ne tentera pas de continuer dans
cette voie. Les détails précis de ces calculs peuvent étre vus a la fin de ce rapport.

6.1.2 Deuxiéme approche

Les calculs de Gouriéroux, Scaillet et Laurent ont été formalisés par Richard
Martin et Tom Wilde. Cependant, méme si les deux premieres dérivées appa-
raissent explicitement dans leur article, la troisieme n’y est pas. Ils ont I'espoir
de trouver une formule générale permettant de déterminer les dérivées de quan-
tile a n'importe quel ordre. Malheureusement aucune formule ne sera publiée (ou
trouvée ?) et c’est pour cela qu’on tentera de déterminer la troisieme dérivée de la
VaR en utilisant leur démarche.

Soient X et U deux variables aléatoires, et soit Y une variable telle que Y = X+¢lUl.
On note t le quantile de Y.

Théoreme 1 Soit Fy(x) = P(Y < x) la fonction de répartition de la variable aléatoire Y.
Pourm >0:
0™Fy
de™m

= (1)

e=0

m—1
S () x(x)

oit um(x) = E(U™X = x) est le m-ieme moment non-centré.

La démonstration de ce théoréme ne sera pas faite ici mais on s’intéressera a son
utilisation. On rappelle que dans le cadre qui nous intéresse, Fy(t) = o«. On dérive
la fonction de répartition comme par rapport a e.
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Par exemple, pour le premier ordre :

aFdc  aFat

de 0¢ Ot O¢

oF |, OFt

de Ot Oe
ot

= FetFe
£+ta£
= 0

d
EF(E’J‘(E)) =

On isole 3 et a 'aide du théoréme précédent, on trouve :

ot F  —wmf
de Ft_ f

2

La difficulté réside dans le fait que les dérivées successives de la fonction de
répartition donnent des formules de plus en plus longues. On isole toujours la
dérivée du quantile qui nous intéresse.

Cela nous donne pour le second ordre :

0t 1 d 5 1 d
02 =¥ dx[(m_u)f]__f dx[va*'f]

On suit le méme raisonnement pour le troisieme ordre en cherchant de préfé-
rence, comme pour les deux premieres dérivées, un moment conditionnel centré.
Apres avoir effectué les calculs et en supposant que E[U[X = x] = py = O(comme
pour la formule de Pykhtin) et ddi)g = 0 on trouve la formule suivante :

°t 1 a4/
03 f a2\
Apres avoir effectué un changement de variable comme dans les deux pre-
mieres dérivées de la VaR, on trouve :

a3tq(L 1T d? -
| = (e me =)
0 L)
1

1=tq (L)
A A 2 A
2 |:<y2 -1+ (3y— ”W +3 (W) ) m3 — (2y +3V) m§ +m§':|

A partir de 1a, la principale difficulté consiste a calculer m3, m} et mj. On
peut trouver dans I'appendice de ce document les calculs. Ces calculs nécessitent
notamment de dériver les fonctions de répartition de la loi normale bivariée et de
la loi normale trivariée. Dans ce but, on utilisera une décomposition de Cholesky
pour les matrices de covariance.

£e=

6.2 Coefficients c;

Le choix des coefficients est un probleme posé par Michael Pykhtin dans son
article car il permet d’améliorer la précision de sa formule de facon significative.
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On présente le probleme dans sa forme la plus simple, sans utilisation de pon-
dération c;

M N
max (Z corr(Y, Yi)> avec la contrainte Z b2 =1

td 5 k=1

On utilise la méthodes des multiplicateurs de Lagrange

M N
Jib) = =) corr(Y, Vi) +A ( bi—1>
=1 k=1

= —iiaikbk—i—?\(ibﬁ—Q

i=1 k=1 k=1

)] M
==Y g+ 2Abg =0
by ; Xk + k

La solution a ce probleme d’optimisation est donné par :

;M
bkzz)\;oﬁk
i=

Un choix possible pour que le multiplicateur de Lagrange A satisfasse la contrainte

est:
1 ’ 1 ’
A= (2;O(i1> —|—...+<2;ocm>
1= 1=

On définit le portefeuille suivant

- MA:MB:OO
— PA = PB = 0.5%
— Ha = pp =40%

— O0A = 0B = 20%
TA =0.1 TB =0.9
— WA = 0.6 wp = 0.4

Nous allons utiliser la formule de Pykhtin pour calculer la VaR, mais avec trois
coefficients c; différents.
1 (. A1
G Wit nNV " (py)]

Ci:j
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On va mettre en évidence I'importance du choix du coefficient c;. Le premier co-
efficient correspond a celui trouvé de maniere intuitive par Pykhtin. Le second est
un coefficient qui est valable si les sensibilités r; sont faibles. Quant au troisieme,
il correspond a la solution si on ne pondere pas les corrélations dans le probléeme
d’optimisation.

L T T T T T T T

Quantile

0.105 - ~ & - B
N 2E &
\\ /’ //
“\\ /e,// e Exa[:l(MF,‘]
P~ T T -ty — % -t Pykhtin

S o SR ;

e e g e = —& —gmn(v ! {p)
797r,l=l].5

04 I I I I I I \ I I
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 08 09 1

Risk Factor correlation

FIGURE 21 — PORTEFEUILLE NON HOMOGENE - wx = 0.6

On voit clairement que le coefficient de Pykhtin est celui qui fonctionne le
mieux. Les autres coefficients donnent des résultats aberrants notamment dus a
des valeurs extrémes pour les sensibilités ;.

Regardons maintenant le portefeuille suivant :

— MA:MB:OO
— PA = PB =0.5%
— HA = pg =40%
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0.05 T T T T T T T

Exact(MC)
— % - ¢; Pykhtin

ansl | TETEw)
| —e—g0s

0.04

Quantile

0.035

0.03

0025 I \ I I I I \ I I
0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 1

Risk Factor correlation

FIGURE 22 — PORTEFEUILLE HOMOGENE - wa = 0.5

Dans le cas présent qui représente un cas plus traditionnel dans notre batterie
de test, on observe que les 3 coefficients donnent le méme résultat. Il faut donc
pour le moment s’en tenir a 1'utilisation du coefficient présenté par Pykhtin et qui
est issu des expériences qu’il a pu faire.

7 Allocation optimale de portefeuille de crédit

7.1 Présentation du probléme

Nous allons exposer dans ce chapitre 1'utilité de calculer la Value-at-Risk au
moyen d’une formule analytique et non plus grace a des simulations de Monte
Carlo.

Certains établissements bancaires utilisent des indicateurs leur permettant de
mesurer le risque de leurs portefeuilles. Ces établissements, grace aux mesures
de risque existantes sont amenés a optimiser 1’allocation de capital au sein de ces
portefeuilles. L'écart-type est une mesure encore utilisée malgré le fait qu’elle ne
tienne pas compte de la corrélation entre les portefeuilles.

L'indicateur qui va nous intéresser est le capital économique. Le capital écono-
mique a pour but de couvrir les pertes les plus importantes et imprévues.
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FIGURE 23 — DISTRIBUTION DE P&L

On peut voir que le capital économique est la différence entre la VaR et la perte
moyenne de la distribution. Cela correspond donc a des fonds dont la banque doit
disposer si elle ne veut pas faire faillite en cas de perte inférieure ou égale a la
VaR. Le capital économique est donc défini avec le méme niveau de confiance que
la VaR. II peut donc étre intéressant de faire diminuer la VaR afin que ce capital
diminue.

Par manque de temps, aucune application n’a été effectuée. C’est pour cela que
seul le principe de l'allocation sera exposé et que 1'utilité de la formule de Pykhtin
dans ce contexte sera montrée.

7.2 Utilité de la formule de Pykhtin dans 1’allocation de
portefeuille

On se base sur I'identité d’Euler et donc les fonctions homogenes pour dériver
la VaR par rapport aux poids w;

Théoréme 2 Theoreme d’euler
Soient V et W deux espaces vectoriels. Soit f une fonction définie par :

f: v — W
X — f(X)

Si f est une fonction homogene d’ordre k, i.e f(AX) = A* f(X) et f est différentiable en tout
point de V, alors f vérifie l'identité d’Euler.

X VIX) =) xi%(X) =k f(X)
i=1 '
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La VaR est une fonction homogene d’ordre 1 car c’est une mesure de risque
homogene. Elle est différentiable en tout point par rapport aux poids w pour une
distribution continue, donc elle vérifie cette propriété.

Pour calculer la contribution d"un portefeuille dans la VaR, on utilise le théo-

réme d’Euler :
M

VaR = Z wj
i=1

OVaR ¢
awi = Z V(lRi
i=1

Dériver la VaR obtenue avec une simulation de Monte Carlo est tres difficile.
On pourrait utiliser le schéma w. Le probléme est que les générateurs
de nombres aléatoires utilisés dans les simulations de Monte Carlo ne sont que
des générateurs pseudo-aléatoires. Les tirages obtenus avec ces générateurs sont
sujets a des bruits. Le résultat obtenu en faisant la différence de deux VaR n’est
donc pas pertinent. On peut remédier a ce probleme en effectuant les simulations
de VaR(X) et de VaR(X + €) en utilisant les mémes tirages.

Une deuxieme solution consiste a utiliser une autre mesure de risque, la VaR
conditionnelle notée CVaR et définie par E[LIL > VaR]. Cette mesure définit la
perte moyenne en cas de perte supérieure a la VaR a un niveau de confiance (.
Etant basée sur une moyenne, elle est plus stable que la VaR. On calcule la CVARg
en déterminant 3 tel que CVaRg = VaR,. On utilise ensuite le méme schéma
que précédemment. On notera quand méme qu'une seule dérivation pourra étre
effectuée, les ordres supérieurs ne pouvant étre obtenus avec des VaR issues de
simulations de Monte Carlo.

Les difficultés évoquées montrent de maniére évidente 1'utilité d"une formule
analytique pour le calcul de la VaR. Non seulement une formule analytique est
obtenue pour la dérivée de la VaR mais on peut imaginer dériver plusieurs fois
la VaR. On illustrera cela en cherchant a trouver la contribution du capital écono-
mique de chaque portefeuille dans le capital économique global.

On rappelle que le capital économique est défini par :

EC =VaR—-EL

ol EC est le capital économique et EL est la perte moyenne.

On calcule la dérivée du capital économique par rapport aux poids w;

dEC D A dVaR]  d
B6 = 2w, = acvj(V‘” EL) = ; dw; [wi oxi } oy (=)

On voit donc la nécessité d"une formule analytique puisqu’on a besoin de déri-
ver deux fois la VaR. La formule de Pyhtin apparait tout a fait désignée pour étre
utilisée dans les problématiques d’allocation suivant le critere de la VaR. Le détail
des calculs des dérivées de la formule de Pykhtin peut étre trouvé dans l'appen-
dice de ce rapport.
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8 Conclusion

8.1 Sur le travail effectué

La liberté que j’avais dans mon travail m’a permis d’adopter une démarche
dans laquelle je devais établir des priorités et cela fut tres enrichissant. Apres
m’étre approprié le modele et ’avoir implémenté, il fallait définir son champ d’ap-
plication et tenter d’améliorer la formule. Mon seul regret est de n’avoir pu implé-
menter durant mon stage la troisieme dérivée de la VaR et donc connaitre un des
résultats de mes recherches.

Une partie de mon travail consistant & améliorer un modéle, je dus me plonger
dans la lecture de dizaines d’articles et de livres afin de m’enquérir de 1'état de
I'art. Ce fut un travail long car la recherche allant de 1’avant, les nouvelles décou-
vertes se basent sur d’anciennes découvertes et ainsi de suite.

La formation MACS m’a dispensé la plupart des outils mathématiques requis
que ce soit au niveau du calcul stochastique, de I’optimisation ou de ’analyse nu-
mérique. Les nombreux projets durant mon cursus m’ont permis d’avoir des faci-
lités lors de I'implémentation des modeles mathématiques ainsi que dans 1’optimi-
sation de codes. Cependant, le faible nombre d’heures de finance pure dispensées
au sein de 1’école a été un frein a certains moments.

8.2 Sur le plan personnel

J’ai eu la chance d’effectuer mon stage au sein de Quantitative Risk Research.
Au contact de personnes travaillant depuis des années dans la finance, j'ai appris
énormément sur les modeles utilisés et sur 1'interaction entre les sociétés éditrices
de logiciels et les banques. De plus, le stage se déroulant a 1’étranger, je découvris
une autre culture du travail et je dus m’adapter a cette culture. Je découvris aussi
pour la premiere fois un management horizontal qui me parut tout a fait efficient
dans son fonctionnement et qui permettait I’épanouissement de tout un chacun.
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A Calculs des dérivées de 1a VaR

A.1 D’aprésles travaux de Gourieroux, Laurent, Scaillet (2000)

On tente de montrer comment Gouriéroux, Laurent et Scaillet calculent la pre-
miére et la seconde dérivée de la VaR.

JJ Xf(X, Y, *ﬁy)dXdU

EX|Z+eY=0 =
Hf(x,y, —ey)dxdy

H xf(x,y,0)dxdy — s” Xy %f(x,y,o)dxdy + o(e)

” f(x,y,0)dxdy — s”y%f(x,y,o]dxdy + o(e)

A Ay
" Bo-—Bq
_ Ao —Aq
Bo(1— 5
Ao —A B
= ¥{1+—‘+o(g)}
Bo 0
Ao —A
= 20 L[ AoBo +AoBy —A1Bg +ole)
BO M —— M——
0(e%) O(e!) O(eh)
of f
o, ol o2
= + € —¢

On sait que
” xf(x,y,0)dxdy
EXZ=0="%————
Hf(x,y,o)dxdy
et que
dlogf _10f
0z  foz
d’ou
”xf ”Xf”yalogf]C ”Xyalogff
EXZ +eY =0 = te CEZN oz
Jeo g It
EXZ+eY =0 = EXZ=0+¢EXZ=0F {Y alggf‘ z :o} —¢E {XY alggf‘ z :o}
z z

E[XIZ:O}fe{IE {XY w’Z:O} — EX|Z = 0]E {Y w'Z:O}}
0z 0z

dlog f
EX|Z = 0] — ¢ Cov {X,Y %’zzo}
z

La premiere dérivée s’écrit donc
0Q(e, o)
O¢

=E[Y|Z+eY =0]

avec : al f
o8 (X,Y,O)‘ z- o] +ole)
z

EX|Z+¢eY =0] = E[X|Z =0] — ¢ Cov [X>Y
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Puisque
f(X, Y, Z‘) = f(X) U|Z] g(z)

alors
dlogf
EX|IZ4+eY=0 = EXZ=0-¢Cov|XY 3 (X,Y10)|Z=0
z
—€ dlogg(z) Cov [X,Y]|Z = 0] + o(e)
0z z=0
On rappelle que
0
a—Cov[X,YlZ =zl = EXY|Z=z]-EXZ=zE[Y|Z=_Z]
z
- E [xv 9 lg’gf(x, YIZ)‘ z- z} _EXZ = 2F {xv alaogf(x,wa’ z- z}
0
——E[X|Z = Z]E[Y|Z = Z]
0z
!
— Cov [x,v Ologf YIZ)‘ z- z} - §E[X|z — ZEY|Z = 7]
z z
On obtient donc
dlogg(z)
EXIZ+eY =0 = BEXZ=0-¢c—>>= Cov [X,Y|Z = 0]
z z=0

— SECOV[X, Y|Z = z]

—eEY|Z = Z]EE[X‘Z =zl +o(e)
0z 0

z=0 z

SiE[Y|Z=0]=0:

EX|IZ+eY=0 = E[X\Z:O]—gal%g(z)

Cov [X,Y]|Z = 0]
0

z=

0
— e—Cov[X,Y|Z =Z]
0z

z=0
alors
0
9Q(e, o) EIY|Z + ¢Y = 0]
de
— Bz =0 —¢ 289 vz = 01— 2 CovlY,VZ = 2]
0z 2—0 0z 2—0
01l 0
= Ao o vviz — 01— e 2 coviY, VIZ = 2
0z 2=0 0z 2=0
= —¢ M Var [Y|Z = 0] — aiVar[YIZ =7z]
0z 2—0 0z 2=0
1 0
= —e———(g(z)Var[Y|Z=0])
g(z) 9z
Résultat
La premiere dérivée est
0 1 0
Nleo) 1 9 varviz = o))
0e g(z) 0z
La seconde dérivée est 5
0-Q(e, o) 1 0
= — Var[Y|Z =0
52 o(z) 3z (g(z)Var[Y] 1)
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Calcul de la troisiéme dérivée

On fait un développement de Taylor au second ordre au lieu du premier. En espérant obtenir une expression
pour la 3éme dérivée de la VaR.

JJ Xf(X) Y, _Ey)dXdy

EXIZ+eY=0 =
”f(X»%*EU)dXd‘J
3 e? 5 02 5
”xf(x,y,o)dxdyfsﬂxy—f(x,y,o)dxdy+—ng —f(x,y,0)dxdy + o(e“)
_ 0z 2 0z2
d 3 5 92 3
[] 70w, O1anety — ey 0,0 )dxdw—ﬂy O tlx,y,0)dxdy + of¢?)
0z 2 022
Ao Ay Ay
Bo — By + B2
- Ao —A1+A,
By (1731*32)
Bo
Ao —A1+A; B; — B, By — B2\ 2 )
= 1
Bo + By +( By )Jro(s)
Ao —A A
= DOZ AR A By + AoBy — AoBa + AgBIBy! — AiBg— A1By + A;Bg +o(e?)
BO M Y == Y~ —— =~
0(e%) O(e!) 0Of(e?) O(e?) O(e!) 0O(e2) Of(e?)
2 2
a0 Ty | = S [ O I
= =+ z — 77 z +€27 72
|| [ [ R R
e et
Y3 2 Yoz JYoz | &2 0z2
—& € +7
Jeoofle e )
On rappelle :
xf(x,y,0)dxdy
EX|Z=0] =

” f(x,y,0)dxdy

dlogf 10f
0z  foz

o%logf @ (10f\  [10f 2+1a2f
022 2z \fdz) foz f 022

192f  ?2logf (1af)2
= = + —

022 022 foz

On n’a pas trouvé de simplification pour la fonction k

| S e [ J

ny

EXZ +eY=0 = 7“77_1 JXf w 2
oo Qe gl zﬂ Jod I
N

It [CR R

2

-
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dlog f €2 >
EX[Z4+eY =01 = EXZ=0+¢EXZ=0E]|Y 3 Z=0|— TE[XIZ:O]IE[Y K|Z=10]
z

1€2E [X|Z = 0] B2 [Y %‘Z:O} —¢E {XY al{;’gf‘z:o}
ya z

dlog f dlog f 2
el [XY o8 ’ zZ= o} E {Y o8tz _ 0} + S EBXY2z = 0)
0z 0z 2

- ]E[X\Z:O]fs{lE {XY alng‘z:o} _EXZ=0E [Y al(’gf‘z:o}}
0z 0z
EZ
+ {E[XYZK\Z — 0] — EIX|Z = OJE[Y?K|Z = OJ}

2R [Y dlogf z:o} {]E [XY Ologf z:o} _EXZ=0E [Y dlogf z:o”
0z 0z 0z

dlog f
- E[X\Z:O]—aCov{x,Y ;’g ‘Z:O}
z

+%C0v [X, Y?k|Z = O]

2B {Y alogf’zzo} Cov {X,Y alogf’zzo}
0z 0z

Les trois premiéres dérivées de la VaR sont donc :

NED  pyizyey—o
¢
dlog f 2
— E[Y|Z=0]—¢Cov {Y,Y o8 ’z:o} + S cov [Y,YZK\Z:O]
0z 2
2R {Y dlogf Z:O] Cov {Y,Y Ologf zzo}
0z 0z
2
— —¢Cov [Y,Y Ologf z:o} + & Cov [Y,YZK\Z:O]
0z 2
—¢2E {Y M'Z:o] Cov [Y,Y alogf‘zzo}
0z 0z
2
0-Q(e, o) — _cCovl|vy dlog f 720
0¢e? 0z
+eCov [Y, Y2k|Z = o]
_2¢F [Y Ologf z:o} Cov [Y,Y Olog f z:o}
0z 0z
3
P ey [Y,YZK\Z:O] _oe |y 298 F 7 o] cov [v,v 28| 7 _o
d¢e3 0z oz
Conclusion

Ne trouvant pas de simplifications, ces expressions ne sont pas directement exploitables dans le cadre de
notre travail.
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A.2 D’aprés les travaux de Richard Martin (2002)
Richard Martin (2002)
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Calcul de la troisiéme dérivée

L ety - 2 (aZF POTLIL i (at>z+a”2t>

de3 de \ 9¢2 0edt 0e  Ot2 \ O¢ ot 0¢2

O3F 3F ot

9e3 | dtde? 0¢

N ( J3F o3F at) ot aZF@
Otoe? at285 de ) ¢ atas d¢2
BF  d3Fot ot 92F ot 9%t

(atzas ﬁa) a) 232 9c 0c2

92F  9ZFoat) 0%t dF d3t

* (ﬁ wai) 2 Tatoe

a3F+ 93F ot

0e3  0toe2 0¢
3F ot 3F /ot\? 2aZF 22t
atoc2 0c | “otZoe (a) dtde 92

+ 63F (§)2+ﬁ(§>3+2&§ﬁ
0t20¢e \ O¢ ot3 \ 0¢ ot2 e 0¢?
02F 92t  02F ot 0%t  OF 93t

—_ + —_—
0tde de2  0Ot2 Qe 0e?2 Ot de3

T F(e, t IR i oec
a3 te) 23 "o \ae 3t 23

33F ot d3F (m)z 32F 9%t _0%F ot 9%t
— + _ 3 -
Otde? de dt20¢e \ O¢

—
0tde 0e2 0t2 d¢ 0¢2
ot\? 33t
Feee + Fret (a) + Ft@

ot ot\?2
+3Ftee — + 3Fete (a> +3Fte =

a3 3F  9%F (8t)3 N oF 93t

02t ot 92t

de d¢2 de 02

= 0

& Feee = 2F = (L1 2 (13(0f(x) = — 25 (u3(x)F(x))

3 2
& Fiee = % = ;7(”—2()‘”(7())

3 2

& Fre = 350 = — A5 (1 (x)f(x))
2

& Free = %xzf

48



03t

0e3

Oe

at\?2 2%t ot 92t
+3Ftte (7) + 3Fte — + 3Ftt — —
¢ € €

ot\?3 ot
— |:F£££ + Feet (a> + 3Ftee —

——(u3f) + —5 13 +3— (uaf
(H3f) + 551 435 (maf

[ d? axf 5 d?
dx2

a2 , L d 1 4 B af 1 d 5
33— (mf 3—(mf)- — —ud)f) =3 —m- — —uPf
dxz(m uy + dx(m )f dx((uz uy) ) oM T dx((uz Hy) )]

d? a’f , a2
— (13f) — —5 1 — 33— (1of
o2 1sf) = g =357 (fm

a2 , L d 1 4 B af 1 d 5
3— (mf)pd —3—(mf)- — —u)f) 43— — —uPf
+ dxz(m s dx(m )f dx((uz u1J)+ oM T dx((uz m))

d?puz d2f dus df  d?f 4 (dzuz d2f dpy df)
fr—puz+2—— — 3~ ft—up+2—=—
dx? dx K3 dx dx  dx? Hi dx? dx? K2 dx dx
2 d2f dpy df
+3u} ft—u +2——
o ( dx? i dx dx
1 le.] df duz df du1 2 df)
33— (e — g Ty =2 — i —
f ( dx dx H]) ( dx dx K2 H dx H dx
1df /duy daf dpg 5 df
3By — [ =24 —p — 2 —f — pd—
H f dx ( dx * deL2 K dx H dx
d?ps d?f _duz df 5 d*f d?u, d2f dp, df
fruz— +2—— —p3— -3 f—3 e —2
dx2 K3 dx? dx dx Hi dx? H dx? Hik2 dx2? K dx dx
d?y d2f dpy df
+3u2 f4+3pu3— +6pf— —
H dx? Hi dx? H dx dx
1 [dyr dus duy df dyy df (alf)2
B | Ry — S 4 ——f— + —
f [dx o M "M e ax M i
dur \2 ydwp df  ,dwy df 5 /df\?
2 f? (=) -2 —f— — i f— — —
H ( dx) i dx dx H dx dx i dx
dy, df 1 (df)z ,duy df 51 (df)z
43 —=— +3 (=) —ewd =L — —33- [ —
K dx dx K FLZf dx H dx dx H f X
d?ps d?f  _duz df 5 d*f d?u, d2f dp, df
fruz— +2—— —p3— —3 f—3 e —2—
dx? H3 dx2 dx dx W dx2 H dx2 Hik2 dx? H dx dx
d? azf dpy df
+3u3 f43ud— +epud— —
M g2 Mg "M ax
dpy dpa dy, df dy df 1 (df)z
3 -3y —=— —3upy—— — 3 B (nd
dx dx H dx dx K2 dx dx H uzf dx
dp; \? >duy df ,duy df 31 /daf\?
+6uy [ — ) f+opd— — +3uF— — +3u3- [ —
Ll1(dx) Tom dxdx+u] dxderu]f dx
du, df 1 (df)z ,duy df 31 (df>2
+3—=— +3 (=) —ewd =L — 3= (—
Mo @ MR T Lax Mo o M (e

49



33t a2 a2 a2 dps d dpr \ 2
2 {%m gl Ml g, (d)

363 ax2 dx2 T ax2 dx dx dx
+ [Hs — i =3 +3u?] 272;
[Z% 6 % +6u2 ddm 3u % 3H2%
+6u? ddm +3uf ddm + 3 % 6 %%} %
[3u1 =3 + 32 —3Hﬂ ]; (%)

a2 d2 a2, dy d dug \ 2
_ {”m L T CNE

dx? dx? T ax2 dx dx dx
azf
+ [Hs —3uipp 433 — u?] o2
d d d d d
[zﬁ,é dug g G2 g die o d
dx dx dx dx

2 dpg

du
+ouT—— +6 TE el o L1343
+ [3H?—3H? —3muz + 3 Hz ( )

& Max

5 dug 6 2duy | df
dx

a2 a2 a2 du; d aw \ 2
_ { s g dH2 o0 gdidig o (ﬁ) ¢

dx? dx? K dx? dx dx dx
d2f
+ [Hz —3uu2 +2H?] o
dps dpz dpy 2d } df
277 —em 2 3wy ot
[ M M e x| dx
On obtient la formule suivante
3t d?ps Py L % L d dp dw \?
R -3 +3 —3= 2 g (22
0e3 dx2 s M52 dx dx ! ( dx)
1d?f
+ [us =32 +2u1] rm)
dus dpa dpy zdm} 1df
+ 298 ey 2 3, g2t S
[ dx M "M | Fax
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Une simplification pour la formule précédente n’étant pas évidente, on essaye par analogie de faire intervenir
un moment (ici le troisieme) comme cela est la cas dans les deux premieres dérivées.
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Selon Pykhtin, py(x) =E[UX=x]=0

On obtient donc :
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E [[x —EX)][Y-EW)][Z- E(Z)]] - E(XYZ) - 2E(X)E(Y)E(Z)
_E(X)E(YZ) — E(Y)E(XZ) — E(Z)E(XY)

E(XYZ) = E[[x ~EX)][Y-EW)][Z- E(Z)}] +2E(X)E(Y)E(Z)
+EX)E(YZ) + E(Y)E(XZ) + E(Z)E(XY)
= B[X—EX)][Y~EM)][Z~E@)]] + 2uchyhs
+px [COV(Y, Z) + py llz]
+y |Cov(X, Z) + uxuz]
)

+uz [Cov(X,Y +uxuy]

Si les distributions de X, Y et Z sont symétriques alors
E[[X-EX)][Y-EM)][Z-E@)]] =0

Donc

E(XYZ)

Zhixbty bz + x [COVIY, Z) + btz + iy [CovIX, Z) + ek | + 1z [CovIX,Y) + pchiy
Spx iy bz + uxCov(Y, Z) + py Cov(X, Z) + p.Cov(X,Y)
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B Minimisation de la différence des quantiles dans
le modele multi-facteurs

M N
max <Z corr(Y, Yi)> such that Z b2 =1

el \i5 k=1

We use the method of Lagrange multipliers

M N
L(by) = —Zcorr(Y,Yi)-F)\(Zbi_])

i=1 k=1
M N N
= — lekbk+x<Zb§1>
i=1 k=1 k=1
M

oL

— ==Y i +2Aby =0

abk ; ik k

The solution of the optimization problem is given by :

| M
bkzﬁi;“ik

A possible choice for the Lagrange multiplier A to satisfy the constraint is

2 2

M M
A= 720(11 + ...+ 7ZO(1N
25 235

M N
max ¢; corr(Y,Y;) such that Z b2 =1
ol \i5 k=1
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C Dérivées de fonctions de répartition de lois nor-
males multivariées

M (z) Mj(z)
Ma(Mil2), itz pg) = [ | e axay
M (z) —px
M; (z) V1—p2
Yy —px
= J J f1 (w) dw | fy(x) dx w =
V1—p?2

! f y_—pox fi1(x) = ! . ! ex 71 Y Px . ! ex {flxz}
Vil \V1-p2) T Vi v P 2\ Vo P2

1 1 2 2.2 1 Z:|
= ————-exp|— +p x —2pxy ) — =x
m/T—p? p{ R R
1 1 2 2.2 2,2 j|
= ———exp|— +p°x" —2pxy + (1 —p“)x
iz % | (8 00 2o 1)
1 1 5 5 }
= —— .exp |— X~ +y“ — 2px
/12 p{ Rl )
= fz(X»y;P)
d L 0 dx i dy
SV (M), M@ 05) = e (Mile), Mjla)s o) - 5Nz (Mile), Mj(2); ) -

N7 (pi) —aiz

1—a

i
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+f1(Mm(s)) - %Mm(s) . J J f2<x,y }Mm(s)> dx dy
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&N (M), My(s), Min(s)) = 2N (Mels), My(s), Mn(s)) S
3N (Mals), (), Mon(s]) 2
a3 (Mils), My(s), Mn(s))
M (5) Moy (s)
= HMi) M) 2 (uz [Me(s)) ay dz

ds
My (s) M; (s)
d
1 (Min(5)) - <M (s) £2(%y [Mm(s)) dx dy

’ ds
M (s) M (s)
M) - M (s) 2 (%2 [M(s)) dx dz
ds
M (s) Mj (s)
(M (s)) - Mo (s) £ (% y [Min(s)) dx dy
ds

Pyz—PxyPxz Y—Pxy M (s)
z—pxy Mi(s) — [ =2 J
. X i \/]*P’%y \/1*P§y . 1
1—p2 ] 2 det(z)
v 1—p2, — [ ouz—exyexe
Xz hf"iy

1 Pxy  Pxz
L= Pxy 1 Pyz
Pxz  Pyz 1

On utilise la décomposition de Cholesky car I est une matrice symétrique définie positive.

2 (U»Z |Mi(5]) =fy

X = (x7,%2,X3)

1
f3(X) = ————exp [ﬁ .z X }
’ (2m) 2 ( )

Njw
™M
N|—=

On effectue le changement de variable X =L - Z

1= (tL)*] !

On obtient donc



[l et ] e - e[ S0z i) e

= m (271)% exp {7% (‘z z)} dz

2
1— (pjm) PimPjm — gij PijPjm — Pim .
com (L) = [ pimPjm — Py 1—(pim) PijPim —Pjm | = com(X)
PijPjm — Pim  PijPim — Pjm 1— (py)

2

: 1, 1= (pjm) PimPjm — gij PijPjm — Pim Pxx  Pxy Pxz
= det(D) com (L) [ pimpjm —pij 1 —(Pim) PijPim —Pjm | = | Pxy Pyy Pyz
PijPjm — Pim  PijPim — Pjm 1—(py) Pxz Pyz  Pzz

|Z] = det (£) =142 pipjmPim — P — Pfm — Pim

1 1
f3(x,y,2) = ———exp |:_* (pxx X2+ Pyy * yz + Pzz - 22+ 20xy * XY + 2pxz - XZ + 2pyz - yZ):|

(2m)% 1|2 2
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D Calcul des contributions a la VaR
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