Equations Différentielles Ordinaires

Partie 2 : Equations linéaires ordre 1 et 2
Plus quelques situations problématiques...
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient constant

y'(t)+ay(t)=0, y:R—R
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» Equation homogene a coefficient constant

y'(t)+ay(t)=0, y:R—R

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient constant

y'(t)+ay(t)=0, y:R—R

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
» Solution générale
y(t) = Ce™™
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient constant

y'(t)+ay(t)=0, y:R—R

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
» Solution générale
y(t) = Ce™™

» Solution globale (existe sur R)
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient constant
Y(t)+ay(t) =0, y:R—>R
» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1

» Solution générale
y(t) = Ce™™

» Solution globale (existe sur R)

» Probleme de Cauchy

y'(t)+ay(t) =0, y(to)=yo, Yy:][to,+x] =R
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient constant

y'(t)+ay(t)=0, y:R—R

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
» Solution générale
y(t) = Ce™™

» Solution globale (existe sur R)
» Probleme de Cauchy
y'(t) +ay(t) =0, y(to) =yo, y:[to,+oc] =R

~ Solution

y(t) = yoe 2t~ ™0)
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient variable

y'(t) +a(t)y(t) =0, ae C°(R)
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient variable

y'(t) +a(t)y(t) =0, ae C°(R)

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
» Solution générale

y(t) — Ce™ Jta(s)ds

» Solution globale (existe sur R)
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient variable

y'(t) +a(t)y(t) =0, ae C°(R)

v

Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
Solution générale

v

y(t) — Ce™ Jta(s)ds

v

Solution globale (existe sur R)
Nécessite un calcul de primitive

v

MACS 1 Introduction aux EDOs



Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient variable
y'(t) +a(t)y(t) =0, ae C°(R)

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
» Solution générale

y(t) — Ce™ Jta(s)ds

» Solution globale (existe sur R)
» Nécessite un calcul de primitive

» Probleme de Cauchy

y'(t)+a(t)y(t) =0, y(to)=yo, Y:[to,+o0] =R
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation homogene a coefficient variable

y'(t) +a(t)y(t) =0, ae C°(R)

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 1
» Solution générale

y(t) — Ce™ Jta(s)ds

» Solution globale (existe sur R)
» Nécessite un calcul de primitive

» Probleme de Cauchy
Y'(t)+a(t)y(t) =0, y(to) =y, y:[to,+oo] =R

~ Solution

y(t) = yoe S 2()ds
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation a coefficient variable avec second membre

y'(t) + a(t)y(t) = b(t), ac C°(R), be C'R)
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation a coefficient variable avec second membre

y'(t) + a(t)y(t) = b(t), ac C°(R), be C'R)

» Ensemble des solutions : espace affine de dimension 1
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation a coefficient variable avec second membre

y'(t) + a(t)y(t) = b(t), ac C°(R), be C'R)

» Ensemble des solutions : espace affine de dimension 1
» Avec une solution particuliere

y(t) ta. §(t)+a(t)y(t) = b(t),
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation a coefficient variable avec second membre

y'(t) + a(t)y(t) = b(t), ac C°(R), be C'R)

» Ensemble des solutions : espace affine de dimension 1
» Avec une solution particuliere

y(t) ta. §'(t)+a(t)y(t) = b(t),
» Solution générale

y(t) = j(t) + Ce~ / 2%
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation a coefficient variable avec second membre

y'(t) + a(t)y(t) = b(t), ac C°(R), be C'R)

v

Ensemble des solutions : espace affine de dimension 1
Avec une solution particuliere

y(t) ta. §(t)+a(t)y(t) = b(t),

Solution générale

v

v

y(t) = j(t) + Ce~ / 2%

v

Méthode de variation de la constante
y(t) = C(t)e™ 7o)
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation a coefficient variable avec second membre

y'(t) + a(t)y(t) = b(t), ac C°(R), be C'R)

v

Ensemble des solutions : espace affine de dimension 1
Avec une solution particuliere

y(t) ta. §(t)+a(t)y(t) = b(t),

Solution générale

v

v

y(t) = j(t) + Ce~ / 2%

Méthode de variation de la constante
y(t) = C(t)e™ 7o)

v

v

Solution générale

t
C(t)=C+ / b(r)el "2 gy
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Equations linéaires d'ordre 1

» Equation a coefficient variable avec second membre

y'(t) + a(t)y(t) = b(t), ac C°(R), be C'R)

v

Ensemble des solutions : espace affine de dimension 1
Avec une solution particuliere

y(t) ta. §(t)+a(t)y(t) = b(t),

Solution générale

v

v

y(t) = j(t) + Ce~ / 2%

Méthode de variation de la constante
y(t) = C(t)e™ 7o)

v

v

Solution générale

t
C(t)=C+ / b(r)el "2 gy
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique
» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2

MACS 1 Introduction aux EDOs



Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R
» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique

P4ar+b=0
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique

P4ar+b=0

» A > 0: Solution générale
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique

rP+ar+b=0
» A > 0: Solution générale

y(t) = C_e~"+ Cre™*
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique

rP+ar+b=0
» A > 0: Solution générale

y(t) = C_e~"+ Cre™*

» A =0: Solution générale
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique

rP+ar+b=0
» A > 0: Solution générale

y(t) = C_e~"+ Cre™*

» A =0: Solution générale

y(t) = (Cx + K)e™
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique

rP+ar+b=0
» A > 0: Solution générale

y(t) = C_e~"+ Cre™*

» A =0: Solution générale

y(t) = (Cx + K)e™

» A < 0: Solution générale
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t) + by(t) =0, y:R—R

» Résolution classique

» Ensemble des solutions : espace vectoriel de dimension 2
» Equation caractéristique

rP+ar+b=0
» A > 0: Solution générale

y(t) = C_e~"+ Cre™*

» A =0: Solution générale

y(t) = (Cx + K)e™

» A < 0: Solution générale

y(t) = e*" (Cicos (Bt) + Gosin(Bt)), re=a+iB
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systéeme d'ordre 1
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systéeme d'ordre 1

Z(t) = Az(t), z(t):< y(t) ) A:<_0b 1)

y(t) == y'(t) —a
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systéeme d'ordre 1

20 =m0, 20=( ;"0 ) A= (5 L)

» A diagonalisable (dans C)
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systéeme d'ordre 1

Z(t) = Az(t), z(t):< y(t) ) A:<_0b 1)

y(t) == y'(t) —a

» A diagonalisable (dans C)

A= PDP, D=(ra ro), r2dare +b=0
+
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systéeme d'ordre 1

20 =m0, 20=( ;"0 ) A= (5 L)

» A diagonalisable (dans C)

r. 0

A= PDP1, D= (
O r+

), ri—f—ari—&—b:O

et
w(t) = P71z(t) ~ w'(t) = Dw(t)
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systéeme d'ordre 1

Z(t) = Az(t), z(t):< y(t) ) A:<_0b 1)

y(t) == y'(t) —a
» A diagonalisable (dans C)
0 ry

A= PDP!, D:(r_ 0)7 ri4ary +b=0

et

w(t) = P71z(t) ~ w'(t) = Dw(t)
d'ou

Wl(t) = Clerft, W2(l’) = Cze”t,
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systéeme d'ordre 1

Z(t) = Az(t), z(t):< y(t) ) A:<_0b 1)

y(t) == y'(t) —a

» A diagonalisable (dans C)

A= PDP, D=(ra r0>, r2dare +b=0
+

et

w(t) = P71z(t) ~ w'(t) = Dw(t)
d’ou

Wl(t) = Clerft, W2(l’) = Cze”t,
et finalement

y(t) = R(Zl(t)), Zl(t) = P11W1(t) + P12W2(t) =C_et+ C+e’+t



Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systeme d'ordre 1

2(t) = Az(t), z(t):(~ y(t) ) A

y(t) == y'(¢)

Il
A~
|
°~C)
(-
L
~_

» A non diagonalisable
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systeme d'ordre 1

Z/(t) = Az(t), Z(t)=(~ 7 ) A:<—0b 1)

y(t) = y'(z)
» A non diagonalisable

A=PJPY, J:(rl), r=—
0 r
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systeme d'ordre 1

Z/(t) = Az(t), Z(t)=(~ 7 ) A:<—0b 1)

y(t) = y'(z)
» A non diagonalisable

_ 1 o r ]. __E
A=PJpt, J_(O r), r=-3

et
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systeme d'ordre 1

Z/(t) = Az(t), Z(t)=(~ 7 ) A:<—0b 1)

y(t) = y'(z)
» A non diagonalisable

_ 1 o r ]. __E
A=PJpt, J_(O r), r=-3

et

d'ol
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Equations linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

y'(t)+ay'(t)+ by(t) =0, y:R—R

» Ecriture sous forme de systeme d'ordre 1

Z/(t) = Az(t), Z(t)=(~ 7 ) A:<—0b 1)

y(t) = y'(z)
» A non diagonalisable

_ 1 o r ]. __E
A=PJpt, J_(O r), r=-3

et
w(t) = P71z(t) ~ w'(t) = Jw(t)
d’ou
wy(t) = Ge™, wi(t) = (Gt + G)e™,
et finalement

y(t) =z (t) = (Ct + (Nf)e't



Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)
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Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y'(8) + /() + by(t) = £(1), f e CO(R)
» Méthode de Variation de la constante

» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z5(t) de I'équation homogeéne écrite comme systéme d’ordre 1
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Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante
» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z5(t) de I'équation homogeéne écrite comme systéme d’ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

2(t) = a(t)z(t) + A(t)z2(2)
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Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante

» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z5(t) de I'équation homogeéne écrite comme systéme d’ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

z(t) = a(t)z1(t) + B(t)z2(t)
soit encore
y(t) = a(t)yi(t) + B(t)y2(t)
y(t) a(t)f(t) + B(t)y(t)
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Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante
» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z5(t) de I'équation homogeéne écrite comme systéme d’ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

2(t) = a(t)z(t) + A(t)z2(2)

soit encore

y(t) = a(t)(t) + B(t)y(t)
y(t) = a(t)j(t) + B(t)y(t)
De la définition de y(t), il suit

yY'(t) =/ ()n(t) + alth'(t) + B'(t)ya(t) + B(t)ya(t)
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Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante
» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z5(t) de I'équation homogeéne écrite comme systéme d’ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

2(t) = a(t)z(t) + A(t)z2(2)
soit encore
y(t) = a(t)(t) + B(t)y(t)
y(t) = a(t)j(t) + B(t)y(t)
De la définition de y(t), il suit
yY'(£) = o/ (thya(t) + a(t)n'(t) + B'(t)y2(t) + B(t)ys(t)
De y(t) := y'(t), il vient alors
o (t)n(t) + B'(t)ya(t) = 0



Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante
» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z,(t) de I'équation homogeéne écrite comme systéme d’ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

2(t) = a(t)z(t) + A(t)2z2(2)

soit encore

y(t) = a(t)y(t) + B(t)y(t)
y(t) = a(t)j(t) + B(t)y(t)

De plus z(t) est solution de |'équation avec second membre

(1) + ay(t) + by(t) = £(t)
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Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante
» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z,(t) de I'équation homogeéne écrite comme systéme d’ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

2(t) = a(t)z(t) + A(t)2z2(2)

soit encore
y(t) = a(t)(t) + B(t)y(t)
y(t) = a(t)n(t) + B(t)j(t)
De plus z(t) est solution de |'équation avec second membre
7'(t) + ay(t) + by(t) = (1)
et puisque z;(t) et z(t) solutions de I'équation homogene
o ()f(t) + B'()72(t) = £(1)



Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante
» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z,(t) de I'équation homogene écrite sous forme systéme ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

2(t) = a(t)z(t) + A(t)2z2(2)

soit encore
y(t) = a(t)(t) + B(t)y(t)
y(t) = a(t)n(t) + B(t)j(t)
De plus z(t) est solution de |'équation avec second membre
7'(t) + ay(t) + by(t) = (1)
et puisque z;(t) et z(t) solutions de I'équation homogene
o (t)y1(t) + B'(t)ys(t) = £(2)



Equations linéaires d'ordre 2 avec second membre

y"(t) +ay'(t) + by(t) = (1), feCOR)

» Méthode de Variation de la constante
» Hypothése : On connait deux solutions indépendantes z;(t) et
z,(t) de I'équation homogene écrite sous forme systéme ordre 1
» On cherche alors une solution sous la forme

2(t) = a(t)zu(t) + S(t)za(t)

soit encore
y(t) = alt)y(t) + B(t)y2(t)
y(t) = a(t)j(t) + B(t)ya(t)
D'ou finalement le systeme sur o/(t) et 8/(t)
o ()y(t) + B (t)ya(t) = 0
o/ ()yi(t) + B'(t)ya(t) = £(t)

qui est un systéme algébrique (sur des fonctions...) !
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Equations non linéaires - 1

y(t)=ay?(t) a€R
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Equations non linéaires - 1

y(t)=ay?(t) a€R

» Equation autonome a variables séparables
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Equations non linéaires - 1

y(t)=ay?(t) a€R

» Equation autonome a variables séparables

» Solution générale
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Equations non linéaires - 1

y(t)=ay?(t) a€R

» Equation autonome a variables séparables

» Solution générale

1
t)=——— beR
y(t) at+ b’ <

» Solution du probléeme de Cauchy avec y(0) = yo

Yo

t) = —t—
y(t) 1= ayot
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Equations non linéaires - 1

y(t)=ay?(t) a€R

v

Equation autonome a variables séparables

v

Solution générale

1
t)=——— beR
y(t) at+ b’ <

v

Solution du probléeme de Cauchy avec y(0) = yo

Yo

t) = —t—
y(t) 1= ayot

v

Cas yo >0
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Equations non linéaires - 1

y(t)=ay?(t) a€R

v

Equation autonome a variables séparables

v

Solution générale

1
t)=——— beR
y(t) at+ b’ <

v

Solution du probléeme de Cauchy avec y(0) = yo

Yo

t) = —t—
y(t) 1= ayot

v

Cas yo >0

» Casa<0
~~ Existence globale sur R
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Equations non linéaires - 1

y(t)=ay?(t) a€R

» Equation autonome a variables séparables
» Solution générale
()= ——> . beR
AT
» Solution du probléeme de Cauchy avec y(0) = yo
Yo
)= 2
y(t)=1- a0t
» Cas yp >0
» Casa<0
~~ Existence globale sur R
» Casa>0

~~ Explosion en temps fini : existence sur I'intervalle [0, -]
’_ayo
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Equations non linéaires - 2

y'(t) =2a/y(t) a€R
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Equations non linéaires - 2

y'(t) =2a/y(t) a€R

» Equation autonome a variables séparables
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Equations non linéaires - 2

y'(t) =2a/y(t) a€R

» Equation autonome a variables séparables

» Solution générale

y(t) = (at + b)>, beER
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» Equation autonome a variables séparables

» Solution générale

y(t) = (at + b)>, beER

» Solution du probleme de Cauchy avec y(0) = yp >0

y(t) = (at + V/0)?

~> Solution globale sur R
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Equations non linéaires - 2

y'(t) =2a/y(t) a€R

v

Equation autonome a variables séparables

v

Solution générale

y(t) = (at + b)>, bER

v

Solution du probléeme de Cauchy avec y(0) =0

y(t) =2t

Mais y(t) = 0 est aussi solution !!l ~~ Pas unicité
Infinité de solutions

v

0 si te]0, T
VTo € Ry y(t):{ 2(t — To)? si t>[T0 o
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Vidange d'une cuve

» Conservation de |'énergie
2

u
— +gz=C
> & 0
» A la surface
u=0
» Au niveau du robinet
z~0

~~ Vitesse au niveau du robinet

u=+/2gh
» Equation sur la hauteur de I'eau dans la cuve
LK (t) = —1\/2gh(t)
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Acces au passé

» Probleme de Cauchy final

Vt €] —oo, tr] y'(t) = f(t,y(t), y(tr)=yr

» Datation Carbone 14

Vt €] —oo,tr] y'(t) = —ay(t), y(tr)=yr, a>0

Solution

y(t) = yreltr=9)

» Vidange d'une cuve
Vt €] —oo,t7] y'(t) = —2a/y(t), y(tr) =0, a>0
Solution

Q?(t—To)? si t< T
3To e R_ y(f){ 0 si t € [To,tf]
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