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Exercice 1. Soit u un endomorphisme de Rn. On veut montrer qu’il existe une droite ou
un plan vectoriel de Rn stable par u.

1. Montrer que si u admet une valeur propre réelle alors il existe au moins une droite
vectorielle de Rn stable par u.

2. En déduire que si n est impair alors il existe au moins une droite vectorielle de Rn

stable par u.

On suppose désormais qu’il n’existe pas de droite vectorielle de Rn stable par u.

1. Montrer que le polynôme caractéristique Q de u est de la forme

Q(X) =

n/2∏
i=1

(aiX
2 + biX + ci)

avec b2
i < 4aici pour tout i ∈ {1, .., n/2}.

2. Déduire du théorème de Cayley-Hamilton qu’il existe un vecteur x non nul de Rn

et i ∈ {1, .., n/2} tel que

aiu
2(x) + biu(x) + cix = 0 .

3. Etablir que x et u(x) sont linéairement indépendants et montrer que le plan vectoriel
engendré par ces 2 vecteurs est stable par u.

Exercice 2. Soit a un nombre réel tel que −2 < a < 2. On définit la matrice tridiagonale
d’ordre n, An(a), par

(An(a))i,i = a, i = 1, .., n; (An(a))i,i−1 = −1, i = 2, .., n; (An(a))i,i+1 = −1, i = 1, .., n−1.

On note δn(a) le déterminant de An(a).

1. Etablir la formule de récurrence

δn(a) = aδn−1(a)− δn−2(a) .

2. On pose a = 2 cos ϕ, ϕ ∈]0, π[. Vérifier par récurrence que

δn(a) =
1

2i sin ϕ

[
ei(n+1)ϕ − e−i(n+1)ϕ

]
3. Calculer toutes les valeurs de a pour lesquelles δn(a) s’annule.



4. En déduire que les valeurs propres de la matrice An(2) sont données par

λn,k = 4 sin2
[ kπ

2(n + 1)

]
, 1 ≤ k ≤ n .

5. On rappelle que le conditionnement en norme Euclidienne d’une matrice symétrique
A est donné par

cond2A =
+ grande valeur propre en module

+ petite valeur propre en module

Calculer cond2An(2) et lim
n→+∞

cond2An(2).

Exercice 3. Soit A une matrice réelle, n× n, symétrique, définie positive.
Pour résoudre le système :

Ax = b , b donné dans Rn (1)

on considère la méthode itérative suivante pour laquelle x0 est arbitraire et σ est un
paramètre réel :

xn+1 = xn − σ(Axn − b) (2)

1. Montrez que la méthode (2) converge vers la solution du système (1) si et seulement
si :

0 < σ <
2

ρ(A)
,

où ρ(A) désigne le rayon spectral de A.

2. Montrez que la vitesse de convergence de la méthode (2) est maximale pour une
valeur de σ que l’on exprimera en fonction de ρ(A) et ρ(A−1).


