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Probléme 1

Soit € > 0 et A(e) la matrice n x n définie par :

ou plus précisément : (a;,-1 = 1,1 =2,...,n), a1, = €, tous les autres éléments sont nuls.
1. Calculez les vapeurs propres de A(0) et de A(e).
Corrigé : La matrice A(0) est une matrice triangulaire inférieure a diagonale nulle,

elle est nilpotente, toutes ses valeurs propres sont nulles.
Calculons le polynome caractéristique de A(e) :

- 0 0O ......... 0 €
1T =X 0 0
0 1 =X 0
PN =" 0 1 =\ 0 0
................ 0 1 —X 0
..................... 0 1 —\

En développant le déterminant suivant la premiere ligne on obtient :
P.(A) = =AM\) + (=)™ eN())

avec M (M) le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure d’ordre n—1 dont les
éléments diagonaux sont —\ et donc dont M(\) = (—=A)", et N(A) le déterminant
de la matrice triangulaire supérieure d’ordre n — 1 dont les éléments diagonaux sont
1 donc N(A) =1, d’ou la formule :

P(A) = (=1)" (A" —¢)

Les valeurs propres de la matrice A(e) sont donc les n racines n'®™ de ¢
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2. Les matrices A(0) et A(e) sont-elles diagonalisables sur R ou sur C?
Corrigé : A(0) étant nilpotente n’est pas diagonalisable. A(e) ayant toutes ses

valeurs propres distinctes deux a deux, mais complexes, est diagonalisable sur C
mais pas sur R.

Probléme 11

Soit A une matrice n x n et x # 0 € R, le quotient de Rayleigh R4(x) est défini par :

< Az, x >
RA(x)I <a:’x>
)

ol < z,y > désigne le produit scalaire euclidien de deux vecteurs de R"™.

On considere dans la suite une matrice A réelle, symétrique, de valeurs propres A\; <

Ao < ... < )\, et une base orthonormale de vecteurs propres associée pi, pa, ..., Pn.
1. En notant Vj le sous-espace de R"™ engendré par les vecteurs py, po, . . . , px, démontrez
que A\, = jnax Ra(x)
i=k

Corrigé : Un élément x € Vj, s’écrit x = > . _| ayp;, avec les o; € R, et compte tenu
des propriétés des p; (vecteurs propres et orthonormés), son quotient de Rayleigh
s’écrit : B}
i
RA($) = Zlk : 21
PIeE

une quantité dont le maximum est bien )\, atteint pour x colinéaire a py,.

2. Démontrez que A\, = min  Ru(z) (lire = orthogonal au sous-espace Vj_1).
1V _1;2#0
Corrigé : L'orthogonal de V},_; est le sous-espace vectoriel engendré par pg, pri1, - -, Pn’;

donce si x L Vi alors x = Y\~ a;p; et

i=

" )\10412
Ra(z) = 2’2—2
21 a;
d’ou le résultat

3. Soit W un sous-espace vectoriel quelconque de dimension k, démontrez que l'inter-
section W N V- n’est pas réduite au vecteur nul.

Corrigé : Sachant que dim(W NVt ) = dim(W) + dim(V: ) — dim(W + V2 ) et
que dim(W) = k, dim(V,2,) = n — (k= 1) et dim(W + V;1,) < n, on en déduit
dim(W N ViE,) > 1, ce qui prouve que ce sous-espace n’est pas réduit au vecteur
nul.



4. En notant V, I'’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de R™, démontrez

que A\, = min ( max RA(x))

WeVy \zeW;z#0

Corrigé : Puisque Vi, € Vj, la question (1) prouve que Ay > min (max RA(:IJ)),
wev, \ zeWw

maintenant la question (3) permet de trouver un vecteur v € W N V,-, non nul et
d’apres la question (2) A\y < Ra(v) < max Ra(x), ceci étant vrai pour tout W de
e

dimension k, cela prouve que A, est bien le min max.

Probleme II1

Dans ce probleme, les matrices considérées sont des matrice réelles n x n. Pour une matrice
A donnée, p(A) désigne son rayon spectral, o(A) son spectre (c’est a dire ’ensemble de ses
valeurs propres) et || Al|2 sa norme matricielle associée a la norme euclidienne ||z||o sur R".

Premiere partie
Soit C' une matrice symétrique semi-définie positive et soit v € ]0, +o0].

1. Montrez que (71 + C) est inversible et que D = (v — C)(yI + C)~! est symétrique.

Corrigé : Les valeurs propres de C' sont dans R,. Donc on a :
oI+ C)={y+ | Aea(C)} CRY.

Par conséquent, vI + C est inversible. Pour montrer que D est symétrique, on utilise
d’'une part que C' est symétrique et donc aussi (yI —C), (yI +C) et (v +C)71, et
d’autre part que vI — C et yI + C commutent et donc que vI — C et (yI + C)7!
commutent.

2. Montrez que ||D||s < 1, puis que ||D||; = 1 si et seulement si 1 € o(D).

Corrigé : La matrice D étant symétrique, sa norme 2 est égale a son rayon spectral,
soit :

Dllo = o(D) =
|Dll2 = p(D) i

v+ A‘ T
De plus, si ||D||2 = p(D) = 1, ses valeurs propres étant réelles, 1 ou —1 sont valeurs

propres de D. La valeur propre —1 est exclue car elle correspondrait a v = 0, donc
1 est bien valeur propre de D.

3. On suppose que 1 € o(D). Montrez que le sous-espace propre E1(D) de D associé a
la valeur propre 1 est un sous-espace vectoriel de ker(C') le noyau de C.

Corrigé : Si a est vecteur propre de D associé a la valeur propre 1, Da = a implique
(I —C)a= (I+C)aetdonc Ca =0, aappartient a ker C'.



4. Montrez quesi ||alla = 1 et ||Dallz = 1, alors a € Ey(D). (Indication : on décomposera
a dans une base orthonormale de vecteurs propres de D.)

Corrigé : On suppose que |[Dalls = 1 et |ja|ls = 1. En décomposant sur une base
orthonormée de vecteurs propres (e;) de D, associés aux valeurs propres (u;), on
obtient a = Y ae; et Da = )" p;ae;. L'égalité des normes euclidiennes implique

mais comme on a vu que —1 < p; < 1, 'égalité implique que si a; # 0 nécessairement
w; =1 et donc Da = a.

Deuxiéme partie
Soit v € 0,400 et A une matrice symétrique définie positive et soient Cy et Cy deux
matrices symétriques semi-définies positives telles que A = C7 4+ Cy. Pour b € R” et
a® € R" donnés, on définit la suite (a™)ren par :

(I 4 C)a®*2) = (v] — Cy)a® + b

Vk e N 1
( ) {(7[_’_ OQ)G(k—H) — ('YI _ Cl)a(k+§) +b

5. Trouvez une matrice B et un vecteur ¢ tels que 'on ait

(Vk € N) a®V) = Ba® 1 ¢

Corrigé :
B = (71 + Cy) " (vI = Cy) (/I + Ch) (v — Cy)
c= (I +Co)7 o+ (yI + Coy)~ (I — Cy)(vI + Cy) .

6. Montrez, en utilisant la notation de la question 1), que p(B) < ||D1Ds||2 < 1.

Corrigé : Avec les notations de la question 1), en remarquant que DDy = (I —
C) (I + Cy) 7y — Cy) (I + Cy) 7! est semblable & B, puis en utilisant le résultat
de la question (2) (||D;lla < 1), on a :

p(B) = p(D1D3) < || D1 Dsllz < || Dyll2][Dafl2 < 1

7. L’objet de cette question est de montrer que p(B) < 1 en raisonnant par I’absurde.

(a) On suppose que p(B) = 1. Montrez qu'il existe alors a € R" tel que

|D1Ds|ls = [[D2allz = |lalls = 1

Corrigé : Si p(B) = 1, ||[D1Ds]l2 = 1 donc il existe a tel que |lalls = 1
et ||[Dy1Dsall = 1. Remarquons que cela entraine |[Dqalls = 1 puisque 1 =
D1 Daallz < [|Dil2]| Daally < [[Daallz < [ Dellaflall2 < 1.



(b) Que peut-on alors dire de || Dsally 7

Corrigé : Puisque || Dyalls = ||al|2 = 1 Le vecteur a est donc un vecteur propre
de Dy pour la valeur propre 1 (on utilise la question 4). Donc || D;alls = 1 et a
est aussi vecteur propre de D, pour la valeur propre 1.

(c¢) En déduire que a € ker(C) Nker(Cy) et conclure a une contradiction.

Corrigé : On a donc trouvé un vecteur a de norme 1 dans l'intersection de
ker(Cy) et ker(Cy) (voir question 3). C’est impossible car a appartiendrait alors
au noyau de A = C + C5 qui est définie positive.

8. Montrez que la suite (a®)),ey est convergente, et de limite égale & la solution a du
systeme linéaire Aa = b.

Corrigé : La méthode converge car p(B) < 1, et vers la solution de a = Ba+ c. On
vérifie par le calcul que c’est également I'unique solution de Aa = b.



