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Exercice I

1. Trouvez une formule d’intégration numérique sur le segment [0, 1] de la forme :

1
| e 105) = af(0) + 1) +2£0) + 6£(1)
0
qui soit exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a trois.

Corrigé : Ecrivons que la formule est exacte pour les monomes de degré 0 a 3 :
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2. Soit P¢(z) le polynome d’interpolation d’Hermite tel que Pr(0) = f(0), Ps(1) =
£(1), P4(0) = f'(0) et Pj(1) = f'(1). Démontrez que I(f) = [ Py(x)da.

Corrigé : Py est un polynome de degré inférieur ou égal a trois, la formule est donc
exacte pour Py, comme f et P; coincident aux points de la formule, la propriété est
vraie.

3. Démontrez la formule d’erreur pour f € C*4([0,1]) :

Ve € 0,11, 3¢ €0, 1] £(x) — Py(e) = 5%z — D2FV(Q)

Corrigé : Pour z # 0 et x # 1 posons

F(t) = £0) - Pyt) - LD =Ty



F' a trois zéros distincts (0, x,1), par Rolle F' a deux zéros (distincts de 0,z, 1),
d’autre part, par les propriétés d’interpolation, F’ s’annule en 0 et 1, donc a quatre
zéros distincts. Par applications successives du théoréme de Rolle, F®*) s’annule en
au moins un point ¢, d’ou le résultat.

. En déduire une majoration de l'erreur E( f |f0 t)dt—I(f)| pour f € C*([0,1]).

Corrigé :

! 1
t))dt| < sup | f@( /—t2t—12t up | f“
n=1[ vw < s IO [ e = 1= o s £90)

. En déduire une formule d’intégration numérique sur le segment [a, b] de la forme :

b
|| #adde = M5 = Mf(@) + 15 6) 4 vF (@) + £70)
qui soit exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a trois.

Corrigé : Posons ¢(t) = f(a + t(b — a)), alors (b — a) fol o(t)dt = fab f(x)dx. La
transformation affine conservant le degré des polynomes, la formule

M(f) = (b—a)l(¢) = (b—a)af(a) + Bf() +y(b—a)f (a) + 0(b—a)f (b)]
est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a trois. D’ou
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. Donnez une majoration de ]fabf(.az)da: — M(f)| pour f € C*[a,b]).

Corrigé -
[ st = 0006 < 2 s 60001 = Lo s 000)
. Soit [A, B] un segment de R et #; = A + ih pour i = 0.N avec h = B=A. Soit
e CY(A, B)), on pose :
U(f)=h (f(;c") + NZ:; fla:) + @) + % (f'(x0) — f'(zn))

Montrez que
4
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Corrigé : La formule composée s’obtient en sommant les formules élémentaires sur
les intervalles [x;, z;41]. L'erreur est majorée par la somme des erreurs sur chacun
des intervalles élémentaires.

. Comparez la formule d’intégration précédente et son erreur a la formule des trapezes
composeée.

Corrigé : La formule des trapezes composée est :

[ swas = (f Sy pe)+ (‘;N)) ~B-a e
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Le terme correctif avec la dérivée premiere fait donc gagner deux ordres sur ’erreur.

Exercice 11

Soit € > 0 et A(e) la matrice n x n définie par :

000 ............. 0 ¢
1 00 ...l 0
01 0 ... 0
A =1 010 ....... 0
................ 01 00
................... 010
ou plus précisément : (a;;—1 = 1, pour i = 2,...,n), a1, = €, et tous les autres éléments

sont nuls.

1. Calculez les vapeurs propres de A(0) et de A(e).

Corrigé : La matrice A(0) est une matrice triangulaire inférieure a diagonale nulle,
elle est nilpotente, toutes ses valeurs propres sont nulles.
Calculons le polynéme caractéristique de A(e) :

A0 0 ... 0 ¢
T =X 0 0
0 1 =X 0
PN =" 0 1 -\ 0 0
................ 0 1 —X 0
..................... 0 1 —\

En développant le déterminant suivant la premiere ligne on obtient :

P.(\) = =AM(\) + (=1)" teN(\)



avec M (M) le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure d’ordre n — 1 dont
les éléments diagonaux sont —\ et donc M (A) = (—=A)", et N(A) le déterminant de
la matrice triangulaire supérieure d’ordre n — 1 dont les éléments diagonaux sont 1,
donc N(A) =1, d’ou la formule :

Les valeurs propres de la matrice A(g) sont donc les n racines n®™ de ¢

2. Les matrices A(0) et A(e) sont-elles diagonalisables sur R ou sur C?

Corrigé : A(0) étant nilpotente n’est pas diagonalisable. A(e) ayant toutes ses
valeurs propres distinctes deux a deux, mais complexes, est diagonalisable sur C
mais pas sur R.

Exercice I11

Pour résoudre le systeme linéaire Ax = b, ou A est une matrice carrée d’ordre n, on
considere la méthode suivante, dite méthode de Richardson. Soit r > 0 et zg € R", on
définit la suite x; € R™ par la formule de récurrence :

Ty = x — r(Axy — b)

1. Montrez que cette méthode est du type Mxp, 1 = Nz +bavec A = M — N, précisez
M et N. Puis donnez la matrice d’itération B de la méthode.

Corrigé : On trouve M =r T et N=r"'1 —Aet B=1—rA.

2. Pour A une matrice symétrique définie positive

(a)

Donnez en la démontrant une condition nécessaire et suffisante sur r pour que
la méthode converge.

Corrigé : Pour que la méthode converge il faut et il suffit que le rayon spectral
de B soit inférieur strictement a 1. Les valeurs propres de B se déduisant
simplement de celles de A (qui sont réelles), cela s’écrit : —1 < 1 —7rA < 1
pour toute valeur propre A de A. Ce qui donne, puisque les valeurs propres de
A sont strictement positives, la condition 0 < r < % La condition nécessaire
et suffisante de convergence de la méthode est donc r < ﬁ.

Montrez que la valeur optimale de r est /\1% ou A et \, sont respectivement

la plus petite et la plus grande des valeurs propres de A.

Corrigé : La méthode est d’autant plus rapide que le rayon spectral de la
matrice d’itération est petit. Or p(B) = max;|1—7r);| avec \; les valeurs propres
de A que l'on suppose ici ordonnées de la plus petite a la plus grande (elles
sont positives). Cette fonction de r s’écrit f(r) = max {1 —rA;, 7\, — 1}, son
graphe est tracé sur la Figure 1 et son minimum est atteint a la valeur indiquée
dans I’énoncé.
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3. On suppose dans cette question que la matrice A est strictement diagonalement
dominante avec des éléments diagonaux tous positifs. Montrez que si :

0<r<
max; a; ;
la méthode de Richardson converge.
Indication : on pourra utiliser la norme [| Al = max;(_;|a; ).

Corrigé : Pour que la méthode soit convergente il suffit de vérifier que || B||o < 1,
soit :
11— 7a;, —i—rZ\am] <1, Vi
J#i

mais, compte tenu de la condition sur 7 on a 1 —ra;; > 0, par ailleurs la stricte
diagonale dominance entraine r»_,a;;| < ra;;, I'inégalité stricte est donc bien
vérifiée pour tout i.

4. Comparez les résultats des questions 2 et 3 pour la matrice tridiagonale d’ordre n,
d’éléments diagonaux a;; = o > 2 et d’éléments extra-diagonaux a;;+; = —1, dont
les valeurs propres sont :

km
n+1

A = a — 2 cos( ) k=1,---,n

Corrigé : La matrice est symétrique, définie positive, en effet toutes ses valeurs
propres sont strictement positives. Ses plus petite et plus grande valeurs propres



sont respectivement :

)

A1 = a — 2cos( Wl) et A\, =a+2cos(

n + n+1
La question 2 nous dit que la méthode est convergente si et seulement si
2

o+ 2cos(;75)

r <

et que le parametre optimal est » = 1/a. La matrice est également strictement
diagonalement dominante a diagonale positive, la question 3 nous dit que la méthode
est convergente pour r < 1/a, la valeur limite indiquée de r est en fait la valeur
optimale.



