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Chapitre 0

L’espace vectoriel R"

0.1 Structure d’espace vectoriel sur R"

On rappelle que R™ est I'ensemble des n-uplets (z1,--- ,x,) ot chaque x; est un nombre réel.

0.1.1 Addition dans R"

Définition 0.1

par

La somme v + v’ de deux éléments v = (x1,- - ,x,) et v/ = (z}, -+ ,z.) de R™ est définie

! / !
v+v = (zp + a7y, xn + ).

Exemple 0.1 Dans R® on a (2,2,-1)+ (3,-2,7) = (5,—%,-1+n)

)92

Propriété 0.1

1.

La somme v + v’ de deux éléments v et v’ de R" est encore un élément de R™ ; on dit
que + est une loi de composition interne;

Pour tous v,v',v" dans R, on a (v+v')+v"” = v+ (v +v") ; on dit que la loi + est
associative.

Pour tout élément (z1,...,z,) de R, on a
(xlv"' 7In)+(0v 70) = (Ilv"' 7l’n) = (07 7O)+(‘T1a"' ,CCn).
On dit que le n-uplet (0,--- ,0) est élément neutre pour la loi + ; on le note Og» ou
simplement 0.
Pour tout élément v = (xy1,- -+ ,x,) de R™ on a
(l‘h o ,Z’n) + (_':617 Tty _In) = OR"~
On dit que (—x1,--- ,—x,) est le symétrique ou I’opposé de v = (x1,- -+ ,x,) pour

la loi + ; on le note —v ;

. Pour tous v,v' dans R™, on a v+v' = v' +v; on dit que la loi + est commutative.



0.1.2 Multiplication d’un élément de R"” par un nombre réel

Définition 0.2

Le produit o - v d’un élément v = (x1,- -+ ,x,) de R™ par un réel o est défini par

a-v = (awy, -, qmy).

Exemple 0.2 Dans R* on a (=3) - (-1,2,2,0) = (3,—6,—2,0)
Propriété 0.2
Va e R, Vo' e R, Vo e R”, Vv € R" on a :
6. o - v est encore un élément de R™ ;
7. (a+a')-v = a-v + o -v; Paddition + des réels est distributive a droite par
rapport a la loi -.
a-(v+v) = a-v + a-v; Paddition + dans R™ est distributive a gauche par

rapport a la loi -.
8 (ad) v =a-(d v);
9.1.-v =w.

Remarque 0.1 Dans les propriétés précédentes, il faut bien noter que le méme symbole + est
utilisé pour désigner deuzr opérations différentes : d’une part l’addition habituelle dans R et d’autre
part Uaddition dans R™ vue dans la définition 0.1. De méme la multiplication dans R est souvent

notée aussi - et ne doit pas étre confondue avec 'opération - de la Définition 0.2.

0.1.3 Notion d’espace vectoriel

Au vu des propriétés (1) a (9) ci-dessus, on dit que (R™,+,) est un espace vectoriel sur le
corps R des nombres réels. Les éléments de R™ sont appelés les vecteurs de cet espace vectoriel
et les réels sont appelés les scalaires. En particulier Og» est appelé le vecteur nul de R™.

Remarque 0.2 On écrit parfois ¥ au lieu de v pour désigner un vecteur de R™.
0.1.4 Calcul sur les vecteurs de R"
Propriété 0.3

e Vo e R Vo eR” (—a) v =a (—v) = —(a-v);
e En particulier on obtient aveca=1: (—=1)-v = —v.

Soustraction de deux vecteurs

On pose, pour tous vecteurs v et v de R™ :

v—v' =v + (=)

Exemple 0.3 Dans R3, (2,1,—1) — (4,1,—6) = (2,1,—1) + (—=4,—1,6) = (—2,0,5).



Propriété 0.4

Va e R, Vo' e R, Vv e R*, Vv € R" on a :
e (a—d)v=av—d v;
ea-(v=-v)=av—a-v.

Propriété 0.5 (propriétés d’absorption)
Va e R, Vv € R” on a :
e 0-v = Opn;
e - Ogrn = Ogn ;
e réciproquement, a.-v = Ogn = (@ = 0 ouv = Ogn).

0.1.5 Colinéarité

Définition 0.3

On dit que deux vecteurs v,v’ de R™ sont colinéaires s’il existe o € R tel que v/ = a.- v ou
v =« - v'. En particulier, le vecteur nul Og» est colinéaire a tout vecteur de R™.

0.2 Représentation graphique des vecteurs de R? et R?

Sur un dessin, les vecteurs de R% ou R® peuvent se représenter par des points dans un repére
orthonormé dont 'origine représente le vecteur nul.
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FIGURE 1 — Le vecteur v = (3,2) dans R?



FIGURE 2 — Le vecteur w = (3,4,2) dans R?

0.3 Combinaisons linéaires de vecteurs

Définition 0.4

Soient vy, --- ,v des vecteurs de R™. On dit qu’un vecteur v € R™ est une combinaison
linéaire de vy, - - - , vy s’il existe des scalaires a, - - - , ay, tels que

V=01 V1 + -+ g V.
L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vy, - - , vy est noté Vect(vy,--- ,vg).
Exemple 0.4 e Dans R3, le vecteur v = (1,e,4) n'est pas combinaison linéaire des vecteurs

vy = (m,1,0),vy = (%, —9,0) ; autrement dit v € Vect(vy,vs).
e Dans R*, le vecteur v = (—4,16,—3,4) est combinaison linéaire des vecteurs

v = (1, 2, -3, 71), Vg = (72, 4,1, 2), V3 = (10, —4,—15, 710),
autrement dit v € Vect(vy,ve,v3). On a en effet
(—4,16,-3,4) = (=2) - (1,2, -3, 1) + 6 - (=2,4,1,2) + 1 - (10, —4, —15, —10).

Il y a ici plusieurs fagons d’écrire v comme combinaison linéaire de vy, va,vs ; par exemple

on a ausst

(—4,16,—3,4) =2 (1,2,—3,-1) + 3 (=2,4,1,2) + 0 - (10, —4, —15, —10).



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();




0.4 Sous-espaces vectoriels de R"
0.4.1 Définition et propriétés générales

Définition 0.5
Un sous-espace vectoriel de R™ (en abrégé s.e.v.) est un sous-ensemble E de R™ qui vérifie les
trois propriétés suivantes :

P1. Le vecteur nul Og» appartient a E ;

P2. Si v,v" sont deux vecteurs dans E, alors leur somme v + v’ est aussi dans E ; on dit
alors que E est stable par addition ;

P3. Si a est un réel et si v est un vecteur dans E alors le produit « - v est aussi dans E ;
on dit alors que E est stable pour la multiplication par les scalaires.

Exemple 0.5 Le singleton {Ogn} et R™ lui-méme sont des sous-espaces vectoriels de R™. Les
droites vectorielles et les plans vectoriels sont aussi des sous-espaces vectoriels de R™ qui, pour
n =2 oun =3, sont des objets familiers de la géométrie étudiée au lycée (voir plus bas).

Propriété 0.6

Soient E et F' deux s.e.v. de R™. Alors
e L’intersection E N F est un s.e.v. de R™ ;
e [’ensemble
G={weR"|Jue EIeF telsque w=u+v}

est un s.e.v. de R™. C’est le plus petit s.e.v. de R"™ qui contient EUF'. Il se note E+ F.

Théoréme 0.1

Soient vy, - - - , vy, des vecteurs de R™. Alors Vect(vy, -+ ,vg) est un s.e.v. de R™. De plus, c’est
le plus petit s.e.v. de R™ qui contient tous les vecteurs vy, --- ,v;. On dit que c’est le s.e.v.
de R™ engendré par les vecteurs vy, - , V.

0.4.2 Droites vectorielles et plans vectoriels

Définition 0.6

Un ensemble Vect(vy), ot v est un vecteur non nul de R™, est appelé une droite vectorielle
de R™. Autrement dit, une droite vectorielle de R™ est un ensemble dont les éléments sont les
vecteurs de R™ colinéaires a un vecteur v; # Og» donné.

Définition 0.7

Un ensemble Vect(vy,vs), ol v1,vs sont deux vecteurs non colinéaires de R™, est appelé un
plan vectoriel de R".



0.4.3 Equations cartésiennes des droites vectorielles de R?

Propriété 0.7

Un ensemble D C R? est une droite vectorielle de R? si et seulement si il peut s’écrire sous
la forme D = {(x,y) € R?| ax + by = 0} avec (a,b) # (0,0). On dit alors que azx + by = 0 est
une équation (cartésienne) de D.
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FIGURE 3 — La droite vectorielle D de R? d’équation 2z — 3y = 0 contient le vecteur v = (3,2)

0.4.4 Equations cartésiennes des plans vectoriels de R?

Propriété 0.8

Un ensemble P C R? est un plan vectoriel de R? si et seulement si il peut s’écrire sous la
forme P = {(z,y,2) € R¥| ax + by + cz = 0} avec (a,b,c) # (0,0,0). On dit alors que
ax + by + cz = 0 est une équation (cartésienne) de P.

0.4.5 Représentations cartésiennes des droites vectorielles de R?
Propriété 0.9
Un ensemble D C R? est une droite vectorielle de R? si et seulement si il existe deux plans

vectoriels P, P’ de R? différents tels que D = PNP’. En considérant une équation az-+by-+cz =
0 de P et une équation a’x + b'y + ¢’z = 0 de P’, on obtient

D:{(Qz,y,z)ER3|am+by+cz:O et a'z+b'y+c’z:0}

et on dit que les deux équations ax + by + cz = 0 et 'z + b'y + ¢’z = 0 forment une
représentation cartésienne de D.




FIGURE 4 — Le plan vectoriel P de R? d’équation 2x —y — 2 = 0 contient le vecteur w = (3, 4,2)
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0.5 Familles libres

Définition 0.8

Une famille libre dans R™ est une suite (vy,--- ,vx) de vecteurs de R™ telle que 'égalité
oy -V + - ay - v = Oge est vraie seulement pour oy = --- = ag = 0. On dit aussi que les
vecteurs vy, - - - , v sont linéairement indépendants. Dans le cas contraire, on dit que les
vecteurs vy, - - - , v sont liés.

On peut reformuler ces notions sous la forme suivante :
Propriété 0.10

e Des vecteurs vy, - - - , v de R™ sont linéairement indépendants si et seulement si aucun
d’entre eux n’est combinaison linéaire des autres.
e Des vecteurs vy, - -+ , v, de R™ sont liés si et seulement si au moins I’'un d’entre eux est

combinaison linéaire des autres.

Remarque 0.3 Si des vecteurs vy,--- ,vr de R™ sont linéairement indépendants alors ils sont
tous différents du vecteur nul Ogn et de plus ils sont tous différents les uns des autres.

0.6 Familles génératrices d’un s.e.v. de R"

Définition 0.9

Soit E un s.e.v de R™. Une famille génératrice de E est une suite (vy,--- ,vg) de vec-
teurs appartenant 4 E telle que tout vecteur v € FE peut s’écrire comme combinaison
linéaire de wvy,--- ,vg. Autrement dit, c’est une suite de vecteurs (vi,---,v) telle que

Vect(vy, -+ ,u,) = E.

0.7 Bases et dimension d’un s.e.v. de R"

Définition 0.10

Soit E un s.e.v. de R"™ qui n’est pas réduit au singleton {Og~}. Une base de E est une suite
(v1,- -+ ,vx) de vecteurs de R™ qui est a la fois une famille libre et une famille génératrice de
E. De plus, on convient que I’ensemble vide () est 'unique base du s.e.v. {Ogn }.

Proposition 0.1

Soit E un s.e.v. de R™ qui n’est pas réduit au singleton {Og~}. Une suite (vq,--- ,vx) de
vecteurs est une base de E si et seulement si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
suivantes :

e Les k vecteurs vy, - - , v sont tous dans E ;

e Tout vecteur v € E s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire de vy, - - - , v.

Exemple 0.6 e La base canonique de R™ est la base de R™ constituée des n vecteurs

U1 = (17()’07"' 7070)7’02:(07170)"' 70a0)7"' y Un = (070707"' 7071)'
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e Si D est une droite vectorielle de R™, tout vecteur non nul de D constitue une base de D.
En particulier si D est une droite vectorielle de R? d’équation ax +by = 0 alors le vecteur
(=b,a) constitue une base de D.

e Si vi,ve sont deux vecteurs non colinéaires de R™ alors (vi,ve) est une base du plan
vectoriel P = Vect(vy, va).

o Si P est un plan vectoriel de R® d’équation ax+by+cz = 0 avec a # 0 alors ((—b, a,0),(—c,0, a))
est une base de P. Trouver de méme une base de P lorsque b # 0 et lorsque ¢ # 0.

0.7.1 Dimension

Théoréme 0.2

e Tout s.e.v. de R™ posséde (au moins) une base.
e Toutes les bases d’'un méme s.e.v. E de R™ contiennent le méme nombre de vecteurs ;
ce nombre est appelé la dimension de E et se note Dim(FE).

Exemple 0.7 e Dim({Og~}) =0 et Dim(R") = n.
e Si D est une droite vectorielle de R™ alors Dim(D) = 1.
e Si P est un plan vectoriel de R™ alors Dim(P) = 2.

Proposition 0.2

Soit E un s.e.v. de R"™ de dimension k.

e Si(vy,---,v;) est une famille libre de vecteurs qui appartiennent & E alors on al < k.
Si de plus | = k alors cette famille est une base de E.
e Si(vy,---,v;) est une famille génératrice de E alors on al > k. Si de plus | = k alors

cette famille est une base de E.

En considérant le cas particulier £ = R™ dans la proposition précédente, on obtient :

Corollaire 0.1

e si (vy,---,v;) est une famille libre dans R™ alors on a l < n. Si de plus | = n alors
cette famille est une base de R™.
e si(vy,--- ,v;) est une famille génératrice de R™ alors on al > n. Si de plus | = n alors

cette famille est une base de R™.

0.7.2 Dimension et inclusion

Théoréme 0.3

Soient E, F deux s.e.v. de R™ tels que E C F. Alors on a Dim(E) < Dim(F). De plus,
Pégalité Dim(E) = Dim(F) est vraie si et seulement si E = F.
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0.8 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 0.11

Le rang d’une famille de vecteurs (vy,- -+ ,vg) dans R™ est la dimension du sous-espace vec-
toriel Vect(vy, - -+ ,vy) engendré par ces vecteurs. On le note Rg(vy, - -+ ,vy). Dit autrement,
on définit

Rg(v1,- -+ ,v;) = Dim(Vect(vy, -+, vg)).
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Chapitre 1

Applications linéaires

1.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 1.1
Une application f : R™ — R™ est dite linéaire si elle vérifie

Vu e R" Vo € R"  f(u+v) = f(u) + f(v),

VAERVuER™ f(A-u)=A-f(u).

Si de plus n = m alors on dit que f est un endomorphisme de R™.

Remarque 1.1 Supposons que (v1,--- ,v) soit une famille génératrice de R™, c’est a dire que
Vect(vy, -+ ,v;) = R™. Alors une application linéaire f : R™ — R™ est totalement déterminée dés
lors que l'on connait les valeurs de f(vi), -, f(vg). En particulier f est totalement déterminée
si l’on connait sa valeur sur tous les vecteurs d’une base de R™.

Propriété 1.1
Soit f : R™ — R™ une application linéaire. Alors on a
1. f(Orn) = Opm ;
2. si E est un s.e.v. de R™ alors f(E) est un s.e.v. de R™ et Dim(f(FE)) < Dim(E) ;

3. si F est un s.e.v. de R™ alors f~1(F) est un s.e.v. de R™.

1.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 1.2

Soit f : R — R™ une application linéaire.

1. On appelle noyau de f, et on note Ker(f), le s.e.v. f=1({Ogm });
2. On appelle image de f, et on note Im(f), le s.e.v. f(R™).
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Propriété 1.2

Soit f : R™ — R™ une application linéaire.
e f est surjective si et seulement si Im(f) =R™;
e f est injective si et seulement si Ker(f) = {Ogn}.

1.3 Opérations sur les applications linéaires

Théoréme 1.1

1. Soient f : R™ — R™ et g : R — R™ deux applications linéaires et A € R. Alors les
applications f 4+ g : R™ — R™ et A- f : R™ — R™ sont aussi linéaires.

2. Soient f : R™ — R™ et g : R™ — RP deux applications linéaires. Alors ’application
go f:R™ — RP est aussi linéaire.

1.4 Le théoréme du rang

Théoréme 1.2

Soit f : R™ — R™ une application linéaire. Alors on a la relation

n = Dim(Ker(f)) + Dim(Im(f)).

Remarque 1.2 Pour une application linéaire f : R™ — R™, la dimension de Im(f) est appelée
le rang de f, noté Rg(f). Ainsi la relation du Théoréme 1.4 devient
n = Dim(Ker(f)) + Rg(f).
Corollaire 1.1
e Soit f : R™ — R™ une application linéaire. Si f est injective (resp. surjective) alors
n < m (resp. n > m). En particulier si f bijective alors n = m.

e Soit f: R™ — R™ une application linéaire. Les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. f est bijective
2. f est injective

3. f est surjective

1.5 Calcul matriciel et applications linéaires

1.5.1 Coordonnées d’un vecteur

On rappelle que si B = (b1, ,by,) est une base de R™, tout vecteur v € R™ s’écrit de fagon
unique comme combinaison linéaire de by, - - - , b,, c’est & dire sous la forme

v=x1-b1+...+x, b,
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ol x1, - ,x, sont des nombres réels.

Définition 1.3

Avec les notations ci-dessus, on dit que x1,--- ,x, sont les coordonnées de v dans la base B.
Ha

La matrice | : | est appelée matrice des coordonnées de v dans la base B et est notée

Ln
[v]g. C’est une matrice de taille n X 1 (matrice colonne).

Propriété 1.3

Soit B = (b1, - ,by) une base de R™. Pour tous vecteurs v et v' de R™ et pour tout réel «
on a:
o [v+v]s=[v]s+[v]s;
o [a-vp=a-lvs
x x)
Démonstration. On note [v]g = D] et V] = | Ainsiv =2y - by + -+ 2y - by et
T x

v'=xf b+, - b, don

vt+v =@ +2)) b+ + (T t+2,) by et a-v=(ar) b+ -+ (azy) - by.

Ceci montre que les coordonnées de v + v’ dans la base B sont x1 + a4, -+ , 2, + ], et que les
coordonnées de «-v dans la base B sont axy, - - , ax,. Ecrit sous forme de matricielle, cela donne
x1 + 2 x x)
/ . /
[v+s = : = +| [ =hls+ s
Ty + T, Tn, xl
et
QT T
a-vlpg=| ¢ | =a- | | =a [vs
azxy, Ty
|

1.5.2 Représentation matricielle d’une application linéaire

On considére une application linéaire f : R™ — R™ une base B = (by,--- ,b,) de R™ et une base
C=(c1, " ,cm) de R™.

Définition 1.4

On appelle matrice de f dans les bases B,C, et on note Mat(f,B,C), la matrice dont
la j°™° colonne est constituée des coordonnées de f(b;) dans la base C, ceci pour chaque
j €A1, ,n}. Clest donc une matrice m X n.

Lorsque n =m et B = C on écrit simplement Mat(f,B) au lieu de Mat(f,B,B).
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Remarque 1.3 On rappelle que Idgn désigne Uapplication identité de R™, qui est définie par
Idgn (v) = v pour tout v € R™. Pour toute base B = (by,--- ,b,) de R", on a Mat(Idg~,B) =1,
ot I, désigne la matrice identité de taille n x n. En effet, pour tout j € {1,---,n}, on a
Ian(bj) = bj = Z?:l Tij - bl avec xTj j = 1 et Ti,j = 0 pouri 7é ]

Propriété 1.4

Soient B une base de R™ et C une base de R™. Pour toute matrice M de taille m X n a coeffi-

cients réels, il existe une unique application linéaire f : R™ — R™ telle que M at(f,B,C) = M.
Démonstration. On note B = (b1,--- ,bn), C = (c1,- -+ ,cm) et m; ; les coefficients de M.

- On commence par poser f(b;) = > |-, m; ;- ¢; pour chaque j € {1,--- ,n}. Ensuite on
définit I'image f(v) d’un vecteur quelconque v € R™ en le décomposant dans la base B, c’est a
dire en I’écrivant sous la forme v = 37", a;-b; puis en posant f(v) = >27_; a;- f(b;). On vérifie
facilement que l'application f : R™ — R™ ainsi construite est linéaire. Par définition des vecteurs
f(bj), on a Mat(f,B,C) = M.

- Le fait que f soit la seule application linéaire de R™ dans R™ ayant pour matrice M dans
les bases B, C est une conséquence de la Remarque 1.1. |

En utilisant la propriété précédente avec les bases canoniques de R™ et R™, on peut donner la
définition suivante :

Définition 1.5

Notons By, Cy les bases canoniques respectives de R™ et R™. Pour toute matrice M de taille
m X n a coefficients réels, il existe une unique application linéaire f : R™ — R™ telle que
Mat(f,By,Co) = M et on dit que f est I’application linéaire canoniquement associée a M.

Exemple 1.1 Si M = 2) , Uapplication linéaire canoniquement associée a M est l'unique

1 2

4 5

application linéaire f : R3 — R? vérifiant
£(1,0,0)=1-(1,0)4+4-(0,1) = (1,4);
f(0,1,0)=2-(1,0)+5-(0,1) = (2,5) ;
£(0,0,1) =3-(1,0)+6-(0,1) = (3,6).

1.5.3 Coordonnées de I’image d’un vecteur par une application linéaire

Théoréme 1.3

Soient f : R™ — R™ une application linéaire, B une base de R™ et C une base de R™. Pour
tout vecteur v € R" on a :

[f(v)]c = Mat(f? B7C) X [U]B'

Démonstration. On se place dans la situation n = 2, m = 3 (le cas général se traite de méme).
On note

a f
B = (b1,b),C = (c1,¢0,c3) et Mat(f,B,C)= 1|~ ¢
€
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Supposons [v]p = (‘;) c’est & dire v = - by +y - by. On a alors

flv) = [f(z-b1+y-bs)
z- f(b1) +y- f(b2)
= z-(a-cr+y-catec3)+y-(B-cr+d-cat+-c3)
= (az+By)-c1+ (yz +0y) - c2 + (e + py) - c3.

ce qui s’écrit avec des matrices

axtpy\ fa B\
FWle=[vatoy | = [+ o ><<)Mat(f,5,c)><[v}s~ -
€x + oy € o Y

Exemple 1.2 On considére l'application linéaire f canoniquement associée a la matrice M de
Vexemple précédent et on désigne & nouveau par By, Co les bases canoniques respectives de R> et
R2. En notant v = (z,y,2) et f(v) = (z',y') on a

donc le Théoréeme 1.3 donne
T T
'\ (1 2 3 [ x+2y+3z
(;/) = Mat(f, Bo, Co) v (4 5 6) “\Y) = <4x+5y+62>’
et on obtient la formule explicite f(x,y,z) = (z + 2y + 32,42 + 5y + 62).

1.5.4 Opérations sur les matrices et opérations sur les applications
linéaires

Théoréme 1.4

Soient f : R™ — R™ et g : R — R™ deux applications linéaires, a un réel, B une base de

R™ et C une base de R™. Alors on a

o Mat(f+g,B,C) = Mat(f,B,C)+ Mat(g,B,C),
e Mat(a- f,B,C) =a- Mat(f,B,C).

Démonstration. Appelons by, - - - , b, les vecteurs de la base B et ¢y, --- , ¢, les vecteurs de la base

C. Les coefficients des quatre matrices Mat(f,B,C), Mat(g,B,C), Mat(f + g,B,C) et Mat(« -

f,B,C) sont notés respectivement x; ;, yi j, z; et t;; (oui e {1,--- ,m}etje{l,--- ,n}).
Pour tout j € {1,--- ,n}, on a donc d’une part

(f+g)(bj) =215+t t2ZmjCm

et d’autre part

(f +9)(bj) = f(bj) +g(bj) = (15 -c1+ + Ty Cm) + (Y15 €1+ + Ymj - Cm)
=(@1;+v15) a+- -+ (@mj+Ymj) Cm
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ce qui implique z; j = x; ; + y; ; pour tout (i,7) € {1,---,m} x {1,--- ,n}. Ceci dit exactement
que Mat(f 4+ ¢,B,C) = Mat(f,B,C) + Mat(g,B,C).

On a de plus
(- f)(bj) =trj-crd - +lm;-cm
et aussi
(a-f)b;) = - f(bj) = a-(x1; -1+ +Tmj:Cm)
= (az1;)-c1+ -+ (axmj) - cm
ce qui donne ¢; ; = a - x; ; pour tout (¢,5) € {1,--- ,m} x {1,--- ,n} et en conséquence Mat(c -
f,B,C) =a-Mat(f,B,C). |

Théoréme 1.5

Soient f : R™ — R™, g : R™ — RP deux applications linéaires, B une base de R™, C une base
de R™ et D une base de RP. Alors

Mat(go f,B,D) = Mat(g,C,D) x Mat(f,B,C).
En particulier sin=m=pet B=C =D on a

Mat(go f,B) = Mat(g, B) x Mat(f,B).

Démonstration. On note by,--- ,b, les vecteurs de la base B. Considérons les matrices n x 1
suivantes :
1 0 0
0 1 0
El == 0 ) E2 == 0 y Ty En =
: : 0
0 0 1
Ainsi, pour toute matrice M de taille p x n et pour tout j € {1,--- ,n}, le produit M x E; est

SJETME

une matrice colonne p x 1 contenant les mémes coefficients que la j
11 suffit donc de prouver que

colonne de la matrice M.

Mat(go f,B,D) x E; = (Mat(g,C,D) x Mat(f, B,C)) x B
pour tout j € {1,---,n}. Ceci s’obtient en écrivant

(Mat(g,c,D) x Mat(f, B,C)) x B; = Mat(g,C, D) x (Mat(f, B,C) x Ej)
= Mat(g,C,D) x [f(bj)]e
= [9(f(b;))]p
=[go f(bj)lp
= Mat(go f,B,D) x E;
ou la premiére égalité est due a l'associativité du produit matriciel, les deuxiéme et cinquiéme

égalités résultent de la définition de Mat(f, B,C) et de Mat(go f,B,D) et ou la troisiéme égalité
est donnée par le Théoréme 1.3. [ |
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Corollaire 1.2

Soient f un endomorphisme bijectif de R™ (on dit alors que f est un isomorphisme R") et
B, B' deux bases de R™. Alors la bijection réciproque f~' est aussi une application linéaire
et on a

Mat(f~',B,B) = (Mat(f,B,B')) "
En particulier si B= B’ on a

1

Mat(f~',B) = (Mat(f,B)) .

Démonstration. On vérifie d’abord que ’application réciproque f~! est linéaire. Soient u,v deux
vecteurs de R” et a € R. En utilisant le fait que f o f=! = Idg» et la linéarité de f on obtient

utv=ffTH )+ ) = FUTH @)+ fHw) et aru=a-f(fTH(w) = fla f7(w).

Comme f~!o f = Idg~ on en déduit

Fluto)= M)+ f7H0) et fTlHa-u)=a- fH(u),
ce qu’on voulait. La Remarque 1.3 et le Théoréme 2.4 donnent ensuite
I, = Mat(f ‘o f,B)= Mat(f~',B,B) x Mat(f,B,B)
——
=Idgn
ainsi que
I, = Mat(fo f* B)= Mat(f,B,B)x Mat(f*,B,B),

——
=Idgn

ce qui montre que la matrice Mat(f,B,B’) est inversible et que son inverse est la matrice
Mat(f~1,B,B). [ |

1.6 Changements de bases
1.6.1 Matrices de passage

Définition 1.6

Soient B et B' deux bases de R". On appelle matrice de passage de B a B’, et on note
Pg g/, la matrice dont la j¢™¢ colonne est constituée des coordonnées du j¢™° vecteur de B’
dans la base B, ceci pour chaque j € {1,...,n}. C’est donc une matrice n x n.

Exemple 1.3 Considérons les deux bases suivantes de R? :

B = ((Ll)a(_lvl)) et B/ = ((_274)a(_276))

On a
(=2,4) =1-(1,1)+3-(=1,1) et (=2,6)=2-(1,1)+4-(—1,1)

donc Pgp = <é i)
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Remarque 1.4 Etant données deux bases B, B’ de R™, la matrice de passage P g est aussi la
matrice de ’application Identité de R™ dans les bases B, B :

PB7B/ - Mat(Ian B B/, B).

Propriété 1.5
Soient B, B',B" trois bases de R™. Alors on a
1. Pgp=1,,

2. Pgp est inversible et (PB,B/)_l = Pp' g,
3. Pgpr = Pgp Pg g+ (‘relation de Chasles”) .

Démonstration. En gardant en téte la Remarque 1.4 au-dessus, le I n’est rien d’autre que la
Remarque 1.3 et le 2 s’obtient en utilisant le Corollaire 2.3 avec f = Idgn; le & s’obtient en
appliquant le Théoréme 2.4 avec f = g = Idg» et B=B",C =B',D =B. |

1.6.2 Formule de changement de coordonnées pour un vecteur

Théoréme 1.6

Soient B, B’ deux bases de R™. Pour tout vecteur v € R" on a

[v]g = Pg s X [v]g = (PB,B/Y1 X [v]B.

Démonstration. La deuxiéme égalité est donnée par le 2 de la Propriété 1.5. En tenant compte
de la Remarque 1.4, la premiére égalité s’obtient simplement en prenant f = Idg» et C = B’
dans le Théoréme 1.3. |

1.6.3 Formule de changement de bases pour une application linéaire

Théoréme 1.7

Soient f : R™ — R™ une application linéaire, B, B’ deux bases de R™ et C,C’ deux bases de
R™. Alors on a
Mat(f, B/,C/) = Per ¢ x Mat(f, B,C) x P .

Démonstration. On peut bien sir écrire f = (Idgm o f) o Idg~, donc, avec le Théoréme 2.4 et la
Remarque 1.4, on obtient

Mat(f,B',C") = Mat((Idgm o f) o Idg~,B',C’)
= Mat(Idgm o f,B,C') x Mat(Idg~,B', B)
= Mat(Idgm,C,C") x Mat(f,B,C) x Mat(Idg~,B’,B)
= Perc x Mat(f,B,C) x Pg

]
Dans le cas particulier ot n = m, B =C et B’ = C’ le Théoréme 1.7 donne le résultat suivant (le
plus utile en pratique) :
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Corollaire 1.3

Soit f un endomorphisme de R™ et B, B' deux bases de R™. Alors on a

Mat(f7 Bl) = (PB,B/)71 X Mat(f, B) X PB,B’-

1.7 Exercices

Exercice 1. On a représenté sur le dessin ci-dessous les images de deux vecteurs vy et vy de
R1%00 par une application linéaire f : R1%%0 — R2. Placer sur le méme dessin les vecteurs f(3-vy),
f(=v2) et f(3-v1 —wv2).

Yy

5+ o f(v2)

1+ .f(’l)l)

Exercice 2. Les applications suivantes sont-elles linéaires 7
a) f: R? — R3
(xay) — ({E _yaxyax"_Qy)
by f: R2 — R?
c) f: R3 — R3
(z,y,2) — (2,4,0)

ol k£ est un réel donné.
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d) f: R? — R?
(,y) — (z,9)+(a,b)
Interpréter géométriquement les exemples b)c)d).

ot (a,b) est un vecteur donné de R2.

Exercice 3. Soient f : R™ — R™ une application linéaire surjective et g : R™ — RP une
application.

1) Montrer que si g o f est linéaire alors g est linéaire.

2) Déduire du 1) que la réciproque f~! d’une application linéaire bijective f : R™ — R™ est aussi
linéaire.

Exercice 4. Pour chacune des matrices M suivantes, donner une formule explicite pour 'ap-
plication linéaire f : R™ — R™ canoniquement associée associée a M. On précisera dans chaque
cas les valeurs de n et m. Déterminer ensuite Ker(f) et Im(f).

Exercice 5. 1) On considére I'application f : R® — R? définie par

f(x,y,2) = (x +y,y+ 2).

a) Vérifier que f est linéaire.
b) Déterminer Ker(f) et Im(f) puis donner une base et la dimension de ces s.e.v.
2) Mémes questions pour I'application f : R3 — R? définie par

f(xayvz) = (x—y+z,—x+y+z72z)
3) Mémes questions pour Papplication f : R? — R3 définie par

flx,y) = (x =2y, —x + 2y, 20 — 4y).

Exercice 6. Soit f : R? — R? I'application définie par f(x,y) = (52 — 6y, 3z — 4y). On note C
la base canonique de R2.
1) Vérifier que f est linéaire.
2) Justifier que B = ((1,1),(2,1)) est une base de R?.
3) a) Calculer la matrice de f dans la base C puis dans la base B.
4) Justifier que l'application f o f est linéaire; former alors sa matrice dans la base C puis dans
la base B.
5) On considére le vecteur v = (-2, 3).
a) Calculer les coordonnées de v dans la base B.
b) A l'aide d’une formule matricielle convenable, calculer [f(v)]¢ puis [f(v)]5.

Exercice 7. On note respectivement B = (v, va,v3) et C = (wy, w2) les bases canoniques de R?
et R2. On considére 'application linéaire f : R? — R? dont la matrice dans les bases canoniques
est <2 -1 1

3 2 =3
1) Donner explicitement f(z,y, z).
2) On pose v} = vy + v3, V5 = v3 + vy et v = v + va.
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a) Montrer que B’ = (v}, v},v}) est une base de R3.
b) Calculer la matrice Mat(f,B’,C)

Exercice 8. Dans R?, on considére les vecteurs v; = (2,1), va = (=1, —3) et v = (4, —3).
1) Représenter ces trois vecteurs sur un dessin.
2) a) Justifier que B = (vy,vs) est une base de R? puis déterminer graphiquement les coordonnées
de v dans cette base.
b) Retrouver le résultat du a) par un calcul utilisant une matrice de passage convenable.

Exercice 9. On suppose que B = (vy, vz, v3) est une base de R? et on définit trois nouveaux
vecteurs de R® en posant wy = vy + v3, We = v + U3, W3 = vV + Va.
1) Montrer que B’ = (w1, ws,ws3) est aussi une base de R3.
2) Donner la matrice de passage Pgg’.
3) Calculer la matrice de passage P/ de deux fagons différentes :
a) en utilisant seulement la définition ;
b) en utilisant une relation entre Pgp: et Ppp.
4) Un vecteur v a pour coordonnées 1,2,3 dans la base B. Quelles sont ses coordonnées dans la
base B’ ?

1 2 -1
Exercice 10. On considére la matrice M = | =3 -5 0 et les vecteurs de R3 suivants :
4 6 1

vy =(—2,2,3), vy = (—8,5,2), vy = (—7,2,6).

1) Veérifier que B = (v1,v2,v3) est une base de R3.

2) Trouver une base B’ de R? telle que M soit la matrice de passage Pg pr.

3) Trouver une base B” de R3 telle que M soit la matrice de passage Pg .

4) Un vecteur v € R? a pour coordonnées 1,0,-1 dans la base B’. Quelles sont ses coordonnées
dans la base B” ? Dans la base canonique ?

Exercice 11. Soit 'application f : R? — R? définie par f(z,y) = 1 - (3z —y, =3z +y). On note
By la base canonique de R2.
1) Vérifier que f est linéaire.
2) Former la matrice de f dans la base canonique, c’est a dire Mat(f, Bp).
3) Déterminer Ker(f) et Im(f).
4) a) Choisir un vecteur v; # (0,0) dans Ker(f) et un vecteur vy # (0,0) dans Im(f) puis
justifier que B = (v, vs) est une base de R2.
b) Calculer les matrices de passage Pg, 5 et Pg 3, .
5) Calculer la matrice de f dans la base B de deux fagons différentes :
a) En utilisant seulement la définition ;
b) a l'aide de la formule de changement de bases.
6) On considére I'application g : R? — R? définie par g = 2 - f — Idpe.
Justifier sans calcul que g est linéaire puis calculer Mat(g, B) et Mat(g, By).
7) a) Représenter sur un dessin les s.e.v. Ker(f) et Im(f) ainsi que les images par f et g de
quelques vecteurs de R2.
b) Interpréter géométriquement les applications f et g.

Exercice 12. On note By la base canonique de R3. Soient f I’endomorphisme de R? canonique-

24



ment associé a la matrice

et g = 2(f + Idgs).
1) Donner une formule explicite pour f(z,y, z).
2) Veérifier que les vecteurs by = (0,1,1),by = (1,0,1),b3 = (1,1,0) forment une base de R?, que
I’on notera B5.
3) Déterminer la matrice de passage Pg, g puis calculer son inverse.
4) Calculer Mat(f,B) de deux fagons différentes :
a) en utilisant seulement la définition ;
b) a l'aide de la formule de changement de bases.
5) Justifier sans calcul que g est aussi linéaire puis calculer Mat(g, B).
6) Interpréter géométriquement f et g.

Exercice 13. Rappels sur les nombres complexes. Le module d’'un nombre complexe z =
x +1iy est |z| = /22 + y2. Silon représente z par un point du plan M (z) de coordonnées z,y un
repére orthonormé, alors |z| est simplement la distance entre ce point et lorigine O du répére.
Un nombre complexe z = x + iy peut aussi s’écrire sous forme trigonométrique z = |z|e?? ot
' = cos(f)+isin(f) ; par identification des parties réelles et imaginaires, on a donc = = |z| cos(#)
et y = |z|sin(@). On dit que le nombre réel 0 est un argument de z; c’est angle orienté entre I’axe
horizontal et la demi-droite partant de I'origine et passant par le point du plan qui représente z.

A

y — |Z| Sln(@) ................................................... ;

1

\J

x = |z| cos(0)

Noter que le point du plan associé au nombre complexe z = x + iy représente aussi le vecteur
u = (x,y) € R?; on peut ainsi identifier z = z + iy € C avec u = (z,y) € R2
Trois formules de trigonométrie. Les formules suivantes sont utiles pour traiter cet exercice.
Pour tous réels a et b on a :

cos?(a) + sin?(a) = 1;

cos(a) cos(b) — sin(a) sm(b) cos(a+b);

cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b) = sin(a + b).

Pour tout a € R, on note f, 'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice

(cos(a) - sin(a> .

sin(a)  cos(«)
1) Donner une formule explicite pour f,(z,y).
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2) Soit (z,y) € R2. On note f,(z,y) = (2/,y') et on considére un argument 6 de z = x + iy ainsi
qu'un argument ¢’ de 2’ =z’ + iy’.

a) Montrer que les points représentant fo(x,y) et (x,y) sont & la méme distance de O,
autrement dit que |z’ + iy'| = |z + iy|.

b) On suppose (x,y) # (0,0). Montrer que cos(f’) = cos(f + ) et que sin(f') = sin(6 + ).
En déduire 6" en fonction de 6 et a.
3) Choisir une valeur de « (différente de 0 modulo 27, par exemple oo = 7/4) et représenter sur
un dessin quelques vecteurs de R? ainsi que leurs images par f,.
4) Interpréter géométriquement l'application f,.

Exercice 14. 1) Etant donné o € R, donner une formule explicite pour ’'endomorphisme f,,

cos(a) —sin(a) 0
de R3 canoniquement associé a la matrice | sin(a)  cos(a) 0 |. Interpréter géométriquement
0 0 1

Ja

Exercice 15. Soit f un endomorphisme de R*. Pour tout entier n > 1, on note f* = fo---o f.
—_——

n fois
On suppose qu'’il existe un vecteur v € R* vérifiant f3(v) # Opa et f*(v) = Opa.
1) Montrer que B = (v, f(v), f2(v), f3(v)) est une base de R*.
2) Calculer Mat(f,B).

26



Chapitre 2

Calcul sur les déterminants

Toutes les matrices considérées sont & coefficients réels.

2.1 Déterminant d’une matrice carrée

Une notation : Soit A une matrice carrée de taille n x n, ot n est un entier > 2. Pour tous
entiers 7 et j dans {1,--- ,n} on notera A; ; la matrice carrée de taille (n — 1) x (n — 1) obtenue

FETNE

en enlevant & A sa i ligne et sa j

~ 1 2
)

2.1.1 Cas d’une matrice 1 x 1

2
colonne A. Par exemple, si A = 5 alors
8

N &~ =
O O W

Définition 2.1

Le déterminant Det(A) d’une matrice A = (a) de taille 1 x 1 est le nombre a.

Ce cas a peu d’intérét en pratique.

2.1.2 Cas d’une matrice 2 x 2

Définition 2.2

Le déterminant Det(A) d’une matrice A = (Z Z) de taille 2 x 2 est le nombre ad — cb.

2.1.3 Cas d’une matrice 3 x 3

Le résultat suivant explique que 1’on peut obtenir le déterminant d’'une matrice de taille 3 x 3 en
fonction des déterminants de sous-matrices de taille 2 x 2.
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Théoréme & Définition 2.1

Soit A une matrice carrée de taille 3 x 3. Les nombres

3 3

S (1) ap; Det(Ay) et > (=1)"*ag Det(Ayy),

j=1 i=1
ou k et [ sont dans {1, 2,3}, sont tous égaux. Cette valeur commune est appelée le détermi-
nant de la matrice A et se note Det(A).

Remarque 2.1 On utilise parfois la « régle de Sarrus » qui est un procédé permettant de calculer
ai1 ai2 a3

le déterminant d’une matrice A = | a1 az2 az3|. On recopie d’abord la matrice A en
as,1 az2 a3

rajoutant sur sa droite ses deux premiéres colonnes. Dans le tableau ainsi formé, on calcule

le produit des coefficients sur chacune des trois diagonales descendantes (de gauche & droite)

ainsi que sur chacune des trois diagonales montantes (de gauche a droite), comme indiqué sur

le schéma suivant :

Le determinant de A est alors égal a la somme des trois premiers produits (signe +) moins les
trois derniers (signe —). Explicitement :

Det(A) =0a1,1022033+ 012023031+ 013021032 —03102201,3 — 032023011 —a3,302,101,2-

2.1.4 Déterminants (n+ 1) x (n+ 1) a partir de déterminants n x n

De fagon générale, on peut calculer le déterminant d’une matrice de taille (n +1) x (n+1) a
partir des déterminants de sous-matrices de taille n x n.

Théoréme & Définition 2.2

Supposons que 'on ait défini le déterminant des matrices de taille n X n. Soit A une matrice
de taille (n + 1) x (n + 1). Alors les nombres

n+1 n+1

S (=) ay; Det(A,;) et > (=1)"a; Det(A;),
j=1 i=1
ou k et l appartiennent a {1,2,--- ,n+1}, sont tous égaux. Cette valeur commune est appelée

le déterminant de la matrice A et se note Det(A).

Lorsqu’on utilise la premiére (resp. la deuxiéme) formule dans les Théorémes 2.1 et 2.2 précédents,
on dit que 'on développe Det(A) suivant la k¢ ligne (resp. suivant la [°"*¢ colonne). En pratique,

28



on choisit si possible une ligne ou une colonne avec beaucoup de zéros pour que les sommes cor-
respondantes aient beaucoup de termes nuls. On peut aussi, avant de développer, utiliser la
Proposition 2.3 ci-dessous pour faire apparaitre des zéros sur une ligne ou une colonne.

Remarque 2.2 Si A = (a;;) est une matrice de taille n x n, son déterminant se note aussi

a1 air2 -0 Qin
a1 Q22 -+ G2p
An,1 QAp2 - Qpn

Lorsque ’on utilise cette notation, il faut veiller & ne pas confondre la matrice A avec son
déterminant !

2.2 Interprétation géométrique

Proposition 2.1

— La valeur absolue du déterminant d’une matrice A = Ccl Z) est égale a l'aire du

parallélogramme de sommets vy = (0,0),01 = (a,c), va = (b,d) et vy = v1 + va.
a1 ai2 G113

— La valeur absolue du déterminant d’une matrice A = | a1 a22 a3 | est égale
as1 asz2 033
au volume du parallépipéde de sommets vg = (0,0,0), v1 = (a1,1,a2,1,03.1), V2 =

(a1,2,a22,0a32), v3 = (a1,3,02,3,a33), Va = v + V2, V5 = V1 + VU3, Vg = V2 + V3 et
VU7 = V1 + V2 + v3.

oV + V2

V2

U1

Oge

Interprétation des déterminants 2 x 2 et 3 X 3 comme aire et volume
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2.3 Propriétés des déterminants de matrices

2.3.1 Multilinéarité

Théoréme 2.1

1. Pour tout A € R on a

leme

2. Sia;; =a,;+a}, pour tout coefficient a;; sur la colonne alors

li
aii -0 @11-1 Q; Q41 ccc Qdin
i
G210 G20-1 Gg; G241t G2p
Det(A) =Det . .
li
an,1  *°° QGnl—1 a‘n,l An,4+1 *°° Anpn
"
a1 -0 @11-1 Q1; Ai41 ot Qlp
"
Gz,1 0 G21-1 G9; Q241 G2p
+ Det
"
an,1 ' Gnl-1 Qn; Qpi+1 *°° Qnn

3. Si A a deux colonnes identiques, alors Det(A) = 0.

a1 v Q-1 A1y G141 o Gip
a1 - A2]-1 >\612,l a2j4+1 0 Q2n

Det | . ) ) = ADet(A).
an,1  *°° QGnpl—1 )\an,l Ank+1 " Onn

Soient A = (a; ;) une matrice de taille n X n et un numéro de colonne l € {1,--- ,n}.

Il est souvent commode de représenter une matrice A en fonction de ses colonnes : on écrit alors

a4
A= (01 Cn) ou C; = E est la j¢™¢ colonne de A. Les 1) et 2) du Théoréme 2.1
an,j
s’écrivent alors
Det (C1 - Cior ACp Ciyr o - Cn) = ADet (C1 e Gy Cp Cia Cn)
et
Det (C1 e G U+ 0 Gy - Cn)
= Det (C’1 e G € Gy - C’n) + Det (Cl e G O Cra C’n).

Ainsi, en fixant toutes les colonnes de A sauf la [°™€, on obtient une application

R™ — R
a1 o Aarg-1 T1 Gig41 - Ain
az1 - G2]-1 T2 G241 - G2n
(1, ,xn) +— Det
an,1 ' Gpil-1 Tp Qpi+l - OGun
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qui est linéaire. Comme ceci est vrai pour n’importe quel numéro de colonne [ € {1,--- ,n} on dit
que le déterminant est une forme multilinéaire. En raison de la propriété 3 dans le Théoréme
2.1, on dit aussi que le déterminant est une forme alternée.

2.3.2 Deéterminant et transposition

On rappelle que, si A = (a; ;) est une matrice m x n, la matrice transposée de A est la matrice
n x m dont les coefficients b; ; sont définis par

Vie{l,--- ,n}Vje{l,--- ,m} bi; = aj;.

Cette matrice transposée se note ‘A.

Théoréme 2.2

Pour toute matrice carrée on a Det(*A) = Det(A).

Corollaire 2.1

Pour toute matrice carrée A de taille n X n, les propriétés vues pour les colonnes dans le
Théoréme 2.1 sont aussi vraies pour les lignes.

2.3.3 Déterminant de quelques matrices particuliéres

Proposition 2.2

Soit A = (a, ;) une matrice carrée de taille n x n.

1. Si A a une ligne ou une colonne de zéros alors Det(A) = 0,
2. Si A a deux lignes ou deux colonnes égales alors Det(A) = 0,

3. Si A est triangulaire (en particulier si A est diagonale) alors Det(A) = a1 1 a2+ Gnn;
en particulier Det(I,) = 1.

2.3.4 Effet des opérations élémentaires sur un déterminant

Proposition 2.3

Soit A une matrice carrée.

1. Si B est une matrice obtenue en multipliant une ligne ou une colonne de A par un réel
« alors Det(B) = aDet(A);

2. Si B est une matrice obtenue en permutant deux lignes ou deux colonnes de A alors
Det(B) = —Det(A);

3. Si B est une matrice obtenue en remplacant une ligne L; de A par L; +«- Ly ot i # k
alors Det(B) = Det(A);

4. Si B est une matrice obtenue en remplacant une colonne C; de A par C; + oo - C; ou
j # 1 alors Det(B) = Det(A);
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2.4 Deux théorémes fondamentaux

Théoréme 2.3

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si Det(A) # 0.

Théoréme 2.4

Soient A, B deux matrices carrées n X n a coefficients réels. Alors

Det(A x B) = Det(B x A) = Det(A) Det(B).

Corollaire 2.2

_ 1
~ Det(A)

Si A est une matrice carrée inversible, alors Det(A™1)

2.5 Déterminant d’'un endomorphisme de R”

Définition 2.3
On appelle endomorphisme de R™ toute application linéaire de R™ dans R™.

Définition 2.4

Soient f un endomorphisme de R™ et B une base de R™. Le déterminant de f, noté Det(f),
est défini par

Det(f) = Det(Mat(f,B)).

Cette définition est cohérente car le nombre Det(Mat(f,B)) ne dépend pas de la base B
choisie.

Pour s’assurer que Det(Mat(f,B)) ne dépend pas du choix de B, il faut se souvenir que si B’ est
une autre base de R™ alors Mat(f,B') = P~ x Mat(f,B) x P avec P = Pg . En utilisant le
Théoréme 2.4 et le Corollaire 2.2, on obtient bien que

Det(Mat(f,B")) = Det(P~')Det(Mat(f,B))Det(P)
1
Det(Mat(f,B)).

Les résultats suivants sont aussi des conséquences des Théorémes 2.3 et 2.4.

Théoréme 2.5

Soient f un endomorphisme de R™. Alors f est bijectif si et seulement si Det(f) # 0. Dans

ce cas, on a Det(f~1) = Det(f)’
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Théoréme 2.6

Soient f,g deux endomorphismes de R™. Alors

Det(g o f) = Det(f o g) = Det(g) Det(f).

2.6 Déterminant d’une famille de n vecteurs de R"

On considére une base B de R™ et n vecteurs vy, --- ,v, dans R™. Les coordonnées de chaque v;
dans la base B sont notées a1 j, a2, .., 0y, ;, autrement dit
ai,j
az,;j
[vlB =
Qn,j

Définition 2.5

Le déterminant de la famille (vq,--- ,v,) dans la base B, noté Detg(vy,- - ,v,), est défini
par

a1 Qa2 ... QG1n

21 Q22 ... Q2n

Detg(vy,- -+ ,v,) = Det

Gn,1 an2 ... Gpn

Théoréme 2.7

La famille (vy,--- ,v,) est une base de R™ si et seulement si on a Detg(vy,--- ,v,) # 0.

2.7 Polyndéme caractéristique

Définition 2.6

1. Soit A une matrice carrée n x n. La fonction Py : R — R définie par Ps(z) =
Det(A — x - I,) est un polynéme (a coefficients réels) de degré n, appelé polynéme
caractéristique de A.

2. Soit f un endomorphisme de R™. La fonction Py : R — R définie par
Pi(x) = Det(f — x - Idgn) est un polynéme (a coefficients réels) de degré n,
appelé polynéme caractéristique de f.

Remarque 2.3 La notion de polynéme caractéristique sera notamment utile au chapitre suivant,
pour le calcul des valeurs propres d’une matrice carrée ou d’un endomorphisme de R™.
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Exemple 2.1 Soit f I’endomorphisme de R® défini par f(x,y,z) = (32 — 4y, 2z — 3y, z). On

3 -4 0
désigne par By la base canonique de R®. Comme Mat(f,Bo) = |2 —3 0| on obtient
0 0 1

Pj(x) = Det(f — x - Idgs) = Det(Mat(f — x - Idgs, Bo)) = Det(Mat(f,Bo) — x - I3)

3—x —4 0

= Det 2 -3 -z 0

0 0 1—x

3—x —4
_(l—x)xDet< 9 —3—x)

=(1-2)(2?-1)=—(z - 1)*(x+1).

Noter que l'on aurait pu utiliser la matrice de f — x - Idgs dans n’importe quelle autre base de
R3.

2.8 Exercices

Exercice 1. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

L4 2 1 2 3 4 1 a b ab
1 3 6 10 1 ¢ b c¢b
2 _

Ml_ii; M=y 10 20| M= 1 4 d ad
1 5 15 35 1 ¢ d
a—b a 2.0 1 —22 —53 _23 :g
M4:<a a+b>’M5: P2 Me=1 0 5 9 o

5 3 1

-1 -6 4 3

Exercice 2. Montrer, en utilisant seulement les propriétés des déterminants, que les matrices
suivantes ont un déterminant nul :

1 15 14 4
1 1 1 12 6 7 9
A= a b c , B=
btc cta ath 8 10 11 5
13 3 2 16

Exercice 3. Soient a,b, ¢, d quatre nombres réels et la matrice

a b c d

b a —-d ¢
M= —c d a —b
—-d —c b a

1) Calculer le produit M x ‘M.
2) En déduire la valeur de Det(M).

Exercice 4. Dans R?, on considére les vecteurs v; = (1,1,7), vo = (1,2,2), v3 = (z,2, ), olt
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x est un paramétre réel. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles la famille vy, v, v3 est une
base de R3.

Exercice 5. Montrer, sans le calculer, que le déterminant de la matrice

25 =15 23 =5
-15 =10 19 5
23 19 -15 9
) ) 9 -5

M =

est un entier multiple de 10 [indication : on pourra d’abord trouver, a l'aide d’opérations sur les
colonnes, une matrice M’ a coefficients entiers telle que det(M) = 2 - det(M') puis montrer que
det(M') est un entier multiple de 5.

Exercice 6. On suppose qu’une matrice carrée M de taille n x n vérifie A2 = A — I,,. Calculer
A3 puis en déduire Det(A).

Exercice 7. Pour tout entier n > 1 on considére la matrice

0 1 0 - 0
1 0 1
My=1o 1 o0 0
Do 01
0 - 0 1 0

1) Calculer le déterminant de My, Ms et Ms.
2) Pour n > 3 trouver une relation simple entre Det(M,,) et Det(M,_2). En déduire Det(M,,)
pour tout n > 1.

Exercice 8. Soient x et y deux nombres réels. Pour tout entier n > 2, on considére la matrice
M,, de taille n x n suivante :

r+y z 0 0

y a+ty '

M, = 0 0
: r+vy T
0 0 Y Tty

1) Calculer le déterminant de My et Ms.
2) Trouver une relation de récurrence entre les déterminants de M, M, 11 et M, 4o.
3) Montrer par récurrence sur n que

ntl_gntl

— sl x # y alors Det(M,,) =Y e
— sl & = y alors Det(M,,) = (1 +n)a™.

Exercice 9. (Déterminants de Vandermonde)
Etant donnés un entier n > 2 et n nombres réels xq,--- ,x, on considére la matrice carrée de
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taille n x n définie par

1 o x? - a2t
2 n—1
1 zo x5 o
M’n(xlv"'vx’n): . . .
1z, 22 zn—t
et on note D, (1, ,%,) son déterminant.

1) Calculer DQ(Il,Ig) et Dg(l’l,l’g, 133).
2) Montrer a l'aide d’opérations élémentaires sur les colonnes que pour n > 3 on a

Dn(mla e 7$n) = (xn - -Tfl) X (xn—l - 531) X X (-172 - 171) X Dn—l(-rQa T 7xn)-
3) Calculer D, (x1,- - ,x,) en utilisant 2).
Exercice 10. Soient x1,- - ,x, et y1, -+, y, des nombres réels (ou n entier > 2) et la matrice

M = (m”) de taille n x n dont les coefficient m; ; sont définis par m; ; = z; + y;.
1) Calculer M dans le cas n = 2.
2) Montrer a 1’aide d’opérations élémentaires sur les colonnes que Det(M) = 0 pour tout n > 3.

Exercice 11. (Orientation de I’espace vectoriel R™)

On note By la base canonique de R™. On rappelle que, pour toute base B de R"™, la matrice
de passage Pg, g est inversible et donc que Det(PBO,B) # 0; on dira que B est directe (resp.
indirecte) lorsque Det(Pg,,3) > 0 (resp. lorsque Det(Pg, ) < 0).

1) Soit By = (by,- - ,b,) une base de R™. On considére la famille By = (b7, -, b!,) définie par

by = —b1, et by =b;si2<j<n.

a) Justifier que By est aussi une base de R™.

b) Former la matrice de passage Pg, 5,.

¢) Montrer a l'aide du b) que 'une des deux bases By, B2 est directe et 'autre indirecte.

d) Dans les cas n = 1, n = 2, n = 3, donner des exemples de bases directes et de bases
indirectes.
2) On considére un endomorphisme f de R™ qui est bijectif (on parle alors d’isomorphisme de
R™).

a) Justifier que si B = (b1, ,b,) est une base de R™ alors il en est de méme pour la famille
B' = (f(b1),..., f(by)). Cette base B’ est notée par la suite f(B).

b) Justifier que Pg 5y = Mat(f,B) puis en déduire que Det (Pg,f(g)) dépend seulement de
f et non de la base B considérée.

¢) Déduire du b) qu’il n’y a que les deux situations suivantes possibles :

— Pour toute base B directe (resp. indirecte), f(B3) est aussi une base directe (resp. indirecte) ;

— Pour toute base B directe (resp. indirecte), f(B) est une base indirecte (resp. directe).
On dit que f préserve ’orientation dans le premier cas et que f renverse ’orientation dans
le second cas.

d) Dans les cas n = 1, n = 2, n = 3, donner des exemples d’isomorphismes préservant et
renversant 'orientation. On étudiera en particulier les projections, symétries, homothéties et
rotations.
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Chapitre 3

Valeurs propres et vecteurs propres

Toutes les matrices considérées sont & coefficients réels.

3.1 Valeurs propres d’un endomorphisme de R”

Définition 3.1

Soit f un endomorphisme de R™. On dit qu’un nombre réel \ est une valeur propre de
f s’ll existe un vecteur v non nul dans R™ vérifiant f(v) = X -v. De plus, on dit qu’un tel
vecteur v est un vecteur propre de [ associé a la valeur propre \.

3.2 Valeurs propres d’'une matrice carrée

Définition 3.2

Soit M une matrice carrée n X n. On dit qu’un nombre réel \ est une valeur propre de M

s’il existe un vecteur v = (x1,--- ,Z,) non nul dans R™ tel que la relation matricielle
Z1 Z1
Mx| | =A
Ln Ln

soit satisfaite. De plus, on dit qu’un tel vecteur v est un vecteur propre associé a la valeur
propre \.

Remarque 3.1 On peut aussi définir les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice
carrée M de taille n X n comme étant celles et ceux de ’endomorphisme fyr canoniquement
associ€ a M. Ceci est équivalent o la Définition 3.2 précédente. En effet, en désignant par By la
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T
base canonique de R™, pour tout vecteur v = (xy,--- ,x,) ER™ on a [v]g, = | * | donc

T

fJW(U) =X v [fM(U)]Bo = [/\ ) U]Bo — Mat(valgO) X[U]Bo =A- [U]B(J
=M

3.3 Valeurs propres et polynéme caractéristique

Théoréme 3.1

Les valeurs propres d’un endomorphisme de R™, ou d’une matrice carrée, sont exactement
les racines réelles de son polynéme caractéristique.

Exemple 3.1 Soit f I’endomorphisme de R® défini par f(z,y,z) = (3 — 4y,2x — 3y, 2). On a
calculé au chapitre précédent son polynéme caractéristique Pp(x) = —(x—1)%(x+1). Le Théoréme
3.1 dit que les valeurs propres de f sont les racines réelles de Py, c’est a dire 1 et —1.

3.4 Multiplicité d’une valeur propre

Définition 3.3

La multiplicité d’une valeur propre A\ d’'un endomorphisme f de R", ou d’une matrice carrée
M, est sa multiplicité en tant que racine du polynéme caractéristique Py ou Py ; autrement
dit c’est I'unique entier k > 1 tel que I'on ait

VreR Pi(z) =(x—N*Q(z) ou Py(z)=(z—NQx),

ou @ est un polynéme vérifiant Q(X) # 0.

Exemple 3.2 En reprenant l’endomorphisme f de ’Exemple 3.1, la valeur propre 1 a pour
multiplicité 2 et la valeur propre—1 a pour multiplité 1.
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3.5 Sous-espaces propres

Définition 3.4

— Soient f un endomorphisme de R™ et A I'une de ses valeurs propres. On appelle sous-

espace propre de f associé a A, et on note Ey, I’ensemble des vecteurs v € R"
vérifiant f(v) = A - v. Dit autrement,

Ey = {v € R" | v est vecteur propre de f associé a A} U {Ogn}.

Soient M une matrice carrée de taille n X n et X\ I'une de ses valeurs propres. On
appelle sous-espace propre de M associé a \, et on note Ey, I'ensemble des vecteurs
v= (1, - ,2,) €R" tels que

Dit autrement,
E, = {v € R™| v est vecteur propre de M associé a )\} U {Og~ }.

De fagon équivalente, les sous-espaces propres de M sont ceux de I'endomorphisme f;
canoniquement associé a M.

Remarque 3.2 Si 0 est valeur propre d’un endomorphisme f de R™ alors Ey = Ker(f).

3.5.1 Premiéres propriétés

1. Un sous-espace propre E) d’un endomorphisme de R", ou d’une matrice carrée de taille
nxn, est un s.e.v. de R non réduit a {Ogn }. De plus, sa dimension Dim(FE)) est inférieur
ou égale a la multiplicité de la valeur propre .

2. Si E) est un sous-espace propre d'un endomorphisme f de R™, alors on a f(E)) C E).
On dit que E) est stable par f.

3.5.2 Indépendance des sous-espaces propres

Théoréme 3.2

Soient A1, - , Ay des valeurs propres distinctes d’'un endomorphisme de R™ ou d’une matrice
carrée de taille n x n et, pour chaque i € {1,--- ,k}, un vecteur propre v; associé a \;. Alors

,Ug) est une famille libre.

Corollaire 3.1

Un endomorphisme de R™, ou une matrice carrée de taille n x n, admet au plus n valeurs
propres distinctes.
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3.6 Exercices

Exercice 1. 1) Pour chacun des endomorphismes de R? ou R? ci-dessous,

a) déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres;

b) pour chaque valeur propre, donner sa multiplicité ainsi qu'une base et la dimension du
sous-espace propre associé ;

¢) calculer son déterminant et en déduire si cet endomorphisme est bijectif ou non.

flz,y) = (x 4+ 6y,52 + 2y), g(z,y) = (cos(f)z — sin(f)y, sin(f)z + cos(f)y) ou b € R,

h(z,y,2) =(—x+y+z,0—y+zr+y—2).

d) Interpréter géométriquement ’endomorphisme g.
2) Mémes questions a)b)c) pour les endomorphismes de R? et de R? étudiés dans les chapitres
précédents.

Exercice 2. Trouver toutes les matrices 2 x 2 & coefficients dans R telles que (1,0) soit un
vecteur propre associé a la valeur propre 5.

Exercice 3. Donner un exemple d’endomorphisme de R? n’ayant aucune valeur propre. Cela
est-il aussi possible pour un endomorphisme de R3 ?

Exercice 4. Soient f et g deux endomorphismes de R™. Montrer que go f et fog ont les mémes
valeurs propres.

. . 1 -
Exercice 5. 1) Calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice (_1 33>
puis celles et ceux de sa transposée.

2) Montrer que toute matrice carrée M a les mémes valeurs propres que sa transposée. En est-il

de méme pour les vecteurs propres 7

Exercice 6. Calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres des matrices suivantes. On
précisera de plus la multiplicité de chaque valeur propre et on donnera une base du sous-espace
propre associé.

2 4 2 5/2 0 —9/2
A=|[3 1 o0o|; B=[|-3/2 -2 3/2
-3 -2 -1 3/2 0 —7/2

Exercice 7. Soit A une matrice carrée vérifiant A2 = A. Quelles sont ses seules valeurs propres
possibles ?

Exercice 8. Soit f un endomorphisme de R™. On suppose de plus que f est bijectif.
Justifier que 0 n’est pas valeur propre de f puis montrer que si A, - -+ , A, sont les valeurs propres

de f alors les valeurs propres de f~! sont —, -+, —.
A1 Ap

Exercice 9. Soient A, P deux matrices carrées de méme taille n x n. On suppose de plus que

P est inversible. Montrer que les matrices A et P~ AP ont les mémes valeurs propres. Ont-elles
en général les mémes vecteurs propres ?
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Chapitre 4

Diagonalisation

Toutes les matrices considérées sont & coefficients réels.

4.1 Diagonalisation d’un endomorphisme de R"

Définition 4.1
On dit qu’un endomorphisme f de R™ est diagonalisable s’il existe une base B de R™ telle
que Mat(f,B) soit diagonale, c’est a dire de la forme

A 0 - 0
Mat(f,B)= | 0 2

P (|

0 -~ 0 \,

On dit alors que B est une base diagonalisante de f.

Remarque 4.1 1. f diagonalisable revient & dire qu’il existe une base B de R™ ne contenant
que des vecteurs propres de f.

2. Dans les notations ci-dessus, les \; sont des valeurs propres de f et toute valeur propre de
f apparait forcément dans la liste A1, - -+ , A\,,. Cependant, une valeur propre peut apparaitre
plusieurs fois dans cette liste, autrement dit les A1, --- , Ay, ne sont pas nécessairement tous
différents. Noter aussi que certains \; peuvent étre nuls.

3. Diagonaliser un endomorphisme f, c’est trouver une base diagonalisante de f et donner
la matrice de f dans cette base.
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Théoréme 4.1 (C.N.S. pour étre diagonalisable)

Soit f un endomorphisme de R™. On note A1, - -+ , A\, ses différentes valeurs propres (ou k < n
nécessairement). Alors f est diagonalisable si et seulement si on a

n=Dim(Ey,) + -+ Dim(E),).

Dans ce cas, une base diagonalisante B de f s’obtient en choisissant une base B; de chaque

sous-espace propre Ey, (i € {1,--- ,k}) puis en considérant la concaténation de ces k bases :
base By de Ex, base Bz de Ej, base By de Ex,
——
Ul,la o 7U1,n17v271’ o 7,02,?127 ...... Uk,17 o o ,ka7nk .

base diagonalisante BB

Théoréme 4.2 (C.S. pour étre diagonalisable)

Soit f un endomorphisme de R™. Pour que f soit diagonalisable, il suffit qu’il admette n
valeurs propres distinctes. Dans ce cas, une base diagonalisante B = (v1,...,v,) s’obtient
en choisissant un vecteur propre v; associé a la i*™° valeur propre, ceci pour chaque i €

{1,...,n}.

Remarque 4.2 Dans la situation du Théoréme 4.2, tous les sous-espaces propres de f sont de
dimension 1.

4.2 Diagonalisation d’'une matrice carrée

Définition 4.2

On dit qu’une matrice carrée M est diagonalisable s’il existe une matrice P inversible telle
que P~! x M x P soit une matrice diagonale.

Remarque 4.3 — De facon équivalente, on peut aussi dire que M est diagonalisable si
l’endomorphisme fj; canoniquement associé a M est lui-méme diagonalisable. En effet,
st far posséde une base diagonalisante B alors on prend P égale d la matrice de passage de
la base canonique & la base B et la matrice P~ x M x P est diagonale ; réciproquement,
s’il existe une matrice inversible P telle que P~ x M x P est diagonale alors on obtient
une base diagonalisante de fp; en considérant les vecteurs inscrits dans les colonnes de P.
Les Théorémes 4.1 et 4.2 peuvent donc aussi s’ utiliser pour la diagonalisation des matrices
carrées.

— Diagonaliser M, c’est trouver une matrice P telle que P~1 x M x P soit diagonale. Les
coefficients diagonauz de P~ x M x P sont les valeurs propres de M (certaines pouvant
se répéter).

Proposition 4.1

Un endomorphisme f de R™ est diagonalisable si et seulement si sa matrice Mat(f,B) dans
une base B quelconque de R™ est diagonalisable.
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4.3 Exercices

Exercice 1. 1) Diagonaliser, si c’est possible, 'endomorphisme f de R? défini par f(z,y, z) =
(3x — 4y, 2z — 3y, 2).
2) Diagonaliser, si c’est possible, les matrices suivantes :

2 -1 0 1 1 1 0 -2 2 1 (1) (1] 1
A= 0 3 =2 B20017C=35—3,D=1001
3 9 -5 0 0 1 2 2 0 111 1
Exercice 2. Pour quelles valeurs des nombres réels a et b la matrice M = <2 g) est-elle
diagonalisable 7
11 1 1
. e . . . . . 111 1
Exercice 3. Soit f ’endomorphisme de R* canoniquement a la matrice M = 111 1
11 1 1
1) Donner, sans faire aucun calcul, le s.e.v. Im(f) ainsi que sa dimension.
1
1) Calculer M x 1 . En déduire que 4 est une valeur propre de f et que Ey = Im(f).
1

3) Montrer a l'aide de 1) et 2) et du théoréme du rang (et sans calculer le polyndme caractéris-
tique) que f est diagonalisable.

Exercice 4. On considére trois suites de nombres réels (ap)nen, (bn)nen €t (¢n)nen telles que
Pon ait, pour tout n € N, les relations suivantes :

Apt1 = 3y — Cn ; bn+1 = 2ay, + 4by, + 2¢y; Cpnt1l = —Qp + 3¢y
Ap+1 [07%
1) a) Donner une matrice M telle que | bpy1 | = M x | by,
Cn+1 Cn
Ay agp
b) Exprimer | b, | en fonction de M et de | bg
Cn Co

2) Diagonaliser M.
3) En déduire M™ puis une formule donnant a,, b,, ¢, en fonction de ag, by, co.

16 1 1
Exercice 5. On considére la matrice A= 1 16 1
1 1 16

1) Trouver une matrice B telle que A = 15 I3 + B.
2) Justifier que B est diagonalisable puis en déduire la diagonalisation de A.

Exercice 6. Dans un milieu naturel, on étudie I’évolution des populations de deux espéces

animales, I'une étant prédatrice de I’autre. On note respectivement ag, by le nombre de prédateurs
et de proies initialement présents dans ce milieu (ag > 0 et by > 0). Pour n > 1, a,, et b,, désignent
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eme

le nombre de prédateurs et de proies comptés lors de la n année d’observation. On suppose

que, pour tout entier n > 0, on a les relations suivantes :
an+1 = 0.86a, + 0.080, et b,y1 = —0.12a, + 1.14b,,.

1) Donner une matrice A telle que <a"+1) =Ax <a”>. En déduire (Z”) en fonction de A et

bn+1 bn n
ao
de <b0> .

2) Vérifier que A admet deux valeurs propres distinctes A1 et Ao telles que Ay > 1 > Ay > 0 et
déterminer les sous-espaces propres associés.

3) a) Diagonaliser A. On appellera P une matrice telle que P~ x A x P = ()\1 0 )

0 X
Al On pour tout entier n > 0.
0 A

¢) En utilisant b), calculer A™ puis donner explicitement a,,, b, en fonction de ag et by.
d) Discuter, en fonction de ag et by, I’évolution sur le long terme de ces deux populations
animales.

b) Justifier que P~ x A" x P =
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