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Développements limités

1 Développements limités

1.1 Points adhérents a un ensemble

Définition 1.1 On dit qu’un nombre réel xy est adhérent a un ensemble D C R si zg se
trouve dans D ou bien s’il en est “infiniment proche”. Précisément, xo est adhérent a D si
on a[zg—r,x0+7]ND # O pour tout r > 0. On note D ’ensemble des points adhérents a D.

Exemple 1.2 On a D C D pour tout D C R. Cette inclusion peut étre stricte ou non. Si
D =)0, 4o00[ alors D = [0,400[; si D = [3,5] alors D = D.
1.2 Notion de développement limité

Définition 1.3 Soient f : D — R une fonction et xg un point adhérent a D. On dit que f
admet un développement limité d’ordre n € N en xo (en abrégé : un DLy (x¢)) s’il existe des
réels ag, ay,...,a, tels que

VeeD f(x)=ap+ai(x—x0)+...+an(x —20)" +(x — 20)"€(x — 20)

P(z—x0)

ot € est une fonction vérifiant limy_g e(x) = 0 ; autrement dit, si l'on a
f(z) = P(z — x0) + (z — 20)"€(x — z0)
ot P est un polynome de degré < n et € une fonction telle que limge = 0.

On dit que P(x — xq) est la partie polynomiale (ou réguliére) du développement limité et que
(x — xo)"e(x — x0) est le reste.

Remarque 1.4 En pratique, le point o appartient souvent a ’ensemble de définition D de
f. Cependant la notion de développement limité a un intérét dans la situation plus générale
xo € D ; par exemple pour étudier le comportement a l'infini d’une fonction f(x), on pourra
faire le changement de variable y = 1/x et utiliser un développement limité en 0 de la fonction

9(y) = f(,) bien que 0 & Dy.

Propriété 1.5 1. Si f admet un DLy, (x) alors celui-ci est unique.

2. Si f admet un DL, (xo) avecn > 1 alors f admet aussi un DL,_1(x) ; de plus, la partie
polynomiale du DL, _1(xg) s’obtient en ne conservant que les termes de degré < n — 1
dans la partie polynomiale du DLy (xq).



2 Formule de Taylor-Young

Théoreme 2.1 Si une fonction f est définie sur un intervalle I contenant xo et admet une
eme en o (o n € N*) alors elle posséde un DLy (xo), dont la partie polynomiale est

R N et e
P(z—x0) =Y S (o).

k!
k=0

dérivée n

Remarque 2.2 Ce théoreme assure que les fonctions définies a partir des fonctions usuelles
admettent des développements limités a tous les ordres en la plupart des points de leurs en-
sembles de définition. Cependant il est peu utilisé en pratique pour calculer des développements
limités en des points xo # 0; pour cela on effectue plutot des changements de variables (par
exemple y = x — xo) qui permettent de se ramener a l'un des développements limités “usuels”
en 0 (voir paragraphe /).

3 Opérations sur les développements limités

NB : Dans tout ce paragraphe, n est un entier > 0 et les lettres Pj, P», ) désignent des
fonctions polynomes de degré < n. La lettre e désigne une fonction vérifiant lim, .o e(x) = 0
et de méme pour €1, €.

D’autre part, on pourra se contenter de retenir les théoremes qui suivent dans le cas zg = 0.

3.1 Développement limité d’une somme et d’un produit

Théoréme 3.1 (DL d’une somme) Si deuz fonctions f,g: D — R admettent des DLy, (xo)
alors la fonction f+g admet un DLy, (x), dont la partie polynomiale s’obtient en additionnant
les parties polynomiales des DLy, (xo) de f et de g.

Théoréme 3.2 (DL d’un produit) Si deux fonctions f,g: D — R admettent un DLy(xo)
alors la fonction f x g admet un DL, (xg). Précisément, si

f(x) = Pi(z —x0) + (x — z0)"e1(x —w0) et g(x) = Pa(z — x0) + (x — x0)"€2(x — 7o)
alors on a
f(x) x g(z) = Q(z — o) + (x — x0)"€(x — 20)
ot @ est le polynome obtenu en ne gardant que les termes de degré < n dans le produit
P1 X P2.
3.2 Développement limité d’un quotient

3.2.1 Division des polyndémes suivant les puissances croissantes

Théoréme 3.3 Soient n € N et A, B deux polynomes, avec B(0) # 0. Il existe alors deux
polynomes Q, R (déterminés de fagon unique) vérifiant

deg(Q) < n, VreR A(z) = B(z)Q(z) 4+ 2" R(x).

On dit que Q est le quotient de la division de A par B suivant les puissances croissantes et a
l’ordre n. R est le reste de cette division.



Exemple 3.4 Fuire la division suivant les puissances croissantes et a l'ordre 3 de A(x) =
2+ + 23 par B(z) = 1+ x + 222

3.2.2 DL d’un quotient

Théoréme 3.5 Si deuz fonctions f,g: D — R admettent un DLy, (xo) et silim,, g # 0, alors

la fonction x — % (qui est bien définie pour x € D assez proche de xy) admet un DLy, (o).
Précisément, si

f(z) = Pi(z —x0) + (. — z0)"e1(x —x0) et g(x) = Pa(x — x0) + (z — m0)"€2(x — 20)

alors on a
f(z)
9(x)
ot @ est le quotient dans la division de P; par P, suivant les puissances croissantes et a
lordre n.

=Q(zr — x0) + (x — z0)"e(x — )

Remarque 3.6 Si z¢ est dans 'ensemble de définition D, la condition lim,, g # 0 équivaut
simplement & g(xo) # 0 puisque g est continue en x.

3.3 Développement limité d’une fonction composée

Théoreme 3.7 On considére deuz fonctions f : Dy — R et g: Dy — R telles que f(Dy) C
Dy et un réel xo € Dy. Si f admet un DL, (o) et si g admet un DL, (f(xo0)) alors go f admet
un DLy, (xg). Précisément, si

f(@) = Pi(z—20) +(z —20)"e1(w —x0) et g(x) = Pa(x — f(20)) + (z — f(20))" e2(2 — f(20))

alors on a
go f(z) = Q(z —z0) + (x — 0)"e(z — x0)
ot @) est est le polynome obtenu en ne gardant que les termes de degré < n dans la composition
P2 (¢] P1 .
3.4 Développement limité d’une primitive

Théoreme 3.8 Soient I un intervalle, xog un point de I et f : I — R une fonction admettant
un DLy, (xo). Alors toute primitive F' de f sur I admet un DLy, 1(xg). Précisément, si

f(x)=ao+ai(z —x0) + ...+ an(z — x0)" +(x — x0)"€1(x — 20)

P(x—x0)

alors on a
Gnp
n-+1

Veel F(x) :F(:):o)—i—ao(x—mo)—i—%(:):—xo)2+...+

=[y "0 P(t)dt

(x — xo)”+1 +(:1:—x0)”+162(x—x0).



3.5 Développement limité d’une dérivée

Théoreme 3.9 Soient I un intervalle, xoy un point de I et f : I — R une fonction dérivable.
Si f admet un DL, (xg) avec n > 1 et si f' admet un DL,_1(xg) alors la partie polynomiale
de ce dernier s’obtient en dérivant celle du DLy (x¢) de f.

Remarque 3.10 Ce théoréme ne dit pas que si f admet un DLy, (xo) alors f' admet un
DL, _1(xg). Ceci est d’ailleurs fauzx en général.

4 Quelques développements limités usuels en 0

Les développements limités qui suivent sont au point 0 et e désigne une fonction vérifiant
lim, .o e(x) = 0.

x2 "
€x=1+$+§+~'+ﬁ+x"e(:€)
—1 Aa=1)--(a — 1
: n!
1
1_’_33:1—I+x2+"'+(—1)"$"+a}"e(aj)
2 3 n
ln(l—i—x):x—%+%+...+(_1)n+1%+xne(x)
x3 ,’1,'5 x2n+1 )
) = r - — — — +2
sin(@) =@ — gr+ o+ 1)”<2n+1>! + 22 2¢(x)
332 .%‘4 x2n )
=1-— — — +1
cost) =L =gpd gy T O gy e
3 2P p2ntl
arctan(x) = x — T + 5 et (_1)nm + 22 2¢()
3 1.-3.25 1-3-5 (277, 1>$2n+1 o
] = . +2
arcsin(z) x+2'3+2_4'5—|— +t3 16 (2n)-(2n+1)+x e(z)
T x3 1-3.-2° 1-3-5 (2n 1)x2"+1 o
= — —p — — e — +2
arccoS(SC) 2 T 2.3 2.4-5 2.4-6 '(277/)'(2”_’_1) +x 6(.%‘)
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Exercice 1.
1) On considére deux fonctions f et g s’écrivant sous la forme

1 1
(1) flx) =2+ 3% + 423 + 2%€e(x) (ii) g(x) =1+ 2z + 22°/% + Zm2 + 423 + 23¢(x)

ou € est une fonction telle que lim,_ge(x) = 0.
a) La formule (i) donne-t-elle un DL3(0) de f? un DLy(0)? Montrer que f admet un DL2(0).
b) La formule (i4) donne-t-elle un DL3(0) de g ? Montrer que g admet un DL;(0).
2) Montrer, en définissant explicitement le reste, que la fonction h(z) = x 4 522 + 27 In(x) + e*x5/2
admet un DLy(0). On rappelle que lim, oz In(z) = 0.

Exercice 2.
1) On consideére une fonction f: D — R et xy un point de son ensemble de définition D C R. Vérifier
que
a) f admet un DLg(zg) <= f est continue en z.
b) f admet un DL (xzp) <= f est dérivable en xg.
2) Soit f : R — R la fonction définie par

_f z+at+adcos(L) si A0
f(w)—{ 0 siz=0

Vérifier que f admet un DL2(0) mais n’a pas de dérivée seconde en 0.

Exercice 3.
1) Calculer le DL3(0) de la fonction f(z) = In(3£2) puis en déduire lim, ¢ I®) Etait-il possible de

1—x 3

déterminer cette limite a aide du DL2(0) de f?

esvn(x) -1

-
5 . Etait-il
T

2) Déterminer le DL4(0) de la fonction g(z) = ¢5™(®) puis en déduire lim, o

possible de déterminer cette limite & ’aide du DL3(0) de g ?

Exercice 4.
1) a) Effectuer la division suivant les puissances croissantes et & l'ordre 3 du polynéme Pj(z) =
1—i-x—|—””2—2—|—g”6—3 par le polynéme Py(z) =1+ z — %.
b) En déduire le DL3(0) de la fonction f(x) = H%mn(m)
2) Retrouver le DL3(0) obtenu au 1) en regardant f(x) comme produit e® x HTln(w)
Exercice 5. On suppose que f est une fonction admettant un développement limité d’ordre n en O :

Vee Dy f(z)=ao+arx+ - +az" +z"(x) ou lime(z)=0.

z—0

1) Montrer que si f est paire alors les réels aq, as, - sont nuls.
2) Montrer que si f est impaire alors les réels ag, as, - - sont nuls.



Exercice 6.
Calculer le DL3(0) de la fonction tangente de deux fagons différentes :
a) En regardant tan(x) comme quotient de sin(x) par cos(z);

b) En regardant tan(z) comme produit sin(z) x @

Exercice 7.

1) Déterminer le DL3(1) de la fonction In. On posera y = x — 1 pour se ramener & un développement
limité usuel en 0.

2) Déterminer le DL3(2) de la fonction z — 1/x & l'aide d’un changement de variable convenable.

3) Retrouver les résultats précédents en utilisant la formule de Taylor-Young.
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Révisions et compléments sur les suites numeériques

1 Généralités

Définition 1.1 Une suite (numérique) est une application u : N — R. On écrit le plus
souvent uy, a la place de u(n) pour désigner l'image d’un entier n; on dit alors que u, est le
terme général de la suite et celle-ci sera notée (up),~q ou simplement (uy),, -

Exemple 1.2 Suites géométriques ; suites arithmétiques ; suites définies par une relation de
récurrence.

2 Limite d’une suite

2.1 Limite finie

Définition 2.1 On dit qu’une suite (uy), tend vers une limite | € R si uy, est aussi proche
que l'on veut de l des que n est suffisamment grand ; autrement dit si pour tout nombre r > 0
(aussi petit que l’on veut) il existe un entier N tel que :

vn n>N=|l—u,| <

On écrit alors :  limy,— 400 Uy = L.

2.2 Limite infinie

Définition 2.2 On dit qu’une suite (uy), tend vers +00 si uy, est aussi grand que l’on veut
des que n est suffisamment grand; autrement dit si pour tout réel A > 0 il existe un entier
N tel que :

Vn n>N= u, > A.

On écrit alors :  limy_ 400 Uy = +00.

On a une définition similaire pour “(u,), tend vers —oo”.

Remarque 2.3 Au lieu de dire qu’une suite (uy), tend vers une limite | (finie ou infinie),
on dit parfois qu’elle converge vers [.

% On fera attention a ne pas confondre les notions de convergence d’un suite avec celle de
convergence d’une série, que l’on étudiera au chapitre suivant.



2.3 Opérations sur les limites

2.3.1 Limite d’une somme

’ hypothese sur (uy),, ‘ hypothese sur (vy,),, ‘ conclusion sur (u, + v,),, ‘

limisou, =0 €R limisv, =1l eR limy oo Un +vn =11 + 12
limysou, =101 €R limy oo v, = +00 limy oo Uy + vy = 400
limyoun, =10 €R limy oo v, = —00 limy o Up + vy = —00
limy o up, = 400 limy o v, = 400 limy o Upn + vy = +00
limy o 4y, = —00 limy o v, = —00 limy o0 Up + vy = —00

2.3.2 Limite d’un produit

hypothese sur (uy),, \ hypothese sur (v,),, \ conclusion sur (u, + vy), ‘

limyouy, =101 €R limyoovn, =0 R limy oo Uy X vy =11 X 1o
lim o up = I3 € RT™ | limy o0 v, = 400 lim g o Up X v, = +00
limyooun, =101 € R™* | limjoo vy = +00 limy o Up X vy = —00
limy oo up =13 € RT™ | limy oo v, = —00 lim ooty X vy = —00
limyoouy, =101 € R7* | limyoo vy = —00 lim oo Un X vy = 400
limy oo Uy = +00 limy o v, = +00 lim oo Un X vy, = 00
limy oo Uy = —00 limy o v, = —00 limy oo Uy, X vy, = 400
limy oo Uy = +00 limy o v, = —00 limy oo Uy, X vy, = —00

2.3.3 Limite de ’inverse d’une suite

hypothese sur (uy),, conclusion sur (1/uy),, ‘
limy o u, =1 € R* lim oo 1/uy = 1/1
limy oo uy, = £00 lim4 oo 1/uy, =0

lim 4 oo uy, = 0 et u,, > 0 pour tout n assez grand | limoo 1/u, = +00

lim oo uy, = 0 et u, < 0 pour tout n assez grand | lim; o 1/u, = —00

2.4 Le “théoreme des gendarmes”

Théoreme 2.4 Si (uy), et (wy), sont deuz suites qui tendent vers la méme limite | et si
no u, < vy <wy

alors la suite (vy,),, tend aussi vers [.

2.5 Limites des suites monotones

Théoreme 2.5

1) Soit (uy),, une suite croissante. Si elle est majorée par un réel M, alors elle tend vers une
limite | < M. Si elle n’est pas majorée, elle tend vers +o0.

2) Soit (uy,), une suite décroissante. Si elle est minorée par un réel m, alors elle tend vers
une limite [ > m. Si elle n’est pas minorée, elle tend vers —oo.



3 Suites équivalentes

Définition 3.1 . On dit qu'une suite (uy),

limy, 100 Z—: = 1. On écrit alors Uy ~1o0 Un-

est équivalente (en +00) a une suite (vy),, Si

Propriété 3.2 Soient (uy),,, (vn),, et (wy), trois suites.
1. 88Uy ~ioo Un alors vy ~ypoo Un.

2. St Uy ~qoo Un €L SE Up ~joo Wy lOTS Up ~ oo Wy

Propriété 3.3 (Opérations sur les équivalents) Soient (uy),, (uy,), (vn),, (v;,), quatre
suites et k € Z. Si Uy, ~400 Uy €t 8L Ul ~ 100 V), alors on a aussi

1. uyk ~ oo vnk,

2. Up X UL ~ oo Up X UL,

3 Un Un

e~y zn

. 7 +o0 7
Uy Un

Proposition 3.4 Si une suite (u,),, est équivalente a une suite (vy), et si (vy), tend vers
une limite | (finie ou infinie) alors (uy),, tend aussi vers .
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Exercice 1. Déterminer, si elle existe, la limite de la suite (u,,), dans les cas suivants :
3 2
o) un = P D un=55EE Qua=(-D"+5 Qun=VaFl-va-T

Exercice 2. 1) Soit (uy),,~, une suite géométrique de raison a # 1. Pour tout n € N*, on note S, la
somme des n premiers termes de cette suite, c’est a dire

Sn:u0+"'+un71~

1—a"

l—a’

2) Calculer la somme des n premiers termes d’une suite arithmétique. En déduire une expression de
la somme des n premiers entiers naturels.

Exprimer S,, et a5, en fonction des puissances de a puis en déduire que S,, = ug

Exercice 3. 1) Montrer que si suite (u,),, admet une limite finie /, alors elle est bornée. La réciproque
est-elle vraie ?

2) a) Soient (uy),, et (vy,), deux suites telles que u, < v, pour tout n. Montrer que si (uy),, tend vers
une limite finie {; et si (vn)n tend vers une limite finie Iy, alors I; < l. Si I'on avait supposé u,, < vy,
pourrait-on en conclure que I3 <l ?

Exercice 4. On considere deux suites (uy,),, et (vy), définies par

2
a\n n®+1
un, = (1+ ﬁ)n et v, = ann(n2 — 1).
a) Montrer a l'aide du DL;(0) de In(1 + ) que
1 1 2
In(up) ~y00 @ et In (1 + ﬁ) —1In (1 - ﬁ) ~oo g
b) En déduire les limites des suites (uy,),, et (vy),,-
Exercice 5. On considere la suite (uy),>1 définie par
n_ . m L L_"
" n241 0 n242 n?+n
1) Calculer les trois premiers termes de cette suite.
2) Montrer que, pour tout n > 1, on a
n? n?
— <upy < —
n2+n n2+1

puis en déduire la limite de (up)n>1-
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Les séries numériques

1 Premieres notions sur les séries

On considére une suite (up)nen de nombres réels (ou éventuellement de nombres complexes).

Définition 1.1
1. La suite des sommes partielles des u,, est la suite (Sk)ren définie par Sy = Zﬁ:o Uy, -

2. On dit que la série Z:ﬁ% u, converge si la suite (Si)ken admet une limite finie l ; le
réel | est alors appelé la somme de la série et on écrit Z:{:ﬁ) Uy = 1. Sinon, on dit que
la série > %0 u, diverge.

3. On dit ausst que u, est le terme général de la série ZI:()) Up .

Remarque 1.2 On ne change pas la nature d’une série Z;:O?) up en modifiant un nombre
fini des uy,.

Proposition 1.3 57 une série Z:ﬁ% Uy converge, alors on a limy,_, oo u, = 0.

Remarque 1.4
% On fera attention a ne pas confondre la notion de convergence pour la série Z:{i‘é Uy, avec
celle de convergence pour la suite (U ).

Exemple 1.5 (séries géométriques) La série Y, /°0 ™ converge si et seulement si |z| < 1.

+oo n
Dans ce cas, on a Y 2 a" = 1

— X
2 Séries a termes positifs

2.1 Comparaison de séries a termes positifs

Théoréme 2.1

Soient (Un)nen €t (Vn)nen deux suites dans R telles que uy, < vy, a partir d’un certain rang.

. Lo +oo Lo +oo
1. Sila série Y 20 v, converge alors la série Y %) u, converge.

2. Sila série 3.5 u,, diverge alors la série Y720 vy, diverge.

2.2 Equivalence des termes généraux et nature des séries

Théoreme 2.2
Soient (Un)nen et (Vn)nen deux suites dans R telles que up ~ oo Vn. Alors les séries Z:{i% Up,
et Z:{i% vy, Sont de méme nature.



2.3 Les séries de Riemann

Définition 2.3 Une série de Riemann est une série dont le terme général est de la forme

1
Up = —, ot & est un nombre réel.
n

Théoreme 2.4 La série de Riemann Z:{i% — est convergente si et seulement si v > 1.
n

2.4 Deux critéres classiques de convergence/divergence.

Théoréme 2.5 (Régle de Cauchy)

Soit (up)nen une suite dans R telle que limnﬂ+oo(un)1/”

=1, | pouvant étre un réel ou +o0.
1. Sil <1 alors la série Z:i% Up, CONVETFE.

2. Sil>1 alors la série Z:{i% uy, diverge.

Théoreme 2.6 (Regle de D’Alembert)

u
Soit (up)nen une suite dans RT telle que lim, . 4 ntl

=1, I pouvant étre un réel ou +o0.
n

1. 8il <1 alors la série Yt u,, converge.

2. 8il>1 alors la série Z::i% uy, diverge.

3 Séries absolument convergentes

Définition 3.1 On dit que la série Y /2% u, est absolument convergente si la série S, 720 |uy|
est convergente.

Remarque 3.2 Cette définition s’utilise aussi bien quand les u, sont des nombres réels (|- |
est alors la valeur absolue) que lorsque les uy, sont des nombres complexes (| - | est alors le
module)

Théoreme 3.3 Si une série Z:ﬁ% Uy, est absolument convergente alors elle est convergente.
Autrement dit, si la série Y% [uy,| est convergente alors la série Y20 u,, est convergente.

4 Séries alternées

Définition 4.1 Une série ZZE% uy, est dite alternée si l'on a uy, > 0 lorsque n est pair et
Uy < 0 lorsque n est impair, ou inversement. Autrement dit, c¢’est une série dont le terme
général s’écrit u, = (—1)"vy,, ot les v, sont ou bien tous positifs, ou bien tous négatifs.

Théoréme 4.2 Si (vy)nen est une suite dans RY, décroissante et vérifiant lim,_, 1o vy, = 0,
alors la série alternée de terme général u, = (—1)"v,, est convergente.
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Séries.
Exercice 1. On considere la suite u, = — (oun > 2).
nZ—n
1 1
1) Vérifier que u,, = —1 5 puis donner une formule explicite pour les sommes partielles S =
n— n

>,
n=2 Un- i i
, . Lo oo oo 1
2) En déduire que les séries ) =) u, et ) '~ — convergent.

1 1
Exercice 2. On considére les suites u, = In(1 — —) (o n > 2) et v, = ln(n +
n

) (ot n > 1).
1) Trouver une relation simple entre wy,, Uy, Vp_1-

2) En déduire une formule explicite pour les sommes partielles Sy = Zk

n—s Un puis déterminer la

somme de la série 3725 u,,.
Exercice 3. On admet que tout nombre réel x > 0 peut s’écrire sous la forme

a_n

T 107

n=—*k

ou k est un entier > 0 et les a_,, sont des entiers entre 0 et 9. Ceci correspond a la représentation
décimale
r=aag—1---ap, a_10_2a_3+-+ .

partie entiere partie fractionnaire

1) Justifier la convergence de la série ci-dessus.

2) Calculer la somme de la série :ﬁ 10%. Un nombre réel x > 0 a-t-il en général une seule
représentation décimale x = ag ax_1---ag,a_1a_sa_3--- 7

3) Ecrire le réel 2 = 2,31717171717 - - - sous forme d’une fraction.
Exercice 4. 1) Montrer que la série de terme général w, = :' est convergente de deux fagons
différentes :

a) avec le critere de D’Alembert ;

b) en majorant u,, par le terme général d’une série convergente.

2
2) Mémes questions pour la série de terme général u,, = %

Exercice 5. Déterminer la nature des séries des terme général u,, dans les cas suivants :

2
a) un = 35—t
2n®
b) Un = 3n;l+n ’
¢) up=e"";
. . In
d) u, = %(n) ; Indication : remarquer que (ln(n)) () _ pin(in(n))
(ln(n))
_ 1 .
e) Un = In(n24+n+1) ?
_ _/n
f) Un = nln(n) ?

n

g) un =1 — cos(%); Indication : trouver un équivalent de u,, & 1’aide d’un DL de cosinus en 0.
) up = (1+ %)_”2 ; Indication : trouver un équivalent de u,, & 'aide d’'un DL de In(1 + ) en 0.



Exercice 6. On considére deux réels a,b tels que 0 < a < b puis on définit une suite (u,)pen en
posant, pour tout k£ € N,
_ akbk+1 k+lbk+1.

Uk et ugpr1 =a

Peut-on déterminer la nature de la série Z:i% u, avec la régle de D’Alembert ? avec la régle de
Cauchy ?

Exercice 7. Pour tout entier n € N* on pose
1 1
vnzl—i—i—l—---—f—ﬁ—ln(n) et Up = Upi1 — Up-

1) Vérifier que u,, = %ﬂ —In(1+41).

2) Montrer a 'aide d’un développement limité en 0 de In(1 + z) que —u,, ~4oo # puis en déduire la
nature de la série Z:: Up,.-

3) Montrer en utilisant le 2) que la suite (vy),>1 admet une limite finie I (ce nombre [ est appelé
constante d’Euler).

Exercice 8. Etudier la convergence absolue puis la convergence des séries de terme général u,, dans
les cas suivants :

_ sin(n)

D) tn = n? 42
2) tp = (~1)" -
n \/ﬁ

2

((n 1)7r)

3|+

3) u, = sin

—_1)n
4) u, = _(|_()1)n Indication : pour la convergence, on pourra étudier la série de terme général
n—+ (—
(=n"

Up = Up — ~—
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Intégrales généralisées

1 Rappels sur les intégrales de fonctions continues

1.1 Primitives

Définition 1.1 Soit I C R un intervalle (non réduit a un point) et f : I — R une fonction.
On appelle primitive de [ sur I toute fonction dérivable F : I — R vérifiant F'(z) = f(z)
pour tout x € 1.

Théoréeme 1.2 Etant donné un intervalle I, toute fonction continue f : I — R admet des
primitives sur I. De plus, si F' : I — R désigne l'une de ces primitives alors toute autre
primitive de [ sur I est de la forme G = F + C ou C est une constante.

1.2 Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle fermé borné

On peut définir I'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle fermé borné par I'in-
termédiaire de la notion de primitive et a ’aide du théoreme précédent :

Définition 1.3 Soit f : [a,b] — R (ot a < b) une fonction continue. L’intégrale de f sur
[a,b] est le nombre F(b) — F(a), ou F est une primitive quelconque de f sur [a,b]. On note

b
/ f(tydt = F(b) — F(a) = [F(t)]".

2 Intégrales généralisées

2.1 Intégrales généralisées sur un intervalle semi-ouvert

Définition 2.1 Soient [a,b] un intervalle fermé a gauche et ouvert a droite, avec b € R U
{+0o0}, et f:[a,b]— R une fonction continue. On dit que l’intégrale généralisée fff(t)dt
converge si la fonction
[a,b] — R
x — fax f(t)dt

admet une limite finie | quand x tend vers b; dans ce cas, on écrit fff(t)dt = 1. Dans le cas

contraire, on dit que l’intégrale généralisée f:f(t)dt diverge.

Définition 2.2 Soient ]a,b] un intervalle ouvert a gauche et fermé a droite, avec a € R U
{—o0} et f :]a,b] — R une fonction continue. On dit que ’intégrale généralisée f;f(t)dt
converge si la fonction

la,b] — R
r fﬁf(t)dt
admet une limite finie | quand x tend vers a ; dans ce cas, on écrit fab f(t)dt = 1. Dans le cas

contraire, on dit que l’intégrale généralisée f:f(t)dt diverge.



2.2 Intégrales généralisées sur un intervalle ouvert

Définition 2.3 Soient |a,b[ un intervalle ouvert avec a € RU {—o0}, b € R U {+o0} et
f :Ja,b[— R une fonction continue. On dit que ’intégrale généralisée f; f(t)dt converge

si, pour un réel ¢ €la,b], les deux intégrales généralisées [ f(t)dt et fcbf(t)dt convergent ;

dans ce cas, on pose
b c b
/ f(t)dt = / f(t)dt + / f(t)dt.

Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale généralisée ff f(t)dt diverge.

3 Intégrales généralisées des fonctions positives

3.1 Deux critéres de convergence/divergence

Théoréme 3.1 Soient [a,b| un intervalle fermé a gauche et ouvert a droite, avec b € R U
{400}, et f,g : [a,b[— RT deux fonctions continues telles que f(x) < g(x) pour tout x € [a, b][.
On a

1. st ffg(t)dt converge, alors ff f(t)dt converge ;
2. si f;f(t)dt diverge, alors f;g(t)dt diverge.

Théoréme 3.2 Soient [a,b[ un intervalle fermé a gauche et ouvert a droite, avec b € R U
{400}, et f,g : [a,b]— R deuz fonctions continues telles que f(x) ~p g(x). Alors les
intégrales généralisées f; f(t)dt et fabg(t)dt sont de méme nature.

Remarque 3.3 [l y a bien sir des résultats similaires aux théorémes 3.1 et 3.2 pour des
fonctions continues positives sur un intervalle semi-ouvert |a,b].

3.2 Intégrales généralisées en 400 et séries

Théoréme 3.4 Soit f : [a,+oo[— RY une fonction continue et (x,)nen une suite telle que

xo=a, VYnéeN x, € la,+oo] avec x, < Tpi1 €t lirf T, = +00.
n—-+:oo

Alors lintégrale généralisée f;oo f(t)dt et la série 3% ;:H f(t)dt sont de méme nature.

Si elles convergent, on a
400 +00 Tn+1
/ f(t)dt = Z/ f(t)dt.
a n=0"Tn

Corollaire 3.5 Soit f : Rt — R une fonction continue et décroissante. Alors l’intégrale
généralisée f0+°° f(t)dt et la série 3125 f(n) sont de méme nature.

4 Intégrales généralisées absolument convergentes

Définition 4.1 Soient [a,b] un intervalle fermé a gauche et ouvert a droite, avec b € RU
{+o0}, et f:[a,b[— R une fonction continue. On dit que l’intégrale généralisée fab f(t)dt est
absolument convergente si l'intégrale généralisée f; |f(t)| dt est convergente.



Remarque 4.2 On a une définition similaire dans le cas d’un intervalle semi-ouvert |a, b
ou d’un intervalle ouvert |a, b.

Théoreme 4.3 Si une intégrale généralisée est absolument convergente, alors elle est conver-
gente.
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Analyse - TD N° 3
Intégrales généralisées.

Exercice 1. Calculer, si elles convergent, les intégrales généralisées suivantes :

a) /O T etgr ) /0 ‘mdt o /O Lndt d) /1 )

2

Exercice 2.

1) On cousidere la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(t) =
In(t)
t2
b) Calculer, si elle converge, 'intégrale généralisée

+oo 1 _
/ 1—21In(t) Qb
2

1—21In(t)
t3 .

a) Vérifier que la fonction F'(t) =

est une primitive de f sur ]0, 4o0].

t3
cos(t)
sin(t) *
a) Déterminer 'ensemble de définition D, de g.
b) Vérifier que la fonction G(t) = In(sin(t)) est une primitive de g sur |0, 7[. Donner une primitive
de g sur |, 27].
¢) Calculer, si elle converge, I'intégrale généralisée

2) On considere la fonction g(t) =

Exercice 3 (intégrales de Riemann). Etudier, en fonction du réel «, la nature des intégrales
généralisées suivantes et calculer leur valeur en cas de convergence.

oo gt Lt oo qt
1 0 0

Exercice 4. On considere une fonction f : R — R continue.
1) Justifier que si f est impaire, alors ffx f{t)dt = 0 pour tout réel > 0.

2) a) Montrer que si 'intégrale généralisée fjoos f(t)dt converge, alors

Jim [ m F(t)dt = / .

—
r— 400 oo

b) Trouver un exemple montrant que lim; 4 ffw f(t)dt peut exister et étre finie alors que

Iintégrale généralisée fj;o f(t)dt diverge. Indication : On pourra utiliser le 1).

Exercice 5. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

+oo dt +oo _sin(t) 1 dt +oo dt
a) / — Ly / it o / : d) / =
0o 2Vt+3t2 0 Vit o tsin(t) oo €M FtleT

Indication pour c) : on pourra vérifier que sin(t) ~¢ ¢, par exemple en utilisant sin’(0) = cos(0) = 1.




Exercice 6.
1) Etant donné z € R, montrer que l'intégrale généralisée f0+°° t*~le~tdt converge si et seulement si
x > 0. On définit une fonction I' : R™ — R en posant

+oo
Ve >0 T(z)= / t" e tdL.
0

2) Montrer & l'aide d’un intégration par parties que I'(x + 1) = 2T'(z) pour tout z > 0.
3) Calculer T'(1) puis en déduire T'(n) pour tout n € N*.

Exercice 7. Etudier la convergence absolue puis la convergence des intégrales généralisées suivantes :

| +0 cos(3t + 1) +° sin(t)
a) /0 Sln(;)dt b)/2 Wdt c)/1 ; dt

Indications pour c) :

sin(?
- Pour la convergence absolue, on pourra étudier la convergence de [ +oe Mdt en utilisant le

T
théoréme 3.4 du cours avec la suite z,, = (n + 1).

o . o sin(?)
- Pour la convergence, on intégrera par parties |,

: dt.
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Fonctions trigonométriques réciproques

1 Fonction arcsinus

On rappelle que la restriction de la fonction sinus a l'intervalle [-F, 7] est une bijection
croissante de [—7, 5] sur [—1,1].

Définition 1.1 La fonction arcsinus (arcsin) est la fonction réciproque de la restriction de

la fonction sinus a l'intervalle [—75, 5]. Ainsi on a

arcsin : -L1] = [_ft’i]

x — el que sin(y) = x.

Autrement dit, arcsin(z) désigne I’angle entre —7 et § dont le sinus vaut z.

Propriété 1.2 La fonction arcsin est
— strictement croissante et continue,
— wmpaire,
1
P . s/ — _
dérivable sur | — 1,1], avec (arcsin)’(x) Nipr pour tout x €] — 1,1].

/2|

F1G. 1 — courbe de la fonction arcsin

T 0
arcsin(z) | 0

e w‘&
e
—_

o pol =
ME]




2 Fonction arccosinus

On rappelle que la restriction de la fonction cosinus a Uintervalle [0, 7] est une bijection

décroissante de [0, 7] sur [—1, 1].

Définition 2.1 La fonction arccosinus (arccos) est la fonction réciproque de la restriction de
la fonction cosinus a Uintervalle [0, 7]. Ainsi on a

[-1,1] — [0,7]

arccos : . — y tel que cos(y) = x.

Autrement dit, arccos(z) désigne 'angle entre 0 et m dont le cosinus vaut z.

Propriété 2.2 La fonction arccos
— est strictement décroissante et continue,

— wérifie arcsin(x) + arccos(x) = g pour tout x € [—1,1],

1
— est dérivable sur ] — 1,1[, avec (arccos)'(r) = ——— pour tout x €] — 1,1].
V1—a?

T/

F1G. 2 — courbe de la fonction arccos

1 B V2] 1 1] V2| V3
€ 1 2 2 2 01359 5 |1
T T s s s s s
aI‘CCOS(x) ™ 6 7T 3 5 3 x 3

3 Fonction arctangente

On rappelle que la restriction de la fonction tangente a I'intervalle | — 7, 5[ est une bijection

croissante de | — 7, 5[ sur R.
Définition 3.1 La fonction arctangente (arctan) est la fonction réciproque de la restriction
de la fonction tangente a lintervalle | — T, T[. Ainsi on a
1-5.31
arctan : 212

— y tel que tan(y)=x.



Autrement dit, arctan(z) désigne I’angle entre —7 et & dont la tangente vaut .

Propriété 3.2 La fonction arctan est
— strictement croissante,
— impaire,

— dérivable (et donc continue) sur R , avec (arctan)’(z) = T a2 Pour tout z € R.
x

F1G. 3 — courbe de la fonction arctan

S

(an}
e

—_

NE

V3
3

arctan(z) | 0
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Analyse - TD N° 5
Fonctions trigonométriques réciproques.

Exercice 1.
1) Calculer arcsin(sin(z)), arccos(cos(z), arctan(tan(z)) pour z = 2% (lat pour z = 297,

2) Vérifier & l'aide du théoréme de Pythagore que tan(arcsin(})) = 7.5 €t que sin(2arcsin(2)) = 22

%.
On rappelle que sin(2a) = 2sin(a) cos(a).

Exercice 2. On considere la fonction f(z) = arctan(z) + arctan(2).
Déterminer son ensemble de définition puis la dérivée f'(x) aux points ou elle existe. Que peut-on en
déduire pour f7?

Exercice 3. On considére la fonction f(x) = arcsin(2zv'1 — 22).
Préciser I’ensemble de définition de f et calculer f/(x) aux points x ol cette dérivée existe. En déduire
une relation simple entre f(z) et arcsin(x).

Exercice 4.
1) Trouver des réels a, b tels que

t? __o b
(1+#2)2 1412 (1+12)2

vVt eR

2) Montrer & l'aide d’une intégration par parties que

Toodt x T2
vz € R — o[ —_at.
ve /O 1+ 1+ /U 1+ 12)2

3) Déduire de ce qui précede que

Toodt 1/ =
VLL' S R /0 m = § (m + arctan(x)).
4) Calculer, si elle converge, I'intégrale généralisée | oo dt dt
\Y ——dt.

Exercice 5.

On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = (z + 1) X arctan(x).
1) Etudier les variations de f.

2) Vérifier, en utilisant le résultat de 1’exercice 2, que

flx) { (14 1) x (5 —arctan(L)) si >0
x (14 1) x (=% —arctan(2)) si <0
3) On définit une fonction g :)0; +oo[— R par g(y) =y x f(=).

a) Donner explicitement g(y) et déterminer son DLy (0).

b) En déduire que la courbe de f admet une droite asymptote au voisinage de +oo et préciser la
position de la courbe par rapport a I’asymptote. Qu’aurait-on pu dire si I'on avait seulement calculé
un développement limité a lordre 1 au a) ?

4) De fagon analogue au 3), montrer que la courbe de f admet une droite asymptote au voisinage de
—oo et préciser la position de cette courbe par rapport a I’asymptote.

< =



Exercice 6.
1) Vérifier que arcsin(t) ~q t. Indication : on pourra utiliser le fait que arcsin’(0) = 1.
2) Déterminer la nature de I'intégrale généralisée

1
241
/ 2t
o tarcsin(t)

Exercice 7.
On considere la suite (u,)n>1 définie par

T 1 .
Un =5 = arccos(;) - sm(ﬁ).

1) Calculer limy,— oo Unp.
2) a) Montrer que u, ~4 ﬁ a aide des développements limités de sin et arccos en 0.
b) En déduire que, pour n assez grand, on a u,, > 0 puis la nature de la série de terme général u,,.



