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Feuille de TD 5 : Distributions tempérées - Transformée de Fourier

Exercice 1

Résoudre dans D′(R) l’équation différentielle u′+u = δ0.
Quelles en sont les solutions tempérées ?

Exercice 2

Calculer la transformée de Fourier des distributions
tempérées sur R associées aux fonctions suivantes :

1. eiax (a ∈ R), 2. cos(x), 3. x sin(x), 4.
sin(x)

x

5. e−a|x| (a > 0), 6. |x|e−a|x| (a > 0), 7. sin(|x|).

Exercice 3

Soit σR la mesure de surface de la sphère de rayon R dans
R3. Calculer σ̂R.

Exercice 4

Soient k > 0 et u ∈ S ′(R) tels que

d4u

dx4
+ ku ∈ L2(R).

Montrer que dju
dxj ∈ L

2(R) pour 0 ≤ j ≤ 4.

Exercice 5

Soit P (ξ) un polynôme dans Rn non identiquement
nul. On note P (D) l’opérateur différentiel à coefficients
constants associé. Montrer que si u ∈ E ′(Rn) est telle que
P (D)u = 0, alors u = 0.

Exercice 6

Soit P (D) =
∑
|α|≤m aαD

α un opérateur différentiel sur
Rn à coefficients constants tel que :

Σ :=

ξ ∈ Rn ; P (ξ) =
∑
|α|≤m

aαξ
α = 0

 = {0}.

Montrer que le noyau de P (D) dans S ′(Rn) est constitué
de polynômes.

Exercice 7

On notera dans ce qui suit δa la distribution de Dirac au
point a. On définit par récurrence la suite de distributions
(Tk)k≥1 par :

T1 =
1

2
(δ1 + δ−1) et ∀k ≥ 2, Tk = Tk−1 ? T1.

1. Écrire Tk comme combinaison linéaire finie de distri-
butions à supports ponctuels.

2. Calculer la transformée de Fourier T̂k de la distribu-
tion à support compact Tk.

3. Pour k ≥ 1, on pose fk(ξ) = T̂k

(
ξ√
k

)
. Montrer que

fk ∈ S ′(R) et que la suite (fk)k≥1 converge dans S ′(R)
vers une distribution que l’on déterminera.

4. On note gk la distribution dont fk est la transformée
de Fourier. Montrer que la suite (gk)k≥1 converge dans
S ′(R) vers une distribution que l’on déterminera.

Indication : On pourra utiliser le fait que, pour a > 0,

F(e−ax
2

) =
√
π√
a
e−

ξ2

4a .

Exercice 8

Pour ψ dérivable sur R, on note Dxψ = 1
i

dψ
dx . Pour

ϕ ∈ S(R) et s ∈ R, on pose eis∆ϕ = F−1(e−isξ2 ϕ̂).

1. Démontrer que pour toute ψ ∈ S(R) et tout t ∈ R,
e−it∆eit∆ψ = ψ.

2. Soit ψ ∈ S(R). Montrer que pour tout t ∈ R, on a :

eit∆xe−it∆ψ = xψ − 2tDxψ.

3. En déduire que si P (x) =
∑m
k=0 akx

k, ak ∈ C, on a,
pour toute ψ ∈ S(R),

∀t ∈ R, eit∆P (x)e−it∆ψ =

m∑
k=0

ak(x− 2tDx)kψ.

Exercice 9

Pour ϕ ∈ C∞0 (Rn) et t > 0, on note ϕt la fonction définie
par ϕt(x) = ϕ(xt ). Soit T ∈ S ′(Rn). On suppose que

T̂ ∈ L∞(Rn). En utilisant le fait que T = F−1FT , mon-
trer que,

∀t > 0, | < T,ϕt > | ≤
1

(2π)n
||T̂ ||L∞ ||ϕ̂||L1 .
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