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Feuille de TD 5 : Distributions tempérées - Transformée de Fourier

Exercice 1

Résoudre dans D' (R) 'équation différentielle v’ +u = do.
Quelles en sont les solutions tempérées 7

Exercice 2

Calculer la transformée de Fourier des distributions
tempérées sur R associées aux fonctions suivantes :

1. eiaa: (a c R)’ 2. COS(IL’), 3. zsin(x), 4. Sln(:ﬂ)
X
5.7l (a>0), 6. fele™ (a>0), 7. sin|z]).

Exercice 3

Soit o la mesure de surface de la sphere de rayon R dans
R3. Calculer 6.

Exercice 4

Soient k > 0 et u € S’(R) tels que
4

d*u 9

Montrer que % € L*(R) pour 0 < j < 4.

Exercice 5
Soit P(§) un polynéme dans R™ non identiquement
nul. On note P(D) Popérateur différentiel & coefficients

constants associé. Montrer que si u € £'(R™) est telle que
P(D)u =0, alors u = 0.

Exercice 6

Soit P(D) = 3|, <m @D un opérateur différentiel sur
R™ & coefficients constants tel que :

Si=qEER"; PO = ) aal® =0, ={0}.

la]<m

Montrer que le noyau de P(D) dans S’'(R™) est constitué
de polynomes.

Exercice 7

On notera dans ce qui suit J, la distribution de Dirac au
point a. On définit par récurrence la suite de distributions

(Tk)kzl par :

1
T 25(614-(5,1) et VE>2, T =T 1 *T7.

1. Ecrire T comme combinaison linéaire finie de distri-
butions & supports ponctuels.

2. Calculer la transformée de Fourier fk de la distribu-
tion a support compact T.

3. Pour k£ > 1, on pose f(§) = Ty (%) . Montrer que
fr € S'(R) et que la suite (fx)r>1 converge dans S’(R)
vers une distribution que I’on déterminera.

4. On note g la distribution dont fj est la transformée
de Fourier. Montrer que la suite (g)r>1 converge dans
S’(R) vers une distribution que 'on déterminera.

Indication : On pourra utiliser le fait que, pour a > 0,

.F(e_“”2) = %6_%.

Exercice 8

Pour ¢ dérivable sur R, on note D,y = %% Pour
0 € S(R) et s € R, on pose e'*2p = ]_-—1(6—1352@.

1. Démontrer que pour toute ¢ € S(R) et tout ¢t € R,
efitAeitAw _ w

2. Soit ¢ € S(R). Montrer que pour tout t € R, on a :

et A ze By = ) — 2D ).

3. En déduire que si P(z) = Y ., axz", ar € C, on a,
pour toute ¢ € S(R),

Vt € R, AP (z)e” Ay = Z ap(z — 2tD,)*ep.
k=0

Exercice 9

Pour ¢ € C§°(R™) et t > 0, on note ¢; la fonction définie
par @i(z) = p(%). Soit T € S'(R™). On suppose que
Te L>°(R™). En utilisant le fait que 7= F~1FT, mon-
trer que,

1 =~ ~
Vi >0, [ <T o > [ < o= l[Tl[L~ ||l
(2m)"



