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Problemes d’angles et de distance

en dimension deux ou trois

Plan

Remarque: il ne s’agit pas de faire un cours mais de présenter divers problemes d’angles et de distance. Il faut
cependant essayer d’organiser ces exemples sous diverses thématiques en dimension 2 et 3 (pas uniquement en
dimension 2!) Parmi celles-ci vous pouvez évoquez les relations habituelles du triangle, les calculs de distance
dans ’espace, les lignes de niveau, les polytopes réguliers, les coniques, des problemes d’optimisation. Il est aussi
possible de se placer dans d’autres géométries que la géométrie euclidienne: la plus simple est la géométrie conforme
en utilisant les inversions ou les homographies, la géométrie sphérique avec les relations sur les triangles, voire la
géométrie hyperbolique avec la notion de d-hyperbolicité.

e géométrie euclidienne du triangle: (il y a de trés nombreuses formules, & vous d’ne choisir quelques unes)

— triangles semblables: soit 7 l’ensemble des triangles non dégénérés alors 7 /Sim(FE) est en bijection
avec ’ensemble des couples (61, 62) d’éléments de R/7Z tels que 61 + 2 < 7. (aussi en bijection avec
(a,b,c) € P?(R), ou encore R/7Z x PL(R));

— le théoreme de Pythagore g—g; + 407 = (il s’agit d'un énoncé de géométrie semblable): on note AH

BC? —
la hauteur menée de A sur BC, les triangles ABC et AH B sont semblables de sorte que g—g = %. De

méme on a CH? = CH.CB et donc AB? + AC? = (BH + HC)BC = BC?
— la loi des sinus ot R est le rayon du cercle circonscrit
sina  sinf  siny 1

a b ¢ 2R

— a?=b%+ % —2bccos o

— Triangles podaires Soit ABC un triangle et P un point intérieur au triangle. On considere Ay, By, C}
les pieds des perpendiculaires menées de P aux cotés du triangle. Le triangle A;B1Cy est dit triangle
podaire de ABC pour P. Soit alors A2B2C5 le triangle podaire de A1 B1Cy pour P et A3BsCj le
triangle podaire de A BoCsy pour P. Alors ABC et A3B3(C's sont semblables et le rapport de similitude
est égal au rapport du produit des distances de P aux trois cotés sur le produit des distances aux trois
sommets.

calculs de distance avec les déterminants de Gram avec en application le calcul de la distance d’un point &
une droite (dans I’espace ou dans le plan), ou a un plan.

polyedres réguliers....

lignes de niveau:
—_—

— avec les angles (orientés ou pas) de droite ou de demi-droites, par exemple (M A, M B) = cte mod 2w

— avec les distances Y, ;M A? = cte

e coniques euclidiennes avec les définitions monofocales ou bifocales: probleme de Steiner et point de Fermat,
angles eccentriques et conditions de cocyclicité de 4 points sur une ellipse

la géométrie conforme en dimension 2 (sphere de Riemann S2): on prend le plan affine euclidien £ auquel
on rajoute un point a 'infini E=FU {oo} (on passe de 'une & l’autre par la projection stéréographique); la
topologie sur E est celle de E & laquelle on rajoute les ouverts du type (E\K)U{oo} ou K est un compact de
FE; la projection stéréographique est un homéomorphisme. Les inversion et les similitudes de E engendrent
un groupe appelé le groupe conforme ou groupe des homographies; la géométrie conforme est I’étude de
I’action du groupe conforme sur E. Sion rajoute la conjugaison, on obtient le groupe circulaire qui vu
comme automorphismes de S2, correspond aux automorphismes qui conservent les cercles tracés sur S2. Une
transformation circulaire droite (z — %%£%) (resp. gauche z — %£%) conserve (resp. change en son opposé)

cz+d cz+d
les angles orientés de droites. (Attention les distances ne sont pas conservées)




théoreme de Ptolémée et trigonométrie des demi-cordes

théoreme japonais: étant donné un polygone convexe inscrit dans un cercle, pour toute triangulation
de ce polygone, la somme des rayons des cercles inscrits est constante

e géométrie sphérique: on note S la sphere unité de R3, orientée.

Pour z,y € S, on note d(x,y) = arccos(z|y): les géodésiques sont les grands cercles.

triangles sphériques: les cotés sont les morceaux de grand cercle qui relient les points entre eux, les
angles étant définis par I’angle entre les vecteurs tangents dans le plan tangent euclidien: o = d(zy, )
ou x, (resp. z) est le deuxieme vecteur fourni apres x par 'orthonormalisation de Schmidt appliqué a
{z,y}, ie x, = ﬁ avec A = y — (z|y)z; c’est aussi 'angle entre les plans correspondants.

formule fondamentale de la trigonométrie sphérique:

cosa = cos bcos c + sinbsin ccos o

la loi des sinus s’écrit: ) ) )
sina  sinb  sinc

sina  sinf  sinvy
pour tout triangle sphérique |b—c| < a < b+ c et a+ b+ ¢ < 27 et réciproquement sous ces conditions
il existe un triangle sphérique de cotés égaux a a, b, c.
deux triangles sphériques ayant les mémes angles sont isométriques.
I’aire d’un triangle sphérique est égale a la somme des angles moins 7.

toutes les droites se coupent en 2 point, en passant en projectif et donc en identifiant z et —x, on
obtient un modele de la géométrie elliptique, ot toutes les droites se coupent en un point (pas de droites
paralleles).

e probléme de trajectoires:

probleme de I'indien: aller de A & B en passant par une droite donnée

soit a : I — R, C' et d une direction du plan alors il existe un unique arc régulier C? orienté a isométrie
pres tel que son vecteur tangent 7(s) vérifie
—_—

Vsel (d,7(s))=a(s) mod2r

dans 'espace: un arc C? sans point d’inflexion est une hélice si et seulement si ses binormales forment
un angle constant avec une direction fixe

polygones de lumiere: soit P un polygone convexe a n cotés de sommets Aq,---, A, et soient «; €
[Ai, Aia]:
* il existe toujours des polygones inscrits de périmetre minimal, ce sont des polygones de lumieres si
@i €]A;, Aipa[;

* tout polygone de lumiere dans P est de périmetre minimal. S’il en existe un alors

- si n est impair, il est unique;

- s n est pair, il en existe une infinité
% pour n = 2p, une condition nécessaire d’existence est Y 7, DQi/_l\DQZ- =0 mod mouD; = (4;4;11);
« une condition suffisante d’existence est: il existe une droite D telle que f(D) = D et

DNgi(JAit1Aiz2) #0 Vi=1,---,n

ou f =o0p,0---0p, et g1 =op, et gi+1 = O'gi(Di—i-l) 0 g;.
* pour n = 3, un triangle possede un polygone de lumire si et seulement s’il est acutangle.



e probléeme d’optimisation

— inégalité isopérimétrique
— probleme de Steiner
— probleme d’Erdos-Mordell

e géométrie hyperbolique: Le modele H du demi-espace de Poincaré.

— Les droites hyperboliques de H sont les droites euclidiennes x = cte ainsi que les demi-cercles centrés
sur l'axe des x.

— La distance hyperbolique entre x = x + iy et 2’ = 2’ + 13/ est donnée par la formule

(:c _ x/)Q + yz + y’2
2yy’

chd(z,7') =

et la mesure invariante est Zﬂ.

— Le groupe des isométries s’identifie & PG Ly(R), ol les matrices < cz > de déterminant positif (resp.

d
négatif) agissent par les homographies

az+b azZ+b
resp. z
cz+d p cz+d

VA

(Ainsi le groupe des automorphismes ”holomorphes” et géométriques sont les mémes)

— Les cercles hyperboliques centrés en A sont les cercles euclidiens du faisceau de cercles de points limites
A et A son symétrique par rapport a 'axe des = (autrement dit les cercles tels que M A = kM A avec
k>1.

— 'H est 2-hyperbolique, i.e. pour tout triangle hyperbolique, tout point situé sur un des cotés est a
distance au plus 2 d’un point situé sur I'un des deux autres cotés.

Indication: on raisonne dans C. Montrez que 'aire hyperbolique d'un disque de rayon p est 7 (chp—1).
En déduire que le rayon du cercle inscrit dans un triangle est borné indépendamment du triangle.

e Métriques de Hilbert: soit V est un espace réel affine de dimension finie et soit C' un convexe ouvert
borné. Pour x # y € C, on considere la droite (xy) qui coupe I'adhérence de C' en deux points u du coté de
x et v du coté de y. On pose alors

vV—x u—=x
v—y u-—y

)

d(z,y) = log[z, y, v, u] == log(

ol ﬁ désigne le quotient % pour une (et donc toutes) bijection affine f de (zy) sur R. L’application

d définit une métrique sur C qui dans le cas du disque unité redonne la distance hyperbolique du disque de
Poincaré.

On vérifie I'inégalité triangulaire pour trois points z,y,z € C. Dans le cas ot ils sont alignés alors d(z,y) =
d(z,z) + d(z,y). Dans le cas ou x,y, z ne sont pas colinéaires, on introduit les points suivants:
— u,v les points de (zy) sur le bord v de C;

— a,c les points de (zy) sur ;

b, d les points de (xz) sur 7;
p = (ab) N (cd);
- u' = (ab) N (2y), 2" = (p2) N (wy) et V' = (de) N (wy).



D’apres l'invariance du birapport par homographies, on en déduit que
[1’, 27 d7 b] = I:x7 Zl? v’? ul] [27 y? c7 a] = ['Z,7 y7 UI? u/]

Par ailleurs on a
[‘T7 y? U/’u/] = I:‘/'I:7 2/7/1),’ u,].[zlvy’ vl? u,] [‘T7 y’ /U7 u] S [x7 y’ /U/’u/:l

On en déduit alors que d(z,y) < log[z, 2/, v, u] +log[Z, y, v/, u/] = d(x, z) + d(z,y).
Développements
e triangles podaires
e trissectrices: théoreme de Morley

e angles eccentriques sur une ellipse et cocyclicité

probleme de Steiner, point de Fermat

triangles sphériques

2-hyperbolicité du demi-plan de Poincaré

e théoreme de Ptolémée avec en application le théoreme japonais
Questions

e 'image d’une droite ou d’un cercle par une inversion
e Décrivez T /GA(E), T/SLA(E), T/O(E)

e Soient ABC un triangle équilatéral et M un point de son cercle circonscrit. Montrer que 'une des distances
MA, MB et MC est égale a la somme des deux autres. En déduire une solution au probleme de Fermat

e Prouver, en utilisant le théoreme de Ptolémée, la relation sin(a —b) = sin a cos b —sin b cos a pour deux angles
a et b tels a soit compris en b (positif) et 7/2.

Exercices corrigés

Exercice 1. théoréme de Ptolémée Considérons un quadrilatére convexe A, B,C,D. Montrez que le quadri-
latere est inscriptible si et seulement si AC.BD + AB.CD + AD.BC.
Remarque: application historique de ce résultat est la formule des demi-cordes pour les calculs d’astronomie.

Preuve : Dans le sens direct, considérons une inversion de centre D; elle transforme le cercle en une droite et

donc ac = ab + be avec b situé entre a et ¢. On rappelle que si M’, N’ sont les images de M, N par une inversion
de centre O et de puissance k alors M'N' = ﬂfé% Ainsi on a

AC.DB AB.DC N BC.DA
DA.DC.DB DA.DB.DC  DB.DC.DA

ce qui donne la relation apres simplification.
Réciproquement de la relation AC.BD + AB.CD + AD.BC, on en déduit la relation

AC.DB AB.DC N BC.DA
DA.DC.DB DA.DB.DC  DB.DC.DA

Considérons alors une inversion de centre D transformant le cercle DAB en une droite ab et le point C en c¢. La
relation devient ac = ab + bc et donc ¢ € (ab) et par inversion C' appartient au cercle DAB.

Exercice 2. Soient ABC un triangle équilatéral et M un point de son cercle circonscrit. Montrer que ['une des
distances MA, M B et MC est égale a la somme des deux autres. En déduire une solution au probleme de Fermat



Preuve : Supposons par exemple que M soit sur I'arc AC qui ne contient pas B. Le quadrilatere M ABC' est
convexe et inscrit dans un cercle, donc d’apres le théoreme de Ptolémée, on a :

MB.AC = MA.BC + MC.AB.

Le triangle ABC' est équilatéral ; en simplifiant par AC = BC = AB, on obtient MB = MA + MC.

Supposons que 'angle en A soit le plus grand et construisons A’ tel que BCO'A’ soit équilatéral extérieur au
triangle. D’apres ce qui précede on a M B + MC > M A’ avec égalité si et seulement si M appartient au petit arc
BC. On a ensuite

MA+MB+MC>MA+MA  MA+MA > AA

avec égalité si et seulement si M appartient au segment AA’. Ainsi le probléme de Fermat est résolu dans le cas
ou le petit arc BC' et le segment [AA’] ont un point commun, i.e. dans le cas ot 'angle en A est inférieur ou égal
a 2m/3.

Exercice 3. Prouver, en utilisant le théoréme de Ptolémée, la relation sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa pour
deuzx angles a et b tels a soit compris en b (positif) et m/2.

Preuve :  Considérons un quadrilatere ABCD inscrit dans un demi cercle de diametre AD et de centre O,
de sorte que AD = 1, Les triangles ABD et ACD étant rectangles, on a AB = sinb, AC = sina, mais aussi
BD = cosb et CD = cosa. Dans BCD la relation des sinus (a/sin A = 2R) donne BC = sin(a — b), toujours car
AD = 1. Le théoreme de Ptolémée affirme que ACxBD = ABxCD + BCxzAD, soit encore, puisque AD = 1 :
sin(a —b) = BC = ACxBD — ABxCD, d’ou la relation sin(a — b) = sina cosb — sin b cos a.

Exercice 4. théoréme japonais: étant donné un polygone convexe inscrit dans un cercle, pour toute triangula-
tion de ce polygone, la somme des rayons des cercles inscrits est constante

Preuve : On commence par le montrer pour un quadrilatére, puis on continue par récurrence sur le nombre de
cOtés du polygone convexe, en étant attentif & montrer que ’'on peut effectivement utiliser I’hérédité dans la preuve
par récurrence.

E’tape 1: cas du quadrilatere

Notations: en notant a, b, c les cotés d’un triangle, R et r les rayons des cercles circonscrit et inscrit on sait que
2Rr = abc/(a+ b+ ¢) qui s’obtient par exemple a partir de abc/4R = S = pr (avec p le demi périmetre). On note
a,b,c,d les longueurs AB, BC, CD, DA, puis m = AC et n = BD. On notera S1, Sy les aires de ABC et ACD,
S1 et S les aires de ABD et BCD.

Les hypothéses: ABCD inscrit signifie que les quatres triangles en jeu ont méme cercle circonscrit de rayon R.
Le fait que ABCD soit convexe entraine que S1+ S2 = §'1 + §’2 = S I'aire de ABCD, ce qui se traduit par :
(ab+ cd)ym = (ad + be)n = S, en multipliant les aires par le rayon R commun aux 4 triangles. Le théoreme de
Ptolémée (inscrit + convexe) permet d’écrire ac + bd = mn.

Preuve: on part de

adn . ben
at+d+n b4+c+n

abm cdm

9 —
R(T1+T2) a—}—b+m+c+d—|—m

et 2R(ry +1h) =

On montre alors, & Paide des relations ci-dessus, que le rapport des deux (r1 + r2)/(r] + 75) est égal & 1.

Etape 2: récurrence sur le nombre n de cotés

- Vrai pour n = 4 (étape 1)

- Pour n supérieur, dans toute triangulation du polygone, il existe un triangle formé de trois points consécutifs
A;_1A;A;+1, sinon on n’a pas une triangulation (on se rameéne au cas n = 4).

- Considérons un triangulation. On peut supposer, a une renumérotation pres, qu’elle contient le triangle
A1 AsAs.

- On applique alors ’hypothése de récurrence sur A; AgAy... Ay, le cas n = 4 sur A1 A3 A3Ay. 11 en résulte que
le résultat est vrai pour la triangulation contenant A1 A2A4 et As A3A4, donc par hypothese de récurrence pour
toute triangulation contenant As AgAy.

- On atteint ainsi toutes les triangulations possibles



Exercice 5. Probléme de Lehmus-Steiner: montrez qu’une triangle est isocéle si et seulement s’il posséde
deuz bissectrices de méme longueur.

Preuve : Evidemment si le trlangle est isocele, il possede deux bissectrices de méme longueur. Réciproquement
soit ABC un triangle tel que B> C montrons que la bissectrice BB’ est plus courte rte que la bissectrice CC’. Soit
M le point d’intersection de CC et du cercle circonscrit a BCB': on a MBB' = MCB' parce qu’ils 1nterceptent
le méme arc. Donc MBC' = % est plus grand que B/C\B’ = C+C . L’arc MC' intercepté par M MBC' est donc

supérieur & I’arc BB’ intercepté par BCH , puisqu’ils sont tous les deux intérieurs a un droit. Mais M est intérieur
au segment CC’ car M BB’ < ABB’. Par suite CC' > CM > BB’: contradiction.

Exercice 6. théoréme d’Erdos-Mordell: étant donné un point I situé a lintérieur ou sur la frontiére d’un
triangle, la somme de ses distances aur sommets est au moins égale au double de la somme de ses distances aux
trois cotés du triangle, l’égalité n’ayant lieu que si et seulement si le triangle est équilatéral et de centre I.

Preuve :

Exercice 7. Triangles podaires Soit ABC un triangle et P un point intérieur au triangle. On consideére
Ay, By, Cq les pieds des perpendiculaires menées de P aux cotés du triangle. Le triangle A1 B1Cy est dit triangle
podaire de ABC' pour P. Soit alors A3BC5 le triangle podaire de A1 B1Cy pour P et A3B3Cjy le triangle podaire
de Ay BoCo pour P.

(i) Montrez que ABC' et A3B3Cs sont semblables.
(ii) Calculez le rapport de similitude.
(iii) Trouver P tel que Uaire de A3BsC3 soit minimale.

Preuwve : (i)Remarquons déja que A, Cq, P, By (resp. B, Ay, P,C1, resp. C, By, P, A1) sont cocycliques car les
triangles rectangles AClP et APB; ont méme hypotenuse Par permutation circulaire, il s’agit donc de montrer
que les angles Aet A3 ont méme mesure. Orona o : (ACl, AP) = (BlCl, B P) car A,C4, P, By sont cocycliques,
qui est égal a (BlAg, B P) car C1, A, By sont alignés, qui est égal & (CQA/27\CQP) car Ao, By, Cy, P sont cocycliques,
qui est égal & (CQB/g,\C’gP) car As, By, P sont alignés, qui est égal a (AgB/g,\AgP) car B3, Co, A3, P sont cocycliques.
De la méme facon on a (Aml) = (Agf,A\:gCg) et donc

(ACh, AP) + (AP, AB,) = (A3B3, A3P) + (A3 P, A3C5)

d’ou le résultat. - e

(ii) Notons aq, a9, ag (resp. (1,2, 03) les angles PAA;, PBB,, PCCy (resp. C1AP, AiBP, BiCP). On a
alors sina; = PA;/PA ... de sorte que PA3/PA = sin . sin ap. sin aig = sin 31. sin 2. sin f3 qui est encore égal
au rapport du produit des distances de P aux trois cotés sur le produit des distances aux trois sommets.

(iii) Il s’agit donc de maximiser (sina;.sin ;) (sin ag.sin [2)(sin as. sin f3) sachant que «; + [; est constant.
Ainsi le maximum est obtenu pour a; = ; ou oy = ™ — §; cas exclu puisque l'on est a I'intérieur du triangle. Le
résultat découle alors par compacité du fait qu’aux bords, i.e. sur les cotés du triangle, 'aire est nulle.



