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Exercice 1. Une rotation de SO(3) sera notée par r = (k,0) ou k est le vecteur unitaire de l’aze de la rotation
et 6 son angle.

Soient alors r = (OA,2a) et s = (OB,20) deuz rotations telles que & et g soient irrationnels. Montrez que si
l'on excepté une infinité dénombrable de valeurs pour la mesure ¢ de 'angle entre les axes OA et OB, le groupe
engendré par r et s est dense dans SO(3).

Preuve : Si Pj est le plan OAB et P, = (OA, —a)(Ps) alors r s’écrit comme le produit des réflexions par rapport
aux plans P; et P3. De méme s est le produit de P, et P, on Py = (OB, 3)(Ps).

Afin d’approcher une rotation (k, 260), on approche son axe puis son angle. Pour approcher R.k, on approche les
plans qu’il détermine avec OA, et OB. D’apres le théoreme de Jacobi-Kronecker, ils sont respectivement approchés
par Pj = (OA, —pa)(Ps3) et P{ = (OB, qf3)(Ps) si p et ¢ sont des entiers adéquats. Ainsi Rk’ = P| N Py approche
Rk.

Puisque 77 = (OA,2pa)) = (Ps)(Py) et s9 = (OB,2q8) = (P{)(Ps), on a sir? = (Py)(Py) dont la mesure 2/
de I'angle est donnée par la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique

cosvy' = sin(pa) sin(q3) cos ¢ — cos(pa) cos(q3)

On cherche %/ irrationnel; la formule précédente montre que si p et ¢ décrivent les entiers et si 7;/ décrit les rationnels,
cos ¢ ne prend qu’une infinité dénombrable de valeurs. On choisit alors ¢ pour que cos ¢ n’appartienne pas a cet
ensemble de valeurs. Il en résulte alors que %l est irrationnel pour tout p,q. Le théoreme de Jacobi-Kronecker
montre alors que 1'on peut choisir n pour que 2ny" approche 26 de sorte que (s97P)™ approche (k, 26).

Exercice 2. Donnez le centre Z de O(q) (resp. Z+ de O (q)) et montrez que O(q) est un produit semi-direct de
O (q) par Z/27; a quelle condition ce produit semi-direct peut-il étre pris direct ?

Preuve : 1l est clair que {Id,—Id} C Z; réciproquement soit z € Z et 7p une réflexion de droite D. On a
2tpz t =7p = T(p) de sorte que z laisse stable toutes les droites de 'espace; c’est donc une homothétie (résultat
classique) et donc z = +1d.

En ce qui concerne Z remarquons que —Id appartient & O"(q) si et seulement si n est pair. Pour n > 3 soit
Tp un renversement de plan P; on a z7pz~ ! = 7p = 7.(p) de sorte que z laisse stable tous les plans de 'espace.
Toute droite étant l'intersection de deux plans, on en déduit de méme que z laisse stable toutes les droites de
l'espace, soit ZT = {Id} pour n impair et sinon ZT = Z pour n pair. Pour n = 2, il est bien connu que O est
commutatif.

Il est clair que la suite exacte 1 — O%(q) — O(q) — Z/27Z — 0 est scindée, un relévement étant donné
par exemple par une réflexion quelconque. Pour obtenir un produit direct, il faut trouver un élément d’ordre 2
qui n’est pas dans O et qui commute & tous les éléments de OT; la seule possibilité est alors —Id en dimension
impaire.

g

Exercice 3. Soit u € O(q) et F, = {x € E | u(z) = x} et on note p, =n — dim F,,. Montrez par récurrence sur
Du, que u est le produit d’au plus p, réflexions. Montrez ensuite que u est le produit d’au moins p, réflexions.

Preuve : On raisonne par récurrence sur p,, le cas p, = 0 correspondant & v = Id. Supposons donc p, > 0 et
soit 2 € F;- non nul et soit y = u(z) # x car x ¢ F,; on ay € F- car F, étant stable par u, F- I'est aussi. De
plus comme x et y on méme norme, on en déduit que (z — y,x + y) = 0 (triangle isocele). On considere alors la
réflexion 7 définie par x — y de sorte que 7(z —y) =y — z et 7(z +y) = x + y soit donc 7(y) = x avec 7|, = Id.
Ainsi on a F,, C F,o, ce dernier contenant x de sorte que proy < py €t on conclut par récurrence.

En outre si u est le produit de r réflexions alors F), est clairement de dimension supérieure ou égale a n — r

(intersection de r hyperplans) soit donc p, < 7.
O

Exercice 4. Montrez que pour n > 3, tout élément de O (q) est produit d’au plus n renversements.



Preuve : Le cas n = 3 est évident en remarquant que si 7 est une réflexion, alors —7 est un renversement de sorte
que le produit de deux réflexions (et donc tout produit d’un nombre pair) est un produit de deux renversements
T10Te = (—71) 0 (—72).

Pour n > 3, soient 71 et T des réflexions par rapport aux hyperplans Hy et Hy et u = 7 o 7. Soit alors
V' C Hy N Hy un sous-espace de dimension n — 3: uyy = Id et V1 est stable sous u. D’apres le cas n = 3, on a
Uy L = 01 002 Ol 01,02 sont des renversements de VL. On obtient le résultat en prolongeant les o; par l'identité

sur V.
O

Exercice 5. Soient uy et uy deur symétries orthogonales de méme nature (i.e. tels que dimKer(u; — Id) =
dim Ker(ug —Id)). Montrez que uy et ug sont conjuguées par O%(q). En déduire alors que D(O(q)) = D(O™(q)) =
0% (q).

Preuve : On décompose l'espace £ = E1 @ Ef- = FEy,® Eﬁ- ou E; = Ker(u; — Id). On choisit alors des bases

orthonormées (e}) et (e?) de E adaptées a ces décompositions. Soit alors u tel que u(e}) = e?; u est une isométrie et

quitte & changer €1 en —eq, on peut supposer que u est positive. On vérifie alors immédiatement que woujou™" = us.
L’inclusion D(O(q)) € O™ (q) est évidente; réciproquement soient 71 et 75 deux réflexions et soit u tel que
! = 75 de sorte que 71 0 79 = [11,u]. Comme tout élément de O (q) est le produit d'un nombre pair de
réflexions, on obtient bien 'inclusion réciproque.
De méme pour montrer que O*(q) € D(O"(q)) pour n > 3, il suffit de montrer que tout renversement est
un commutateur. Soit V' un sous-espace de dimension 3 et (e, ez, €3) une base orthonormée. Soient o1, 09,03 les

renversements définis par (o;);y1 = Id et 0;(e;) = €;) et donc o;(ej) = —e; pour i # j. On a alors o3 = 01 0 73.

UOTIOU

En outre il existe u € O (q) tel que 09 = uo oy ou™! et donc o3 = [o7,u].
g

Exercice 6. Montrez que pour tout u € O(q), il existe une décomposition orthogonale
E=Ker(u—Id)@Ker(u+Id) P, &---& P,
ot les P; sont des plans stables par u, tels que la restriction de u y soit une rotation.

Preuve : On procede par récurrence sur la dimension, les cas n = 1 et n = 2 étant bien connus. Si v admet une
valeur propre réelle (forcément +1), c’est terminé (en particulier si n est impair). Sinon soit A € C une valeur
propre du complexifié de uc, de sorte que X\ est aussi valeur propre. Soit alors z € E ®r C un vecteur propre
du complexifié relativement & \ et soit Z son conjugué qui est alors propre pour A relativement & uc. Le plan
complexe P = Cz + Cz est alors invariant par uc. On remarque alors que les vecteurs % et %ﬁ sont réels et
forment une base de P de sorte que le plan réel qu’ils engendrent et stable sous u.

g

Exercice 7. - On veut prouver la simplicité de OT(3,R). Soit donc N un sous-groupe distingué non réduit a
lidentité; expliquez pourquoi il suffit de montrer que N contient un renversement.

- Soit alors u € N, une rotation d’axe D et soit P le plan orthogonal a D a l’origine de sorte que la restriction
de u a P est une rotation d’angle 6 que l’on suppose 0 < 6 < mw. Soient alors x et y = u(x) des points de la sphére
unité de E; on note d la distance entre x et y. Montrez que pour tout 0 < d' < d, il existe x1, 2 des points de la
sphére unité a distance d' l'un de lautre et tels que xo = u(xy).

- Déduire de ce qui précéde qu’étant donnés yi,ys des points de la sphére unité distant de d' avec 0 < d' < d,
il existe v € N tels que u/(y1) = y2. En considérant la rotation d’axe z et d’angle w/m pour m assez grand,
construire un retournement de N et conclure.

Preuve : - Comme les renversements engendrent O™ (3,R) et sont conjugués sous OT(3,R), il suffit de montrer
que N en contient un.

- Un calcul classique donne d? = 2(1—cos ). Soit a un des points de DN .S?; le résultat découle de I’observation
que u envoie le méridien contenant a et x, sur celui contenant a et y et que lorsque z; varie de = a a, la distance
|[x1 — u(z1)|| varie continfiment de d & 0. De facon précise, on considére = + Aa de norme au carré égale a 1+ A2

de sorte que x; = % € S2. On a alors ||u(z1) — 21|| = ﬁ de sorte qu’il suffit de prendre A = 7”127;’”2.



- Soit 23 (resp. y3) un vecteur de norme 1 orthogonal au plan engendré par 1 et xo (resp. yi et y2) et soit
u tel que s(z;) = y; pour i = 1,2,3. 1l est clair que s conserve le produit scalaire et donc u € O(3,R); quitte a
changer y3 en —y3, on peut supposer que s est positive. On pose u' := sowo sl eNet u’(yl) = 15. Soit alors r,
la rotation d’angle 7/n et d’axe a. Comme R est archimédien, le rapport 7/n tend vers 0 quand n tend vers +oo
et donc pour n assez grand ||z — r,(x)|| < d. On pose alors xy = x et x;4+1 = r,(x;) avec donc x,, = —z. Comme
on a ||z;+1 — z;|| < d il existe alors u; € N tel que u(z;) = z;41 de sorte que v =upo0---ou; € N et v(z) = —z et
v est donc un renversement, d’ou le résultat.

O

Exercice 8. On note H le corps des quaternions et soit G ceuzx de norme 1: G = {a+bi+cj+dk | a®>+b*+c+d? =
1}.  On considére alors l'action de G sur H par automorphismes intérieurs. FEn restreignant cette action a
I’ensemble P des quaternions purs, montrez que 'on obtient alors un isomorphisme G/{£1} ~ O(3,R)". La suite
exacte associée est-elle scindée ?

Preuve : On a P ~ R3 et on vérifié aisément que I’action de conjugaison de G est R-linéaire et conserve la norme
de sorte qu’elle définit un morphisme de groupes G — O(3,R). On note en outre que G ~ S? est connexe et que
le morphisme précédent est continue de sorte que 'image de G — O(3,R) — {£1} est connexe et donc égale a
{1}. On obtient donc bien un morphisme de groupe ¢ : G — O™ (3,R). Montrons la surjectivité: soit p € PN G,
on a ¢p(p) = p ce qui prouve que ¢, fixe p (et est non triviale), c’est donc une rotation d’axe p. En outre on
a p? = —1 soit ¢p d’ordre 2; c’est donc un renversement. On obtient donc tous les renversements, or ceux-ci
engendrent OT(3,R), d’ot la surjectivité. Pour le noyau, on a ¢4(p) = p pour tout p € P si et seulement si g
commute a tous les éléments de P et donc a tous les éléments de H, soit donc g € RNG = {£1}.
Si la suite exacte
1 —{+1} — G —?0"(3,R) - 1

était scindée, on aurait un sous-groupe H de G tel que ¢y soit un isomorphisme de H sur O*1(3,R). Mais alors
pour g € G, on aurait g ou —g qui appartiendrait & H. En prenant o € PN G, on a p?> = (—p)? = —1 soit donc
—1 € H, contradiction.

O

Exercice 9. On considére laction de G x G sur H définie par (q1,q2).q := q1qG2. Montrez que l’on définit ainsi
un isomorphisme G x G/{(1,1),(=1,—-1)} =2 O(4,R)*" et en déduire que PO(4,R)T ~ O(3,R)* x O(3,R)*.

Preuve : L’application ¢y, 4, est clairement R-linéaire et conserve la norme. Par continuité, on conclut comme
précédemment que son image est contenue dans les isométries positives soit donc

¢:GxG— OT(4,R)

Soit (q1,q2) € Ker¢, i.e. q1qga = q pour tout ¢ € H. Pour ¢ = 1, on trouve q; = ¢y de sorte qu’ensuite ¢q; est
central et donc Ker¢ = {(1,1),(—1,—-1)}.

Pour la surjectivité, soit u € OF(4,R), si on a u(1) = 1, comme P = 1+, on a u(P) = P avec up € OT(3,R)
et d’apres ce qui il existe ¢ € G tel que ¢q 4 = u. Sion a u(l) = g, on a alors ¢51 o u(l) = 1 et on conclut grace
au cas précédent. Finalement on obtient donc

G xG/{1,1),(~1,-1)} ~ O(4,R)*"

En passant au groupe projectif, on cherche les couples (q1, g2) tels que ¢4, 4, = —1Id, i.e. q1qGa = —q pour tout
q € H. En faisant ¢ = 1, on obtient g; = —gs, puis on voit que ¢; est central soit alors

G x G/V ~ PO(4,R)*
ounV ={(1,1),(1,-1),(-1,1),(=1,—1)}. En outre la projection canonique G — G/{£1} induit un isomorphisme

(G x G))V ~ G/{£1} x G/{£1}

et donc d’apres ce qui précede

PO(4,R)T ~O(3,R)" x O(3,R)™.



Exercice 10. Le paradoxe de Banach-Tarski (a) On considére les deuz rotations vectorielles de R3, u,v dont
les matrices dans la base canonique sont

01 0 1 0 0
U=[10 0 etV=|_0 -1/2 +/3/2
00 -1 0 —V3/2 —1/2
Soit G le groupe engendré par u et v. Montrez que tout élément r € G\{Id,u} s’écrit de maniére unique sous la
forme r = utv™Muv™u - - uv™ U2 avec €1,€3 € {0,1} et les n; € {1,2}.
(b) On définit une partition (I,J, K) de G de la maniére suivante

e pour tout n, (v2u)* € I;
e pour tout n, u(v?u)" € J;
e pour tout n, vu(vu)" € K ;

o les éléments de G qui ne sont pas de cette forme appartiennent a I, J, K respectivement suivant que leur
écriture commence & gauche par u,v,v? respectivement.

Montrez que K =vJ, I =vK et I =u(JUK).

Exercice 11. (a) Deuz parties A et B de l’espace euclidien R3 sont dites superposables et on notera ADB, s’il
existe un déplacement r de R? tel que B = r(A). Montrez que l'on définit bien ainsi une relation d’équivalence.
(b) Soit S la sphére unité de R3; on pose

D={xeS /3IreG\{Id}, r(z)=ua}

Montrez que D est dénombrable et est stable par G.
(c) Les orbites de S\D sous l’action de G, constituent une partition de S\D. En utilisant l’axiome du choiz,
on construit un ensemble T contenant un élément de chaque orbite. En posant A= I1(T), B= J(T) et C = K(T),

montrez que l'on a ainsi une partition finie (A, B,C,D) de S avec D dénombrable, A, B,C superposables et
AD(BUCO). !

Exercice 12. (a) On appelle découpage d’une partie A de R3, une partition finie (A;)1<i<n de A. On dira que deuz
parties A, B de R?® sont puzzle-équivalentes s’il existe une entier n et des découpages (A;)1<i<n et (Bi)1<i<n tels
que pour tout 1 <1i < n, A; et B; sont superposables. Vérifiez que I’on obtient bien ainsi une relation d’équivalence
que l’on notera P.

(b) Soient S1 et So deux sphéres disjointes de rayon 1, de centres respectifs O1, 02 et soient (A1, B1,C1, D1)
et (A, Ba, Cy, D2) les découpages obtenus en translatant (A, B,C, D). Montrez que

(S\D)P((51\D1) U (S2\Dz2))

(c) On cherche a éliminer les ensembles dénombrables dans la duplication de la sphére ci-dessus. On veut
prouver le résultat suivant: si X est une sphére et A est un sous-ensemble dénombrable de X2, alors

SP(X\A)

Pour cela montrez que l'on peut choisir 6 € 3 tel que 6 € A. En déduire que ’ensemble des rotations d’axe
(0,9) vérifiant qu’il existe n € N\{0}, z,y € A tels que r"(x) = y est dénombrable. Soit alors p une rotation
n’appartenant pas a cet ensemble, de sorte que les ensembles p™(A) sont deuz a deux disjoints. En considérant
U=U,>00"(A), prouvez le résultat.

(d) On veut désormais dupliquer les boules fermées. Montrez que

(E\{ODP((Ei\{O1}) U (K2\{O2}))

'En quelque sorte, A est & la fois la moitié et le tiers de la sphére.




En considérant A = {(cosn,sinn,0), n € N}, montrez que la rotation d’aze z et d’angle 1 radian envoie A sur
A\{(1,0,0)}. En déduire que
KPK\{(1,0,0)}

puis le résultat de duplication des boules.

Remarque: De maniére plus générale, on peut montrer le théoréme suivant

Théoréme (Banach-Tarski) Si A et B sont deux parties de R bornées et d’intérieurs non vides, alors A et B
sont puzzle-équivalentes.



