
Exercice 1. Continuité des racines de polynômes Pour P = anXn+· · ·+a1X+a0 un polynôme à coefficients
complexes de degré n, on note ||P || = |an|+ · · ·+ |a0|; || || est une norme sur Cn[X].

(i) Pour z ∈ C, une racine de P , montrez que |z| ≤ ||P ||
|an| .

(ii) Soit (Pk)k∈N une suite qui converge vers P dans Cn[X]. Soit z une racine de P de multiplicité p. Montrez
que pour tout ε > 0, il existe k0 tel que pour tout k ≥ k0, il y a au moins p racines de Pk dans la boule de
centre z et de rayon ε.

Preuve : (i) Comme ||P || ≥ |an|, la relation est triviale si |z| ≤ 1. Supposons |z| > 1, de l’égalité

anzn = −(an−1z
n−1 + · · ·+ a0)

on en déduit que |an||z|n ≤ (
∑n−1

i=0 |ai|)|z|n−1 ≤ ||P || |z|n−1 et donc |z| ≤ ||P ||
|an| .

(ii) Remarquons déjà que la suite ||Pk|
ak,n

est convergente de sorte qu’elle est bornée et donc qu’il existe M tel
que pour tout k et toute racine de Pk, son module est inférieur à M . On note K la boule de centre 0 et de rayon
M . Il s’agit de prouver que pour k assez grand, l’ensemble Ik des racines de Pk dans la boule ouverte centrée en
z et de rayon ε, est de cardinal p.

On raisonne par l’absurde et supposons que pour tout k0 ∈ N, il existe k ≥ k0 tel que le cardinal Ik est
strictement inférieur à p. On numérote les racines (xk,i)1≤i≤n de Pk de sorte que |z − xk,i| soit croissant. Ainsi on
peut extraire une sous-suite (Pψ(k))k∈N telle que

p ≤ i ≤ n |z − xψ(k),i| ≥ ε

La suite ((xψ(k),1, · · · , xψ(k),n))k∈N prend ses valeurs dans le compact Kn. Quitte à en extraire une sous-suite, on
peut supposer que pour tout 1 ≤ i ≤ n, xψ(k),i converge vers yi. En particulier pour tout p ≤ i ≤ n, |yi − z| ≥ ε.
Or Pψ(k)(X) = aψ(k),n

∏n
i=1(X − xψ(k),i) converge vers P (X) = an

∏n
i=1(X − yi) ce qui fournit la contradiction.

Exercice 2. Soit P ∈ Z[X], P = a0 + a1X + · · ·+ adX
d, avec ad 6= 0, αi les racines de P . On pose:

sepP = inf
αi 6=αj

|αi − αj |.

En posant C = |ad|+ sup1≤i≤d−1 |ai|, montrez que pour d ≥ 3:

sepP ≥ (2C)−
d(d−1)

2
+1.

Preuve : (a) Supposons d’abord que les racines de P sont simples. On peut supposer, quitte à changer les indices,
que sepP = |α1−α2|. Soit D(P ) ∈ Z le discriminant de P . On a donc 1 ≤ |D(P )| puisque les racines sont simples
par hypothèse et

1 ≤ |ad|2d−2
∏

i<j

(αi − αj)2, soit

1
(α1 − α2)2

≤ |ad|2d−2
∏

i<j,(i,j) 6=(1,2)

|αi − αj |2.

Mais |αi − αj | ≤ |αi|+ |αj | ≤ 2 C
|ad| , et il y a d(d−1)

2 − 1 = d2−d−2
2 facteurs |αi − αj |2, ce qui donne:

1
|α1 − α2|2 ≤

(2C)d2−d−2

|ad|d2−3d
≤ (2C)d2−d−2

(car |ad| ≥ 1 et d2 − 3d ≥ 0), d’où le résultat.
(b) Dans le cas général lorsque les racines de P ∈ Z[X] ne sont pas nécessairement simples), on peut supposer

P primitif quitte à le diviser par son contenu (qui est un entier). On considère le polynôme R = PGCD(P, P ′) que
l’on peut supposer dans Z[X] et primitif; on a alors P = QR dans Z[X], P et R étant primitifs. On peut alors
appliquer la méthode de (a) au polynôme Q qui a les mêmes racines que P , mais avec multiplicité 1. On trouve
donc, en notant d′ le degré de Q, et en utilisant que d′ ≤ d :

1
(sepP )2

=
1

(sepQ)2
≤ (2C)d′2−d′−2 ≤ (2C)d2−d−2.
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Exercice 3. Polynômes de Tchebichev: Montrez qu’il existe un polynôme Tn(X) à coefficients réels tel que
cos(nθ) = Tn(cos θ), de degré n et de coefficient dominant 2n−1. En déduire le calcul de

∏n−1
k=0 cos( π

2n + kπ
n ).

Soit P ∈ R[X] unitaire de degré n; montrez que supx∈[−1,1] |P (x)| ≥ 1
2n−1 .

Preuve : On a classiquement Tn(X) =
∑

0≤2k≤n(−1)k( 2
n)Xn−2k(1−X2)k. De manière évidente on a deg Tn ≤ n

et le calcul du coefficient en Xn dans l’expression précédente donne
∑

0≤2k≤n(2k
n ) = 2n−1.

On pose pour tout entier k, θk = π/2n + kπ/n de sorte que les cos θk pour 0 ≤ k < n, sont les racines simples de
Tn(X); ainsi on a

∏n−1
k=0 cos(θk) = (−1)nTn(0)/2n−1 soit 0, si n est impair et (−1)n/2/2n−1 pour n pair.

Le graphe de Tn(x) pour x ∈ [−1, 1], oscille entre les valeurs −1 et 1; en fait pour tout y ∈] − 1, 1[, l’équation
Tn(x) = 2n−1y a exactement n solutions distinctes dans ]−1, 1[ une dans chaque intervalle ] cos(kπ/n), cos(k+1)π/n[
pour 0 ≤ k < n. Ainsi étant donné un polynôme unitaire P de degré n tel que |P (x)| < 1 pour tout x ∈ [−1, 1],
l’équation P (x) = Tn(x)/2n−1 a au moins une solution dans ] cos(kπ/n), cos(k + 1)π/n[; en effet par hypothèse
P (cos(kπ/n) − Tn(cos(kπ/n))/2n−1 < 0 et P (cos(k + 1)π/n) − Tn(cos(k + 1)π/n)/2n−1 > 0. Or le polynôme
P − Tn/Zn−1 est de degré inférieur à n − 1 et a au moins n racines, il est donc nul soit P = Tn ce qui n’est pas,
d’où le résultat.

Exercice 4. Soit P un polynôme à coefficients réels; on note V (x) le nombre de changements de signes de la suite

(P (x), P ′(x), · · · , P (d)(x))

Soit [a, b] un intervalle tel que P (a)P (b) 6= 0; montrez que le nombre de racines distinctes de P dans l’intervalle
[a, b] est inférieur ou égal à V (a)− V (b) et congru à V (a)− V (b) modulo 2. En déduire le lemme de Descartes.

Preuve : Si x est une racine d’un P (i) pour i > 0 avec P (x) 6= 0, alors V (x+)−V (x−) est un nombre négatif pair:
en effet soit [i, i + r] ⊂ [1, d − 1] un segment tel que P (j)(x) = 0 pour i ≤ j ≤ i + r et P (i−1)(x)P (i+r+1) 6= 0, on
remarque que i+ r < d car P (d) est une constante non nulle, on a alors P (i+k)(x+h) = hr+1−kP (i+r+1)(x)+ o(h2)
de sorte le nombre de changements de signes de la sous-suite (P (i)(x−), · · · , P (i+r+1)(x−)) est maximal tandis que
celui de (P (i)(x+), · · · , P (i+r+1)(x+)) est minimal, de sorte que la différence du nombre de changements de signes
de la sous-suite (P (i−1), · · · , P (i+r+1)) est négatif ou nul. On conclut alors aisément que V (x+)−V (x−) est négatif
ou nul; ce nombre est de plus pair car les signes des deux extremités P, P (d) est le même en x− et x+ et que le
signe de P (d)(x) est égal au signe de P (x) multiplié par (−1)V (x).
Si x est une racine de P d’ordre r, le même raisonnement permet de conclure que V (x−)−V (x+) est égal à k + 2l
pour un certain entier l.

On en déduit alors facilement l’énoncé de l’exercice, et le lemme de Descartes en découle directement.

Exercice 5. Soit F (x) =
∑n

i=0 Pi(x)eαix où Pi ∈ R[X] est de degré di; montrez que le nombre de zéros de F dans
R est fini et inférieur ou égal à

∑d
i=0 di + n et que cette borne est atteinte.

Preuve : On pose G(x) = e−α0xF (x) et on raisonne par récurrence sur la somme m des degrés des Pi, le premier
cas, m = 0 étant évident; par hypothèse de récurrence G(d0) a alors au plpus

∑n
i=1 di + (n− 1) zéros réels de sorte

que d’après le théorème de Rolle G a au plus
∑n

i=0 di + n zéros réels.

Exercice 6. Soit P ∈ C[X]; montrez que les zéros complexes de P ′ sont dans l’enveloppe convexe des zéros de P .
Soit K

∑
C un convexe, montrez que l’ensemble des ω ∈ C tels que les solutions de P (z) = ω soient contenues

dans K, est un convexe de C.
Indication: considérez Q(Z) = (P (Z)− ω1)n1(P (Z)− ω2)n2.

Preuve : Soit z ∈ C une racine de P ′ et supposons P (z) 6= 0; on écrit P ′(z)
P (z) =

∑n
i=1

1
z−zi

= 0 soit
∑n

i=1
z−zi
|z−zi|2 = 0

et donc z =
∑n

i=1
zi

|z−zi|2∑n
i=1

1
|z−zi|2

soit z est un barycentre à coefficients strictement positifs des zi et appartient donc à

l’enveloppe convexe des zi.
On pose Q(z) = (P (z)−ω1)n1(P (z)−ω2)n2 et donc Q′(z) = (n1+n2)P ′(z)(P (z)−ω1)n1−1(P (z)−ω2)n2−1[P (z)−

(n1ω2+n2ω1
n1+n2

)]. Soit alors E = {ω ∈ C / {z / P (z) = ω} ⊂ K}; ainsi pour tous ω1, ω2 ∈ E et tous n1, n2 ∈ N×, on
a {z / P (z) = n1ω2+n2ω1

n1+n2
} ⊂ {z / Q′(z) = 0}. Or {z / Q′(z) = 0} est inclu dans l’enveloppe convexe des zéros de

P (z) − ω1 et P (z) − ω2 et donc contenu dans K car K est convexe. On conclut alors par un petit argument de
topologie en utilisant le fait que Q est dense dans R.
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Exercice 7. Soient P ∈ R[X] et z1, · · · , zn ses racines complexes. On note sk =
∑n

i=1 zk
i et on introduit la forme

quadratique q sur Rn définie sur la base canonique (ei)1≤i≤n par la forme bilinéaire f(ei, ej) = si+j−2. Montrez
que la signature de q est (r + s, s) où r (resp. s) est le nombre de racines réelles (resp. complexes non réelles)
distinctes de P : n = r + 2s.
En déduire l’énoncé suivant:

Pour 1 ≤ k ≤ n−1, il existe des polynômes Pk,n ∈ R[X1, · · · , Xn] à n variables tels que pour tout P (X) = Xn−
an−1X

n−1+ · · ·+(−1)na0 ∈ R[X], P est scindé à racines simples réelles si et seulement si Pk,n(a0, · · · , an−1) > 0,
∀k = 1, · · · , n− 1.
Remarque: Quel retrouve-t-on pour n = 2 ?

Preuve : Pour x =
∑n

i=1 xiei et X =




x1
...

xn


, on a

f(x, x) =
∑

1≤p,q≤n

xpxqsp+q−2 =
∑

1≤p,q,k≤n

xpxqz
p+q−2
k =

n∑

k=1

(
n∑

p=1

xpz
p−1
k )2.

On note α1, · · · , αr les racines réelles distinctes de P , m1, · · · ,mr leur multiplicité, et β1, β̄1, · · · , βs, β̄s les racines
complexes de P , n1, · · · , ns leur multiplicité. On a alors f(x, x) =

∑r
k=1 mk(

∑n
p=1 xpα

p−1
k )2+

∑s
k=1 nk(

∑n
p=1 xp(β

p−1
k +

β̄p−1
k )) qui est donc égal à

∑r
k=1 nk(tXAk)2 +2

∑s
k=1 nk[(tXBk)2− (tXCk)2] avec Ak =




1
αk
...

αn−1
k


 et Bk + iCk =




1
βk
...

βn−1
k


. Or la matrice (A1, · · · , Ar, B1 + iC1, · · · , Bs + iCs) est une matrice de Vandermonde et est donc

inversible, de sorte que la famille (A1, · · · , Ar, B1, · · · , Bs, C1, · · · , Cs) est libre sur R. Ainsi la signature de q est
(r + s, s).
Pour montrer la proposition, il suffit alors de remarquer que r = n est équivalent à dire que q est définie positive

ce qui est équivalent à demander la stricte positivité des mineures principaux ∆i =

∣∣∣∣∣∣∣

s0 · · · si−1
...

...
si−1 · · · s2i−2

∣∣∣∣∣∣∣
pour

1 ≤ i ≤ n; en remarquant que pour i = 1, on a s0 = n > 0, on obtient n− 1 polynômes en n variables.
En particulier pour n = 2, P (X) = X2 − σ1X − σ2, on obtient P1,2 = s0s2 − s2

1 avec s0 = 2, s1 = σ1 et
s2 = σ2

1 − 2σ2 soit P1,2 = σ2
1 − 4σ1σ2 qui est le discriminant bien connu.

Exercice 8. Partage de secret: Soit p un nombre premier ”grand”; tous les entiers considérés dans la suite
seront supposés inférieur à p. Soit s0 un entier. On choisit alors n− 1 entiers s1, · · · , sn−1 ”au hasard” (inférieur
à p donc) et soit P le polynôme

∑n−1
i=0 siX

i.
(1) On introduit les n formes linéaires: fi : Q ∈ Qn−1[X] 7→ Q(i) ∈ Q. En considérant les polynômes de

Lagrange

Li(X) =
∏

1≤j≤n

j 6=i

X − j

i− j

montrer que la famille (fi)0≤i≤n−1 est libre. Montrer alors que la connaissance des P (i) pour 1 ≤ i ≤ n, permet
de retrouver s0.

(2) On fixe 1 ≤ i0 ≤ n; décrivez
∩1≤i≤n

i6=i0

Ker fi

On suppose connu les P (i) pour 1 ≤ i 6= i0 ≤ n. Sachant que P (X) est de la forme
∑n−1

i=0 siX
i, que sait-on

sur s0?
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(3) On suppose désormais connue la congruence modulo p des P (i) pour i 6= i0, i.e. le reste de la division
euclidienne de P (i) par p. Montrer alors que l’on ne sait rien sur s0.

Indication (on l’admettra) : l’ensemble des restes de la division euclidienne par p de λn!
i0

lorsque λ décrit Z,
est égal à {0, 1, · · · , p− 1}.

(4) Le code pour déclencher une frappe nucléaire est un nombre inférieur à p que seul le président connâıt. Au
cas où celui-ci serait dans l’impossibilité d’agir, il est prévu que son état major constitué de n membres puissent
déclencher la frappe sans que toutefois n − 1 parmi eux y parviennent. Proposer une solution mathématique à ce
problème en vous inspirant des questions précédentes.

(5) Généraliser la question précédente au cas où l’on voudrait que k d’entre eux le puissent sans que k− 1 n’y
parviennent.

Preuve : (1) Le polynôme
∑n−1

i=0 P (i)Li(X) − P (X) est dans Qn−1[X] et appartient à l’intersection des noyaux
Ker fi où fi est la forme linéaire Q ∈ Qn[X] 7→ Q(i) ∈ Q. Or la famille des (fi)0≤i≤n−1 est libre; en effet étant
donnée une relation

∑
i λifi = 0, en la testant sur Li, on obtient λi = 0. Ainsi l’espace vectoriel

⋂n−1
i=0 Ker fi est

de dimension nulle de sorte que P (X) =
∑n−1

i=0 P (i)Li(X).
(2) Comme précédemment soit Q ∈ Qn−1[X] tel que Q(i) = P (i) pour tout 0 ≤ i 6= i0 ≤ n − 1. Ainsi P −Q

appartient à
⋂

0≤i≤n−1

i6=i0

Ker fi qui est de dimension 1 engendré par
∏

0≤i6=i0≤n−1(X − i) de sorte qu’il existe λ ∈ Q tel

que Q(X) = P (X) + λ
∏

i6=i0
(X − i); or Q est à coefficients dans Z de sorte que λ ∈ Z. Ainsi pour le coefficient

constant de Q on obtient s0 + (−1)n−1λn!
i0

où λ ∈ Z est non déterminé; on connâıt alors s0 à un multiple de n!
i0

près. Si p < n!
i0

, alors s0 est connu.
(3) l’indication correspond à dire que n!

i0
est inversible dans Z/pZ, on le prouve en écrivant une relation de

Bezout...
Comme précédemment on a s0 + λn!

i0
or n!

i0
est inversible, de sorte que lorsque λ décrit Z/pZ, s0 + λn!

i0
aussi;

bref on ne sait rien sur s0.
(4) Le code est s0. On tire au sort les si, et on transmet P (i) modulo p à la personne numérotée i. D’après

(2), les n personnes réunies peuvent reconstituer s0 alors que d’après (3), n− 1 quelconques ne le peuvent pas.
(5) De la même façon soit P (X) =

∑k−1
i=0 siX

i et on transmet P (i) à la personne i pour 1 ≤ i ≤ n. Comme
précédemment, k personnes quelconques peuvent reconstituer P et donc s0 alors que k − 1 quelconques ne le
peuvent pas
Remarque: Si une personne malintentionnée i0 transmet une mauvaise valeur distincte de P (i0) alors que toutes
les autres transmettent leur P (i), la personne i0 sera la seule à connâıtre le code s0. Bien sur s’il y a deux qui
trichent, personne ne sait rien.

Exercice 9. On considère le polynôme X14−7.13.X2−14.6X−13.6. Que pouvez vous dire du nombre de racines
réelles positives et négatives de ce polynôme en utilisant la règle de Descartes puis celle de Sturm.

Preuve : D’après le lemme de Descartes, le nombre de racines réelles positives est inférieur à

V (P ) = V (−13.6,−14.6,−7.13, 1) = 1

tout en y étant congru modulo 2, ce qui donne donc exactement 1 racine positive. En ce qui concerne les racines
réelles négatives, on considère le polynôme P (−X) = X14 − 7.13X2 + 14.6X − 13.6 de sorte que le nombre de
racines négatives est inférieur à V (P (−X)) = V (−13.6, 14.6,−7.13, 1) = 3 tout en y étant congru modulo 2 ce qui
donne une ou trois racines réelles négatives.

Afin de déterminer le nombre de racines négatives, on applique la règle de Sturm, soit P ′(X) = 14(X13−13X−6)
de sorte que modulo P ′, on a X13 ≡ 13X + 6 mod P ′ soit P (X) ≡ X(13X + 6) − 7.13X2 − 14.6X − 13.6 ≡
−13.6(X2 + X + 1) mod P ′. On pose P1 = 13.6(X2 + X + 1) de sorte que X3 ≡ 1 mod P1 et donc X13 ≡ X
mod P1 de sorte que P ′ ≡ −14(X − 13X + 6) ≡ −14.6(2X + 1) mod P1. On pose P2 = 14.6(2X + 1) de sorte que
P1 ≡ 13.6((−1/2)2+(−1/2)+1) ≡ 13.6.3/4 mod P2. La règle de Sturm donne alors que le nombre de racines réelles
négatives de P est égale à V (P, P ′,−∞)−V (P, P ′, 0) = V (1,−14, 13.6,−12, 3/4)−V (−13.6,−6.14, 13.6, 12, 3/4) =
4−1 = 3. On retrouve par ailleurs que le nombre de racines réelles positives est égale à V (P, P ′, 0)−V (P, P ′, +∞) =
V (−13.6,−6.14, 13.6, 12, 3/4)− V (1, 14, 13.6, 12, 3/4) = 1− 0 = 1.
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Exercice 10. Calculer le discriminant du polynôme P (X) = X3 + pX + q

(i) En appliquant la définition.

(ii) En calculant la suite de Sturm S(P, P ′).

Preuve : (i) Il s’agit de calculer le déterminant suivant
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q p 0 1 0
0 q p 0 1
p 0 3 0 0
0 p 0 3 0
0 0 p 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

On peut par exemple faire les manipulations suivantes sur les lignes: L5 ← L5 − 3L2 et L4 ← L4 − 3L1 ce qui
donne la matrice suivante: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q p 0 1 0
0 q p 0 1
p 0 3 0 0
−3q −2p 0 0 0
0 −3q −2p 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ce qui donne 4p3 + 27q2.
(ii) On suppose pour commencer p 6= 0. En notant que X2 ≡ −p/3 mod (3X2 + p), on obtient X3 + pX + q ≡

2pX
3 + q mod (3X2 + p) soit P1(X) = −(2pX

3 + q). Ensuite on a 3X2 + p ≡ 3(−3q
2p )2 + p ≡ 27q2+4p3

4p2 mod P1. Ainsi
P et P ′ sont premiers entre eux, si et seulement si 27q2 + 4p3 6= 0 de sorte que P (X) = X3 + pX + q et P ′ ont
une racine commune si et seulement si 27q2 + 4p3 = 0, de sorte que le discriminant est égale à 27q2 + 4p3 (cf. le
corollaire (5.3.3)).

Pour p = 0, on a X3 + q ≡ q mod (3X2) de sorte que P (X) = X3 + q et P ′ ont une racine commune si et
seulement si q = 0, soit si et seulement si 27q2 = 0, d’où le résultat.

Exercice 11. Soient CX(Y ) = X2 + Y 2 + bY + c et PX(Y ) = X2 + Y + g où b, c, g sont des réels.

(a) Calculer le résultant RY (C, P ).

(b) Donner une condition sur b, c, g pour que les points d’intersection de l’ellipse C avec la parabole P aient la
même abscisse (réelle ou complexe).

(c) Donner des conditions sur b, c, g pour que tous les points d’intersection de P et C soient réels. Retrouvez
cette condition en utilisant la règle de Sturm.

Preuve : (i) Le résultant est donné par le déterminant
∣∣∣∣∣∣

1 b X2 + c
1 X2 + g 0
0 1 X2 + g

∣∣∣∣∣∣

soit X4+(2g−b+1)X2+(g2−bg+c): c’est évidemment ce que l’on trouve en éliminant Y dans les deux équations.
On pose dans la suite α = 2g − b + 1 et β = g2 − bg + c.

(ii) Si on veut 4 points de même abscisse, i.e. P (X) = X4 +αX2 +β = (X −x0)4, il faut x0 = 0 ce qui revient
à imposer α = β = 0.

(iii) Pour avoir 4 racines réelles il faut et il suffit que l’équation Z2 + αZ + β = 0 ait deux racines réelles
positives, soit δ = α2 − 4β ≥ 0, β ≥ 0 et α ≤ 0 (la somme des racines et le produit doivent être positifs).

En utilisant la règle de Sturm, on effectue les divisions euclidiennes suivantes:

X4 + αX2 + β = (4X3 + 2αX)
X

4
− (−X2 α

2
− β)
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4X3 + 2αX = (−X2 α

2
− β)(−X

8
α

)− (−X
2δ

α
)

−X2 α

2
− β = (−X

2δ

α
)X

α2

4δ
− β

de sorte que V (P, P ′,−∞) = V (1,−4,−α/2, 2δ/α, β) et V (P, P ′,+∞) = V (1, 4,−α/2,−2δ/α, β). Si on veut 4
racines réelles il faut V (P, P ′,−∞) − V (P, P ′, +∞) = 4 soit V (P, P ′,−∞) = 4 et V (P, P ′, +∞) = 0 soit α ≤ 0,
δ ≥ 0 et β ≥ 0.
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