Exercice 1. Continuité des racines de polynémes Pour P = a, X"+ - -+a1 X +ag un polynéme a coefficients
complexes de degré n, on note ||P|| = |an| + - + |aol; || || est une norme sur C,[X].
(i) Pour z € C, une racine de P, montrez que |z| < ”P”
(ii) Soit (Py)ken une suite qui converge vers P dans (Cn[X]. Soit z une racine de P de multiplicité p. Montrez
que pour tout € > 0, il existe ko tel que pour tout k > kg, il y a au moins p racines de Py dans la boule de
centre z et de rayon €.

Preuve : (i) Comme ||P|| > |ay|, la relation est triviale si |z| < 1. Supposons |z| > 1, de 'égalité

anz" = —(ap_12""" + -+ + ap)

on en déduit que |a,|[2|* < (X0 Jai)|z[" < [|P]] |2|*~! et donc |z| < el

lan|
(ii) Remarquons déja que la suite gli' est convergente de sorte qu’elle est bornée et donc qu’il existe M tel
k,n

que pour tout k et toute racine de Py, son module est inférieur & M. On note K la boule de centre 0 et de rayon
M. 11 s’agit de prouver que pour k assez grand, I’ensemble I, des racines de P, dans la boule ouverte centrée en
z et de rayon €, est de cardinal p.

On raisonne par l'absurde et supposons que pour tout kg € N, il existe & > kg tel que le cardinal I est
strictement inférieur & p. On numérote les racines (z;)1<i<n de Py de sorte que |z — x, ;| soit croissant. Ainsi on
peut extraire une sous-suite (Pyx))ken telle que

p<i<nlz—Tyml =€

La suite ((xw(k%h e vxw(k),n)) ren prend ses valeurs dans le compact K™. Quitte a en extraire une sous-suite, on
peut supposer que pour tout 1 <@ < n, Tyy),; converge vers y;. En particulier pour tout p <i <n, |y; — z| > €.
Or Pyey(X) = ayryn [ 11 (X — 2y(r),:) converge vers P(X) = a, [[;=; (X — y;) ce qui fournit la contradiction.

Exercice 2. Soit P € Z|X], P = ap + a1 X + - - 4+ agX?, avec ag # 0, o; les racines de P. On pose:

sepP = inf |0y — a;.
o FQ;

En posant C' = |ag| + supy<;<4_1 |ai|, montrez que pour d > 3:

1)

sepP > (2C) +

Preuve : (a) Supposons d’abord que les racines de P sont simples. On peut supposer, quitte a changer les indices,
que sepP = |aj — az|. Soit D(P) € Z le discriminant de P. On a donc 1 < |D(P)| puisque les racines sont simples
par hypothese et

1 < |ag)®® 2H o; — a;)?, soit
1<j
¥< |ad|2d’2 H ‘aA_a.|2'
(a1 —a2)? ~ Y

1<), (i)#(1,2)

Mais | — o] < |au] + || < 2|a netilya d(dgl) —1= % facteurs |a; — a;|?, ce qui donne:
1 (20)F—d-2 < (90 —d-2
a1 — a2 T Jag| T34~ (2C)

(car |ag| > 1 et d?> — 3d > 0), d’ott le résultat.

(b) Dans le cas général lorsque les racines de P € Z[X] ne sont pas nécessairement simples), on peut supposer
P primitif quitte & le diviser par son contenu (qui est un entier). On considere le polynéme R = PGCD(P, P’) que
lon peut supposer dans Z[X] et primitif; on a alors P = QR dans Z[X], P et R étant primitifs. On peut alors
appliquer la méthode de (a) au polynéme @ qui a les mémes racines que P, mais avec multiplicité 1. On trouve
donc, en notant d’ le degré de @, et en utilisant que d’ < d:

1 1 12 _ gt 2
GepPP ~ Gepe = =0



Exercice 3. Polynémes de Tchebichev: Montrez qu’il existe un polynome T,(X) a coeﬁcicients réels tel que
cos(nf) = Ty, (cos ), de degré n et de coefficient dominant 2"~'. En dedmre le caleul de TTpZ, cos(zn + ]%r)
Soit P € R[X] unitaire de degré n; montrez que supye(_y 1) |[P(z)] > 2 =

Preuve : On a classiquement T,,(X) = ZOQKn(—l)k(Z)X"*%(I — Xz)k. De maniére évidente on a degT,, <n
et le calcul du coefficient en X™ dans 'expression précédente donne ZO<2k<n(2:) =2n1,

On pose pour tout entier k, 8 = 7/2n + kmw/n de sorte que les cos 6y, pour 0 < k < n, sont les racines simples de
T,,(X); ainsi on a HZ;& cos(0y) = (=1)"T,,(0)/2"~ ! soit 0, si n est impair et (—1)"/2/2"~1 pour n pair.

Le graphe de T, (x) pour x € [—1,1], oscille entre les valeurs —1 et 1; en fait pour tout y €] — 1,1], ’équation
T,(x) = 2"~ 1y a exactement n solutions distinctes dans |—1, 1[ une dans chaque intervalle | cos(km/n), cos(k+1)m/n|
pour 0 < k < n. Ainsi étant donné un polynéme unitaire P de degré n tel que |P(x)| < 1 pour tout = € [—1,1],
I’équation P(x) = Tp,(z)/2" ! a au moins une solution dans ]cos(lm/n) cos(k + 1)m/n[; en effet par hypothese
P(cos(km/n) — Tp(cos(km/n))/2" 1 < 0 et P(cos(k + 1)m/n) — Tp(cos(k + 1)7/n)/2" 1 > 0. Or le polynoéme
P —T,/Z" ! est de degré inférieur & n — 1 et a au moins n racines, il est donc nul soit P = Tj, ce qui n’est pas,
d’ou le résultat.

Exercice 4. Soit P un polynéme a coefficients réels; on note V(x) le nombre de changements de signes de la suite
(P(:E)a P,(CL‘), e aP(d)(x))

Soit [a,b] un intervalle tel que P(a)P(b) # 0; montrez que le nombre de racines distinctes de P dans l'intervalle
[a, b] est inférieur ou égal a V(a) — V (b) et congru a V(a) — V(b) modulo 2. En déduire le lemme de Descartes.

Preuve : Si x est une racine d'un P pour i > 0 avec P(z) # 0, alors V (z) — V(2™) est un nombre négatif pair:
en effet soit [i,7 4+ 7] C [1,d — 1] un segment tel que PY)(x) = 0 pour i < j < i+ r et PU=D(z) P+ £ 0 on
remarque que i +7 < d car P(9) est une constante non nulle, on a alors PU+K) (z 4 h) = hr+H1=k pltr+)(z) 4 o(h?)
de sorte le nombre de changements de signes de la sous-suite (P (z7),--- , P+ (27)) est maximal tandis que
celui de (P (zt),- -, POt (z1)) est minimal, de sorte que la différence du nombre de changements de signes
de la sous-suite (P(Z_l), .-+, PUHTHY est négatif ou nul. On conclut alors aisément que V (z) — V(z~) est négatif
ou nul; ce nombre est de plus pair car les signes des deux extremités P, P(9) est le méme en 2~ et zt et que le
signe de P9 (x) est égal au signe de P(x) multiplié par (—1)V(®),

Si z est une racine de P d’ordre r, le méme raisonnement permet de conclure que V(z~) — V(x1) est égal & k + 21
pour un certain entier [.

On en déduit alors facilement 1’énoncé de ’exercice, et le lemme de Descartes en découle directement.

Exercice 5. Soit F(z) =Y., P;(x)e“" ot P; € R[X] est de degré d;; montrez que le nombre de zéros de F dans
R est fini et inférieur ou égal a Z?:o d; +n et que cette borne est atteinte.

Preuve : On pose G(z) = e~ **F(x) et on raisonne par récurrence sur la somme m des degrés des P;, le premier
cas, m = 0 étant évident; par hypothese de récurrence G(@) a alors au plpus Sy di + (n— 1) zéros réels de sorte
que d’apres le théoreme de Rolle G a au plus ) ;" d; + n zéros réels.

Exercice 6. Soit P € C[X]; montrez que les zéros complexes de P’ sont dans ’enveloppe convexe des zéros de P.
Soit K C un convexe, montrez que l’ensemble des w € C tels que les solutions de P(z) = w soient contenues
dans K, est un conveze de C.

Indication: considérez Q(Z) = (P(Z) — w1)" (P(Z) — wa)™

=0soit Y ", ZF5 =0

Preuve : Soit z € C une racine de P’ et supposons P(z) # 0; on écrit Pl S

P(z) lez 1=1 |z—z|?
Py %
et donc z = ——2=5l" it 2 est un barycentre a coefficients strictement positifs des z; et appartient donc a
Z 1 7
=1 |z—z)2

I’enveloppe convexe des z;.
On pose Q(2) = (P(2)—w1 )" (P()—wa)™ et done Q(2) = (n1-+n2)P'(2) (P(2)—w1)™ " (P(2) —ws)"™ 1 [P(2)—
(Mw2tn2wi ] - Qoit alors F = {w € C / {2 / P(z) = w} C K}; ainsi pour tous wi,ws € E et tous ny,ng € N*, on

n1+n2

a{z [/ P(z) = ety c £/ ()(2) =0}. Or {z / Q' () = 0} est inclu dans 'enveloppe convexe des zéros de

ni+nz
P(z) — w; et P(z) —wsy et donc contenu dans K car K est convexe. On conclut alors par un petit argument de

topologie en utilisant le fait que QQ est dense dans R.



Exercice 7. Soient P € R[X| et 21, -+ , 2, ses racines complezes. On note sy = > i, 2 et on introduit la forme
quadratique q sur R™ définie sur la base canonique (€;)1<i<n par la forme bilinéaire f(e;,e;) = sipj—2. Montrez
que la signature de q est (r + s,s) ot r (resp. s) est le nombre de racines réelles (resp. complexes non réelles)
distinctes de P: n =1 + 2s.
En déduire I’énoncé suivant:

Pour1 < k <n-—1, il existe des polynomes Py, ,, € R[X1,---, Xy] an variables tels que pour tout P(X) = X" —
an—1 X" 1+ 4 (=1)"ag € R[X], P est scindé a racines simples réelles si et seulement si Py (ag, -+ ,an—1) >0,
Vek=1,--- ,n—1.

Remarque: Quel retrouve-t-on pourn =2 ¢

x1
Preuve : Pour z =Y 1" | wie; et X = : |,ona
L,
n n
+q—2 —142
f(z,z) = Z TpTgSptq—2 = Z TpTezy L= Z(Z Tpz )%
1<p,q<n 1<p,q,k<n k=1 p=1
On note oy, - - - , o, les racines réelles distinctes de P, my,--- ,m, leur multiplicité, et 31, 81, , B, Bs les racines
complexes de P, ny, - -, ng leur multiplicité. On a alors f(x,z) = >}y mp(3°)_, zpal 2L (D=1 zp (B0 4
1
. (€73
B271)) qui est done égal & Y h_; ng (X Agp)? +2 35, nk[(*X By)? — (‘X C)?] avec Ay, = : et By +iCy =
az_l

1

Bk , . 4 :

) Or la matrice (A1, -+, Ay, B1 + iCy, -+, Bs + iCs) est une matrice de Vandermonde et est donc

n-1

k
inversible, de sorte que la famille (Ay, -+, A, By, -+, Bs,C1,--- ,Cs) est libre sur R. Ainsi la signature de ¢ est
(r+s,s).
Pour montrer la proposition, il suffit alors de remarquer que » = n est équivalent a dire que q est définie positive

S0 vt Si-1
ce qui est équivalent & demander la stricte positivité des mineures principaux A; = : ; pour
Si—1 -t 522

1 <% < n; en remarquant que pour ¢ = 1, on a s = n > 0, on obtient n — 1 polyndémes en n variables.
En particulier pour n = 2, P(X) = X% — 01X — 09, on obtient Py = sgs2 — s? avec s9 = 2,51 = oy et
89 = o% — 209 soit Pj o = a% — 40109 qui est le discriminant bien connu.

Exercice 8. Partage de secret: Soit p un nombre premier “grand”; tous les entiers considérés dans la suite
seront supposés inférieur a p. Soit sg un entier. On choisit alors n— 1 entiers s1,--+ , Sp—1 ~au hasard” (inférieur
a p donc) et soit P le polynome Z?gol 5; X,

(1) On introduit les n formes linéaires: f; : Q € Qn_1[X] — Qi) € Q. En considérant les polynémes de

Lagrange
X—J
Li(X) = H P
1<jsn
JF#i

montrer que la famille (f;)o<i<n—1 est libre. Montrer alors que la connaissance des P(i) pour 1 < i < n, permet
de retrouver sg.
(2) On fize 1 < iy < n; décrivez
Mi<icn Ker f;
i#io
On suppose connu les P(i) pour 1 < i # ig < n. Sachant que P(X) est de la forme 2?2_01 $; X", que sait-on
sur sg?



(8) On suppose désormais connue la congruence modulo p des P(i) pour i # ip, i.e. le reste de la division
euclidienne de P(i) par p. Montrer alors que l'on ne sait rien sur sg.

Indication (on Uadmettra) : ’ensemble des restes de la division euclidienne par p de )\%! lorsque X\ décrit Z,
est égal a {0,1,--- ,p—1}.

(4) Le code pour déclencher une frappe nucléaire est un nombre inférieur a p que seul le président connait. Au
cas ou celui-ci serait dans l'impossibilité d’agir, il est prévu que son état major constitué de n membres puissent
déclencher la frappe sans que toutefois n — 1 parmi euzr y parviennent. Proposer une solution mathématique a ce
probléme en vous inspirant des questions précédentes.

(5) Généraliser la question précédente au cas ou l'on voudrait que k d’entre eux le puissent sans que k —1 n’y
parviennent.

Preuve : (1) Le polynome Z?:_()l P(i)L;(X) — P(X) est dans Q,,_1[X] et appartient a l'intersection des noyaux
Ker f; ou f; est la forme linéaire @ € Q,[X] — Q(i) € Q. Or la famille des (f;)o<i<n—1 est libre; en effet étant
donnée une relation Zl Aifi =0, en la testant sur L;, on obtient \; = 0. Ainsi 'espace vectoriel ﬂ?:_ol Ker f; est
de dimension nulle de sorte que P(X) = Y1) P(i)L;(X).

(2) Comme précédemment soit @ € Q,_1[X] tel que Q(i) = P(i) pour tout 0 < i # ig <n —1. Ainsi P — Q
appartient a ﬂ Ker f; qui est de dimension 1 engendré par Hogi Zio Snfl(X — 1) de sorte qu’il existe A € Q tel
0<i<n—1
%10
que Q(X) = P(X) + A, (X —i); or Q est a coefficients dans Z de sorte que A € Z. Ainsi pour le coefficient
n!

constant de () on obtient so + (—1)”_1/\% ot A € Z est non déterminé; on connait alors so a un multiple de =

pres. Sip < ?—0!, alors sp est connu.

(3) lindication correspond a dire que ’:—0' est inversible dans Z/pZ, on le prouve en écrivant une relation de
Bezout...

Comme précédemment on a sg + )\?—0! or Z‘—O' est inversible, de sorte que lorsque A décrit Z/pZ, so + /\%! aussi;
bref on ne sait rien sur sg.

(4) Le code est sp. On tire au sort les s;, et on transmet P(i) modulo p & la personne numérotée i. D’apres
(2), les n personnes réunies peuvent reconstituer sgp alors que d’apres (3), n — 1 quelconques ne le peuvent pas.

(5) De la méme fagon soit P(X) = Zf:_ol 5; X" et on transmet P(i) & la personne i pour 1 < i < n. Comme
précédemment, k personnes quelconques peuvent reconstituer P et donc sy alors que k£ — 1 quelconques ne le
peuvent pas
Remarque: Si une personne malintentionnée ip transmet une mauvaise valeur distincte de P(ip) alors que toutes
les autres transmettent leur P(7), la personne i( sera la seule a connaitre le code syg. Bien sur §'il y a deux qui

trichent, personne ne sait rien.

Exercice 9. On considére le polynome X —7.13. X2 —14.6X —13.6. Que pouvez vous dire du nombre de racines
réelles positives et négatives de ce polynome en utilisant la régle de Descartes puis celle de Sturm.

Preuve : D’apres le lemme de Descartes, le nombre de racines réelles positives est inférieur a
V(P)=V(-13.6,—-14.6,—-7.13,1) =1

tout en y étant congru modulo 2, ce qui donne donc exactement 1 racine positive. En ce qui concerne les racines
réelles négatives, on consideére le polynéme P(—X) = X' — 7.13X?% 4 14.6X — 13.6 de sorte que le nombre de
racines négatives est inférieur a V(P(—X)) = V(—13.6,14.6, —7.13,1) = 3 tout en y étant congru modulo 2 ce qui
donne une ou trois racines réelles négatives.

Afin de déterminer le nombre de racines négatives, on applique la régle de Sturm, soit P'(X) = 14(X13—13X —6)
de sorte que modulo P’, on a X' = 13X + 6 mod P’ soit P(X) = X (13X + 6) — 7.13X?% — 14.6X — 13.6 =
—13.6(X? 4+ X + 1) mod P’. On pose P; = 13.6(X? + X + 1) de sorte que X? =1 mod P et donc X3 = X
mod P; de sorte que P’ = —14(X — 13X 4+6) = —14.6(2X +1) mod P;. On pose P, = 14.6(2X + 1) de sorte que
Py =13.6((—1/2)24(-1/2)+1) = 13.6.3/4 mod P». Larégle de Sturm donne alors que le nombre de racines réelles
négatives de P est égale & V(P, P, —00)—V (P, P',0) = V(1,—14,13.6, —12,3/4) — V(—13.6, —6.14, 13.6,12, 3/4) =
4—1 = 3. On retrouve par ailleurs que le nombre de racines réelles positives est égale a V (P, P/,0)—V (P, P', +00) =
V(—13.6,—6.14,13.6,12,3/4) — V(1,14,13.6,12,3/4) = 1 — 0 = 1.



Exercice 10. Calculer le discriminant du polynéme P(X) = X3 +pX +q
(i) En appliquant la définition.
(i) En calculant la suite de Sturm S(P,P’).

Preuve : (i) Il s’agit de calculer le déterminant suivant

coR o
ok oxr 3
"o wy o
owWwo o
w oo RO

On peut par exemple faire les manipulations suivantes sur les lignes: Ls «— Ls — 3Lg et Ly < Lgy — 3L ce qui
donne la matrice suivante:

q p 0 1 0
0 q p 01
P 0 3 00
-3¢ —2p 0 0 O
0 -3¢ —2p 0 0

ce qui donne 4p> + 2742,

(ii) On suppose pour commencer p # 0. En notant que X? = —p/3 mod (3X?2 + p), on obtient X3 +pX 4 ¢ =
% +¢ mod (3X?+p) soit P(X) = —(@ +¢q). Ensuite on a 3X%24p = 3(_2—?}’;1)2 +p= % mod Pj. Ainsi
P et P’ sont premiers entre eux, si et seulement si 27¢% + 4p3 # 0 de sorte que P(X) = X2 +pX + q et P’ ont
une racine commune si et seulement si 27¢> + 4p® = 0, de sorte que le discriminant est égale & 27¢% + 4p® (cf. le
corollaire (5.3.3)).

Pour p = 0, on a X3 + ¢ = ¢ mod (3X?) de sorte que P(X) = X + g et P’ ont une racine commune si et
seulement si ¢ = 0, soit si et seulement si 27¢% = 0, d’ott le résultat.

Exercice 11. Soient Cx(Y) = X2+ Y2 +bY +cet Px(Y) = X?+Y +g ou b,c,g sont des réels.

(a) Calculer le résultant Ry (C, P).

(b) Donner une condition sur b,c,g pour que les points d’intersection de l’ellipse C' avec la parabole P aient la
méme abscisse (réelle ou compleze).

(c) Donner des conditions sur b,c,g pour que tous les points d’intersection de P et C' soient réels. Retrouvez
cette condition en utilisant la régle de Sturm.

Preuve : (i) Le résultant est donné par le déterminant

1 b X% +c
1 X2+g 0
0 1 X2+yg

soit X4+ (29—b+1)X2+ (g% —bg+c): c’est évidemment ce que I’on trouve en éliminant Y dans les deux équations.
On pose dans la suite a« =29 — b+ 1 et B = g% — bg +c.

(ii) Si on veut 4 points de méme abscisse, i.e. P(X) = X% +aX?+ 3 = (X —x¢)4, il faut zop = 0 ce qui revient
a imposer o = 3 = 0.

(iii) Pour avoir 4 racines réelles il faut et il suffit que I’équation Z2 + aZ + 3 = 0 ait deux racines réelles
positives, soit § = a? —43 >0, 3> 0et a <0 (la somme des racines et le produit doivent étre positifs).

En utilisant la regle de Sturm, on effectue les divisions euclidiennes suivantes:

, X
X' aX? + = (4X° +20X) 5 - (—XQ% —B)



3 _ 2@ gy x 8y _x20
4X° +2aX = (—X 5 B)( Xa) ( Xa)
yQ B 26, a?

X A= (XX =0

de sorte que V(P, P, —o0) = V(1,—4,—a/2,20/a,3) et V(P,P',+00) = V(1,4,—«/2,—26/a, 3). Si on veut 4
racines réelles il faut V (P, P/, —o0) — V(P, P!, 400) = 4 soit V(P, P, —c0) = 4 et V(P, P',+00) = 0 soit a < 0,
0>0et 3>0.



