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Quelques équations diophantiennes

Exercice 1. Ftudiez les solutions entiéres de I’équation (z* — 9)(z* — 16) = y*.
On pensera bien évidemment a factoriser le plus possible et a utiliser Iexercice (77)

Preuve: On va utiliser 'exercice (?7). On est donc amené a introduire “le” pged § de (2% — 9)
et (2 — 16); celui-ci divise (2% —9) — (22 — 16) = 7, soit 6 = 1,7.

Supposons § = 1: d’apres loc. cit., on en déduit que 22 —9 = et? et 22 — 9 = €s? avec € = +1
et t, s > 0 premiers entre eux. On obtient alors 7= €(t? — s?) = €(t — s)(t +s) dou t +s=Tet
t—s=ec Sie=1,onat=4et s=3cequidonne z==5et y==+12. Sie=—1alorst =3
et s =4 ce qui donne x =0 et y = £12.

Remarque: Il nous faut bien stur vérifier a chaque fois que les solutions obtenues conviennent, car
on a simplement raisonné par implication.

Supposons 6 = 7: 2% —9 = Tu, 2> — 16 = Tv et y?> = T>uv avec u et v premiers entre eux. On
a alors uwv = (y/7)? et Dexercice (??7) donne u = €t? et v = es® avec € = 1 et s,t > 0 premiers
entre eux. On trouve alors les solutions © = +3,4 et y = 0, qui conviennent.
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Exercice 2. On considére [’équation y* = 23 + 7:
(i) Montrez qu’il n’y a pas de solutions avec x pair;

(ii) En écrivant 'équation sous la forme y* +1 =23 +8 = (v + 2)(2* — 2x +4) et en utilisant
l’exercice 1 b, déduisez en qu’il n’existe pas de solutions entieres.

Preuve: (i) Si z est pair, on a > = —1mod 8. En écrivant y impair sous la forme 2k + 1, on
obtient y? = 1 + 4k(k + 1) = 1 mod 8 contradiction.

(ii) On a 23+8 = (v +2)(2? —2x+4) avec z impair de la forme 2k+1; (2% —2x+4) = 4k? +3.
On en déduit donc qu’il existe un p premier divisant z? — 2z + 4 avec p = 3mod 4. Or d’apres
I'exercice (?7), si p premier divise y* + 1 alors p = 1 mod 4, d’oti la contradiction.
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Exercice 3. On cherche les solutions entiéres de l’équation z* + y* = 2% avec (v,y,2) = 1:

(i) Montrez que z ety (ou ) sont impairs;
(i) Montrez que (z —y,z +vy) = 2;

(1ii) Déduisez en que les solutions sont paramétrées par u et v avec uw # vmod2, (u,v) =1 et
r=2uv, z=u*+0v? ety = |[u® —v?|.

Preuve: (i) Si z et y sont impairs alors 2 et y? sont congrus & 1 modulo 4 et donc 22 = 2mod 4.
Or les carrés dans Z/4Z sont 0 et 1. Supposons donc x pair; si y était pair alors z aussi ce qui
n’est pas car (z,y,z) = 1.

(ii) Evidemment 2 divise le pged § de (z —y) et (24+y). En outre 6 = (z —y,2y) = 2(z2 — vy, y)
car z — y est pair; 6 = 2(z,y) = 2.



(iii) On écrit 2% = 4a® = (2 — y)(z + y) = 4ts avec t et s premiers entre eux et z — y = 2t,
2z +y = 2s. D’apres l'exercice (7?), on a s = u? et ¢t = v? (on remarquera que I'on recherche
essentiellement les solutions avec z,y,z > 0 et z > y); d’ou le résultat.
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Exercice 4. Soit A = Z[iv/2] = {a +ibv2 / (a,b) € Z?}. On définit pour z = a +ib\/2 € A,
N(z) = a® + 2b°.

(a) Montrez que B est euclidien et donc factoriel.

(b) Soient (x,y) € Z?, vérifiant l’équation y*>+2 = x3. Montrez que x est impair puis que dans
B, y+iV?2 et y—i/2 sont premiers entre eur. En déduire qu’il existe (a,b) € Z? tels que
r=a’+20% et y+iv2 = (a+ib\V/2)3, puis décrire les solutions de ’équation précédente.

(c¢) Etudier comme dans l'exercice précédent l'ensemble S = {n € N / I(x,y) € Z*, n =
% + 2y},
Indication: on utilisera que —2 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 1,3 mod 8.

(d) Etudier de méme l'ensemble {n € Z | I(z,y) € Z*, n = z* — 2y*}.

Preuve: (a) On raisonne comme dans I'exercice précédent; soit N(a+iby/2) = a®+2b% la norme

qui est une fonction multiplicative, et soit z € A*; on a 22’ = 1 soit N(2)N(2') = 1 et donc
N(z) =1, soit z = +1.

Pour montrer que A est euclidien, on remarque a nouveau que z;/zs peut s’écrire sous la forme
q+ e avec g € A et e € C de norme strictement plus petite que 1. Ainsi on a z; = ¢z + 7, avec
r=2z—qznc€Aet N(r) < N(z9).

(b) Si  est pair, on a y> = —2mod 8, ce qui ne se peut pas, car les carrés dans Z/8Z, sont
0,1,4. On factorise ensuite dans A: z° = (y +iv/2)(y — iv/2) et soit § un pged de y + iv/2 et
y—iv2;0onad = (y+iv2, (iv/2)?), or iv/2 est irréductible car de norme 2, et la seule factorisation
de 2 est 1 x 2, de sorte que iv/2 = 2z’ implique que N(z) = 1 soit z inversible (ou z’). Or iv/2 ne
divise pas y car sinon y? serait pair et donc y pair soit x pair, ce qui n’est pas; ainsi § = 1. On
en déduit donc que (y & iv/2) sont des cubes parfaits: (y +iv2) = (a £iv2)° et 2 = a® + 2b°.
En séparant partie réelle et imaginaire, on trouve alors y = a® — 6ab? et 1 = b(3a? — 2b?) soit
b=¢e¢=®+1=23a>—2, ce quidonne b = 1 et a = &1 soit y = £5 et x = 3 qui est bien une
solution de I’équation.

(¢) On a a nouveau n € S si et seulement si il existe z € A tel que n = N(z). On étudie a
nouveau les irréductibles de B; p est irréductible si et seulement si A/(p) est integre, i.e. X?+2
n’a pas de racine dans Z/pZ, i.e. si et seulement si —2 n’est pas un carré dans Z/pZ, i.e. siet
seulement si p = 5, 7mod 8. En raisonnant comme dans 1’exercice précédent, on trouve que les
irréductibles de A, outre les premiers p = 5, 7mod 8, sont les z € A tels que N(z) est premier.
Toujours en suivant la méme démarche, on trouve alors que n € S si et seulement si v,(n) est
pair pour p = 5, 7mod 8.

(d) De la méme facon, la détermination de S se fait via ’étude de A = Z[v/2], dont la norme
est a® — 2b?, avec le morphisme de corps c(a + b\/ﬁ) = a—/2b de sorte que N est multiplicative.
Soit z € A*, on a alors N(z) = £1. A nouveau A est euclidien pour le stathme |N|. On
remarque que —1 est une norme —1 = 12 — 2 x 12 = N(1 + V2). Si n est un diviseur de
x? — 2y? avec x,y premiers entre eux, alors au signe prés n est de la forme u? — 202, En effet
soit « + /2y = m - - - m, une décomposition en produit d’irréductibles; aucun des 7; n’appartient



a Z car x et y sont premiers entre eux, de sorte que comme précédemment les N (m;) sont des
premiers de Z; on a alors x? — 2y?> = N(m)--- N(m,) et n au signe pres, est un produit de

certains de ces N(m;) et donc n est de la forme N(z) = u? — 20

L'égalité —(u? — 20%) = N((1 + v2)(u + vv/2)) = (u + 2v)? — 2(u + v)? permet de négliger le
signe 4. Ainsi un premier impair p est de la forme 22 — 2y? si et seulement si 2 est un carré
modulo p ce qui est équivalent & p = + mod 8.
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Exercice 5. Ftude de ’équation de Pell-Fermat: x*> — Ny? = 1.
(i) Traitez le cas N < 0.

(ii) Montrez que dans le cas ot N est un carré parfait, les solutions triviales v = £1,y = 0
sont les seules.

(7ii) On suppose donc N > 1 et N n'est pas un carré parfait. En utilisant l’anneau Z[v/ N,
montrez l’égalité:

(21 = Nyi)(@3 — Ny3) = (2122 + Nyry)® — N(@1ge + 2231)°

En déduire que s’il existe un solution non triviale (xq,yo) a l’équation de Pell-Fermat, alors
il en existe une infinité (r,,y,) définie par récurrence:

Tnt1 = ToTn + Nyoyn
Ynt1 = ToYn + TnYo

Calculez par exemple pour N = 2, les 3 premiers termes de cette suite en remarquant que
(3,2) est solution.

(iv) Montrez que pour (x1,y1) et (z2,y2) des solutions positives de I’équation, les équivalences
T < Ty Yy <y (1 +y1\/ﬁ) < ($2+y2\/ﬁ)

En déduire que s’il existe des solutions non triviales alors il existe une solution minimale
(x0,Y0) pour une relation d’ordre que l'on définira. Montrez ensuite que [’ensemble des
solutions sont les (x,,y,) définis ci-dessus.

(v) On veut montrer lexistence d’une solution non triviale. Montrez qu’il existe une infinité
de rationnels p/q tels que |V N — p/q| < 1/¢>.

Indication: commencez par remarquer que p ou p — 1 est la partie entiére de g/ N, puis
appliquez le principe des chaussettes et des tiroirs (n+ 1 chaussettes rangées dans n tiroir,
implique qu’un tiroir contient au moins deur chaussettes), ot les chaussettes sont les
nV'N — [nV/N| pour 0 < n < q et les tiroirs sont les intervalles [k/q, (k + 1) : q] pour
0<k<yq.

En déduire qu’il existe une infinité de couples (p,q) € N? premiers entre eur tels que
—1—-2VN < p>—N¢*> < 1+2V/N. En utilisant & nowveau le principe des tiroirs, montrez
qu’il existe un entier | < 1+ 2v/N, py = pomodl, ¢ = gmodl tels que PP — N¢@ =
pa — Ng2 = £, et en déduire 'existence d’une solution non triviale.



Preuve: Evidemment, on se limite a chercher les solutions x,y > 0.

(i) Pour N < —2, les seules solutions sont clairement x = 1 et y = 0; pour N = —1, on
obtient (x,y) = (1,0) ou (0, 1).

(i) Soit N = d? 2? — d*y* = (x —dy)(x +dy) = 1, soit z +dy =1 =z — dy, ot x = 1 et
y=0.

(iii) Soit A = Z[V/N] et N(a + bv/N) = a®> — Nb*> = (a + bv/N)(a — bv/N). L’application
N est multiplicative, d’ott N((a + bv/N)(c + dv'N)) = N(a + bv/N)N(c + dv/N) ce qui donne
I'identité remarquable de I’énoncé.

Avec ces notations (z,y) est solution si et seulement si N (z +yv/N) = 1, ainsi si (2, yo) est
solution alors (2, y,) tel que 2, + yn VN = (20 + 10/ N)", est solution, ce qui donne la relation
de récurrence de I’énoncé. On remarque simplement que la suite (x,,y,) prend une infinité de
valeur car la solution (xg,yo) étant non triviale, zo > 2 et yo > 1 ce qui implique x,,1 > z, et
Yn+1 > Yn.-

Avec N = 2 et (z9,y0) = (3,2), on obtient les premiers termes de la suite (z,,y,): (17,12),
(99,70), (577,408).

(iv) Soient (x1,y1) et (z2,y2) des solutions positives; on a alors les équivalences:

xl<x2<:>mf<m§<:>1+Nyf<1+Ny§<:>y1<y2<:>x1+y1\/N<a:2+y2vN

On choisit alors la relation d’ordre suivante sur les solutions positives: (z1,%1) < (22,92) si et
seulement si x; < 3. Parmi les solutions positives non triviales, soit donc (xg, o) la solution
minimale dont I'existence découle du fait que N est discret.

Soit alors (z,y) une solution (positive) et n > 0 tel que z, < < z,41; on a alors y, < y <

Yni1 €t done 1 < % < zo+yovVN. Or ;iz—n‘/yﬁ est égal a X +Y VN avec X = zx, — Nyy,

et Y = yx, — a2y, avec X2 — NY?2 =1. Enoutre,ona X >0carz >y > 0et z, >y, = 0;
de méme Y > 0 car sinon X + YVN = ﬁ < 1 ce qui n'est pas. Ainsi (X,Y) est une

solution positive et X + YN < xg + yoV/N ce qui contredit la minimalité de (zq, yo).

(v) Commengons par montrer Iexistence d’une infinité de rationnels p/q tels que |\/N —
p/ql < 1/¢?, soit —1/q < ¢v/N — p < 1/q et donc soit p = [¢v/N] soit p = [¢v/N] + 1. On
raisonne par ’absurde, en supposant la finitude de ’ensemble E de ces rationnels. Soit alors
€ = min, /gep VN —p/q|. Comme vN € Q, on a e > 0. Soit donc gy > 0 tel que 1/qy < €, on va
montrer qu’il existe ¢ < qo et p tel que |vN — p/q| < 1/qqo < 1/¢? ce qui est en contradiction
avec le fait que I'on devrait avoir [v/N —p/q| > e. Considérons donc les go-tiroirs [k/qo, (k+1)/qo]
pour k =0,---,qy — 1, et les chaussettes |¢v/N — [¢v/N]| pour n = 1,---,q. Si une chaussette
est dans le premier tiroir, c’est gagné. Placons-nous dans la situation contraire et soient g; # ¢
deux chaussettes dans le méme tiroir, soit |(¢1 — ¢2)V'N — [¢1V/N] + [¢2v/N]| < 1/qo. Ainsi en
posant ¢ = |q1 — 2| et p = [(1V/N] — [g2/N], on a bien |av/N — p| < 1/qo, d’ott le résultat.

Des inégalités —1/¢> < VN — p/q < 1/¢* avec p,q > 0, on obtient —1/q < ¢v/N —p < 1/q,
soit 0 < p+ gV N < 1:q+2¢VN soit —1 —2V/N < p?> — N¢? < 1+ 2v/N. On obtient de la
sorte une infinité de couples (p,q) avec p et ¢ premiers entre eux, et p> — N¢* appartenant &
Pintervalle [-1 — 2v/N, 1 4 2v/N] dans lequel il y a un nombre fini d’entiers (de tiroirs). Selon
le principe des tiroirs, il existe un entier [ de l'intervalle précédent tel qu’il existe une infinité de
couples (p, q) (les chaussettes) avec p et ¢ premiers entre eux, tels que p*> — Ng*> = [. Comme
SqrtN ¢ Q, | n’est pas nul; si [ = +1 c’est gagné, sinon les nouveaux tiroirs sont les éléments
de Z/IZ et on place la chaussette (p,q) dans le tiroir p. On en déduit donc lexistence d’une
infinité de couples (p, q) comme ci-dessus, tels que tous les p ont la méme congruence modulo /.



En envoyant ces chaussettes (p, ¢) dans le tiroir g, on obtient finalement 1’existence d’un infinité
de couples (p;, ;) tels que p; et ¢; sont premiers entre eux, p? — Ng? = [, tous les p; ont la méme
congruence modulo /; de méme que tous les g;.

Soient alors (pi,q1) et (p2,q2) des éléments distincts de cet ensemble; on a p? — N¢i =
ps— Ng2 =l et pp = ppmodl et ¢ = gemodl. Ainsi piga — paqy est divisible par [. De
Iégalité (pip2 — Nq1go)? — N(p1g2 — p2q1)? = 12, on en déduit que [ divise pips — Nqiqo et

(p”’TZN iz Pid2oP2®) est alors une solution non triviale de I’équation.
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