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Corrigé de la feuille d’exercices 3

1 Le groupe modulaire

Exercice 1. Soit H = {z € C, Im z > 0}, le demi-plan de Poincaré. A toute matrice

d
fa(z) = &£
(a) Montrez que lapplication [ : A — fa est un morphisme de groupes de SLs(Z) dans le

groupe des permutations de H. Déterminez Ker f. On note G [image de f et on [’appelle
le groupe modulaire

A= ( CCL b ) de SLy(7Z), on associe la fonction homographique fa définie pour tout z € ‘H par

(b) Pour z € H, on pose I, = {Im g(z), g € G}. Montrez que I, est une partie de R
admettant un plus grand élément .

(¢c) On note Gq le sous-groupe de G engendré par S : z — —1/z et T : z — z+ 1. Pour
z € 'H, montrez qu’il existe gy € Gy tel que si on pose zy = go(2), on a pour tout g € Gy,
Im g(z) < Im 2.

(d) Soit D ={z€H /|Re(z)| <1/2, |z| > 1}, le domaine fondamental du groupe modulaire.
Montrez que [’on peut choisir zy dans D.

(e) En déduire que Gy = G.

_ (az+b)(cz+d)

Preuve : (a) On calculer aisément la partie imaginaire de f4(2) = etz Soit
I fa(2) = o > 0
mfa(z) = —
A lcz + d|?

de sorte que fa(H) C H. De méme on a

az:jj:s: +b  (ad +bc)z + (ab + bd')

fa(fB(2)) = Cg/’zzig +d - (ca’ +dc’)z + (cb + dd')

= fan(2)

On en déduit alors comme f; = Idy, fa est bijective d’inverse f4—1. L’application f : A — fu
est donc un morphisme de groupes de SLs(Z) dans le groupe des permutations de H. En outre
fa(z) = z pour tout z € H donne az +b = cz% = dz soit ¢ = b = 0 et a = d; 1'égalité ad — bc = 1
donne alors a = %1 et donc Ker f = {£]}.

(b) Soit @ > 0, on va montrer que I'ensemble des Img(z) > « pour g € G, est fini, ce
qui implique trivialement le résultat. Or Img(z) > a équivaut & |cz + d|* > 22; on éerit
z=ux+iyavec y > 0. On a alors *y < |ez + d* < 22 s0it ¢ < (almz)™'; de méme
on a d® < |cz|? + |ez + d* < A|z* + 222, de sorte que Uensemble des couples (c,d) est fini,
éventuellement vide d’ou le résultat. On notera que I’ensemble des g € G ayant pour deuxieme
ligne (¢, d) n’est pas fini; a et b sont donnés par des coefficients de Bezout: ad — be = +1.




(¢) La question se traite de maniere identique a la précédente en remplacant G par Gy.
d) On écrit Rezg = m+t avec m € Z et |t| < 1/2 de sorte que z; = T~ ""(zg) a t pour partie
q P p
réelle et a la méme partie imaginaire que zg, et comme T' € GG, on peut remplacer zg par z;. En

outre on a Im S(z;) = Iﬁ;"? < Im 2; soit |z1] > 1 soit 2y € D.

(e) On commence par montrer que deux points z,2’ € D sont dans la méme G-orbite alors
z et 2/ appartiennent a la frontiere de D soit 2/ = g(z) avec quitte a échanger z et 2z’ avec
z =g~ '(2’), on peut supposer Im z < Im 2/, soit en écrivant z = x + iy,

2

12> (cx+d)?+y* >y > ~c

W~ w

car z € D. On en déduit alors |¢| < 2 soit ¢ € {—1,0,1}. Comme il est loisible de changer les
signes des coefficients de g, le cas ¢ = —1 se rameéne au cas ¢ = 1.

Cas ¢ =0: on a alors ad =1soita=d=+1let g=T" pourn € Z. Sin = 0, on a alors
g=1¢et z=2" et sinon n = +1 avec l'une des deux parties réelles Rez et Rez’ est égale a 1/2
l'autre étant égale a —1/2.

Casc=1: ona |z+d| <1 cequidonnedée {—1,0,1}. Pour d = 0, on obtient b = —1 et
2 =a—1/z. Si Rez # *+1/2,ie. 2 # jet z# —j?alorsa =0et 2/ = —2. Si z = j (resp.

z = —j?), on peut avoir a = 0 ou —1 et 2’ = —j2 ou —j (resp. 2’ = j ou —j?); dans tous les cas
ona lz| =1|2|=1.

Sid=1,ona |zl =1letx=—-1/2s0it z=j;onaalorsa—b=1etz =a+jcequi
implique a =0 ou 1 et 2/ = j ou —j2. Si d = —1, on obtient de méme z = —j2 et 2/ = j ou —j2.

Montrons maintenant G = Gy; soit g € G et z € D un point intérieur. D’apres (d), il existe
go € Gy tel que go(g(2)) € D ce qui implique gg o g(2) = z soit g = gy € Go.
O

2 Réseaux

Exercice 1. Soit G un Z-module libre de rang n. Justifiez ou infirmez les affirmations suivantes:
(i) de toute famille génératrice de G, on peut extraire une base;
(i) toute famille libre de G de cardinal n est génératrice;

(iii) le théoréme de la base incompléte est vérifié, i.e. on peut toujours compléter une famille
libre en une base;

(iv) tout sous-groupe de G admet un supplémentaire.

Preuve: (i) c’est faux comme on peut le voir sur I'exemple: (2,3) est une fammille génératrice
de Z dont on ne peut extraire aucune base;

(ii) c’est & nouveau faux: par exemple 2Z C Z;

(iii) c’est encore faux: par exemple G = Z? et soit v = (2,0) alors quelque soit w = (a,b) tel
que (v, w) soit libre, le point (1,0) ne sera jamais atteint;

(iv) c’est toujours faux: en effet 27 C Z n’admet pas de supplémentaire.

Exercice 2. Montrez [’équivalence entre les trois points suivants:



(i) (ny, - ,n.) =1;

1
sl 0
(i1) il existe une matrice A de SL,(Z) tel que A | = . |;
n, 0
ny
(iii) : peut étre complété en une base de 7.
n,

Exemple: complétez (10,6,7,11) en une base de Z*.

Preuve: (i) implique (ii): le résultat se démontre par récurrence; la premiere étape du calcul
est la suivante:

0 . 0 n,
0 . n'l
U v n - (12, 12p 1)
0 - _nr/(nra nr—l) nr—l/(nra nr—l) ' 0

ol u et v sont les coefficients de Bezout entre n,_; et n,: un,_; +vn, = (n,,n,_1). On peut aussi
utiliser le résultat (??) du cours, dont la preuve repose sur un calcul du genre de celui exposé
ci-dessus: on considere f : Z" — Z défini par f(ay,- - ,a,) = aing + -+ + a,n,. Le théoreme
fondamental du cours dit de la base adpatée, nous assure 'existence d’une base (ey,--- ,e,) de
Z™ tel que Ker ¢ = Zaye1 ® - - - ® Zaye, avec a;|a; 11 dans Z que 'on appelle les facteurs invariants
de 7"/ Ker ¢; d’apres l'exercice 1 on a en outre que les a; sont tous égaux a 1 pour 1 < i < r et
a, = 0 (par un argument de dimension). Ainsi si on note A transposée de la matrice de passage

1
s 0
de la base (e, €,_1,- -+ ,e1) dans la base canonique, on a A € SL.(Z) et A : = i
n, 0
1 0
nq 0 1
(ii) implique (iii): il est évident que la famille : =A1'| | |,A] 0 JATE
Ny ' :
0 0
forme une base de Z".
ni
(iii) implique (i): soit eg, - - , e, une famille qui complete : en une base et on note A
n,

la matrice de passage de cette base dans la base canonique; on calcule le déterminant de A en le
développant par rapport a la premiere colonne de sorte que celui-ci est divisible par le pged des
n; qui est donc égal a 1 car det A = +1.



Exemples: le premier cas est simple car on a la relation 7 — 6 = 1 de sorte que la matrice
suivante est de déterminant —11

10 6 7 11
0 1.1 0
1 00 O
0 00 1

de sorte que les 4 vecteurs colonnes de la transposée de la patrice ci-dessus constituent une base
de Z*.

Dans le deuxieme exemple on a la relation de Bezout: 1 = 6.6 — 2.10 — 15. On cherche donc
6 coefficients a, b, c,d, e, f tels que cf —de = 6, af —be = 2 et ad — bc = —1. Par exemple la
matrice suivante convient

6 1 0
10 0 -1
15 6 2

4

Exercice 3. Diverses propriétés des réseaur (voir chap 5 §2 du cours) dans la suite K est 'un
des corps Q ou R et V est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0. Une partie I' de V
est un sous-réseau s’il existe une famille libre e = (e1,--- ,e,) de V telle que I' = Zey +- - -+ Ze,..
On dit que e est une Z-base de I' et r est son rang. On dit que I' est un réseau si r = n.

(i) 7.+ 27 est-il un sous-réseau de R ?

(i) Soit T' un réseau de V, e une Z-base de I' et v une base de V. Montrez que v est une
Z-base de ' si et seulement si la matrice de passage de e a v appartient & GL,(Z).

(iii) Soient I' un réseau de V et A C ' un sous-groupe. Montrez que A est un sous-réseau de
V' et qu’il existe une Z-base (e1,--- ,e,) de ', 1 < s<metay,- - ,as € L* vérifiant:
— (ajeq, -+ ,ases) est une Z-base de A,

— pour 1 <1 < s, a; divise a;yq
En déduire une CNS pour que I'/A soit fini et calculez son cardinal en fonction des a;.

(iv) On suppose ici K = Q. Soient T', A des réseauz de V. Montrez que

— il existe d € N\{0} tel que dI" C A,
— T+ A etI'NA sont des réseauzx de V.

(v) On suppose ici K =R et on munit V de sa topologie canonique. Montrez que tout sous-
groupe discret' T' de V' en est un sous-réseau.

Indication: soit (e, - ,e,) une famille libre mazimale de T et K = {A\je1+- -+ Aep; A €
[0,1]}. En utilisant le fait que KK NT est fini et en considérant pour j € Z et v = A\eg +
s+ Ne, €T, les xy = jo — ([fM]er + - + [JA]er)?, montrez que \; € Q et conclure.

A quelles conditions est-ce un réseau?

i.e. tel que pour tout compact K de V., KNT est fini
2[\] désigne la partie entiere de A



Preuve: (i) v/2 n’appartenant pas & Q, G = Z + v/27Z est dense dans R; si G était un réseau on
aurait G = aZ et serait discret, ce qui n’est pas.

(ii) Si v est une Z-base de I', la matrice de passage de e a v et celle de v a e sont a coefficients
dans Z et sont inverses 'une de l'autre, d’ott le résultat. Réciproquement soit P (resp. P~1)
la matrice de passage de e a v (reps. de v a e). Comme P est a coefficients dans Z, le réseau
engendré par e est inclus dans celui engendré par v; I'inclusion inverse découle de méme du fait
que P~ ! est a coefficients dans Z.

(iii) C’est le théoreme de la base adaptée, sur les modules de type fini sur un anneau principal.
Le quotient I'/A est fini si et seulement si les deux réseaux ont le méme rang et alors le cardinal
est égal a la valeur absolue du produit des a;, 1 < i < n.

(iv) - Soient e et f des Z-bases de respectivement I' et A. On note P = (p; j)1<ij<n € GLn(Q)
la matrice de passage de f a e et soit d le ppcm des dénominateurs des p; ;, 1 < 7,5 < n, écrits
sous formes irréductibles. Il est alors clair que 'on a dI' C A.

- Soit d comme ci-dessus. On a alors

di'cI'nAcTl

FcT+AcCd!'A

L’inclusion TNA CT (resp. I'+ A C d~'A) prouve d’apres (iii) que TN A (resp. T + A) est un
sous-réseau de I' (resp. d~'A). Les autres inclusions montrent que I' + A et I' N A sont de rang
n.

(v) On procede comme suggéré dans 'indication; K étant compact, I N [ est fini; on note
Yr,- - ,Ys ses éléments . Soit x = Y., Ne; € I, A; € R. On considere pour j € Z, z; =
jr—>"1_[FAies; ;5 € TNK de sorte qu’il existe j # k tels que x; = g, soit (j—k)A; = [FNi]—[k\i]
pour 1 <i < retdonc \; € Q. Pour 1 <7 < s, on écrit y; = 2221 )\};ek avec )\2 € Q et soit d le
ppem des dénominateurs des A, écrits sous forme irréductible. De égalité z = z1 + >, [Aes,
on en déduit dx € Ze, + - - - + Ze, soit dI' C Zey + - - -+ Ze,., soit I C Zd~te; +---+Zd te, = A
et ainsi ' est un sous-groupe du sous-réseau A de V' et donc I' est un sous-réseau de V. En outre

' est un réseau de V' si et seulement si I' est discret et V/T" est compact.
O

Exercice 4. (*) On reprend les notations de l'exercice précédent avec K = R. On note
la mesure de Lebesque de R™, (e,--- ,€,) sa base canonique et (.|.) le produit scalaire associé
(€il€j) = d;j. Pour T un réseau de R"™ et e = (ey,--- ,e,) une Z-base de I', on pose

- el — {E?:l )\1,617 )\17"' 7>\n € [07 1]}7
- De,F = {2?21 )\zeza >\17"' 7)\71 € [Oal[};
On note Ser (resp. Ter) la matrice de terme général (e;le;) (resp. (€le;)).

(a) Montrez que Ser = TerTer. En utilisant la formule du jacobien pour le changement de
variables dans les intégrales multiples, en déduire I'égalité p(Per) = \/det Ser. Montrez
ensuite que j(Per) ne dépend que de I' et non de e; on dit que c’est la mesure du réseau
et on la note u(R"/T").

(b) Une partie D de R™ est un domaine fondamental de T, si D est u-mesurable et si ses
translatés par les vecteurs de I' forment une partition de R"™. Montrez que Der est un
domaine fondamental et que (D) = u(R™/T") pour tout domaine fondamental D de T'.



(¢) En utilisant le théoréme de la base adaptée, montrez que si A C T' sont des réseauz alors
L'/A est fini et
p(R"/A) = card(T/A)u(R" T

(d) (i) Soit ¢ : R" — R"/I" la surjection canonique associé au réseau I' et soit F' une partie
de R"™, p-mesurable vérifiant pw(F) > pu(R™/T"). Montrez que la restriction de ¢ a F
n’est pas injective.

(i1) Déduire de (i), le théoréme de Minkowski: soient I' un réseau de R™ et A une partie
p-mesurable, conveze, symétrique par rapport a O et vérifiant u(A) > 2"u(R"/T),
alors ANT # {O}.

i11) Montrez que si C' est un convexe compact de R™, symétrique par rapport a O tel que
y

u(C) = 2"u(R™/T') alors CNT # {O}.

(iv) Soit v, le volume de la boule unité fermée de R"™. Montrez qu’il existe v € I différent
de O et de norme inférieure ou égale a deuz fois la racine n-iéme de v, ' u(R™/T).

Preuve: (a) L'égalité Ser = TerTer découle directement des formules classiques du cours
d’algebre bilinéaire en remarquant par exemple que T, r est la matrice de passage de la base
e a la base canonique; ainsi on a det Ser = (det Te,r>2 > 0. En outre, par la formule du
changement de variable dans une intégrale multiple via le jacobien, on a pu(Per = |[ Pr dp =

fol o fol |det Ter|dxy. - -+ .day, soit u(Per) = /det Ser.

Si f est une autre Z-base de I', on ntoe @ la matrice de passage de e a f; Q € GL,(Z) et
Str = 'QSerQ, soit det Spr = det Ser(det Q)?; or comme @ € GL,(Z), on a det Q € Z*, soit
det @ = %1, d’ou le résultat.

(b) Der est évidemment un domaine fondamental. Soient alors D; et D, des domaines
fondamentaux quelconques. En considérant D, comme un domaine fondamental, on écrit

Dl = HDl ﬂ(U+D2),

vel

I' étant dénombrable et p étant invariante par translation, on a

w(D1) = ,cr (D1 N (v + Dy))
= wer H((=v +D1) N Dy)

Or comme —I' = T, on en déduit u(D;1) = >, (D2 N (v + D1)) = (D), la derniere égalité
découlant du fait que D; est un domaine fondamental.

(c) D’apres le théoreme de la base adaptée, il existe une Z-base v = (vy, -+ ,v,) de ' et
des entiers aq|ag|- - |a, tels que w = (ajvy, -+ ,a,v,) est une Z-base de A. Ainsi on obtient
card(IT'/A) = [T, a; et Swa ='DSyrD avec D = diag(a,- - ,ay), d’out le résultat.

(d) (i) Soit D un domaine fondamental:

WF) = uFN(y+D) = u((F—7)ND) > u(D)

verl yer

d’ott il en résulte que les (F' — ) ND pour v € I' ne sont pas deux a deux disjoints. Soient donc
r,y € Feta#p el vérifiant 1 —a =y — [ soit 2 —y = a— € I'\{O} et donc ¢ non
injective.



(ii) Soit F' = £ A; on a donc u(F) > p(R™/T). D’apres la question précédente, il existe donc
z,y € F tels que x — y € T\{O}. En outre 2x et —2y appartiennent & A d’apres la propriété de
symétrie de A par rapport a O, et donc x — y = @
convexité de A, d’ou le résultat.

(iii) Soit C, = (1+1/r)C pourr > 1; C = N1C; et pu(C,) > 2"p(R™/T"). D’apres la question
précédente, soit x, € C. N (I'\{O}) C K :=2C N (I'\{O}); K étant fini, on peut extraire de la
suite (z,),>1 une sous-suite convergente, donc stationnaire, d’ou le résultat.

(iv) Une boule B(O, r) vérifie B(O,r)N(T'\{O}) # deés que v,r™ > u(R"/T'), d’olt le résultat.

U

appartient a A d’apres la propriété de

Exercice 5. (*) Quelques applications arithmétiques (utiliser le point (iii) ci-dessus)

(a) Soient € > 0 et (aq,-- ,a) € R"\Q"; montrez qu’il existe py,--+ ,p, € Z et ¢ € N non
nul tels que pour tout 1 < i < n, on ait |a; — % <&

Indication: considérez le groupe I' engendré par les vecteurs de la base canonique et le
vecteur (aq, -+ , ) et remarquez que I' n’est pas un réseau et n’est donc pas discret.

(b) Montrez que si p=1mod4, p premier, alors p est somme de deux carrés.

Indication: (—1) étant un carré modulo p, soit u € Z tel que u®> +1 = Omodp et soit
I ={(a,b) € Z* /| a = ubmodp}. Soit ¢ : Z* — Z/pZ défini par ¥ (a,b) = a — ub.
Montrez que I' est un réseau de mesure p et utilisez le point (d) (iv) de l’exercice précédent.

(¢c) Montrez que tout nombre premier p est somme de quatre carrés.

ndication: montrez lexistence d’un couple (u,v) € Z? tel que u> +v*+1 = 0modp. On
fize un tel couple et soit T' = {(a,b,c,d) € Z* | ua + vb = cmodp et ub — va = dmod p}.
Soit ¢ : Z* — (Z/pZ)? défini par (a,b,c,d) = (¢ —ua — vb,d + va — ub). Montrez que
[ est un réseau de R* de mesure p? et utilisez le point (d) (iv) de lexercice précédent.

Preuve: (a) Soit I' le groupe engendré par (ej,--- ,e,,€p) ou e, -+ , e, sont les vecteurs de
aq

la base canonique de R™ et eg = : . Si T' était discret, il serait un réseau; soit f une
Qp

Z-base de T' et P la matrice de passage de (ey, -+ ,e,) & £, P € M,(Z) et P~' € M,(Q) de
sorte que eg est une combinaison linéaire a coefficients dans Q des e;, ce qui n’est pas. Ainsi I’
n’est pas discret et admet un point d’accumulation P. Soit alors € > 0 avec B(O,¢) N A = {0},
ou A est le réseau Ze; + --- + Ze,; il existe alors des entiers comme dans ’énoncé tels que
(geo + prer + -+ -+ pnen) — (¢'eo + pier + - - - + plen) soit de norme inférieure a € avec ¢ — ¢’ # 0,
d’ou le résultat.

car v ¢ A, d’ou le résultat.

(b) Soit x un générateur de (Z/pZ)* ~ Z/(p—1)Z; on a 2?~' = 1 et u = 2P~/ est d’ordre 4,
soit u? d’ordre 2; or dans un corps commutatif de caractéristique différent de 2, il y a exactement
un élément d’ordre 2, i.e. —1; en effet I’équation X? — 1 y a au plus deux solutions. Soit alors
I = {(a,b) € Z*> / a = ubmodp} et ¢ : Z?> — Z/pZ défini par (a,b) = a — ub; 1 est
clairement surjective et son noyau est I' de sorte que 9 induit un isomorphisme Z?/T" ~ Z/pZ.
On en déduit donc que I' est un réseau de mesure p car pu(R?*/Z%) = 1. D’apres l'exercice
précédent question (d) (iv), il existe donc v = ae; + bey # O € T' de module inférieur ou égal a



2,/2, soit 0 < a? 4+ b*> < 4p/m < 2p; or comme v € I', on a a® + b* = b?(u* + 1) = Omod p, d’on
a®+ b =p.

(c) Lecas p = 2 = 12412402402 est vite traité, soit donc p > 3 premier. Soit ¢ : (Z/pZ)* —
(Z/pZ)* défini par ¢(z) = x?; Z/pZ étant un corps, Ker ¢ = {1, —1} de sorte que I¢ est de
cardinal (p — 1)/2. En remarquant que 0 est un carré, on en déduit que {u® / v € Z/pZ} est
de cardinal (p +1)/2 et qu’il en est de méme pour {1 —v? / v € Z/pZ}; comme 2(p+1)/2 > p
on en déduit que {u® / u € Z/pZ} N {1 —v* / v € Z/pZ} est non vide, et on fixe u,v tels
que u?> +v?> 4+ 1 = Omodp. Avec les notations de 1'énoncé, 1 est clairement surjective et
son noyau est le groupe I'; ¢ induit donc un isomorphisme Z*/T" ~ (Z/pZ)?. On en déduit
donc que T est un réseau de mesure p*>. D’apres le point (d) (iv) de I'exercice précédent, soit
v = (a,b,c,d) =€ T\{O} de norme au carré inférieure ou égale a 4v/2p/7 < 2p. Or comme
yeTl,onaa®+b+c+d*=(a®+0%)(u* +v* + 1) = 0mod p, soit p = a® + b* + ¢ + d°.
Remarque: En utilisant I'identité remarquable?

(@ + 0+ +d)(®+ B+ +6%) = (aa — bB — ¢y — db)?* + (aB + ba + b — dy)*+

+(ay + ca+ dB — b8)* + (ad + by + da — ¢f3)?

on en déduit que tout entier est somme de quatre carrés.

O
3 Invariants de similitude
Exercice 1. Donnez les facteurs invariants du Z-module
Z)207 ®Z)18Z. & ZJ12Z ® 7./97. & 7] AZ
Preuve : On cherche donc a,|a,_1|---|a1; évidemment a; est 'ordre maximal d’un élément soit

donc le ppecm des nombres qui apparaissent, soit a; = 22325 et le lemme chinois nous donne
G=7Z/a7Z ®7)2L7J18Z & 7./9Z & Z/AZ. On recommence alors le procédé, soit ay = 2232, et
G=7/amZ DL/asZ & L)2Z & 7/187Z; soit az = 23% et ay = 2.
Une fagon d’automatiser le procédé est de faire a tableau a double entrée; a la position (i, 7)
on mets le nombre de fois que pg apparait ou p; est le i-ieme facteur premier qui apparait. On
élimine étape par étape les termes les plus a droite du tableau, un par ligne (bref on calcule le
ppem), jusqu’a épuiser les entrées.

O

Exercice 2. (*) Pourn > 1, on note J,, € M,,(C) la matrice nilpotente dont tous les coefficients
sont nuls, sauf de la premiere sur-diagonal j; 41 pour 1 <@ <n qui sont égauz a 1. Donnez

(i) les invariants de similitudes;

(i) les polynomes minimauz et caractéristiques;

k

(#i) la suite des dimensions des noyaur Ker(A; — «)® ot « est une valeur propre

des matrices sutvantes, écrites par blocs:

3¢cf. le corps des quaternions



(a’) Al = diag<a‘[37b127 CIl);

(b) A2 = diag(Ig, IQ + JQ, IQ + Jg, Ig + Jg, [3 + Jg, 2[2, 2[3 =+ Jg, 3[2, 3]2 + Jg),'

0O 0 -+ 0 a
0 1 " @ a
(¢c) A= : -, .
0O -+ 0 1 ap
O - 0 0 a,

Preuve: On note V = C" l'espace vectoriel en question, que I’on munit de la structure de
A = C[X]-module définie par la matrice a étudier; on notera a,(X)|---|a;(X), ses invariants de
similitude. Le polynoéme minimal est alors a; (X)) et le polynome caractéristique est le produit des
invariants de similitude. Pour tout valeur propre a € C, on notera K!, = Ker(u — ald)” ot u est
I’endomorphisme associé a la matrice en question dans la base canonique; on note aussi 7, I'indice
i tel que K7! # K = K7 pour tout j > i; K= est appelé le sous-espace caractéristique associé
a a. L’entier r, est la multiplicité de a dans a;(X) tandis que sa dimension est la multiplicité
de a dans le produit des a;. On note ¢ = dim K’ — dim K!; partant de la forme de Jordan
il est aisé de voir que 4" est égal au nombre de a; divisible par (X — «)’. On remarque ainsi
que le nombre r d’invariants de similitude est égal au maximum des dimensions des sous-espaces
propres.

(a) Le A-module V est clairement isomorphe & (A/(X —a))3 x (A/(X —b))?> x A/(X —c); on
calcule alors les invariants de similitude via le théoréeme chinois comme dans la feuille précédente
ce qui donne: (X —a), (X —a)(X —b) et (X —a)(X —b)(X —c¢). La matrice étant diagonalisable,
les sous-espaces propres sont les sous-espaces caractéristiques, i.e. tous les ¢!, sont nuls.

(b) De méme on a

Vo (A/(X = 1)) x (A/(X = 1)) x (A/(X = 1)%)*x
(A/(X =2)) x A/(X =2)* x (A/(X = 3))* x A/(X = 3)°

les invariants de similitude donnés comme d’habitude par application du théoréeme chinois sont
alors

(X = DX —2°(X =3 (X — P(X —2)(X —3), (X —1)(X - 2)(X —3),
(X —-1)?% (X-1), (X-1), (X-1).

Avec les notations introduites ci-dessus, on a 6 = 7 (resp. d3 = 3, resp. 63 = 3), puis 67 = 4
(resp. 03 = 1, resp. 62 = 1), et 6 = 2 (resp. d5 = 1, resp. &5 = 0) tous les §¥ étant nuls pour
k > 3. On obtient alors dim K| = 7 (resp. dim K} = 3, resp. dim K} = 3), dim K7 = 11 (resp.
dim K2 = 4, resp. dim K2 = 4) et dim K = 13 (resp. dim K3 = 5, resp. dim K3 = 4) avec
ry = 3 (resp. ry = 3, resp. r3 = 2).

(c) Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (resp. 1) est de dimension supérieure ou
égale a 1 (resp. n—2); dans C, la derniere valeur propre est déterminée via la trace de la matrice
dont on sait qu’elle est égale a la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité (en effet
toute matrice complexe est trigonalisable); ainsi on a 1.0 + (n — 2).1 + x = n — 2 + a,, de sorte
que la derniere valeur propre est a,. Si a, # 0,1 alors la somme des dimensions des sous-espaces



propres associés aux valeurs propres 0,1, a, est n de sorte que la matrice est diagonalisable et

donc
Ve~A/(X)x A/(X —ay) X (A/(X — 1))"‘2
et les invariants de similitude sont
(X)) =X -1)X(X—-a,), aX)=X-1, - a,2X)=X—-1.

Sia, = a; = 0, on est dans la méme situation, car le noyau de la matrice est alors de
dimension 2 car son rang est de maniere évidente n — 2; les invariants de similitude sont alors

a(X)=X(X-1), aX)=X(X-1), aX)==a,2X)=X—-1
Dans le cas ou a, = 0 et a; non nul, on a alors ry = 2 avec dim K} = 1 de sorte que
V= AJ(X?) x (A/(X —1))"*
soit
a(X)=X*(X—-1), aX)==a,9X)=(X-1).
4

Exercice 3. (*) Ecrivez sous la forme de Jordan les matrices dont les invariants de similitudes
sont:

(a) m(X) = X;

(b) mi(X) = X(X - 1);

(¢) 1n(X) = X et pp(X) = X%;

(d) p(X) = X et ja(X) = X(X - 1);

(e) m(X) = X3(X = 1), up(X) = XX = (X = 2), py(X) = X*(X — DX — 2) et
a(X) = XX = 1P(X —2)°;

Précisez en outre les dimensions des noyaux itérés pour les différentes valeurs propres.

Preuve: on reprend les notations des exercices précédents. On rappelle que la dimension n de
I’espace vectoriel en question est la somme des degrés des invariants de similitude.

(a) Ici n = 1 et 'endomorphisme en question est l'identité.

(b) On a n = 2 et un espace cyclique avec deux valeurs propres distinctes; u est donc
diagonalisable et sa matrice dans une base diagonalisante est la matrice diagonale diag(0,1).

(c) n =3 et 0 est la seule valeur propre avec d; = 2 et d3 = 1 soit dim K} = 2 et dim K3 = 3
et la matrice de Jordan associée est diag(0, Js).

(d) n =3 et 0,1 sont les valeurs propres de u avec §; = 2 (resp. §] = 1) et 6} = 63 = 0 pour
i > 1. On obtient alors dim K} = 2 et dim K| = 1, ’endomorphisme est donc diagonalisable.

(e) n = 24, les valeurs propres étant 0, 1,2; la suite &) (resp. %, resp. 0) est (4,4,2,1,0,---)
(resp. (4,2,1,0,---), resp. (3,1,1,1,0,---)) de sorte que la suite des dimensions des K} (resp
Ki, resp. Kb) est (4,8,10,11,---) (reps. (4,6,7,---), resp. (3,4,5,6,---)). La forme de Jordan
est la matrice diagonale par blocs

diag(Js, Jo, Js, Ju, I1, 1, 1o, I3, 215, 214 + Jy).
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