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Les exercices étoilés (*) s’adressent auzx seuls étudiants inscrits a 'unité MO12

Feuille d’exercices 4

Exercice 1. Soient G un groupe fini et V un C-espace vectoriel de dimension finie. On rappelle
qu’une représentation (p, V') de G sur V', est un morphisme de groupe p : G — GL(V'); pour
tout g € G, on notera p, son image dans GL(V'). Un sous espace vectoriel W de V' est dit stable
par p s’il l'est par tous les p, pour g € G; dans ce cas p induit une action de G sur W appelée la
restriction de p a W. On dira que p est irréductible si les seuls sous-espaces stables par p sont

{0} et V.

o FEn remplacant le corps C par successivement R et k un corps de caractéristique p im-
pair ne divisant pas le cardinal de G, quels sont les résultats du cours (existence d’un
supplémentaire, compléte réductivité, lemme de Schur...) qui subsistent ¢
Indication Essayer avec K = 7/pZ et G = Z.

e Premiers exemples: on appelle degré de (p, V), la dimension de V' en tant que C-espace
vectoriel; décrivez les représentations de degré 1. On suppose que G opére sur un ensemble
fini X et soit V un espace vectoriel ayant une base (e;)zex indexée par les éléments de X .
Pour g € G, on considére Uapplication linéaire p, définie par py(e;) = eq,. Montrez que
Uapplication p : g € G — p, € GL(V) définie une représentation de G que l'on appelle
la représentation de permutation associée a G. Dans le cas ou X = G, la représentation
obtenue est nommée la représentation réguliere. On note & le caractére correspondant.

(1) Montrez que £(g) est le nombre d’éléments de X fixés par g.

(1i) Montrez que le nombre ¢ d’orbites est égal au nombre de fois que p contient la
représentation unité, i.e. (§|1) = c. En particulier montrez que si G est transitif
(i.e. ¢ =1), on peut décomposer p en 1 @ o, ot o ne contient pas la représentation
unité; en notant ¢ le caractére de o, on a alors £ =141 avec (¢¥|1) = 0.

(111) On fait opérer G sur le produit X x X wia g.(x,y) = (g.x,9.y). Montrez que le
caractére de la représentation de permutation correspondante est égal a &2.
On suppose que G agit transitivement sur X et que X a au moins deux éléments . On
dit que G est doublement transitif si Va,y, o',y € X avec x # y et x’' # 3, il existe
g € G tel que x' = g.x ety = g.y. Démontrez ’équivalence des propriétés suivantes:
(1) G est doublement transitif;
(2) L’action de G sur X x X a deux orbites, la diagonale et son complémentaire;
(3) (&11) =2
(4) la représentation v est irréductible.

(iv) On considére désormais la représentation réguliere, i.e. X = G.

(1) Donnez le caractére rg de la représentation réquliére.

(2) Montrez que chaque représentation irréductible (p;, W;) de G est contenue dans
la représentation réguliere un nombre de fois égal a son degré n; et en déduire les
relations S0 n? = |G| et S n:&i(g) = 0 pour g # 1 dans G, o les & sont les
caracteres 1rréductibles de G.



Exercice 2. Donnez le nombre h de représentations irréductibles a isomorphismes pres, les degré
n;, la table des caractéres irréductibles pour les groupes suivant (dans la mesure du possible on
explicitera les représentations irréductibles obtenues):

(i) le groupe cyclique C,, d’ordre n;
(i) le groupe diédral D,,;
(#ii) du groupe symétrique Ss;

(iv) du groupe alterné Ay;

(v) du groupe symétrique Sy;
(vi) du groupe du cube.

Exercice 3. Etant donnés deux espaces vectoriels Vi, Vs, on appelle produit tensoriel de Vy et Vs,
un espace vectoriel W muni d’une application (z1,x9) € Vi X Vo = 11 @19 € W telle que x1 ® x4
dépend linéairement de chacune des variables x1, x5 et telle que si (e}); (resp. (€3);) est une base
de Vi (resp. Va), la famille (e} ® €3);; est une base de W. Il est aisé de voir qu’un tel espace W
existe et est unique a isomorphisme pres; on le note Vi ® Vy et dim Vi ® Vo = dim Vi dim V5.

(a) Etant donnés (p1,Vi),(p2, Va) des représentations de G, montrez que la formule (p; ®
p2)g(T1 @ x2) = p1y(21) ® pagy(z2) définit une représentation (p1 ® pa, Vi ® V), appelée
le produit tensoriel des représentations py et py. Donnez le caractére de la représentation
p1 & pa.

(b) On considére la représentation (p @ p,V @ V). Montrez lexistence d’un automorphisme 0
de V@V tel que 0(z ®y) = y@x pour tout x,y € V. En déduire que V@V se décompose
en une somme directe Sym?*(V') @ Alt>(V) ot Sym*(V) (resp. Alt*>(V)) est l’ensemble des
léments z € V @V tels que 0(2) = z (resp. 0(z) = —z). Donnez une base de Sym*(V) et
de AIt*(V) et précisez leur dimension respective.

Quel sont les caractéres de p restreint a Sym?(V) et Alt*(V) 2

(¢) Etant donnés deuz groupes finis G1,Gsy et (p1, V1), (pa, Vo) des représentations respectives
de Gy et Ga, (p1 ® pa, Vi @ Vo) définit via la formule

(P1 ® P2)(g1,92) (V1 ® V2) = p1,g, (V1) @ pa,g,(v2)

une représentation de G1 X Gy. Explicitez le lien avec (a). Montrez ensuite que si py et
po sont irréductibles, il en est alors de méme pour p; ® ps. Réciproquement montrez que
si (p, V') est une représentation irréductible de Gy x Gy, alors il existe des représentations
(p1, V1), (pa, V2) de respectivement Gy, Go telles que p = p1 & po.

Exercice 4. On considere la représentation de permutation naturelle de S, sur C". Donnez son
caractére et montrez qu’elle contient une fois la représentation triviale; donnez le sous-espace de
dimension 1 correspondant. Montrez ensuite que le supplémentaire stable de 1 dans C" est une
représentation irréductible de dimension n—1 de S,, que l’on appelle la représentation standard de
S,.; donnez son caractére. Que peut-on dire de la restriction a A,, de la représentation standard
%

Remarque: Dans le cas n = 5, on donnera une preuve de l'irréductibilité de la représentation
standard via son caractere.



Exercice 5. (*) (i) Donnez les classes de conjugaison dans G := Ss.

(ii) Donnez ensuite les représentations de dimension 1 de G puis en utilisant la représentation
standard V' donnez les dimensions des représentations irréductibles de G.

(iii) Montrez que Alt*V est une représentation irréductible (resp. est la somme directe de
deux représentations irréductibles) et donnez la table de caractéres de G.

(iv) Soit H le sous-groupe de S5 engendré par la permutation (123)(45); H ~ Z/6Z. Pour &
une représentation irréductible non triviale de H, décrivez Ind}sj" £.

Exercice 6. (*) Soit ¢ = p" pour p premier impair et on note G := GLy(F,). On considére

le sous-groupe de Borel standard B = {( E)L Z )} C G et son sous-groupe unipotent N =

{( (1) :f )} ainsi que son tore maximal déployé T = {( g 2 )} ~ (F;)Q, On considére aussi

Fp “le” sur-corps de ¥y de degré 2 de sorte que la multiplication d’un élément z € ]F‘qX2 dans F

induit un morphisme F, linéaire. Une base de IF 2 en tant que Fy-espace vectoriel étant fixée, on
définit donc ainst une injection

K:=Fp, ~7Z/(¢* - 1)Z — G

Dans la suite on choisit € un générateur de ¥y et soit a une racine carrée de € dans Fg2: a? =e.

(1) montrez que (1, ) est une base de Fp telle que l'injection précédente s’écrit

( T ay )
T+ yo—

y

(i1) Montrez que les classes de conjugaison dans G sont:

représentant cardinal de la classe mombre de classe

z 0
a$—<0x> 1 qg—1

0 1) (o—
cmz(g y),x#y ¢ +q (a=1)(a-2)
_ (T Yy (¢=1)

(11i) Donnez les représentations de dimension 1 de G.

(iv) Donnez les représentations de dimension 1 de B et décrivez en les induites a G.

(v) Pour un caractére de K, décrivez en les induites a G.

(vi) En considérant des produits tensoriels bien sentis, construisez la table de caractére de G.



