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1 Réseaux

Exercice 1. Diverses propriétés des réseauzr dans la suite K est l'un des corps Q ou R et V' est un K-espace
vectoriel de dimension finien > 0. Une partie I de V' est un sous-réseau s’il existe une famille libre e = (e1,--- ,e,)
de V telle que I' = Zey + - - -+ Ze,. On dit que e est une Z-base de I' et r est son rang. On dit que I' est un réseau
ST =mn.

(i) 7+ /27 est-il un sous-réseau de R ?

(11) Soit T' un réseau de V', e une Z-base de I’ et v une base de V.. Montrez que v est une Z-base de T si et
seulement si la matrice de passage de e a v appartient o GLy, (7).

(iii) Soient T' un réseau de V et A C T' un sous-groupe. Montrez que A est un sous-réseau de V et qu’il existe
une Z-base (e1,--- ,ep) de ', 1 <s<mnetay, - ,as € Z* vérifiant:

— (are1,- - ,ases) est une Z-base de A,

— pour 1 <1 < s, a; divise a;41
En déduire une CNS pour que T'/A soit fini et calculez son cardinal en fonction des a;.

(iv) On suppose ici K = Q. Soient T', A des réseauz de V. Montrez que

— il existe d € N\{0} tel que dI" C A,
—T'+ A etI'N A sont des réseaux de V.

(v) On suppose ici K =R et on munit V de sa topologie canonique. Montrez que tout sous-groupe discret' T' de
V' en est un sous-réseau.

Indication: soit (e1,--- ,e,) une famille libre maximale de T’ et K = {Me1 + -+ + Mer; A € [0,1]}. En
utilisant le fait que K NI est fini et en considérant pour j € Z et x = A\ey + -+ e € T, les xj =
gz — ([fA]er + -+ + [iM\]er)?, montrez que \; € Q et conclure.

A quelles conditions est-ce un réseau?

Preuve : (i) v/2 n’appartenant pas &4 Q, G = Z + /27 est dense dans R; si G était un réseau on aurait G = oZ
et serait discret, ce qui n’est pas.

(ii) Si v est une Z-base de I', la matrice de passage de e a v et celle de v & e sont & coefficients dans Z et
sont inverses I'une de I'autre, d’ot le résultat. Réciproquement soit P (resp. P~!) la matrice de passage de e & v
(reps. de v a e). Comme P est a coefficients dans Z, le réseau engendré par e est inclus dans celui engendré par
v; 'inclusion inverse découle de méme du fait que P~! est & coefficients dans Z.

(iii) C’est le théoréeme de la base adaptée, sur les modules de type fini sur un anneau principal. Le quotient
I'/A est fini si et seulement si les deux réseaux ont le méme rang et alors le cardinal est égal a la valeur absolue
du produit des a;, 1 <7 < n.

(iv) - Soient e et f des Z-bases de respectivement I' et A. On note P = (p; j)1<i j<n € GL,(Q) la matrice de
passage de f a e et soit d le ppcm des dénominateurs des p; j, 1 < 4,5 < n, écrits sous formes irréductibles. Il est
alors clair que 'on a dI’ C A.

- Soit d comme ci-dessus. On a alors

aqlr cTNAcCT

Frcr+Acd'A

!i.e. tel que pour tout compact K de V, K NT est fini
2[\] désigne la partie entiere de A



L’inclusion TN A C T (resp. T'+ A C d~A) prouve d’aprés (iii) que I' N A (resp. I + A) est un sous-réseau de T’
(resp. d~'A). Les autres inclusions montrent que I' + A et I' N A sont de rang n.

(v) On proceéde comme suggéré dans l'indication; K étant compact, K N T est fini; on note y1,--- ,ys ses
éléments. Soit z = Y., _; Nie; € I', A\; € R. On considere pour j € Z, z; = jx — > 4[jNes; z; € TNK de
sorte qu’il existe j # k tels que z; = xy, soit (j — k)A; = [jN] — [kA] pour 1 < ¢ < r et donc \; € Q. Pour
1 <i<s, onéerity; => /\};ek avec /\}'c € Q et soit d le ppcm des dénominateurs des )\}; écrits sous forme
irréductible. De I’égalité = x1 + >_,_;[\i]e;, on en déduit dx € Zey + - - - + Ze, soit dI' C Zey + - - - + Ze,., soit
' C Zd ey +---+Zd ‘e, = A et ainsi T est un sous-groupe du sous-réseau A de V et donc I' est un sous-réseau
de V. En outre I' est un réseau de V' si et seulement si I" est discret et V/I" est compact.

Exercice 2. On reprend les notations de [’exercice précédent avec K = R. On note p la mesure de Lebesgue
de R", (€1, -+ ,€,) sa base canonique et (.|.) le produit scalaire associé (€;|e;) = d; ;. Pour I' un réseau de R™ et
e= (e, - ,e,) une Z-base de I, on pose

- el — {Z?:l )\Zel; )\17 e ))‘n S [07 1]};
- De,F = {Z?:l )\2617 Alf" 7)‘71 S [071[}7
On note Ser (resp. Ter) la matrice de terme général (e;lej) (resp. (e;le;)).

(a) Montrez que Ser = tTe,pTeyp. En utilisant la formule du jacobien pour le changement de variables dans les
intégrales multiples, en déduire I’égalité p(Per) = /det Ser. Montrez ensuite que j1(Per) ne dépend que de
I' et non de e; on dit que c’est la mesure du réseau et on la note pu(R™/T).

(b) Une partie D de R™ est un domaine fondamental de I', si D est u-mesurable et si ses translatés par les vecteurs
de I' forment une partition de R". Montrez que Der est un domaine fondamental et que u(D) = p(R™/I")
pour tout domaine fondamental D de T'.

(c) En utilisant le théoréme de la base adaptée, montrez que si A C T' sont des réseauzx alors T'/A est fini et

u(R"/A) = card(T/A)u(R"/T)

(d) (i) Soit ¢ : R" — R"/T’ la surjection canonique associé au réseau I' et soit F une partie de R™, pu-
mesurable vérifiant w(F) > p(R™/T"). Montrez que la restriction de 1 a F n’est pas injective.

(i) Déduire de (i), le théoréme de Minkowski: soient I' un réseau de R™ et A une partie p-mesurable,
convexe, symétrique par rapport a O et vérifiant p(A) > 2"u(R™/T), alors ANT # {O}.

(i1i) Montrez que si C' est un convexe compact de R™, symétrique par rapport a O tel que u(C) > 2" u(R"/T)
alors C NI # {0}.

(iv) Soit v, le volume de la boule unité fermée de R™. Montrez qu’il existe v € ' différent de O et de norme
inférieure ou égale a deux fois la racine n-ieme de v, ' p(R™/T).

Preuve : (a) L’égalité Ser = T, e, Ter découle directement des formules classiques du cours d’algebre bilinéaire
en remarquant par exemple que Tgr est la matrice de passage de la base e a la base canonique; ainsi on a
det Se,r = (det TeI)2 > 0. En outre, par la formule du changement de variable dans une intégrale multiple via le

jacobien, on a u(Per = fPel" dp = fol e fol |det Ter|dzy. - -+ .dxy, soit u(Per) = \/det Ser.

Si f est une autre Z-base de I, on ntoe @ la matrice de passage de e & f; Q € GL,,(Z) et Sgr = 'QSerQ, soit
det Sgr = det Se r(det Q)?; or comme Q € GL,(Z), on a det Q € Z*, soit det @ = 1, d’olt le résultat.

(b) Der est évidemment un domaine fondamental. Soient alors D; et Dy des domaines fondamentaux quel-
conques. En considérant Dy comme un domaine fondamental, on écrit

D = HDl M (U+D2),
vel

I" étant dénombrable et p étant invariante par translation, on a

w(D1) = ,er (D10 (v+Dy))
=2 ver M((=v +D1) N D)



Or comme —I' =T, on en déduit u(D1) = >, cr (D2 N (v + D1)) = p(D2), la derniere égalité découlant du fait
que D7 est un domaine fondamental.

(c) D’apres le théoréme de la base adaptée, il existe une Z-base v = (v, -+ ,v,) de I' et des entiers ai|ag| - - - |an
tels que w = (ajv1,- -+ ,anvy) est une Z-base de A. Ainsi on obtient card(I'/A) = [, a; et Swa = 'DSyrD
avec D = diag(ay,- - ,a,), d’ou le résultat.

(d) (i) Soit D un domaine fondamental:

pW(F)=>_ wFn(y+D))=>_ ul(F -y nD)> puD)
yel’ vel’

d’ou il en résulte que les (F' — ) ND pour v € I' ne sont pas deux a deux disjoints. Soient donc z,y € F et
a# [ el vérifiant x —a =y — [ soit t —y = a — 3 € I'\{O} et donc ¢ non injective.

(ii) Soit F' = 3 A; on a donc pu(F) > p(R"/T). D’aprés la question précédente, il existe donc z,y € F tels que
x—y € I'\{O}. En outre 2z et —2y appartiennent & A d’apres la propriété de symétrie de A par rapport a O, et
donc x —y = M appartient & A d’apres la propriété de convexité de A, d’ou le résultat.

(iii) Soit Cp = (14 1/r)C pour r > 1; C' = Ny>1C; et p(Cy) > 2"u(R™/T'). D’apres la question précédente,
soit z, € C, N (I'\{O}) C K :=2C N (I'\{O}); K étant fini, on peut extraire de la suite (z,),>1 une sous-suite
convergente, donc stationnaire, d’ou le résultat.

(iv) Une boule B(O,r) vérifie B(O,7) N (T\{O}) # deés que v,r™ > u(R"/T), d’ot le résultat.

Exercice 3. Quelques applications arithmétiques (utiliser le point (iii) ci-dessus)
(a) Soient € > 0 et (a1, -, ) € R"\Q"; montrez qu’il existe p1,--+ ,pp € Z et ¢ € N non nul tels que pour
tout 1 <i<m, on ait [a; — B[ < £.
Indication: considérez le groupe T' engendré par les vecteurs de la base canonique et le vecteur (aq,--- , )
et remarquez que I' n’est pas un réseau et n’est donc pas discret.
(b) Montrez que si p=1 mod 4, p premier, alors p est somme de deuz carrés.

Indication: (—1) étant un carré modulo p, soit u € Z tel que u>+1 =0 mod p et soit T' = {(a,b) € Z? / a =
ub mod p}. Soit ) : Z? — Z/pZ défini par 1(a,b) = a — ub. Montrez que I' est un réseau de mesure p et
utilisez le point (d) (iv) de lexercice précédent.

(c) Montrez que tout nombre premier p est somme de quatre carrés.

Indication: montrez lezistence d’un couple (u,v) € Z* tel que u> +v*+1=0 mod p. On fize un tel couple
et soit T = {(a,b,c,d) € Z* / ua +vb = c mod p et ub—va = d mod p}. Soit v : Z* — (Z/pZ)? défini
par Y(a,b,c,d) = (c — ua — vb,d +va — ub). Montrez que T est un réseau de R* de mesure p* et utilisez le
point (d) (iv) de lexercice précédent.

Preuve : (a) Soit I" le groupe engendré par (e, - ,e,,€p) ol e1,- -+ , e, sont les vecteurs de la base canonique
a1

de R™ et eg = : . Si I était discret, il serait un réseau; soit f une Z-base de I' et P la matrice de passage
Qn

de (1, ,en) & f, P € My(Z) et P~1 € M,(Q) de sorte que ep est une combinaison linéaire & coefficients dans

Q des e;, ce qui n’est pas. Ainsi I' n’est pas discret et admet un point d’accumulation P. Soit alors € > 0 avec
B(O,e) N A = {O}, ot A est le réseau Zey + - - - + Zey; il existe alors des entiers comme dans I'énoncé tels que
(geo + pie1 + -+ -+ pnen) — (d'eo + pier + - - - + plen) soit de norme inférieure a € avec ¢ — ¢’ # 0, d’out le résultat.

(b) Soit z un générateur de (Z/pZ)* =~ Z/(p — 1)Z; on a xP~1 = 1 et u = P~/ est d’ordre 4, soit u?
d’ordre 2; or dans un corps commutatif de caractéristique différent de 2, il y a exactement un élément d’ordre 2,
i.e. —1; en effet 'équation X2 — 1 y a au plus deux solutions. Soit alors I' = {(a,b) € Z? / a = ub mod p} et
Y1 72 — 7./pZ défini par ¥(a,b) = a — ub; 1 est clairement surjective et son noyau est I' de sorte que ¢ induit
un isomorphisme Z2/T' ~ Z/pZ. On en déduit donc que I' est un réseau de mesure p car pu(R?/Z?) = 1. D’apres

lexercice précédent question (d) (iv), il existe donc v = ae; + bea # O € I' de module inférieur ou égal a 2\/%

soit 0 < a® +b? < 4p/m < 2p; or comme v € I, on a a® + b> = b*(u? +1) =0 mod p, d’ot1 a® + b* = p.



(c) Le cas p = 2 = 124+ 12402 +0? est vite traité, soit donc p > 3 premier. Soit ¢ : (Z/pZ)* — (Z/pZ)* défini
par ¢(x) = 2%; Z/pZ étant un corps, Ker ¢ = {1, —1} de sorte que J¢ est de cardinal (p — 1)/2. En remarquant
que 0 est un carré, on en déduit que {u? / u € Z/pZ} est de cardinal (p + 1)/2 et quil en est de méme pour
{1 —v? /v e Z/pZ}; comme 2(p+1)/2 > p on en déduit que {u? / u € Z/pZ} N {1l —v? / v € Z/pZ} est non vide,
et on fixe u, v tels que u?2 +v? +1 =0 mod p. Avec les notations de I’énoncé, 1) est clairement surjective et son
noyau est le groupe I'; ¢ induit donc un isomorphisme Z*/T' ~ (Z/pZ)?. On en déduit donc que I' est un réseau
de mesure p?>. D’apres le point (d) (iv) de I'exercice précédent, soit v = (a,b,c,d) =€ T'\{O} de norme au carré
inférieure ou égale & 4v/2p/m < 2p. Or comme v € ', on a a® + b? + ¢ + d? = (a® + b*)(u? + v? + 1) =0 mod p,
soit p = a® + b? + % + d>.

Remarque: En utilisant I'identité remarquable?
(a® + 02+ +d*)(a? + B2+ 42 +6%) = (aa — bB — ey — db)? + (af + ba + b — dv)*+
+(ay + ca+ df — b6)? + (ad + by + da — ¢3)?

on en déduit que tout entier est somme de quatre carrés.

2 Codes correcteurs

Pour transmettre une information on utilise ’alphabet Fy; on envoie des messages de n lettres. Le principe des

codes correcteurs d’erreurs est de pouvoir corriger des erreurs de transmission (cf. les CD, les transmissions

par satellite...). L’ensemble des mots Fy peut étre muni de la distance de Hamming définie comme suit: pour
/ / n

(w1, ,zn) et (9, -+, 2,) dans Fy alors

d(z,z") = card{i € [1,n] / z; # x|}
On vérifie aisément qu’il s’agit bien d’une distance.

Un code est un sous-ensemble C C Fy comportant au moins deux éléments de F
code comme

n.

¢ on définit la distance d’un

i /
dC) = x;rggl/relc d(z,x").
Le principe consiste, une fois choisi un code C, a n’envoyer que des messages avec des mots appartenant a C; on
peut alors repérer jusqu'a d(C) — 1 erreurs de transmission sur un mot en outre si le nombre d’erreurs commises
t est tel que 2t + 1 < d(C), on voit qu’il existe un seul mot de C situé a une distance < ¢ du mot regu. Le code
permet donc de corriger t := Ld(ctﬁj erreurs. On introduit le taux de corrections % et le taux d’information
log card(C)/nlogq. La théorie de I'information développée par Shannon, indique que si ’on accepte d’envoyer des
messages de plus en plus long, il existe des codes aussi stirs que 'on veut avec un taux d’information proche de
1: cependant le théoreme de Shannon est un théoreme d’existence, il ne dit pas comment construire les codes en

question.

Exercice 1. On considere des codes linéaires, i.e. C C Fy est un sous-espace vectoriel. Pour tout x € C, on définit
son poids w(x) comme le nombre de composantes non nulles.

(1) Montrer que d(C) = mingzzec minw(x).

(2) exemple du bit de parité: pour transmettre (1, - ,Tp—1) € Fgfl on envoie x = (x1, -+ ,Tp_1,T1+- -+
xn—1) € Fy. Montrer qu’il s’agit d’un code cyclique qui permet de repérer une erreur mais pas de la corriger.

(3) Code de Hamming: prenons l’ensemble des mots de sept chiffres binaires, g =2, n =17 et C le code ayant
pour base

OOOJHOH»—!
OOb—kuOr—t}—tO
OHOJH.—!C)O
r—tOt—t:—tOOO

3¢f. le corps des quaternions



Pour transmettre un message m = (mg, my, ma, mg), on transmet x = moeg+mye; +moes +mges. Expliquez
le décodage dans le cas ot une erreur au plus est commise.

(4) Une matrice génératrice A d’un code C est une matrice dont les lignes forment une base. Une matrice
vérificatrice B d’un code C est une matrice dont les lignes forment une base des formes linéaires s’annulant
sur C. Montrer que A'B = 0 et que la distance du code C est le plus petit nombre d tel qu’il existe d vecteurs
colonnes de B distincts et liés.

(5) Supposons un code C donné avec une matrice vérificatrice B et supposons que le code est 1-correcteur. Soit
alors un message x' recu différant du message envoyé x en au plus une coordonée: on note e = x' —x 'erreur
commise. Montrer comment calculer € a l’aide de B.

(6) Soit C un code de longueur n sur F,. Donnez la distance et des matrices génératrices et vérificatrices des
codes suivants:

(i) Code raccourci: soit d(C) <1< n, on pose CV) := {x € qu / (x;0,---,0) € C}.
(i) Code étendu: C := {(x1, - ,xny1) € FPT [/ (21, ,2n) €C et w1 + -+ + 2py1 = 0}
(iii) Code dual: C* :={z' € F} /Va € C, <uz,2' >=0} ol <,> est le produit scalaire canonique.

(7) Soit C un code de dimension k et de longueur n sur F,, montrer que d(C) < n+1—k et que si C est
t-correcteur alors
L+ Cula=D+Cila=1" ++Culg— 1) <g" "

Un code tel que d(C) = n+ 1 — k sera dit MDS mazimal distance separable. Un code t-correcteur tel que
C = Uyec B, t) est dit t-correcteur parfait.

Montrer que le code de Hamming de longueur 7 est 1-correcteur parfait mais qu’il n’est pas MDS.

Preuve : (1) On a d(z,2’) = d(x — 2/,0) avec  — 2’ € C car C est un code linéaire.

(2) Pour savoir si le message regu est correct on vérifie si x,, = 1 + -+ + x,—1. On peut ainsi repérer une
erreur mais on ne peut pas la corriger; sa distance est 2.

(3) Apres avoir regu le message = = (xg, - - ,xg), on vérifie si f(x) = 0 avec

f(z) = (xo + 23 + x5 + 6, T1 + X3 + T4 + X6, T2 + T4 + T5 + T)

Si f(x) = 0, le message est correct (on suppose qu’il y a au plus une erreur!). Si f(z) = (1,0,0) (resp. (0,1,0),
resp. (1,0,1), resp. (1,1,1)) il faut corriger o (resp. xi, resp. s, resp. zg); on a alors m = (xg,x1, x5, T¢).
Notons T'(z1,--- ,x7) = (v7,21, -+ ,26) le "décalage”, de sorte que t(eg) = e1, T(e1) = ez, T(e2) = e3 et
T(e3) = eg + e1 + eg, ainsi T(C) = C, i.e. C est cyclique. On note que chaque vecteur non nul de C possede au
moins trois coordonnées non nulles de sorte que d(C) = 3. Ainsi ce code est 1-correcteur et repére deux erreurs.

(4) Se donner un matrice génératrice équivaut a se donner un base de l'espace vectoriel C, tandis que la donnée
d’une matrice vérificatrice reveint a se donner une base de l’espace dual, i.e. des équations linéaires définissant
C en tant que sous-espace de Fy. On obtient alors A'B = B'A = 0. La distance du code est aussi le plus petit
nombre d tel qu’il existe d vecteurs colonnes de B distincts et liés.

(5) On a B(z') = B(e). Si B(2') est nul alors aucune erreur n’a été commise, sinon on calcule les f; = B(e;)
de sorte que si une seule erreur a été commise, il existe un unique i tel que B(z') soit proportionnel & f; soit
B(2') = a;f; et € = a;e; et x = 2’ — aze;.

(6) (i) Sa longueur est [ et on voit aisément que d(C%) > d(C).

(ii) On a d(C) < d(C) < d(C) + 1.

(iii) On a dimC* = n — dimC.

(7) Les vecteurs de la forme (21, ,%p41-,0,---,0) forment un sous-espace vectoriel D de Fy. Comme
dimD + dimC = n + 1 on voit que DN C # {0}, d’ou 'existence d’un vecteur non nul de D de poids inférieur ou
égalan+1—k.



Pour le point suivant, on a cardB(z,t) = 1+ C}(g—1)+C2(q—1)?>+---+C! (g—1)!. Si le code est t-correcteur,
les boules B(x,t) de centre x € C sont disjointes et donc

card(U B(z,t)) = ¢*cardB(0,t) < ¢"
xeC

Pour le code de Hamming, on a cardB(z,1) = 1+ 7 = 8 et 8cardC = 27. Ce code n’est pas MDS car
dC)=3<4=n—k+1.

3 Quelques équations diophantiennes

Exercice 1. On considére Iéquation y? = 23 + 7:
(i) Montrez qu’il n’y a pas de solutions avec x pair;

(ii) En écrivant ’équation sous la forme y?> + 1 = 23 + 8 = (z + 2)(2? — 22 + 4) et en utilisant lexercice 1 b,
déduisez en qu’il n’existe pas de solutions entieres.

Preuve : (i) Si z est pair, on a 4> = —1 mod 8. En écrivant y impair sous la forme 2k + 1, on obtient
y? =1+4k(k+1) =1 mod 8 contradiction.
(i) On a 23 + 8 = (x +2)(z% — 2z + 4) avec z impair de la forme 2k + 1; (2% — 2z +4) = 4k? + 3. On en déduit
donc qu’il existe un p premier divisant 22 — 2z + 4 avec p = 3 mod 4. Or si p premier divise y2 + 1 alors p = 1
mod 4, d’ou la contradiction.

Exercice 2. Soit A =7[iv2] = {a +ibv/2 / (a,b) € Z?}. On définit pour z = a +ib\/2 € A, N(z) = a® + 2b.
(a) Montrez que B est euclidien et donc factoriel.

(b) Soient (x,y) € Z2, vérifiant I’équation y*> + 2 = x3. Montrez que x est impair puis que dans B, y + iv/2
et y — i\/2 sont premiers entre eur. En déduire qu’il existe (a,b) € Z? tels que x = a® + 202 et y + iV/2 =
(a +ibv/2)3, puis décrire les solutions de ’équation précédente.

(¢) Etudiez comme dans Uexercice précédent Uensemble S = {n € N / I(x,y) € Z2, n = 22 + 2y2}.
Indication: on utilisera que —2 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p=1,3 mod 8.

(d) Etudiez de méme Uensemble {n € Z | I(z,y) € Z2, n = x* — 2y?}.

Preuve : (a) On raisonne comme dans I'exercice précédent; soit N(a + ibv/2) = a® + 2b? la norme qui est une
fonction multiplicative, et soit z € A*; on a 2z’ = 1 soit N(z)N(z') =1 et donc N(z) =1, soit z = £1.
Pour montrer que A est euclidien, on remarque & nouveau que z1/z2 peut s’écrire sous la forme ¢ + e avec ¢ € A
et e € C de norme strictement plus petite que 1. Ainsi on a 21 = qzo + 7, avec r = z1 — qzo € A et N(1) < N(z2).

(b) Si  est pair, on a y> = —2 mod 8, ce qui ne se peut pas, car les carrés dans Z/8Z, sont 0, 1,4. On factorise
ensuite dans A: 2% = (y +iv2)(y — iv/2) et soit § un pged de y +iv2 et y —iv/2; on a § = (y +iv2, (iv2)3),
or iv/2 est irréductible car de norme 2, et la seule factorisation de 2 est 1 x 2, de sorte que iv/2 = zz’ implique
que N(z) = 1 soit z inversible (ou 2/). Or iv/2 ne divise pas y car sinon y? serait pair et donc y pair soit z pair,
ce qui n'est pas; ainsi 6 = 1. On en déduit donc que (y & i1/2) sont des cubes parfaits: (y +iv2) = (a £ iv/2)3
et © = a® + 2b%. En séparant partie réelle et imaginaire, on trouve alors y = a® — 6ab® et 1 = b(3a® — 2b?) soit
b=e=+1=3a?—2, ce qui donne b =1 et a = +1 soit y = +5 et z = 3 qui est bien une solution de I’équation.

(c) On a a nouveau n € S si et seulement si il existe z € A tel que n = N(z). On étudie a nouveau les
irréductibles de B; p est irréductible si et seulement si A/(p) est integre, i.e. X242 n’a pas de racine dans Z/pZ,
ie. siet seulement si —2 n’est pas un carré dans Z/pZ, i.e. si et seulement si p = 5,7 mod 8. En raisonnant
comme dans 'exercice précédent, on trouve que les irréductibles de A, outre les premiers p = 5,7 mod 8, sont
les z € A tels que N(z) est premier. Toujours en suivant la méme démarche, on trouve alors que n € S si et
seulement si v,(n) est pair pour p = 5,7 mod 8.

(d) De la méme fagon, la détermination de S se fait via I’étude de A = Z[/2], dont la norme est a? — 2b?, avec
le morphisme de corps c(a+bv/2) = a—+/2b de sorte que N est multiplicative. Soit z € AX, on a alors N(z) = +1.



A nouveau A est euclidien pour le stathme |N|. On remarque que —1 est une norme —1 = 12 -2 x 12 = N(1+ \/5)
Si n est un diviseur de x? — 2y? avec x,y premiers entre eux, alors au signe pres n est de la forme u? — 2v2. En
effet soit & + /2y = 7 --- 7, une décomposition en produit d’irréductibles; aucun des m; n’appartient & Z car
x et y sont premiers entre eux, de sorte que comme précédemment les N (m;) sont des premiers de Z; on a alors
2?2 —2y* = N(m)--- N(m,) et n au signe pres, est un produit de certains de ces N(7;) et donc n est de la forme
N(z) = u? — 202,

Légalité —(u? — 20%) = N((1 +vV2)(u + vv2)) = (u + 2v)? — 2(u + v)? permet de négliger le signe +. Ainsi un
premier impair p est de la forme z2 — 2y? si et seulement si 2 est un carré modulo p ce qui est équivalent & p = +
mod 8.

Exercice 3. Etude de Iéquation de Pell-Fermat: x> — Ny? = 1.
(i) Traitez le cas N < 0.
(i) Montrez que dans le cas ot N est un carré parfait, les solutions triviales x = £1,y = 0 sont les seules.

(i1i) On suppose donc N > 1 et N n’est pas un carré parfait. En utilisant l'anneau Z[v/ N|, montrez ’égalité:
(27 — Nyi) (25 — Ny3) = (2122 + Nyiya)® — N(z1y2 + z2y1)?
En déduire que s’il existe un solution non triviale (xo,yo) a l’équation de Pell-Fermat, alors il en existe une
infinité (xn,yn) définie par récurrence:

{ T+l = ToTp + Nyoyn
Yn+1 = ToYn + TpYo

Calculez par exemple pour N = 2, les 3 premiers termes de cette suite en remarquant que (3,2) est solution.

(iv) Montrez que pour (z1,y1) et (z2,y2) des solutions positives de l’équation, les équivalences
r1 <22y <yY2& (11 +yVN) < (22 +y2VN)

En déduire que s’il existe des solutions non triviales alors il existe une solution minimale (xg,yo) pour une
relation d’ordre que l'on définira. Montrez ensuite que l’ensemble des solutions sont les (xy,yyn) définis
ci-dessus.

(v) On veut montrer l’existence d’une solution non triviale. Montrez qu’il existe une infinité de rationnels p/q
tels que |V N —p/q| < 1/¢>.

Indication: commencez par remarquer que p ou p— 1 est la partie entiére de gv/N, puis appliquez le principe
des chaussettes et des tiroirs (n+1 chaussettes rangées dans n tiroir, implique qu’un tiroir contient au moins
deuz chaussettes), ou les chaussettes sont les nv/N — [nv/N] pour 0 < n < q et les tiroirs sont les intervalles
[k/q,(k+1):q] pour 0 <k <gq.

En déduire qu’il existe une infinité de couples (p,q) € N? premiers entre eux tels que —1—2v/N < p? —N¢? <
142V N. En utilisant a nouveau le principe des tiroirs, montrez qu’il existe un entierl < 14+2v N, p1 = po
mod I, ¢ = g2 mod [ tels que p? — Ng? = p3 — Nqg3 = %I, et en déduire l’exzistence d’une solution non
triviale.

Preuve : Evidemment, on se limite a chercher les solutions x,y > 0.

(i) Pour N < —2, les seules solutions sont clairement z = 1 et y = 0; pour N = —1, on obtient (z,y) = (1,0)
ou (0,1).

(ii) Soit N = d?; 2?2 —d*y? = (x —dy)(x +dy) = 1,s0it c +dy =1 =2 — dy, dot x = 1 et y = 0.

(iil) Soit A = Z[V/N] et N(a + bV N) = a®> — Nb* = (a + bv/N)(a — by/N). L’application N est multiplicative,
d’ott N((a + bV N)(c+dvN)) = N(a+ bV/N)N(c+ dv/N) ce qui donne 'identité remarquable de 1’énoncé.

Avec ces notations (z,y) est solution si et seulement si N(x + yv/N) = 1, ainsi si (x0,yo) est solution alors
(Tn,yn) tel que z,, + ynV'N = (xo + YoV N )", est solution, ce qui donne la relation de récurrence de 1’énoncé. On



remarque simplement que la suite (z,,y,) prend une infinité de valeur car la solution (z¢, %) étant non triviale,
xo > 2 et yo > 1 ce qui implique Tp41 > Tpn €6 Ypyp1 > Yn-
Avec N =2 et (z9,y0) = (3,2), on obtient les premiers termes de la suite (x,,y,): (17,12), (99, 70), (577,408).
(iv) Soient (x1,y1) et (x2,y2) des solutions positives; on a alors les équivalences:

ml<m2©x%<m§<:>1+Ny%<1+Ny%©y1<y2<:>:nl+y1\/N<x2+y2vN

On choisit alors la relation d’ordre suivante sur les solutions positives: (z1,y1) < (z2,y2) siet seulement si 21 < z5.
Parmi les solutions positives non triviales, soit donc (z,yo) la solution minimale dont 'existence découle du fait
que N est discret.

Soit alors (x,y) une solution (positive) et n > 0 tel que z, < = < zp4+1; on a alors y, < y < yp41 et donc

< =zt < xo + yoV'N. Or =N _ o égal & X + YN avec X = zx, — Nyy, et Y = yz, — zy,

= zptynVN Trn+ynVN
avec X2 — NY? = 1. En outre, on a X > 0 car & > y>0et x, >y, > 0; de méme Y > 0 car sinon
X+YVN = m < 1 ce qui n’est pas. Ainsi (X,Y) est une solution positive et X + YV N < zg + yovV' N ce

qui contredit la minimalité de (x¢, yo).

(v) Commencons par montrer Iexistence d’une infinité de rationnels p/q tels que |[v/N — p/q| < 1/¢?, soit
—1/q < ¢v/N — p < 1/q et donc soit p = [gv/N] soit p = [¢v/N] 4+ 1. On raisonne par 'absurde, en supposant la
finitude de I'ensemble E' de ces rationnels. Soit alors € = min, /,cp VN —p/q|. Comme VN ¢ Q, on a € > 0. Soit
donc g > 0 tel que 1/qy < €, on va montrer qu'il existe ¢ < gg et p tel que |[vN —p/q| < 1/qqo < 1/¢? ce qui est en
contradiction avec le fait que I'on devrait avoir |[v/N — p/q| > e. Considérons donc les go-tiroirs [k/qo, (k + 1)/qo]
pour k =0,---,qo— 1, et les chaussettes |gv/N — [¢v/N]| pour n = 1,--- ,qo. Si une chaussette est dans le premier
tiroir, c’est gagné. Plagons-nous dans la situation contraire et soient q1 # g2 deux chaussettes dans le méme tiroir,
soit |(q1 — q2)V'N — [1V'N] + [q2V/N]| < 1/qo. Ainsi en posant ¢ = |q1 — 2| et p = [¢1V'N] — [g2v/N], on a bien
lav/N — p| < 1/qo, d’ot le résultat.

Des inégalités —1/¢> < v/N —p/q < 1/¢? avec p,q > 0, on obtient —1/¢ < ¢v/N —p < 1/q, soit 0 < p+qv/'N <
1:q+2qVN soit —1—2v/N < p> — Ng? < 1+2v/N. On obtient de la sorte une infinité de couples (p, q) avec p et
q premiers entre eux, et p> — N¢? appartenant & 'intervalle [—1 — 2V/N,1+2VN | dans lequel il y a un nombre fini
d’entiers (de tiroirs). Selon le principe des tiroirs, il existe un entier [ de l'intervalle précédent tel qu’il existe une
infinité de couples (p, ¢) (les chaussettes) avec p et ¢ premiers entre eux, tels que p> — Ng? = I. Comme *qrtN ¢ Q,
[ n’est pas nul; si l = £1 c’est gagné, sinon les nouveaux tiroirs sont les éléments de Z/IZ et on place la chaussette
(p, q) dans le tiroir p. On en déduit donc l’existence d’une infinité de couples (p, q¢) comme ci-dessus, tels que tous
les p ont la méme congruence modulo . En envoyant ces chaussettes (p, q) dans le tiroir ¢, on obtient finalement
Pexistence d’un infinité de couples (p;, ¢;) tels que p; et g; sont premiers entre eux, p? - N q? = [, tous les p; ont la
meéme congruence modulo /; de méme que tous les g;.

Soient alors (p1,q1) et (p2, g2) des éléments distincts de cet ensemble; on a p? — N¢3 = p2 — Ng3 =l et p1 = po
mod [ et ¢ = g2 mod [. Ainsi p1gs — p2qi est divisible par I. De I'égalité (p1p2 — Nq1g2)? — N(p1g2 — p2q1)? = 12,
on en déduit que [ divise p1ps — Nqiq2 et (£ ”’2_ZN A2 PLR-PRE2) est alors une solution non triviale de I’équation.




