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D. Bertrand Théorie des nombres

CHAPITRE 1

EXTENSIONS ALGEBRIQUES

§1. Rappels sur les groupes. Fonction indicatrice d’Euler.

Un groupe est la donnée d’un ensemble G muni d’une loi de composition interne :
G x G — G : (z,y) — xy associative, admettant un élément neutre, noté e, et tel que tout
élément = de G admette un inverse, noté = 1. G est dit abélien (ou commutatif) si sa loi

est commutative (on la note alors additivement). Le cardinal |G| de G s’appelle I’ordre de

G .

Ezemples : le groupe symétrique S,, formé des permutations d’un ensemble a n éléments;
|Sn| = n!; le sous-groupe A,, < S,, des permutations s paires (i.e. de signature e5 = 1);

GL,(R) = groupe multiplicatif des matrices réelles n x n inversibles;

le groupe additif Z des entiers rationnels; tout sous-groupe non nul de Z est de la
forme aZ, pour un unique entier rationnel a > 0 (effectuer des divisions euclidiennes par
son plus petit élément > 0);

Z/a’Z = groupe additif des classes de congruence d’entiers rationnels modulo un entier
rationnel a > 0; il est d’ordre a;

(Z/aZ)* = groupe multiplicatif des classes de congruence modulo a d’entiers b pre-
miers & a (par Bézout, (a,b) = 1 ssi Im, b’ € Z,am +bb' =1, et I/ est I'inverse de b). Son
ordre est noté ¢(a) (¢ := fonction indicatrice d’Euler, avec ¢(1) = 1). Pour tout nombre
premier p et tout entier n > 0, ¢(p) = p — 1, ¢(p™) = p"~1(p — 1), et on déduit du lemme

chinois (cf. §2) que pour tout couple d’entiers m, n:

(m,n) =1 = ¢(m,n) = ¢(m)p(n)

(¢ est une fonction arithmétique ‘multiplicative’). Finalement, pour tout a > 0:

1
ola)=a ][] (1=2)

p premier,pla

Un sous-groupe H de G (notation : H < G ) est une partie H contenant e , stable

sous la loi de groupe de G et sous 'inversion. Comme une intersection de sous-groupes
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est un sous-groupe, on peut parler du plus petit sous-groupe < S > de G contenant une
partie S de G, qu’on appelle aussi sous-groupe engendré par S .

On appelle classe (a gauche) modulo H toute partie de G de la forme zH = {zh; h €
H} pour un élément x de G , appelé représentant dans G de la classe en question (chacun
de ses éléments en est donc un représentant). Deux classes distinctes sont disjointes, et
le cardinal de 'ensemble G/H des classes modulo H, appelé indice de H dans G et noté
|G : H] , vérifie la relation :

|G| =|H| x |G : H].

(En particulier, si G est fini, |[H| divise |G| .)

On dit que H est distingué dans G (ou normal; notation: H<G),siVex € G,oH = Hz
i.e. Vh € H,zhx~™! € H. L’ensemble G/H est alors naturellement muni d'une structure de
groupe, appelée quotient de G par H , telle que la surjection canonique 7 : G — G/H : z —
(x) = xH est un homomorphisme (voir infra) de groupes. De plus, 7 établit une bijection

entre I'ensemble des sous groupes A de G contenant H et I’ensemble des sous-groupes A/H
de G/H; pour A<G, A/H est normal dans G/H, et (G/H)/(A/H) ~ G/A.

Un homomorphisme d’un groupe G vers un groupe G’ est une application f : G — G’
telle que f(zy) = f(z)f(y) pour tout (x,y) € G x G . (Alors f(e) =¢€'; f(z71) = f(x)™ 1)
On parle d’endomorphisme si G = G’ , d’isomorphisme s’il existe un homomorphisme g de
G’ dans G tel que fog =1idg,go f = idg, dautomorphisme si f est a la fois un endo. et

un 1iso..

Proposition: (décomposition canonique d’un homomorphisme) : Soit f un homomor-
phisme de G vers G’ . Alors :

i) Ker(f) = noyau de f :={x € G : f(x) = €'} est un sous groupe distingué de G .
Notons 7 la surjection canonique de G sur G/Ker(f);

ii) Im(f) = image def := {f(x),x € G} est un sous-groupe de G' . Notons i
Uingection canonique de Im(f) dans G’ .

i) il existe un unique isomorphisme f de G /Ker(f) sur Im(f) tel que f =io fom.

Soit I un ensemble, et {G;;i € I} une collection de groupes. On définit une structure
de groupe produit sur le produit des ensembles G; en posant (x;)icr-(Yi)ier = (TiVi)icr-
Si tous les G; sont égaux & un G , ce groupe, noté G (ou G" si card(I) = n est fini),

s’identifie au groupe des applications de I dans G .

On dit qu’un sous-groupe de G est cyclique (ou monogene) s’il est engendré par un
élément x de G . L’application n — zx™ définit alors un homomorphisme surjectif du

groupe additif Z sur < x >, de noyau aZ, avec a € Z>q, et < x >~ Z/aZ. Si a est non
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nul, < z >= {x,22,...,2%7! 2°

= e} est un groupe fini, et son ordre a s’appelle 1'ordre
de I’élément x de G. En particulier, si |G| est fini, 'ordre de tout élément de G divise
l'ordre de G. Appliqué au groupe (Z/aZ)*, ceci entraine que pour tout entier x premier &

a, z%(® =1 (mod @), et en particulier (petit théoréme de Fermat):
Y p premier,V z t.q.p fz : 2P~' =1 mod p.

Les générateurs d'un groupe cyclique fini < 2 > d’ordre a sont de la forme z°, o1 b est
premier & a; il y en a donc ¢(a). Soit alors n un entier > 0. Pour tout diviseur d = n/d’
de n, il existe (exercice) un unique sous-groupe Cy = d'Z/nZ ~ Z/dZ d’ordre d du groupe
cyclique C,, = Z/nZ. Par conséquent, les éléments d’ordre d de C), sont les générateurs
de Cy, et I'on a:

Vn >0, Xg, ¢(d) = n.

La fonction de Mdbius est 'application u : Z~o — Z définie par p(n) = 0 si n est divisible
par un carré (i.e. par le carré d’un entier > 1); u(n) = (—1)" si n est le produit de r nombres
premiers distincts (donc p(1) = 1). C’est une fonction arithmétique multiplicative, qui
vérifie Xgj,pu(d) = 0 pour tout n > 2. On en déduit: ¢(n) = Zg/n(Zajz p(d))o(d) =
Eaain(d)p(d'), soit

Vn >0, ¢(n) = g, p(d)

al3

Application auz polynémes cyclotomiques

Lemme: soit K un corps commutatif (cf. §2). Tout sous-groupe fini G du groupe multi-

plicatif K* est cyclique.

Démonstation: soit d un diviseur de 'ordre n de G tel qu’il existe un élément = d’ordre d
de G. Puisque K est un corps comm., ’équation X% =1 a au plus d solutions dans K, et
tous les éléments d’ordre d de G sont des générateurs de < x >. Ainsi, pour tout a|n, il y
a 0 ou ¢(a) éléments d’ordre a de G, et la formule n = ¥,),,¢(a) impose qu’il y en ait ¢(a)

pour tout a. En particulier, il en existe d’ordre n, et G est cyclique.

Soient n un entier > 0, et K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle ou
premiere a n (cf. §2, ou prendre K = C). Le polynome X" —1 € K|[X] est alors séparable
(cf. fin du §2), et a n racines distinctes dans K, qui forment le sous-groupe p,(K) de K*
des racines n-iemes de 'unité dans K. C’est un groupe d’ordre n, donc cyclique, dont les
générateurs s’appellent les racines primitives n-iemes de I'unité; ce sont les racines n-iemes
¢ vérifiant (¢ # 1 Vd|n,d # n. On appelle n-itme polynéome cyclotomique le polynome, de
degré ¢(n):

o, (X) = 11 (X = Q).

CEun(K), ¢ primitive
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On a Hd\nq)d(X) = X" - 1, et

@ _ 3, (x).

Mg (X T — 1)2D = Hd,ln@dzldun/d’w
En particulier, ®,(X) est un polynéme unitaire a coefficients dans Z si car(K) = 0, et son

image dans F,[X] par réduction modulo p si car(K) = p est un nombre premier.

Application a la cryptographie

La systeme RSA de chiffrage a clef publique consiste a assigner a chaque membre M;
d’un réseau {M, ..., M,,} un couple p;,q; de grands nombres premiers secrets, de produit
n; = p;q; public, et un entier public ¢; premier & ¢(n;). Seul M; peut alors calculer
I'inverse d; de ¢; dans Z/¢(n;)Z, car la connaissance de ¢(n;) = (p; — 1)(g; — 1) exigerait
de factoriser n; (on peut alternativement supposer que M; a regu d; en secret; en tous cas,
une fois qu’il connait d;, M; peut oublier p; et ¢;).

Un message est la donnée d’un entier N, inférieur a tous les n; (supposés du méme
ordre de grandeur) et tel que (N, n;) = 1; en particulier, N(™) = 1 (mod n;) pour tout i.

Les dictionnaires “Entiers - Francais; Francais - Entiers” sont publics.

Si M, veut envoyer secretement N a Ms, il lui adresse de fagon publique le reste No
de la division de N“ par ny. Pour récupérer N, M, calcule alors de2 = N (mod ng), ce
qu’ignorant ds, les autres membres M;,7 > 2, du réseau ne sauront faire. Et s’ils tentent
NQdi avec leur propre clef, 'incohérence du résultat obtenu leur montrera que le message
ne leur était pas destiné.

Pour s’assurer que le message envoyé par M; lui est dii, on peut aussi procéder comme
suit (on suppose ici que ny < ng, de sorte que deux restes de division par n; distincts ne
peuvent représenter la méme classe modulo ny): M; calcule le reste N! de la division de
N9 par nyg, et envoie Ni := (N1)®2 (mod ns) & M,. Alors, My peut récupérer N en
calculant (NJ)% = N! (mod ny), puis (N1)* = N (mod n1). La cohérence du message

obtenu confirme que M; en était bien 'expéditeur.



62 Rappels sur les anneaux. Lemme chinois. PGCD.

Un anneau (unitaire) A est un groupe abélien (de loi notée + , d’élément neutre 0),
muni d’une loi de composition interne A x A — A : (z,y) — zy associative, distributive
par rapport a la loi 4+ , admettant un élément neutre noté 1 . Si x et y commutent, on a
la formule de Newton: (z 4+ y)” = Xg=0,.n C’,’j xFy"~k. On dit que A est commutatif si
tous ses éléments commutent entre eux, et que A est intégre s’il est non nul et s’il n’a pas

de diviseur de 0 autre que 0 (i.e. zy =0=2x=0o0uy =0).

On appelle unité de A tout élément x de A tel qu’il existe y € A vérifiant xy = yr =1
(y est alors unique, et noté 271). L’ensemble des unités de A forme un groupe (pour la loi

multiplicative), noté A*. Un corps est un anneau non nul K tel que K* = K \ {0}.

Ezemples: M, (R) = anneau (non commutatif pour n > 1 ) des matrices carrées réelles
d’ordre n ; alors, (M, (R))* = GL,,(R). Plus généralement, pour un anneau A commutatif,
M, (A) = anneau des matrices carrées d’ordre n a coeff. dans A; alors (M, (A))*, noté

GL,(A), est 'ensemble des matrices z de déterminant

det(x) = Z E5T1,5(1)++-Tn,s(n) € A",
SES,

L’application det : GL,(A) — A* est un homomorphisme de groupes. On note SL,(A) =
{z € M,(A),det(z) = 1} son noyau. Par exemple, Z* = {1,—1}, et SL,(Z) est un
sous-groupe d’indice 2 de GL,(Z).

le groupe Z/aZ est naturellement muni d’une structure d’anneau, dont le groupe des
unités est le groupe noté (Z/aZ)* au §1. Pour a = p premier, Z/pZ est un corps, noté F;

si Ay et As sont deux anneaux, on munit (en calculant coordonnée par coordonnée
comme pour les groupes) le produit A; X Ay d’une structure d’anneau, non integre si les
A; sont non nuls. On a: (A; x Ag)* = (A1)* x (A2)*;

Panneau A[X7, ..., X,,] des polynomes en n variables a coeff. dans un anneau commu-
tatif integre A admet A* pour groupes des unités;

le corps des fractions K = Fr(A) d’'un anneau commutatif integre A est défini par les
regles de calcul usuelles sur les fractions §,a € A,b € A\ {0}. On note K (X, ..., X,) :=

Fr(A[Xy, ..., X,]) le corps des fractions rationnelles en n variables a coefficients dans K.

Un idéal (& gauche) J de 'anneau A est un sous-groupe du groupe (A, +) tel que
V(a,z) € A x J,ax € J. Comme une intersection d’idéaux est un idéal, on peut parler du
plus petit idéal (S) de A contenant une partie S de A, qu’on appelle aussi idéal engendré
par S . SiJ = Ax := (z) est engendré par un élément z, on dit que J est un idéal principal.

Un anneau A est dit principal s’il est integre et si tous ses idéaux sont principaux.
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Pour tout idéal bilatere J de A, le groupe quotient A/J est naturellement muni d’une
structure d’anneau, faisant de la surjection canonique 7 : A — A/J un homomorphisme
d’anneau (voir infra). De plus, 7 établit une bijection entre ’ensemble des idéaux de A
contenant J et 'ensemble des idéaux de A/J.

Un homomorphisme d’'un anneau A vers un anneau A’ est une homo. de groupes
additifs f : A — A’ tel que f(xy) = f(x)f(y) pour tout (z,y) € A x A, et f(1) = 1".
Endomorphisme, isomorphisme, automorphisme se définissent comme pour les groupes, et
on a de méme un théoreme de décomposition canonique des homomorphismes d’anneaux
(noter que Ker(f) sera ici un idéal bilatere de A). Pour A, A’ commutatifs, on étend f
en un homomorphisme de A[X] vers A’[X] en associant & P(X) = ¥;—o_ ,a; X"’ € A[X] le
polynéme f(P) = P/ := %, ,f(a;) X" de A'[X].

On suppose désormais nos anneaux commutatifs. Soient Jy, ..., J,, des idéaux de A. On
définit leur produit .J;...J, comme l'idéal engendré par les éléments de la forme x...x,, ou
x; parcourt J; pour tout ¢ = 1, ...,n. Leur intersection ensembliste J; N...N.J, est un idéal
de A, qui contient, en général strictement, .J;...J,,. L'ensemble {¥;=1  ,zi; Vi, z; € J;}

est un idéal de A, noté J; + ... + J,,. Dans ces conditions:

Lemme chinois : Supposons que pour tout couple (i,7),1 < i < j <n, d’indices distincts,
Ji+Jj = A. Alors, Jy...J,, = J1 N ...N Jy, et Uapplication ¢ qui, a un élément x de A,
associe l’élément (x mod Jy, ...,x mod J,,) de l'anneau produit des A/J; établit par passage

au quotient un isomorphisme d’anneaux :

Démonstration. Pour r = 2, soient a; € J;,1 = 1,2 tels que a1 +az =1, et y € J; N Jo;
alors, y = yay + yas € J1Js, qui coincide donc avec J; N Jo; pour tout couple z1,xo d’élts
de A, ¢(a1xe+azz1) = (classe de x1 mod Jq, classe de x5 mod Js), et ¢ est bien surjective.
Pour r > 2, il existe par hypothese a; € J; et o; € Jp tels que «; +a; = 1 pour tout 7 > 1.

Alors, 1 — as...a, € Jy, donc Jy + Jo...J,. = A, et on conclut par récurrence.

Applications: - Z/3Z x Z/AZ est isomorphe & Z/12Z (et est en particulier un groupe
cyclique). Mais Z/3Z x Z/3Z n’est pas cyclique (et n’est donc pas isomorphe a Z/9Z).

- soient ag,...,a, des entiers > 1, et premiers entre eux deux a deux (i.e. tels que
pgcd(a;,a;) =1 pour tout i # j). Alors, (Z/ay...anZ)* ~ (Z/a1Z)* x ... x (Z/a,Z)*. En

particulier, la fonction indicatrice d’Euler est multiplicative (cf. §1).

On dit qu'un idéal J d’un anneau A est mazximal (resp. premier) si A/J est un corps

(resp. un anneau integre). Donc maximal = premier (réciproque fausse en général: penser
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a C[X,Y]). J est maximal ssi J # A et le seul idéal le contenant strictement est A tout
entier; J est premier ssi J # Aet xy € J = x € Jouy € J. On peut déduire du lemme de
Zorn (énoncé équivalent a l’axiome du choix) que tout idéal de A distinct de A est contenu

dans un idéal maximal.

Soient A un anneau intégre, et a,b deux éléments de A. On dit que a divise b dans
A (notation : a|b) si (a) contient (b), qu’ils sont associés si (a) = (b) (i.e. s'il existe une
unité u de A telle que a = ub), que a est irréductible si a # 0,a ¢ A* et les seuls éléments
de A divisant a sont les unités de A et les éléments associés a a, et enfin que a est premier
si (a) est un idéal premier non nul (i.e. a # 0,a ¢ A* et alry = a|z ou aly). Tout
élément premier est irréductible, mais 'inverse est faux en général (consider la relation
2.3 =(1++/=5).(1 —v/-5) dans A = Z[/-5)).

On dit qu'un anneau integre A est factoriel si tout élément non nul et non unité
admet une décomposition en produit d’éléments irréductibles, unique a permutation et

multiplications par des unités pres.

Proposition: soit A un anneau intégre, et a un élément de A non nul et non unité.

i) si A est factoriel, a irréductible < a premier;

it) A principal = A factoriel;

i11) si A est principal, tout idéal premier non nul est maximal, donc a irréductible
& a premier < (a) mazimal.

iv) si A admet un algorithme de division euclidienne, il est principal.

Dans un anneau factoriel, on associe de la fagon usuelle a toute famille aq,...,a,
d’éléments (éventuellement nuls) de A leur pged et leur ppem, bien définis & multiplication
par une unité pres. On a pged(a,b) X ppecm(a,b) = ab (= signifiant ici associé). On dit
que a et b sont premiers entre eur (ou: étrangers) si pged(a,b) = 1. L’idéal principal
engendré par pged(a, b) contient en général strictement 1'idéal (a,b). On a néanmoins bien
égalité si 'anneau est principal, d’ou , dans un anneau principal, la notation (a,b) = 1
pour dire que a et b sont premiers entre eux. Enfin, si A est euclidien, ’algorithme de

division euclidienne fournit un procédé de calcul effectif du pged.

Comme ils sont munis d’'un algorithme de division euclidienne (de ‘stathme’ la valeur
absolue pour 'un, le degré pour l'autre), les anneaux Z et Q[X] sont principaux. En
revanche, Z[X] est seulement factoriel. On établira cette propriété au chapitre 5, en liaison

avec d’utiles criteres d’irréductibilité. Retenons des a présent:

1) Lemme de Gauss.- Soit A un anneau factoriel, et P = a,+a; X +...4+a, X™ un élément de

A[X]. On appelle contenu de P le pged cont(P) = pged(ag, ..., a,) de ses coefficients. Pour

11



P,Q dans A[X], on a: cont(PQ) = cont(P)cont(Q). En particulier, A[X] est factoriel, et
un élément P de Z[X] est irréductible dans Q[X] si (et quand cont(P) = 1, seulement si)
il est irréductible dans Z[X].

2) Soit p un nombre premier, 7 : Z[X| — F,[X] 'homomorphisme de réduction modulo p
(réduire modulo p chacun des coefficients), et P € Z[X] de coefficient dominant a,, premier
a p. Alors P est irréductible dans Q[X] des que 7(P) 'est dans F,[X].

3) Critere d’Eisenstein.- Soit P = a, + a1 X + ... + a, X™ € Z[X], et p un nombre premier
tel que p [ an,pla; pour i < n,p? fap; alors P est irréductible dans Q[X].

On en déduit (poser ¥ = X — 1) que pour p premier, le polyndéme cyclotomique
P,(X) =1+ X... + XP~! est irréductible dans Q[X]. L’irréductibilité, plus subtile, de
tous les polynomes cyclotomiques ®,,(X) dans Q[X] se déduit des résultats du chap. 3.

4) Discriminant.- Soient K un corps, P = a, X" +a, 1 X" '+...+ag € K[X] un polynome
de degré n > 1, de polynome dérivé DP(X) = Eizl,__yniaiXifl. On dit que P est séparable
si (P,DP) = 1. Alors (exercice), P n’est pas divisible par un carré dans K|[X] (i.e. par
le carré d’un élément non unité), et la réciproque est vraie quand K est algébriquement
clos. Ainsi, P € K|[T] est séparable ssi il n’admet pas de racine multiple dans la cloture
algébrique de K (ou dans son corps de décomposition sur K, cf. §3).

De plus, il existe une expression polynomiale ‘universelle’ D, (aq, ..., ap—1, ay,) & coef-
ficients dans Z (dont la valeur dans K s’appelle le discriminant Disc(P) de P), telle que,
toujours sous ’hypothese a,, # 0: (P, DP) # 1 < Disc(P) = 0. Par exemple,

Disc(X" + a1 X +a) = (~1)"" V(1 = n)"af +naf "),

Un homomorphisme d’anneaux dont la source est un corps, est injectif ou nul. Si K
est un corps, le noyau de ’homomorphisme de Z dans K défini par n — n.1 est un idéal
premier de Z, donc égal a 0, ou a pZ, pour un nombre p premier. On dit respectivement
que K est de caractéristique nulle, ou égale a p. Dans ce deuxieme cas, K contient le corps
F,, et I'application

F K—K:xw—aP

est un endomorphisme d’anneau, induisant I'identité sur F, (d’apes Fermat), et appelé
Frobenius de K (cf. chapitre 2). Si car(K) = 0, tout élément irréductible P de K[X]
vérifie (P, DP) = 1, et est donc séparable. Si car(K) = p, il en est de méme quand le
Frobenius de K est un automorphisme de K (par exemple, pour K = F)): en effet, un
élément P irréductible non séparable vérifie DP = 0, donc 35 € K[X] tel que P(X) =
S(XP) = (F71(S9))(X))?, qui n’est pas irréductible dans K[X]. Mais si F n’est pas

surjectif sur K, il existe des polynomes irréductibles non séparables (cf. chapitre 3).
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§3. Extensions algébriques

Soit K un corps (commutatif). On appelle extension de K la donnée d’un corps L et
d’un homomorphisme d’anneaux (unitaires) ¢ de K dans L. Comme K est un corps, i est
nécessairement injectif, et on identifie en général K a i(K), en notant simplement L/K
une telle extension.

La multiplication des éléments de L par ceux de i(K ) munit L d’une structure naturelle
d’espace vectoriel sur K . La dimension (éventuellement infinie) de L en tant que K-esp.
vect. est appelée degré de l'extension L/K, et est notée [L : K| (ne pas confondre avec
I'indice d’un sous-groupe). On dit qu’une extension est finie si son degré 1'est.

On appelle extension intermédiaire M de L/K la donnée de deux extensions M/K et
L/M telles que la composée des injections sous-entendues correspondantes soit l'injection
sous-entendue de L/K. Pour toute partie S de L , on désigne par K[S] le sous-anneau
de L engendré par K et S, et par K(S) = Fr(K[S]) 'extension intermédiaire de L/K
engendrée par K et S dans L. Si S = {s} est réduite a un élément, on dit que K(s) est
une extension monogéne. Si S est fini, on dit que K(S)/K est une extension de type fini
(mais K(S)/K ne sera pas forcément une extension finie; exemple: S = {T'} dans le corps

K(T) des fractions rationnelles & coefficients dans K.)

Théoréme 1: Soient L/K wune extension, et M une extension intermédiaire. Alors,
[L:K]=I[L:M|[M :K].

Démonstration: dans le cas ou [M : K| = m et [L : M] = n sont finis, soit {a1, ..., an}
(resp. {f1,..., Bn}) une base de M de K (resp. de L sur M). Alors, la famille {o;3;;1 <
i <m,1 < j < n} forme une base de I’espace vectoriel L sur K, qui a donc pour dimension
mn. Méme argument dans le cas o1 une des extensions est infinie, en remplagant les entiers

m,n par des cardinaux.

Application (exercices): le probleme de trisection de I’angle ou de la duplication du cube

ne peut étre résolu par des constructions a la regle et au compas.
Soit L/K une extension, et a un élément de L. L’ensemble
Jo ={P € K[T], P(a) =0 dans L}

est un idéal de ’anneau pricipal K [T, distinct de K[T]. Si J, = 0, i.e. si a ne vérifie aucune
relation polynomiale non triviale a coefficients dans K, on dit que « est transcendant sur
K. Sinon, on dit que « est algébrique sur K; 'idéal J,, distinct de 0 et de K[T], admet
alors un générateur unitaire de degré > 1, appelé polynome minimal de o sur K, et noté

Ming, g (ou M, sila référence a K est claire); son degré s’appelle le degré de a sur K.
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Théoréme 2: i) Soient L/K une extension, et o un élément de L algébrique sur K.
Alors, Ming i est irréductible dans K[T), de degré n = [K(«) : K], lextension K(a)/K
admet {1, a,...,a" 1} pour base sur K, et K(a) = K|a].

it) Soit P € KIT), irréductible et unitaire. Alors, il existe une extension M/K et un
élément o de M tels que P = Ming i et M = K(a). Une telle extension est appelée corps

de rupture de P.

Démonstration: i) soit ev, : K[T] — L : Q — Q(a) 'homomorphisme d’anneau ‘évaluation
en o’. Par passage au quotient par son noyau J,, il définit un isomorphisme de K[T]|/J,
sur un sous-anneau (forcément integre) de L, donc J, est un idéal premier, non nul, donc
maximal ((cf. §2, Proposition, iii). Ainsi, son générateur M, est irréductible et K|[T]/J,
est un corps, dont I'image K[| par ev, coincide donc avec K («), et est un espace vectoriel
sur K de dimension n, engendré par les images de 1, 7T, ..., T 1.

ii) Panneau M = K|[T']/(P) est un corps si P est irréductible, et la classe a de T'
modulo (P) vérifie les conditions souhaitées.
[Dans la pratique, on calcule I'inverse d’un élément 3 # 0 de M, donné sous la forme
8 = Q(a), avec P [Q, en appliquant Bézout: 3 A, Q" € K[T],AP + QQ’ = 1; alors
B =Q' ()]

Un homomorphisme d’une extension (i, L) de K vers une extension (i’,L’) de K est
un homomorphisme d’anneau ¢ : L — L’ tel que ¢oi = i'. On dit alors que ¢ est un
K-homomorphisme de L vers L’ (ou: un homomorphisme de L/K vers L'/K; comme ¢
est injectif, on parle aussi de plongement au lieu d’homomorphisme). Plus généralement,
si ¢ est un homomorphisme de K vers un corps K’, et (i, L) (resp. (i’, L) une extension
de K (resp. K’), un homomorphisme d’anneau ¢ : L — L’ tel que 1oi = i'o¢ s’appelle
un homomorphisme de L vers L' au-dessus de ¢ (ou: étendant ¢). Idem pour les iso., les
endo., les automorphismes.

Le théoreme de prolongement suivant entraine en particulier que pour P € KT

irréductible donné, tous les corps de rupture de P sont K-isomorphes.

Théoréme 3 : soient K, K' deux corps, ¢ un homomorphisme de K dans K', L/K,L' /K’
deuz extensions, et a un élément de L algébrique sur K.

i) (ler théoréme de prolongement) Soit o/ € L' algébrique sur K', tel que p(Ming, k) =
Ming k. Alors, il existe un unique homomorphisme 1 de K(a) dans L' au-dessus de ¢
tel que P(a) = o/

i) Soit ¢» un homomorphisme de K () dans L' au-dessus de ¢. Alors, o' := 1(a) est
algébrique sur ¢(K) (donc sur K'), et vérifie Ming 4xy = ¢(Ming k).
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[Le nombre d’homomorphismes distincts de K (a)) dans L’ au dessus de ¢ est donc égal au

nombre de racines distintes de ¢(Min, ) dans L. |

Démonstration: i) ’homomorphisme d’évaluation Q € K[T]| — (¢(Q))(a/) € L' passe au
quotient K[T]/J, par son noyau, et induit un plongement v : K(«) — L’ envoyant « sur
o/, et dont la restriction a K vaut ¢. Cela détermine entierement ¢ sur K («).

ii) (p(Ming, kx))(a) = Y(Ming, k() = 0, et 'homomorphisme d’anneau ¢ : K[T] —
¢(K)[T] préserve l'irréductibilité.

On dit qu'une extension L/K est algébrique si tous ses éléments sont algébriques
sur K; elle est dite transcendante dans le cas contraire (i.e. s’il existe un élement de L
transcendant sur K). Dans le cas d’une extension monogene, les propriétés suivantes sont
équivalentes: K(«a)/K est algébrique < K(«)/K est finie & Kla] = K(a). D’ou pour
une extension quelconque:

L/K est finie & L/K est algébrique et de type fini.

Soient L/K une extension, et x,y € L algébriques sur K. Alors, K(z,y)/K est une
extension finie (de degré < [K(x) : K|.[K(y) : K]), donc algébrique. En particulier, z+y et
xy sont algébriques sur K. Ainsi, [’ensemble des éléments de L algébriques sur K forme un
sous-corps de L, appelé fermeture algébrique de K dans L. C’est évidemment un extension
algébrique de K, mais elle n’est pas nécessairement finie (exemple: la fermeture algébrique
Q de Q dans C). Par ailleurs, elle est sa propre fermeture algébrique dans L. En effet,
pour toute extension intermédiaire L/M/K , avec M /K algébrique, tout x € L algébrique
sur M est algébrique sur K (si S désigne 'ensemble des coefficients de Ming, pr, x est

algébrique sur K(5), et K(S,z)/K est une extension finie, donc algébrique.)

On dit qu'un corps 2 est algébriqguement clos si les éléments irréductibles de Q[T'] sont
tous de degré 1, i.e. si tout polynome de degré > 1 admet une racine dans €2 (tout polynéme
se décompose alors en facteurs linéaires dans §2). On dit qu'une extension K /K est une
cléture algébrique de K si les deux conditions suivantes sont simultanément réalisées: K /K

est une extension algébrique et K est un corps algébriquement clos.

Théoréme: tout corps K admet une cloture algébrique K. De plus, deux clétures algébriques

de K sont K-isomorphes.

Démonstration: nous nous contentons ici de vérifier I'existence d’une cloture algébrique
en supposant qu’on dispose d’une extension 2 de K algébriquement close, mais peut-étre
transcendante (grace a I’Analyse ou la Topologie, c’est le cas de K = Q, avec 2 = C).

Soient donc K la fermeture algébrique de K dans 2, F un élément de K[T] et w une racine
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de P € Q[T] dans le corps alg. clos Q. Comme on vient de le voir, w appartient & K, qui

est donc a la fois algébrique sur K et algébriquement clos.

Soit F' € K|[T] un polynéme de degré n > 1, non nécessairement irréductible, de terme
dominant a,,. On dit qu'une extension L/K est un corps de décomposition de F sur K s'il
existe n éléments (non nécessairement distincts) ayq, ..., ay, de L tels que les deux conditions

suivantes soient simultanément réalisées:
L=K(ay,...,an) et F(T) =apll=1, . (T — «;) dans L[T].

La premiére condition entraine alors que L/K est une extension finie. On exprime la
seconde en disant que F' se décompose en facteurs linéaires dans L, ou, plus simplement,

qu’il se décompose (sous-entendu: compleétement) dans L.

Théoréme 4: Soient K un corps, et F' un élément de K[T'] de degré n > 1.

i) F' admet un corps de décomposition L sur K.

ii) (2éme théoréme de prolongement) Soient ¢ : K — K’ un homomorphisme, et L'
une extension de K' dans laquelle ¢(F') se décompose en facteurs linéaires. Alors, il existe
un homomorphisme (non unique) v de L dans L' au-dessus de ¢. De plus:

ii1) Si ¢ est un isomorphisme, et si L' est un corps de décomposition de ¢(F') sur K',
alors, Y est un isomorphisme.

[Deux corps de décomposition de F' sur K sont donc K-isomorphes, et on peut parler, a

K-isomorphisme pres, ‘du’ corps de décomposition de F' sur K|

Démonstration. i) C’est clair pour n = 1, et on procede par récurrence sur n (sans fixer
K). Supposons que F' ne se décompose pas en facteurs linéaires sur K. Il admet alors
un facteur M irréductible sur K de degré > 1. D’apres le théoreme 2, il existe K; /K et
ay € K racine de M; tels que K1 = K(a1), de sorte que F(T') s’écrit (T — 1) F1(T') dans
K1[T]. On conclut en appliquant ’hypothese de récurrence au couple (Fi, Ki).

ii) Par récurrence sur n. Soit ¢(F) = ¢(a,)Ili=1, . (T — B;) la décomposition de ¢(F)
dans L', et M; le polynome minimal de o sur K, de degré r < n. Apres réindexation,
on peut écrire ¢p(M;) =1L, . (T — B;) et ¢(My), irréductible sur ¢(K), est le polynome
minimal de (7 sur ¢(K). D’apreés le théoreme 3.i, il existe un homomorphisme ¢; de
K; = K(ay) dans L' au-dessus de ¢ envoyant o sur ;. On conclut en appliquant
I’hypothese de récurrence a Fy(T') := F(T)/(T — a1) € K1[T)), ¢1: K1 — K| = K'(p1).

iii) Soient ¢(F) = ¢(an)lli=1,.. (T — B;) la factorisation de ¢(F') dans le corps de
décomposition L' = K(f1, ..., Bn), et » un homomorphisme de L dans L’ au-dessus de ¢.
D’apres le théoreme 3.ii, 9 envoie les a; sur certains des 3; et par injectivité, préserve les

multiplicités. Donc tous sont atteints, et 1 est un isomorphisme.
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CHAPITRE II

CORPS FINIS

§1. Les corps F,.

Soient p un nombre premier, et K un corps de caractéristique p. Comme on I’a vu,
K contient F,,, et est donc une extension de F,. Dans ces conditions, K est un corps fini
(c’est-a-dire: possede un nombre fini ¢ d’éléments), si et seulement si 'extension K/F,, est
finie (c’est-a-dire: est de degré d fini). Le F,-espace vectoriel K a alors ¢ = p® éléments.
Ainsi un corps fini a pour cardinal une puissance pure de sa caractéristique (noter qu’un

corps fini est forcément de caractéristique # 0). Inversément:

Théoréme 1: soient ¢ = p? une puissance de p. Le corps de décomposition du poly.
Gq4(T) = T — T sur F, est, a isomorphisme pres, l'unique corps de cardinal g. On le
note Fy.

[Remarque: pour d > 1, il n’y a aucun rapport entre F,s et Z/ p?Z: le premier est un
corps, le deuxiéme un anneau non integre; le groupe additif de Z/p?Z est cyclique, celui

de F,a un produit de d groupes cycliques.]
La démonstration du théoreme 1 repose sur le

Lemme 1: Soit K un corps fini, et p" son cardinal. Alors,

i) le Frobenius F' de K est un automorphisme de K, qui vérifie F™ = idy; en particulier,
tout élément irréductible de K[T] est séparable.

i) pour tout entier m > 1, le polynéome G, (X) = XP" — X est séparable (ses racines dans

toute extension de K sont donc simples), et pour m =n, G, (T) = e (T — ).

Démonstration. i) Rappelons (I, §2) que le Frobenius de K est I'application F' : x —
aP. C’est bien un endomorphisme de 'anneau K, puisque F(zy) = (zy)? = F(x)F(y),
F(1) =1, et F(z+y) = Sg=o,... pChaFyP™" = 2P + y? = F(x) + F(y) (noter que Vk =
1,...,p—1, p]C]’;). Comme sa source K est un corps, F est injectif, et donc surjectif puisque
c’est un endomorphisme du groupe fini (K,+). Ainsi, F' est un automorphisme. Comme

le groupe multiplicatif K* est d’ordre p” — 1, ses éléments x vérifient 2" ~! = 1, d’ou
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pour tout x € K, F"(z) = 27" = x = idg(z). (NB: le fait que F™ est I'identité entraine
d’ailleurs directement que F' est un automorphisme.) Comme F' est un automorphisme de
K, la deuxieme assertion résulte de I, fin du §2.

ii) La premiere assertion est claire (DG,,(X) = —1 est premier a G,,,), et on vient de

voir que les p™ = deg(G,,) éléments de K sont racines de G,,.

Démonstration du théoreme 1. Soient L le corps de décomposition du polynome G4(7T)
sur F),, F' son Frobenius, et M l’ensemble des racines de Gq dans L. Par définition, L
est le sous-corps de L engendré sur F,, par I'ensemble M. Mais on vérifie & la main (ou
en disant que c’est 'ensemble des éléments x de L tels que l’automorphisme o = F? de
I'extension L/F), vérifie o(x) = z) que M est lui-méme un corps. Donc M = L. Par
ailleurs, M a ¢ éléments, puisque G4 est un polynome séparable, et L est bien un corps
fini & ¢ éléments. Enfin, d’apres le Lemme 1.ii), tout corps K de cardinal ¢ = p? est un

corps de décomposition du polynéme G4 sur F,, et est donc isomorphe a L.

Fixons une cloture algébrique F, de F,. Le théoréme 1 entraine que pour tout entier
d, il y a une et une seule extension F,. de F;, de degré d contenue dans Fp: le corps F,(¢)
engendré par une racine primitive (p? — 1)-ieme de 'unité dans F,,. (Rien de tel, bien sir,
pour Q, qui contient pour tout d > 1, une infinité d’extensions de Q de degré d, deux
a deux non isomorphes.) Ces extensions s’imbriquent de la fagon suivante, qui permet

d’ailleurs de définir F, comme la réunion croissante des corps F, n:, n > 1.
p pry

Proposition 1: soient n et m deux entiers > 1. Alors, Fyn C Fpm si el seulement si
n|m.

Démonstration: si Fym est une extension de F,n, son degré d vérifie p™ = (p™)?, donc

m = dn. Inversément, si n|m, p™ — 1 divise p™ — 1, donc ppn_1(Fp) C ppm_1(Fp).

Remarque 1: considérons, avec les notations m = dn précédentes, le n-ieme itéré F™ du
Frobenius de F,m. D’apres le lemme 1, ¢’est un élément du groupe G = Aut(Fpm /Fyn) des
automorphismes de I'extension F,m /Fn, i.e. des automorphismes du corps Fp,m induisant
I'identité sur Fp». On déduit des résultats du Chap. 3 que G est un groupe cyclique,
d’ordre d, engendré par I’automorphisme F™. (Voir feuilles TD pour une preuve directe.)

En particulier, pour tout entier m, le groupe Aut(F,m /F,) ~ Z/mZ est engendré par
le Frobenius F de Fpm. On peut néanmoins montrer que Aut(F,/F,) est beaucoup plus

gros que le groupe cyclique (isomorphe & Z) qu’y engendre le Frobenius de Fp.

Remarque 2: On dit qu'une extension algébrique L/K est séparable si pour tout o € L,

le polynome Min, i est séparable. Soit alors K un corps fini. Le lemme 1 entraine que
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toute extension algébrique L/K est séparable; si de plus L/K est une extension finie, on a
vu qu'il existe un élément ¢ de L tel que L = K((). Ainsi, toute extension finie d’un corps
fini est monogene. Plus généralement, on montrera au chapitre 3 que pour tout corps K,
toute extension finie et séparable de K est monogene. En revanche, le corps K = F,(X),
de caractéristique p mais infini, admet des extensions finies non séparables (example: L
= le corps de rupture du polynéme P(T) = T? — X, qui est irréductible sur K mais est
une puissance p-ieme dans L[T]), tandis que le corps K = F,(X,Y) admet méme des

extensions finies non monogenes (exemple: L = le corps de décomposition du polyndéme

F(T) = (T? — X)(T? — Y) sur K).

§2. La loi de réciprocité quadratique.

Soit p un nombre premier. On dit qu'un entier rationnel a est un résidu quadratique
modulo p si sa classe @ dans Z/pZ y est un carré, i.e. si 'équation X? —@ = 0 a une racine
dans le corps F, (donc deux pour p /Ja). Sip = 2, tout entier est résidu quadratique
modulo 2 (le seul polynéme irréductible de degré 2 de Fo[X] est X2 + X + 1). C'est aux
nombres premiers impairs qu’on s’intéresse donc ici.

Soit p un nombre premier impair et a un entier rationnel, de classe @ modulo p non
nulle. On appelle symbole de Legendre de a (ou de @), et on note (%) (ou (%)) le nombre
défini par

(%) =1 sia est résidu quadratique modulo p, ( %) =—1 sinon .

On étend le symbole de Legendre a tous les entiers en posant (%) = 0 si p divise a. Par
ailleurs, on identifie les 3 valeurs {£1,0} du symbole de Legendre tantét a des nombres

complexes, tantot a des éléments du corps F,, (ou de n’importe quel corps de caract. # 2).

Lemme 2: i) Pour tout entier a, (%) a "= ; en particulier, (%) =1, (%) = (—1)pr1;
.. ab ay/b T
ZZ) Va,bEZ,(?) :(E)(E), et Zmer(z) =

o

Y
1

2_
iii) (5) = (~1)"="
Démonstration: i) considérons les endomorphismes y et ¥ du groupe F} défini par x(z) =
x prl,w(:L‘) = 22, D’aprés Fermat, Imx C Kery = {£1}, et Imi C Kery. Mais Kery,
formé des éléments d’ordre divisant (p — 1)/2, coincide donc avec I'unique sous-groupe
d’ordre (p — 1)/2 du groupe cyclique F}. Idem pour Im), d’'indice |Kery| = 2 dans Fy,.
Finalement, Kery = Imy, et () =1« a € Imy & x(a) = 1, dou (3;) = x(a) powr

. N . a _ p=1

tout a premier a p, soit (5) =a 2 pour tout a.
ii) La premiere relation est claire sur y. Comme Kery est d’'indice 2, il y a autant de

résidus quadratiques que de non résidus quadr. dans F, d’ou la seconde relation.
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iii) Soit ¢ une racine primitive 8-itme de 1'unité dans F,,. Alors, (* = —1 et 6 :=( + (7!
a pour carré 2. On conclut en notant que (%).9 = 0Pl =(P+(Pestégalafsip=+1
mod 8 , et & —0 si p = +3 mod 8.

Remarque 3: soient G un groupe fini. On appelle caractére de G tout homomorphisme
de groupe de G dans C*, i.e. toute application x : G — C* telle que pour tout z,y €
G : x(zy) = x(z)x(y). En définissant le produit x de deux caracteres xi, x2 par x(z) =
x1(z)x2(z), on munit 'ensemble G des caractéres de G d’une structure de groupe, d’élément
neutre le caractere trivial 1 : z — 1(x) := 1. Avec {£1} C C*, le symbole de Legendre
devient un caractere du groupe G = F, d’ordre 2 dans G’, et le lemme 2.ii est un cas

particulier des relations générales (exercice):
Vx € G x#1: T x(x) =0 Tree 1(z) = |G|,

Théoréme 2 (Gauss): soient p et £ deux nombres premiers impairs distincts. Alors

Démonstration: soit ¢ une racine primitive p-ieme de I'unité dans Fy, ou dans C. On va

calculer de deux fagons la “somme de Gauss”, bien définie dans chacun de ces corps par

la formule
Lk T T
S = ;)(E) "= ZmeF;(E) ¢

(1) Qu’on lise dans Fy ou dans C, on a: S? = (—1)"= p.

En effet, S2 — E(%y)(%) Cﬂﬁ-l-y = Zt¢0(%)(2$7ﬁogm(l+t))7 puisque pour y = «xt, (%) =
(%)(%) = (%) Comme x +— (*(1F1) est un caractere de (Fp, +), Yoo+ vaut p — 1 si
—1

pll +t, et —1 sinon. Ainsi, S? = (5)p—-1)+ (—1)2,575_1(;—3), qui vaut (%)p d’apres le

lemme 2, ii).

(2) Dans Fy, on a: S~ = (%).

En effet, comme on est maintenant en caractéristique £, S* = Ex(%) ¢ = (%)Zx(%) ¢t =
(%)S , et on peut diviser par S, qui d’apres (1), est non nul dans Fy.

En regroupant (1) et (2), on obtient finalement:

E p—1 £—1 £—1 p—1 ¢

_ -1 £—1 —1¢-1 D
(=57 = ()T = ()T,
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Cette identité, établie modulo ¢, ne relie que des 1 et des -1, et persiste donc en toute

caractéristique.

Remarque 4: la formule (1), lue en caractéristique 0, montre que pour tout nombre premier
p congru a 1 (resp. a 3) modulo 4, 'extension quadratique Q(,/p) (resp. Q(y/—p) de Q est
contenue dans le corps Q(e*™/P); dans tous les cas, on a donc: Q(/p) C Q(e2™/®P). Plus
généralement, on déduit de la “théorie du corps de classes” que toute extension abélienne

de Q est contenue dans une extension cyclotomique.

§3. Factorisation dans F,[X]|. Algorithme de Berlekamp.

Soient p un nombre premier, et P un polyndéme unitaire a coefficients dans Z. Comme
on l'a dit en I, §2, il suffit, pour que P soit irréductible dans Q[X], que son image m(P)
par 'application de réduction modulo p soit irréductible dans F,[X]. Bien sir, c’est loin
d’étre nécessaire: prendre P(T) = T? — {, avec { premier, (%) = 1; ou encore: P(T) =
®,a_1(T'), irréductible sur Q d’apres la Proposition 3 ci-dessous, bien que tous ses facteurs
irréductibles modulo p aient pour degré d (un tel facteur irréductible A est le polynome
minimal sur F;, d’une racine de ®,4_;, i.e. d’une racine primitive p? — 1-itme de I'unité
dans Fp; comme le corps engendré sur F, par une telle racine est F,q, c’est que deg(A) = d;
en particulier, d|¢(p? — 1), ce qu’on peut retrouver en notant que p est un élément d’ordre
d de (Z/(p? —1)Z)*). Néanmoins, le critére suivant d’irréductibilité sur F,, s’avere parfois

utile.

Proposition 2: Soit A € F,[X] un polynéme de degré m. Alors, A est irréductible si et
seulement si l’on a simultanément
(XP" — X, A(X)) = A(X), et VL premier ,6lm : (XP™" — X, A(X)) = 1.

Démonstration: si A est irréductible, son corps de rupture F,[X|/A(X)F,[X]| = F,(X)
sur F,, a p™ éléments, donc coincide avec Fpm, et I'itéré de F' d’ordre minimal stabilisant
X est ™. Inversément, tout facteur irréductible de X?" — X qui ne divise aucun des

Xr" — X, n|m,n # m, admet F,= pour corps de rupture sur F,,, et est donc de degré m.

Voici, a titre d’exercice, un autre type d’application de la réduction modulo p a
l'irréductibilité dans Z[X].

Proposition 3: pour tout entier n > 1, le polynéme cyclotomique ®,,(X) est irréductible

dans Q[X].

Démonstration: soient ( une racine primitive n-ieme de I'unité dans Q, et P son polynome

minimal sur Q. D’apres le lemme de Gauss (1, §2), on a ®,, = PQ, avec P et Q unitaires a
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coefficients dans Z. On va montrer que toutes les racines primitives n-ieme de I'unité sont
racines de P, de sorte que ®,, = P est bien irréductible sur Q. Par induction, il suffit de
montrer que pour tout nombre premier p ne divisant pas n, la racine (P de ®,, est racine
de P. Sinon, Q(¢?) = 0, ¢ est racine du polynome R(X) := Q(XP), qui est donc divisible
par P, et d’apres le lemme de Gauss, 35 € Z[X] tel que R = PS. D’ou par réduction
modulo p: 7(R) = 7(P)n(S). Mais 7(R(X)) = 7(Q(X?)) = m(Q(X)P) dans F,[X], soit
7(P)n(S) = (7(Q))P. Ainsi, tout facteur irréductible A de 7(P) dans F,[X] divise 7(Q),
et m(®,,) = 7(P)m(Q) est divisible par A%, Mais p fn, donc ®,, est un polynéme séparable

de F,[X], donc sans facteur carré.

Enfin, I’énoncé suivant fournit a la fois un critere d’irréductibilité et un algorithme de

factorisation dans F,[X].

Proposition 4 (Berlekamp): Soit A € F,[X]| un polynome sans facteur carrés, et A;...A,
sa décomposition en polynomes irréductibles dans F,[X]. Les polynomes Q@ € F,[X]|
nuls ou de degré < deg(A), qui, pour tout i = 1,...,7 , sont congrus modulo A; a un

élément de F,,, sont exactement les p" polynomes Q nuls ou de degré < deg(A), tels que
QX)P = Q(X) mod(A(X)).

Démonstration: puisque les A; sont irréductibles et distincts, ils sont premiers entre eux
deux & deux, et le lemme chinois, appliqué & I’anneau principal F,[X], permet d’attacher
a tout r-uplet (si,...,s,) € (Fp)" de polyndmes constants un unique polynéme ) nul ou
degré < deg(A) tel que A; divise @ — s; pour tout i. Alors, QF = s = s, = Q mod(4;)
pour tout 4, et A divise QP — Q. Inversément, X? — X = Il,cp, (X — s) dans F,[X], donc
tout polynome @ vérifie QP — Q = Ilser,(Q — s). Par conséquent, si A divise Q7 — Q,
chaque facteur irréductible A; de A divise 'un des facteurs de ce produit, i.e. il existe
pour tout ¢ = 1,...r un polyndéme constant s; tel que () = s; mod A;. Restreinte aux
polynoémes @ nuls ou de degré < deg(A), 'application @ +— (s1, ..., s) est la réciproque de

la précédente, d’ou la bijection recherchée.

Application: si S désigne 'endomorphisme @) — QP du Fp-espace vectoriel F,,[X]/(A) , le
noyau de S — Id a pour dimension p = r, d’oli comme promis un critere d’irreductibilité
(p=1) sur F),. Etsip > 2, la proposition montre que pour tout élément () du noyau, il
existe s € F), tel que A et () —s ont un pged non trivial, d’ot1 un algorithme de factorisation
dans F,[X].
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CHAPITRE III

THEORIE DE GALOIS

§1. Extensions galoisiennes.

Soient K un corps et L/K une extension algébrique. On dit que L/K est normale si
tout élément irréductible de K[T| qui admet une racine dans L se décompose dans L[T] en
facteurs linéaires, autrement dit si, pour tout élément o de L, il existe des éléments (non
nécessairement distincts) oy = a, g, .., ag de L tels que Ming g (T) = ;=1 . a(T — a;);
ces racines de Min,, i sont appelées les conjugués de o sur K (dans L). On dit que L/K
est une extension galoisienne si elle est a la fois normale et séparable, autrement dit si tout
a € L de degré d sur K admet d conjugués distincts dans L. (Rappelons que L/K est dite

séparable si Vo € L, le polynome Min, gk est séparable.)

Lemme 1: i) soit L/K une extension algébrique. Alors, L/K est normale et finie si et
slt s’il existe un élément F' de K[T] tel que L soit un corps de décomposition de F sur K.

it) Soit L/ K une extension normale. Pour tout élément o de L, l’ensemble des con-
Jugués de o dans L coincide avec le sous-ensemble de L formé par les images de o sous

les différents automorphismes de L/ K.

Démonstration: i) si L/K est finie, il existe un ensemble fini S d’éléments de L algébriques
sur K tels que L = K(5), et si L/K est de plus normale, F(T') := IloesMing, x (T') vérifie
la condition demandée.

Inversement, soit L le corps de décomposition d’un élément F' de K[T]. C’est évidem-
ment une extension finie de K. Soient alors P un élément irréductible de K[T'] admettant
une racine o dans L, N un corps de décomposition de P sur L, et o’ une racine quelconque
de P dans N. Le ler théoreme de prolongement fournit un K-isomorphisme ¢ de K(«)
sur K(a'). Puisque L (resp. L(ca’)) est un corps de décomposition de F' (resp. ¢(F')) sur
K(a) (resp. K(')), on déduit du 2éme théoreme de prolongement un isomorphisme 1) de
L sur L(a') au-dessus de ¢. En comparant les degrés, on conclut que o € L.

ii) Pour tout automorphisme o de L/K, Min, k(ca) = o(Ming k(o)) = 0, et oo

est un conjugué de « sur K. Inversement, soit o’ un conjugué de a sur K. Traitons
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d’abord le cas ou L/K est une extension finie, donc par i), le corps de décomposition d’'un
F € KJ[T]. D’apres le ler théoreme de prolongement, il existe un K-plongement ¢ de
K(a) dans L envoyant « sur /. D’apres le 2e théoreme de prolongement, ¢ se prolonge
en un automorphisme o de L/K, et o(a) = ¢(a) = /. D’ou la bijection ensembliste
annoncée (qui explique qu’on appelle souvent conjugaisons de L/K les automorphismes
d’une extension normale L/K). Le cas général s’en déduit au moyen du lemme de Zorn
(considérer I’ensemble des couples (L',7’) formés d'une extension L’/K normale, con-
tenue dans L et d’un automorphisme 1)’ de L’ au-dessus de ¢, muni de la relation d’ordre

<L1,¢1> < (Lg,wg) si L1 C L2 et ¢2 pI‘OlOng 1/11)

Pour toute extension intermédiaire M /K d’une extension normale L/K, 'extension
L/M est normale (car Yoo € L, Ming pr|Ming i; en revanche, M /K n’est en général pas
normale). Par ailleurs, M /K et L/M peuvent étre normales sans que L/K le soit. Si L/K
est séparable, M /K lest évidemment, ainsi que L/M (car tout diviseur d’un polynéme

séparable est séparable). On verra plus bas que M /K et L/M séparables = L/K séparable.

Lemme 2 : Soient L/K une extension normale, et M /K une extension intermédiaire.

i) Soient ¢ un K-homomorphisme de M dans L, et o un élément de L, de degré d
sur M. Le nombre d’ de racines distinctes de ¢(Ming pr) dans L vérifie 1 < d' < d, et est
égal au nombre d’homomorphismes de M(«) dans L au dessus de ¢; de plus, d' = d si et
seulement st Ming pr est séparable. Plus généralement:

i) Supposons m = [M : K] fini. Le nombre m’ de K-plongements de M dans L vérifie
1 <m/ <m, et vaut m si et seulement si M /K est séparable.

ii1) M /K est normale si et seulement si pour tout K-plongement ¢ de M dans L , on
a: ¢(M) C M (et ¢ est alors un automorphisme de M /K ).

En regroupant les deux dernieres conclusions de ce lemme, et en notant Aut(L/K) le
groupe des automorphismes d’une extension algébrique L/K (i.e. des automorphismes o

du corps L tels que Va € K,o(x) = x), on obtient finalement:

Théoréme 1 : une extension finie L/K est galoisienne si et seulement si le groupe
Aut(L/K) est d’ordre [L : K].

Démonstration du lemme 2: i) D’apres le ler théoreme de prolongement, le nombre de
plongements de M («) dans L au-dessus de ¢ est égal d’. De plus, L/K étant normale,
P = Min, ik se décompose en facteurs linéaires dans L, et il en est de méme de @ =
Ming v et de ¢(Q), qui divisent P = ¢(P). En particulier d’ > 1, et d’ = d ssi ¢(Q) est
séparable sur K. Puisque ¢(Q, DQ) = (¢(Q), ¢(DQ)), cela équivaut & demander que @

soit séparable.

24



ii) récurrence sur m. Si m > 1, il existe une extension My de K et un élément o de
M de degré d > 1 sur My tel que M = My(«). Par i), tout K-plongement ¢ de My dans L
admet au plus d prolongements ¢ a M, et exactement d si M /My, est séparable. Comme
tout K-plongement 1) de M dans L induit un ¢ sur M,, on déduit de ’hypothese de
récurrence qu'il y a 1 < m’ < d[My : K| = m K-plongements de M dans L, et exactement
m si M /K, donc M /My et My/K, sont séparables.

Supposons maintenant que M /K ne soit pas séparable. Alors, il existe & € M, de
degré d > 1 sur K, non séparable sur K, et par i), d < d K-plongements de K («) dans
L. On vient de voir que chacun d’eux a au plus m/d prolongements a M. Le nombre de

K-plongements de M dans L est au donc au plus égal a d'm/d < m.

[INB: si M/K n’est pas séparable, de sorte que K est de caractéristique p non nulle, on
peut en fait démontrer que m/|m, et que ; est une puissance pure de p.]

iii) L’image, par un K-plongement ¢ de M dans L, d'un élément a de M est un
conjugué dans L de « sur K. Si M/K est normale, ces conjugués sont déja tous dans
M, donc ¢(M) C M, et ¢ est un K-endomorphisme de M. Enfin, tout endomorphisme
¢ d’une extension algébrique M/K est un automorphisme: c’est clair si [M : K] < oo;
dans le cas général, remarquer que pour tout 3 € M, I'’ensemble B des racines de Ming i
dans M est fini, et que ¢ induit une injection, donc une bijection, de B sur lui-méme; par
conséquent, 3 admet dans B C M un antécédent sous ¢, et ¢ est surjectif.

Supposons maintenant que tout K-plongement de M dans L laisse stable M. Soient

a un élément de M et o’ un conjugué de o sur K. D’apres le lemme 1.ii, il existe un
automomorphisme ¢ de L/K tel que ¥(a) = /. Par hypothese, la restriction ¢ de ¢ & M
laisse stable M, donc o = () = ¢(o) € M. Ainsi, Min, x se décompose en facteurs
linéaires dans M, et M /K est normale.
Preuve du Théoréme 1 : on vient de voir que pour toute extension algébrique, Aut(L/K)
coincide avec 1’ensemble des K-plongements de L dans L. Si L/K est galoisienne finie,
il a, d’apres le lemme 2.ii, [L : K| éléments. Inversement, soient L/K une extension de
degré fini m = |Aut(L/K)|, et L/K une extension normale contenant L (par exemple, une
cloture algébrique de L). Alors, ’ensemble de K-plongements de L dans L a au plus m
éléments. Comme il contient Aut(L/K), il en a donc m (d’ou la séparabilité de L/ K grace
au lemme 2.ii), et il coincide avec ce groupe (d’ou la normalité de L/K grace au lemme
2.iii).

Remarque 1: i) soient L une extension normale de K (par exemple, une cloture algébrique
de K), et M/K une extension intermédiaire. D’apres le lemme 2.iii, I’ensemble des exten-

sions normales de K contenant M et contenues dans L admet pour la relation d’inclusion
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un plus petit élément M , appelé cloture normale de M dans L. Si M/K est finie, M /K
I'est aussi: en effet, M = K (5), ou .S C M est fini, le polynéme e sMin, x se décompose
en facteurs linéaires dans L, et son corps de décomposition M C L sur M répond A la
question.

ii) On déduit du lemme 2.ii que si M/K et L/M sont deux extensions séparables,
alors L/K est séparable. (En considérant les polynomes minimaux, on se raméne au cas
ou M/K est finie, et L = M(«). Alors, M admet [M : K| K-plongements distincts dans
K, et chacun d’eux se prolonge en [L : M| plongements distincts de L dans K. )

Lemme 3: Toute extension L/K finie et séparable est monogéne (i.e. admet un élément
v, dit primitif pour L/ K, tel que L = K(v).)

Démonstration: on I'a vérifié au chapitre Il quand K est un corps fini. Supposons main-
tenant K infini. L/K étant de type fini, il suffit par induction de montrer I’assertion quand
L = K(a,3). Soit L un corps de décomposition de F = Ming, x Ming ik sur L. D’apres
le lemme 2.ii, il existe n = [L : K] K-plongements distincts ¢, ..., ¢, de L dans L. Le

polynéme

P(T) = Ihi<izj<al(di(@) — 6;(a)) + (#:(8) — ¢;(8))T] € LIT]

est alors non nul; K étant infini, il existe donc ¢ € K tel que P(c) # 0, autrement dit tel
que les éléments ¢;(a + ¢f),i = 1,...,n de L sont distincts. Mais ce sont des racines du
polynéme minimal de v := a + ¢3 sur K, qui est donc de degré > n. Comme v € L, ce

degré est majoré par n, et L = K (7).

62. La correspondance de Galois.

Soient L/K une extension algébrique, et G = Aut(L/K) le groupe des automor-
phismes de l'extension L/K. Pour toute extension intermédiaire M, le groupe Aut(L/M) =
{0 € G;Vx € M,0(x) = z} des automorphismes de I’extension L/M est un sous-groupe de
G. Inversement, pour tout sous-groupe H de G, le corps L? := {z € L;Vo € H,o(z) = '}
est une extension intermédiaire de l'extension L/K, appelé sous-corps de L fizé par H.
On a:

H<H <G=KcL?” cLcL ;
KcMcM CcL= Aut(L/M") < Aut(L/M) < G.

Toute extension intermédiaire M est contenue dans LA“H(L/M) majs il se peut qu’elle le
soit strictement (exemple: K = M = Q C L = Q(*Vv/2), pour lequel Aut(L/K) = {id.},
LAL/K) — [), De méme, tout sous-groupe H de G est contenu dans Aut(L/L™), mais
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peut P'étre strictement (exemple hors programme: K =F, C L = K, H = {F" n € Z},
o F désigne le Frobenius de L; alors L = K, mais Aut(L/K) est bien plus gros que
H). Pour simplifier ’exposé, nous nous limiterons pour ’essentiel aux groupes finis, ou
ce deuxieme type de contre-exemples n’apparait pas. Quant au premier type de contre-

exemples, il disparait lorsqu’on se restreint a des extensions L/K galoisiennes.

Pour L/K galoisienne, le groupe Aut(L/K) s’appelle le groupe de Galois de l’extension
galoisienne L/ K, et est souvent noté Gal(L/K).

Théoréme 2: i) Soient L/k une extension quelconque, G un sous-groupe fini de Aut(L/k),
et K le corps LE. Alors, L/K est une extension galoisienne finie, et Aut(L/K) = G.

ii) Soient L/k une extension algébrique, G un sous-groupe quelconque de Aut(L/k),
et K le corps L¢. Alors, L/K est une extension galoisienne

iii) Soit L/K une extension galoisienne. Alors, LAWL/K) = [,

On obtient ainsi une nouveau critére pour qu’une extension algébrique L/K, finie ou non,

soit galoisienne: il faut et il suffit que LA“H(L/K) = [

Démonstration: 1) Soient o un élément de L, et o1 = idy, 09, ...0, un sous-ensemble maz-
imal de G tel que o1, ..., ora soilent distincts. Posons P(T') = ;= (T — 0;a) € L[T].
Alors, o(P) = P pour tout o € G, de sorte que P € K[T], et « est algébrique sur
K. De plus, Min, x divise P, mais est aussi divisible par P puisque Min, x(o;a) =
oi(Ming k(o)) = 0; bref, Min, ¢ = P. Ainsi, le polynome minimal de o sur K se
décompose en facteurs linéaires distincts dans L, et L/K est galoisienne.

On vient de montrer que le polynéome minimal sur K de tout élément de L est de
degré < |G|, i.e. que tous les éléments de L sont de degé < |G| sur K. Comme L/K est
séparable, il résulte alors du lemme 3 que [L : K] < |G|. Enfin, [L : K| = |Aut(L/K)|
d’apres le théoréme 1, et G est un sous-groupe de Aut(L/L%). Par conséquent, L/K est
degré > |G|, donc finalement égal a |G|, et G remplit tout Aut(L/K).

ii) Si L/k est algébrique, I'orbite sous G, éventuellement infini, de tout élément a de
L est formée de racines de Ming i, et est donc finie. La premiere partie du raisonnement
de i) reste donc valable, et L/K est galoisienne.

iii) Soit o un élément de L, de degré d sur K. D’apres les lemmes 2.1 et 1.ii, il existe
d automorphismes o1 = id,...,04 de L/K tels que {o;c;i = 1,...d} forme ’ensemble des
racines de Min, rr dans L. Si maintenant o € K%, on a 0;(a) = o pour tout i = 1, ..., d,
et d = 1. Ainsi, o appartient & K, et K& = K.

Remarque 3: pour démontrer I'inégalité [L : K] > |G| au théoréme 2.i, on peut également

procéder de la maniere suivante. Voyons G C Aut(L/K) comme une famille d’éléments du
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L-espace vectoriel F(T', L) des fonctions sur I' := L*, & valeurs dans L. Si [L: K| < |G|,
elle est linéairement dépendante sur L. Mais les éléments de G sont aussi des caracteres
du groupe I' (& valeurs dans le groupe multiplicatif du corps L), et un théoreme classique,
valable pour tout groupe I' et tout corps L, affirme que des caracteres distincts de T’
forment une famille L-libre dans F(I', L).

Théoréme de Galois: soient L/K une extension galoisienne finie, et G = Gal(L/K)
son groupe de Galois.

i) Soit M un extension intermédiaire, et H = Gal(L/M) < G le groupe de Galois de
’extension (galoisienne) L/M; alors, [L : M| = |H|, et M = L¥;

ii) Soit H un sous-groupe de G, et M = L le sous-corps de L fivé par H; alors L /M
est une extension galoisienne de degré [L : M| = |H|, et H = Gal(L/M);

ii1) Une extension intermédiaire M /K est galoisienne si et seulement si H := Gal(L/M)
est un sous-groupe distingué de G; dans ce cas, son groupe de Galois Gal(M/K) s’identifie
au groupe quotient G/H.

Démonstration: 1) et ii) sont des réécritures du théoreme 2. (Mais en ii), le fait que
L/L* est galoisienne n’est pas profond, puisqu’on part d’une extension L/K galoisienne.)
Passons a iii).

Supposons M/K galoisienne, et soient 7 € G,o € H. Il s’agit de voir que 7~ loT
appartient a H, i.e. fixe chaque élément x de M. Comme 7(x) est une racine de Ming as et

lor(x) =7717(2) = 2.

que M/K est normale, 7(x) € M, et est donc fixé par o. Alors, 7~

Supposons H distingué dans G. Il s’agit de voir que M /K est normale (comme L/K
est séparable, on sait déja que M /K 1’est aussi). Les conjugués dans L d’un élément = € M
sont de la forme 7(x),7 € G. Mais pour tout o € H, 7 loT := ¢’ appartient & H <G, donc
fixe z, et o7(z) = 70’ (2) = 7(2), soit 7(x) € L = M.

Dans ces conditions, tout automorphisme o de L/K induit sur M un automorphisme
op de M (cf. lemme 2.ii), de sorte que 'application 7 : o + o}, définit un homo-
morphisme de groupe de G dans Gal(M/K). Mais 7 est surjective d’apres le deuxieme
théoreme de prolongement, et son noyau est formé des automorphismes de L/K induisant

I'identité sur M. Autrement dit, Ker(w) = Gal(L/M), et Gal(M/K) ~ G/H.

Le théoreme de Galois montre que 1’étude des extensions intermédiaires d’une exten-
sion galoisienne finie L/K équivaut & celle des sous-groupes de Gal(L/K). Par exemple,
on en déduit immédiatement que L/K n’a quun nombre fini d’extensions intermédiaires
(cela reste vrai si L/K est seulement séparable, sinon, c’est en général faux). De ce fait,

on désigne souvent du meéme adjectif les propriétés d’une extension galoisienne et celles de
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leurs groupes de Galois. Ainsi, une extension galoisienne est dite abélienne (resp. cyclique)
si son groupe de Galois ’est. Dans 'autre sens, on voit pourquoi ‘normal’ et ‘distingué’

sont synonymes en théorie des groupes; quant au mot ‘résoluble’, il fait I’'objet du §3.

§3. Applications

Pour alléger I'exposé, nous présentons ces applications sous forme de séries d’exercices,

et nous nous plagons en caractéristique nulle (toutes les extensions sont donc séparables).
a) Resolubilite par radicaux

Soit K un corps (de caractéristique nulle). Une extension M/K est dite résoluble
s’il existe une tour d’extensions K = Ky C K; C ... C K,, = M telle que pour tout
i = 1,...,m, il existe un élément §; de K; et un entier n, > 0 tel que 3" € K;_; et
K; = K;_1(8;). Pour F € KJT], de corps de décomposition Kr sur K, on dit que
I’équation F'(x) = 0 est résoluble par radicauz si 'extension K /K est contenue dans une
extension résoluble de K. Par ailleurs, on appelle souvent groupe de Galois de F' le groupe
Gal(Kr/K).

Dans le probleme étudié ici, on peut se ramener au cas ou K contient pour tout entier
n > 0 une racine primitive n-ieme de 'unité. C’est ce que nous supposerons désormais.
Si M/K est résoluble, chacune des extensions intermédiaires K;/K; 1 est alors galoisi-
enne, de groupe de Galois isomorphe a un sous-groupe de Z/n;Z, donc abélien (et méme
cyclique). Inversement, on peut démontrer, au moyen du “théoreme 90 de Hilbert”, que
toute extension cyclique K" /K’  de degré n, d'un corps K’ contenant une racine primitive
n-iéme de 'unité, est de la forme K" = K’(ﬂ%), ou e K.
Ez. 1: soit M/K une extension résoluble, et N/K une cloture normale de M/K. Alors,

N/K est une extension résoluble.

Soit G un groupe. On dit que G est résoluble s’il admet une suite de sous-groupes
Gm ={e} < Gp_1 < ...< G <Gy =G telle que pour tout i = 1,...,m, G; soit distingué
dans G;_1 et G;_1/G; soit abélien.

On démontre en théorie des groupes que si G est un groupe résoluble, et si H < G,
alors G/H est résoluble.

Ezx. 2: Soit M/K une extension résoluble , et L/K une extension intermédiaire. Alors,
Aut(L/K) est un groupe résoluble.

[Noter que si K’ = LAUE/K) M /K' est résoluble, et L/K’ est galoisienne, de groupe
de Galois Aut(L/K') = Aut(L/K). Par l'ex. 1 et la remarque précédente sur G/H, il
suffit alors de montrer que si N/K est galoisienne et résoluble, le groupe Gal(N/K) est

résoluble.]
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On obtient en définitive:

Théoréme A: une équation F(x) = 0 a coefficients dans K est résoluble par radicauz si

et seulement si son groupe de Galois est résoluble.
b) L’équation générale de degré n.

Soient k un corps de caractéristique 0, et K = k(uy,...,u,) le corps des fractions
rationnelles en n variables. L’equation générale de degré n est 1’équation P, (z) = 0,
ot Pp(T) = T —uy Tt + ... + (=1)"u,, € KI[T]. Soit L = K(v1,...,v,) le corps de
décomposition de P, sur K, avec P,,(T) = IL;=1 . (T —v;). On a: u; = v + ... + vy,
Up = Y1<icj<nViVj, - 5 Up = i1 pv;.

Soit par ailleurs L = k(x1,...,x,) le corps des fractions rationnelles en n nouvelles
variables x1,...,x,. L’action du groupe symétrique S,, sur L, définie, pour tout f €
L, par (of)(x1,....7n) = [(Z5(1)s s To(n)), identifie S, & un sous-groupe de Aut(L/k).
Les élements du corps S = L sont appelés les fonctions symétriques en les x;. Soit
K = k(s1,...,5n) le sous-corps de S engendré par les fonctions symétriques élémentaires

851 =1 + oo + Ty, S2 = Vi<icj<n®iTj, o 5 Sp = i1 7.

Théoreme B’: toute fonction symétrique s’exprime comme une fraction rationelle en les
fonctions symétriques élémentaires. Autrement dit, on a K =S (et Aut(L/K) = S,,).

[D’apres le thm. 3.i, [L: S] =|S,| = n!, donc [L : K| > nl. Pour I'inégalité inverse, noter
que pour tout corps K’, le corps de décomposition sur K’ de tout élément de K'[T] de degré
n est de degré au plus n!. Considérer alors P, (T) = T™ — s;T" 1 + ...+ (=1)"s, € K[T].]

On peut montrer que ’homomorphisme d’anneaux ev : kf[uq,...,u,] — K : P —
P(s1,..., 8pn) est injectif. Il s’etend donc en un isomorphisme ¢ de K sur K.
FEz. 3: les extensions L/K et L/K sont isomorphes. En particulier, [’équation générale de

degré n admet S, pour groupe de Galois.

Or on démontre en théorie des groupes que S,, est un groupe résoluble si n < 4, et

non résoluble des que n > 5. Du théoreme A, on déduit donc:
Théoreme B: [’équation générale de degré n est résoluble par radicaux si et sit sin < 4.

Reste a trouver les formules par radicaux donnant les solutions de ces équations.
Expliquons la méthode pour n = 3 (formule de Cardan). On suppose comme toujours
que car(k) = 0, et pour simplifier, que k contient les racines cubiques p, p? de I'unité. On
met sans difficulté P3 sous la forme P(T) = T3 + pT + q = (T — v1)(T — v2)(T — v3), de
discriminant D = —4p3 — 27¢%, qui n’est pas un carré dans le corps de base K = k(p, q).

Le sous-corps de £ = K(v1,v2,v3) fixé par le groupe alterné As, d’indice 2 dans S3 =
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Gal(L/K), est Pextension quadratique K(v/D), avec VD = (v — v2)(va — v3)(v3 — v1).
Considérons alors les éléments 1 = vy + pvy + p?v3, ¢ = vy + p?vy + pvs de L. Leurs
cubes sont invariants sous As, donc appartiennent a IC(\/E) On vérifie en explicitant le

théoreme B (formules de Newton, avec v1 + vy 4+ v3 = 0) que
1 1
n® = 5(=270+ 3v=3VD), ¢ = 5(=27q - 3v/=3VD),

oll /=3 = p— p?. De plus, n¢ est invariant sous Sz, donc appartient & K (le calcul donne
n¢ = —3p). Ainsi,

1 1 1
v =2 +C), v2= g(p2n+pé) U3 = §(p77+02<’)-

La condition sur n¢ assure qu’on obtient ainsi, a permutation paire pres, un unique triplet
de solutions de P(x) = 0.

c¢) Constructions a la régle et au compas

Soient S (resp. P) une collection finie de points (resp. un point) du plan, et K (resp.
K(P)) le corps engendré par les coordonnées des points de S (resp. lextension de K
engendrée par celles de P) dans un repere orthonormé. On suppose que l'origine et le point
(0,1) appartiennent a S. Comme 1’équation aux abscisses des points d’intersection d’une
droite ou d’un cercle avec une droite ou un cercle est au plus quadratique, dire que P est
constructible a la regle et au compas a partir de S équivaut a dire qu’il existe une tour
d’extensions Ky = K C K; C ... C K, telle que pour tout i = 1,...,m, K;/K;_1 soit une

extension quadratique et que K, contienne K (P).

Ex. J: avec les notations ci-dessus, soit N/K une cloture normale de K,,, /K. Montrer que

[N : K] est une puissance de 2.

Soient p un nombre premier, et G un groupe fini. On dit que G est un p-groupe si
son ordre est une puissance de p. On montre en théorie des groupes que tout p-groupe est
résoluble. En considérant les extensions intermédaires attachées a la suite de sous-groupes

correspondants, on en déduit:

Théoreme C : P est constructible a la régle et au compas a partir de S si et seulement s’il

existe une extension N de K(P), galoisienne sur K, telle que Gal(N/K) soit un 2-groupe.

On appelle nombre premier de Fermat tout nombre premier de la forme 22" + 1, out

n > 0. On n’en connait pour l'instant que 5 (n =0, 1,2,3,4).

Ezx. 5: Soit N un entier > 1. On considére dans le plan complexe I’ensemble S = {0, 1},

et le point Py = exp(2in/N). Montrer que Py est constructible a la regle et au compas
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a partir de S si et seulement si IV est le produit d’une puissance de 2 par un produit de
nombres premiers de Fermat distincts.

[Indication: utiliser II, Proposition 3.] On laisse au lecteur le soin de découper une pizza
(a la régle et au compas) en 65 537 parties égales.
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