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(2) Exercice 1. Un corps fini peut-il étre algébriquement clos ?

(7) Exercice 2. Quand m est un entier positif, on désigne par k,, = Q({n) le corps cyclotomique d’indice
m, ou (, est une racine primitive m-iéme de I'unité. Soient m et n deux entiers positifs.
a) On suppose que n divise m. Montrer que k,, est un sous-corps de k.
b) On suppose encore que n divise m. Montrer que k,,/k,, est une extension galoisienne et décrire
le groupe de Galois.
Expliciter I’exemple n = 3, m = 15.
c¢) Quel est le degré de lextension ko, /Ky, 7
d) On suppose que k,, est un sous-corps de k,, et que n ne divise pas m. Montrer que m est impair,
n est pair et n divise 2m.
Indication. on pourra admettre le fait que les nombres premiers impairs qui se ramifient dans
Uextension k,, /Q (c’est-a-dire ceux divisent le discriminant absolu de ky,) sont ceuz qui divisent n.

(10) Exercice 3.

Quand K est un corps de nombres, on note r;(K) le nombre de plongements réels de K et
2r3(K) le nombre de plongements complexes non réels, de sorte que [K : Q] = r1(K) 4+ 2r3(K). Le
corps K est totalement réel si ro(K) = 0, il est totalement imaginaire si r1(K) = 0.

On note aussi r(K) le rang du groupe des unités de K.

a) Rappeler la formule qui relie r(K) & 1 (K) et ro(K).
b) Soit L un sous-corps de C qui est une extension finie de Q et soit K un sous-corps de L avec
K # L. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Le groupe des unités de K est un sous-groupe d’indice fini du groupe des unités de L.

(ii) r(K) =r(L).

(iii) Le corps K est totalement réel, L est totalement imaginaire et [L : K] = 2.
¢) Montrer que, si les conditions (i), (ii) et (iii) sont vérifiées, alors LN R = K.
d) Soit L une extension galoisienne de Q de degré n. Montrer que le corps L est soit totalement
réel, soit totalement imaginaire.
e) On suppose encore que L est une extension galoisienne de Q de degré n. Soit K le sous-corps de
L fixé par la conjugaison complexe. On note G le groupe de Galois de L sur Q et H le sous-groupe
engendré par la conjugaison complexe.
A quelle condition peut-on affirmer que extension K /Q est galoisienne ?
Donner un exemple ot l'extension K/Q n’est pas galoisienne.
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On suppose que extension K/Q est galoisienne. Montrer que le groupe des unités de K est un
sous-groupe d’indice fini du groupe des unités de L.

Quel est le rang du groupe des unités du corps cyclotomique L = Q({g) des racines 8eémes de
I'unité 7 Quel est son sous-corps réel maximal K 7 Quel est le rang du groupe des unités de K ?

(5) Exercice 4. Soient p un nombre premier, s > 0 et f > 1 deux entiers, m un entier positif non divisible
par p. On pose ¢ = p/ et n = p*m. On désigne par F, un corps fini & ¢ éléments. On désigne par
®,, et D, les polyndmes cyclotomiques d’indice n et m et par p(n) et p(m) leurs degrés (¢ est la
fonction d’Euler).

a) Montrer que dans F,[X] on a
D, (X) = @, (X)?PP7).

b) On désigne par r 'ordre de ¢ modulo m. Montrer que ®,, est produit de ¢(m)/r polynémes
unitaires irréductibles distincts dans F,[X], chacun d’eux étant de degré r.

(6) Exercice 5. Soit k un entier > 0 et s un nombre réel > k. Pour n entier > 1 on pose
op(n) = _d".
d|n

a) Vérifier
C(s)c(s — k) = 32 .

nS
n>1
b) Montrer que si m et n sont deux entiers positifs premiers entre eux on a
ox(mn) = or(m)og(n).

¢) Calculer o (p*) quand p est un nombre premier et a un entier > 0.

d) Vérifier
Z Uk(n) _ H(l . (pk + 1)p—s _’_pk—2s)*1.

ns
n>1 p
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Exercice 1. Il y a de nombreuses raisons pour qu’un corps fini ne soit pas algébriquement clos. On a
vu en cours que pour tout nombre premier p et toute puissance ¢ = p” de p, il existe un corps
fini ayant p” éléments et qu’un tel corps est unique & isomorphisme pres. De plus un corps a p”
éléments contient un sous-corps a p° éléments si et seulement si s divise r. Donc pour tout corps
fini k & p® éléments et pour tout entier d > 0 il existe au moins une extension de k de degré d, par
conséquent il existe un polyndme irréductible a coefficients dans & de degré d.

Un autre argument consiste a dire qu’un corps fini F' ayant ¢ éléments contient les racines
m-iémes de 'unité (avec m entier premier avec q) si et seulement si m divise ¢ — 1, c’est-a-dire
si ¢ est congru & 1 modulo m. Si un entier m premier avec ¢ ne satisfait pas cette condition (par
exemple m = ¢ + 1) alors le polyndme X™ — 1 n’est pas totalement décomposé dans F.

On peut encore adapter 'argument d’Euclide pour montrer qu’il y a une infinité de polynémes
irréductibles sur un corps donné K. En effet si fi,..., f. sont des polynomes irréductibles de
K[X] alors 1+ f;--- f, est divisible par un polynéme irréductible qui n’est pas dans I’ensemble
{f1,--., fr}. Par exemple si F est un corps fini le polynéme

1+ [[ (X —a) € FIX]
acl

admet un facteur irréductible de degré > 1 dans F[X].

Exercice 2.

a) Quand n divise m, comme le sous-groupe de k) formé par les racines de X™ — 1 est cyclique
d’ordre m, il contient un unique sous-groupe d’ordre n, qui est cyclique formé par les racines
n-iémes de 'unité. Donc k,, C k.

b) Si n divise m on peut écrire m = dn. On prend ¢, = (% (c’est bien une racine primitive n-
itme de I'unité). A chaque entier h de l'intervalle 1 < h < m qui est premier avec m on associe
'automorphisme o, de k,,, qui est déterminé par la condition o, ((,,) = ¢". L’application h +— oy,
définit un isomorphisme du groupe multiplicatif (Z/mZ)* sur le groupe de Galois G = Gal(k,,/Q)
de lextension k,,/Q. Soit H le sous-groupe de G formé des éléments qui fixent (, : c’est le groupe
de Galois de k,, /k,. Le quotient de G par H est isomorphe au groupe de Galois de k,, sur Q, donc
a (Z/nZ)*.

On peut aussi décrire la situation de la maniere suivante : comme l'idéal mZ est contenu dans
nZ, les surjections canoniques de Z sur les quotients Z/mZ et Z/nZ induisent un homomorphisme
d’anneaux ¢ de Z/mZ sur Z/nZ qui envoie une classe h modulo m sur la classe de A modulo n.
La restriction de ¢ au groupe multiplicatif (Z/mZ)* est un homomorphisme surjectif de groupes
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(Z/mZ)* — (Z/nZ)* dont le noyau, qui n’est autre que H, est formé des classes h modulo m
avec h =1 (mod n) : on vérifie d’ailleurs que pour h =1 (mod n), on a dh = d (mod m), donc

on(Cn) = ¢l = ¢ = ¢ = ¢

Pour obtenir les éléments du groupe de Galois de k,,/Q, on choisit dans chacune des classes de G
modulo H un représentant et on prend sa restriction a k.

Dans exemple n = 3, m = 15, on peut prendre (3 = (J5. Le groupe G = Gal(k15/Q) est d’ordre
©(15) = 8, ses éléments o}, peuvent étre indexés par les entiers h = 1,2,4,7,8,11,13, 14 qui sont les
entiers de l'intervalle 1 < h < 15 premiers avec 15, avec 0 (¢) = ¢". Les éléments de G qui fixent
ks sont ceux dont l'indice est congru & 1 modulo 3, c’est-a-dire o1, 04, 07 et o13. La restriction a
k3 de I'un quelconque des quatre autres automorphismes s, 0g, 011, 014 est 'automorphisme non
trivial de k3.

¢) Si n est impair on a ¢(2n) = p(2)p(n) = p(n), donc ko, = ky, et [ka, : kn] = 1.

Si n est pair on a ¢(2n) = 2¢(n), donc ks, est une extension quadratique de k, et [ka, : kn] = 2.
d) Pour commencer on consideére le cas m et h sont deux entiers tels que kj, = ky, et m < h. On
remarque d’abord que la condition k,, = kj implique que h et m ont les méme diviseurs premiers
impairs, car ce sont les diviseurs premiers impairs du discriminant absolu de k,,. Si

m— 2040p?1 .. .pgr et h= Zﬁ"p[fl : pfra

avec p1,...,p, nombres premiers impairs deux & deux distincts, ag > 0 89 > 0, o; > 1l et 5; > 1
pour 1 <:<r,ona

p(m) = 200p0 L py — 1) p2 " pr — 1) et p(h) = 2% (py — 1) - pP T (p, — 1),

avec oy = max{0, ap—1}, 5} = max{0, fp—1}. On déduit alors facilement de I’égalité w(h) = p(m)
que o; = B; pour 1 <4 <7 et af = G). L’hypotheése m < h entraine alors h = 2m, ap = 0 (donc
m est impair) et Gy = 1.

Il en résulte que si n et m sont deux entiers positifs pour lesquels &k, C k,, et n ne divise pas m,
alors k., = kj, avec h = ppcm(m,n) > m, donc h = 2m, n divise 2m, de plus m est impair et n
est pair.

Exercice 3.
a) Le rang du groupe des unités de r(K) est donné par la formule de Dirichlet

r(K) =1 (K)+ry(K)— 1.

b) L’équivalence entre (i) et (ii) est banale : le groupe des unités Z 3 de K est un sous-groupe du
groupe des unités Zy de L, et Z} est d’indice fini dans Z7 si et seulement si les deux groupes ont
le méme rang.

Si K est totalement réel on a r1(K) = [K : Q] et r ( )=0,donc r(K)=[K:Q]—1.8Si L
est totalement imaginaire on a (L) =0 et ro(L) = [L: Q], dou 7(L) = [L : Q]/2 — 1. Si de plus
[L:K]=2alors [L:Q]=2[K :Q]etr(K)=r(L). Cem montre que (iii) implique (ii).

Pour démontrer la réciproque écrivons

r1=r1(K), ro =ra(K), n=[K : Q] =11+ 2rq,



ri=ri(L), rh=ro(L), n' =[L: Q] =r] + 2r.

L’hypothese r(K) = r(L) s'écrit
ry+ 1o =1 + b

Comme L est une extension de K de degré > 2 on a aussi n’ > 2n, c’est-a-dire
2r1 + 4ry < 7"/1 + 27”2.
Alors 2ry + 4ry < 2(ry + 72) — 71, ce qui donne 7] 4 2r < 0. Donc
r=ro=0, ri=n, ro=n'/2, r(K)=n-1, r(L)=(n'/2)-1

et finalement n’ = 2n. Ainsi (ii) implique (iii).

¢) Comme L est une extension totalement imaginaire de Q, ce n’est pas un sous-corps de R. Alors
LN R est un sous corps de L distinct de L et qui contient K ; comme [L : K] = 2 on en déduit
K=LnNnR.

d) Quand L est un corps de nombres d’apres le théoreme de 1’élément primitif on peut écrire
L = Q(«). Supposons que L admette un plongement réel : soit ¢’ € R l'image de « par ce
plongement. Alors L' = Q(«’) est un sous-corps de R, il est isomorphe & L et donc galoisien sur
Q, donc tous les conjugués de o’ sont dans L', et par conséquent sont réels. Il en résulte qu'une
extension galoisienne de Q est soit totalement réelle, soit totalement imaginaire.

e) Quand l'extension L/Q est galoisienne de groupe de Galois G et que K est un sous-corps de
L, le sous-groupe H de G associé a K par la correspondance de Galois est formé des éléments de
G qui fixent K. L’extension K/Q est galoisienne si et seulement si H est un sous-groupe normal
de G, dans ce cas le groupe de Galois de K/Q est isomorphe au groupe quotient de G par H. La
conjugaison complexe est un élément de Gal(L/Q) dont le carré est 1 (c’est une involution), donc
cet élément est d’ordre 1 ou 2 (selon que L est totalement réel ou totalement imaginaire).

Dans I'exemple habituel L = Q(j, ¥/2), le sous-corps fixé par la conjugaison complexe est
K = Q(¥/2) qui n’est pas galoisien sur Q. Le rang du groupe des unités de L est 2 car r1(L) = 0
et ro(L) = 3, celui de K est 1 car r1(K) = rqo( K) = 1.

On suppose maintenant l'extension K/Q galoisienne. Alors K est un corps totalement réel
d’apres la question d).

Si L est un sous-corps de R (la conjugaison complexe est d’ordre 1, elle agit comme 'identité sur
LyonaK=LetZ; =177.

Si L n’est pas un sous-corps de R alors la conjugaison complexe est d’ordre 2 dans Gal(L/Q), donc
Pextension L/K est de degré 2, L est totalement imaginaire, K est totalement réel et par ce qui
précede Zjy est un sous-groupe d’indice fini de Z7.

Le corps Q(Cg) est une extension de degré (8) = 4 (quartique) de Q, engendrée par i et v/2,
galoisienne sur Q et totalement imaginaire, son groupe des unités est de rang 1 (car r; = 0 et
ry = 2), le sous-corps réel maximal (fixé par la conjugaison complexe) est K = Q(v/2), c’est un
corps quadratique réel dont le groupe des unités est aussi de rang 1 (car 1 = 1 et 79 = 0).

Exercice 4 On a d’une part
X" —1=[]2(X).

eln



Quand n = p*m un diviseur e de n s’écrit de maniere unique e = p’d avec 0 < j < s et d divise m.
Dans cette écriture le diviseur e = n correspond & j = s, d = m. Ceci permet d’écrire

T10.6) = T T ®praX)- 1)
eln j=0d|m

D’autre part en caractéristique p on a

Xt—1=X""—1=(X" -1 =[] eax)"".
d|lm
On va démontrer la relation demandée
D, (X) = q)m(X)sa(p‘“)

dans F,[X] par récurrence sur n. Elle est triviale pour s = 0 avec p(1) = 1, n = m. Si elle est
satisfaite pour tous les diviseurs stricts de n, alors dans le membre de droite de (1) le facteur
correspondant & d | m, d # m est

s

H B,4(X) = H Dy(X)PP) = @y(X)HE-DHE-Dptte-1p"" — (X))
j=0 =0

tandis que celui correspondant a d = m est

s s—1
H q)pjm(X) = ¢’I’L<X) H (bm(X)sa(p])
=0 =0
= By (X) B,y (X) T DHP=Dpto o= 1)p" 7
= O, (X)®, (X)P

La relation demandée en résulte puisque ¢(p*) = p* — p*~ L.

b) Comme p ne divise pas m le polynéme X™ — 1 a une dérivée non nulle, donc il n’a pas de
facteurs multiples. Il en est de méme & plus forte raison pour ®,,(X).

Soient P un facteur irréductible de ®,, dans Fy[X], ¢t son degré et F' un corps de rupture de
P sur F,. Le corps F a donc ¢' éléments. Soit ¢ € F une racine de P. On a P(¢) = 0, donc
®,,(¢) =0, ce qui signifie que ¢ est une racine primitive m-ieme de 'unité : ¢ est d’ordre m dans
le groupe multiplicatif F* qui est d’ordre ¢t — 1. Alors (Lagrange) m divise ¢ — 1, c’est & dire
q¢* =1 (mod m). Cela signifie que ¢ est multiple de 1'ordre 7 de ¢ modulo m.

D’autre part on a ¢" = 1 (mod m) et ("™ = 1, donc ¢ = ¢, ce qui signifie que ¢ appartient &
un corps F ayant ¢" éléments. Comme F' = F,(¢) a ¢' éléments I'inclusion ¥ C FE implique que
t divise r. Finalement ¢ = r et tous les facteurs irréductibles de ®,,, ont le méme degré r. Leur
nombre est alors p(m)/r.



Exercice 5. Comme oy (n) < n*, la série de Dirichlet

Z O'k(n)

n>1

converge (absolument et uniformément sur tout compact) dans le demi plan $s > k (donc a plus
forte raison pour s réel > k).
a) Dans ce demi plan on a

(- =3t =y Ly g oy o),
h>1d>1 dln

n>1 n>1

b) Si pged(m,n) = 1 lapplication (h,£) — hf définit une bijection entre les couples (h, ¢) ou h est
un diviseur de m et £ un diviseur de n d’une part, et les diviseurs de mn d’autre part. Donc

op(mn) =Y d* =" () =Y "h" Y15 = op(m)ok(n).
dlmn hlm £|n h|m ln

c) Soient p est un nombre premier et a un entier > 0. Les diviseurs de p® sont les entiers
1,p,p?,...,p% donc

k(a-+1
Jk(pa)—l—i-pk-l--”-i-pak—p;:_)l_l-
d) Comme . .
C(S):gl,pfs’ C(S—k‘)zgm
et que
1=-p )1 =p"") =1—p(" + 1) +p"*
on a

Z oi(n) — C(s)C(s — k) = H(l —(pF+1)p +pk—2s)—1.

n>1 p

On peut aussi bien sir redémontrer cette formule a partir de la multiplicativité de la fonction oy, :
quand f est une fonction multiplicative et que la série >, - |f(n)|n~* converge on a (cf. feuille 4

de TD)

Yo fn =TI ro .

n>1 p a>0
Pour f(n) = oi(n) on a

a+1)k k
ok (p*)p = p(; ), - Ly = ]%pa(k_s) - pkl, T
et
oy —as 1 Pk 1 - 1 - 1

;Uk(p = (1 —pFe 1 ps) =PI —p) =P+ p e pE



