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3 Corps de Nombres

3.1 Norme, trace, discriminant

Rappelons que tous les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires. Les éléments inver-
sibles (on dit encore les unités) d'un anneau A forment un groupe multiplicatif noté A*.

Soient A un anneau, M un A-module libre de type fini et © un endomorphisme de M. On note
Tr(u), N(u) et P,(X) la trace, la norme et le polynéme caractéristique de u respectivement. Dans

une base (e1,...,e,) de M sur A, si A = (ai;), ., i<p, désigne la matrice attachée & u, on a

Tr(u) = Zn:aii et N(u) = det(A).

D’autre part en désignant par I ’endomorphisme identité de M on a

Py(X) =det(XI —u) = X" — Tr(u) X" L+ + (=1)"N(u).
Quand wu; et us sont des endomorphismes de M on a

Tr(uy 4+ uz) = Tr(u1) + Tr(uz) et N(ug oug) = N(ug)N(uz).

Supposons de plus que M est un anneau - on le notera B. Soit donc B un anneau contenant A qui
est un A-module libre de rang fini. Pour x € B I'application

[x]: B — B

est un endomorphisme du A-module B et application x +— [z] est un homomorphisme d’anneaux
de B dans I’anneau des endomorphismes de B.

La norme, la trace et le polynoéme caractéristique de [x] sont appelés norme, trace et polyndme
caractéristique de x de B sur A et notés respectivement

Npsa(z), Trpja(x) et Ppja(r; X).

On a donc, pour z et y dans B,
Np/a(zy) = Np/a(z)Np a(y) (3.1)
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et
Trp/a(z+y) = Trpa(z) + Trp/a(y).
Soit L/K une extension finie de corps et soit m = [L : K] son degré. La norme de L sur K

définit un homomorphisme du groupe multiplicatif L* de L dans le groupe multiplicatif K™ de K
et la trace un homomorphisme du groupe additif L dans le groupe additif K.

Lemme 3.2. Soit L/K une extension séparable de degré n. Soit N une extension finie de L,
normale sur K et soient o1, ...,o, les différents K-isomorphismes de L dans N. Alors pour a € L
on a

Trp k(o) = Zdz‘(a)’ Np/k(a) = Hai(a)

et

n

Prig(o; X) = H(X - ai(a)).

i=1

Démonstration. Soit d le degré de « sur K et
P(X)=X"+ a1 X+ ag € K[X]

son polyndme irréductible sur K. Supposons dans un premier temps que « est un élément primitif de
'extension L/K, c’est-a-dire que L = K (a) ou encore que d = n. Quand on prend {1,q,...,a%" 1}
comme base de L sur K, la matrice associée a 'endomorphisme [a] est

0 0 -+ 0 —aq

10 -+ 0 —ag—
Ma — o1 --- 0 —Qad—2

o o0 --- 1 —ai

Par conséquent le polyndéme caractéristique de [a] est le polynéme irréductible de a sur K. Le fait
qu’il s’écrive

provient du Théoreme 1.19.

Dans le cas général on note d = [K(«a) : K] et m = [L : K(a)], de sorte que n = md et on
prend une base (eg,...,en,) de L sur K(a). Dans la base {e;a’ ;1 <i<m, 0<j <d} de L sur
K la matrice de [o] s’écrit comme un bloc diagonal diag(Ma, ..., My ). Donc

Pk (s X) = P(X)™,

Trp k(o) = mTrgay/x (@), Nr/x(@) = (Ng(ay, (@)™

Enfin la suite (o1(a),...,on(a)) est formée des d conjugués de o sur K, chacun étant répété m
fois. 0
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Lemme 3.3. Soit L/K une extension finie séparable. L’application

LxL — K

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur L.

Il en résulte que I'application qui a x € L associe y — Trp /x(2y) est un isomorphisme du
K-espace vectoriel L sur son dual Homg (L, K).

Démonstration du lemme 3.3. Que ce soit une forme bilinéaire symétrique est clair. Dire qu’elle
est non dégénérée signifie que si x € L est tel que Try /g (zy) = 0 pour tout y € L, alors x = 0.
Cela résulte du lemme 3.4 suivant. O

Lemme 3.4 (Lemme de Dedekind sur I'indépendance linéaire des caractéres). Soient G
un groupe, k un corps, o1,...,0, des homomorphisms deuz-a-deux distincts de G dans le groupe
multiplicatif k*. Alors o, ..., 0, sont linéairement indépendants sur k dans Uespace vectoriel k.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur n. Pour n = 1 il est trivial. Supposons
n > 2. Soient aq,...,a, des éléments de k tels que
n
Zaiai(x) =0 pour tout z € G.
i=1
Alors pour tout x € G et tout y € G on a

Z a;jo;(x)o;i(y) = 0.

Comme o, # o7 il existe y € G tel que 0,(y) # o1(y). En utilisant la relation

n

Zai(m(y) - Ul(y))%'(x) =0

i=2
avec I’hypothese de récurrence, on en déduit a,, =0, puis a; = ... =a, =0. O

Remarque. Sous I'hypothese supplémentaire que la caractéristique de K est soit nulle, soit
premiere avec [L : K], le fait que la forme bilinéaire (z,y) +— Trp g (zy) soit non dégénérée se
déduit aussi de la relation

TI'L/K(O[TL) + CLlTI'L/K(Oénil) +- an—lTrL/K(a) + an[L : K] =0

quand le polynéme irréductible de o sur K est X"+ a; X" '+ 4+ap,_1X +a, € K[X] : comme
an # 0, Pun des nombres Try, /x (af), (1 < i < n) n’est pas nul.

Définition. Soient A C B deux anneaux. On suppose que B est un A-module libre de rang n. On
définit une application Dp,4 : B" — A appelée discriminant de B sur A par

DB/A(I'l; ce ,xn) = det(TrB/A(xixj))lgi,jgn.

39



Lemme 3.5. Soient A = (aij) une matrice n X n a coefficients dans A. On pose

1<ij<n

Alors
Dpja(y1, .- yn) = (det A’ D a(x1, ..., o)

Démonstration. Cela résulte du fait que I'application (x,y) +— Trp 4 (zy) est bilinéaire. O

Donc si 1, ..., 7, sont linéairement dépendants sur A, alors Dp/4(z1,...,2,) est un diviseur
de zéro dans A. En particulier si A est integre alors Dp /4 (21, ..., 2y,) = 0 chaque fois que x1,. .., z,
sont liés sur A.

Si{z1,...,z,} et {y1,...,yn} sont deux bases de B comme A-module, alors la matrice de
passage A est inversible, donc det A est une unité de A. En particulier I'idéal de A engendré par le
discriminant Dp,4(1,...,7,) d'une base ne dépend pas de la base {z1,...,2,} : on le note Dp,4
et on 'appelle idéal discriminant de B sur A.

Si A = Z le déterminant det A d’une matrice de passage entre deux bases de B sur Z est £1,
donc son carré est +1 et le discriminant DB/Z(:E1, ..., &) d’une base de B sur Z ne dépend pas
de la base {z1,...,z,}. Clest le discriminant absolu de B, que I'on note Dp.

Lemme 3.6. Soient A C B deux anneauz; on suppose que B est un A-module libre de rang n et
que 'idéal Dpya contient un élément qui n’est pas diviseur de 0 dans A. Soit (21,...,2,) € B".
Alors Dga(x1,...,2,) engendre lidéal Dp s si et seulement si {x1,...,2,} est une base de B
comme A-module.

Démonstration. Soit {e1,...,e,} une base de B sur A. On écrit x; = >0 ajze; (1 <i<n)et
on note dp = Dpya(1,...,2n), de = Dpya(ei,...,e,) et a = det(a;;). D’apres le lemme 3.5 on a
d, = a®d,. Par hypothese d, et d, engendrent le méme idéal Dpja- Donc d, = ud, avec u € A*.
Alors (a? — u)d. = 0. Comme I'idéal principal Dp/a contient un élément qui n’est pas diviseur de
zéro, aucun de ses générateurs n’est un diviseur de zéro, donc a? est inversible. Il en résulte que
a est aussi une unité de A, donc la matrice (a;;) est inversible, son inverse étant une matrice a
coefficients dans A et par conséquent {z1,...,x,} est une base de B sur A.

O

Proposition 3.7. Soit L/K une extension séparable de degré n, soit N une extension finie de L,
normale sur K et soient o1,...,0, les différents K-isomorphismes de L dans N. Alors

2
Dpk(x1,...,2,) = (det(ah(xj))lghngn) .
De plus, si (x1,...,x,) est une base de L sur K, alors

Dpk(z1,...,20) # 0.

Démonstration. On utilise le lemme 3.2 :

Trp k(zia;) = on(ws)on(z;).
h=1
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Donc

Dpjk(w1,...,an) = det(Trp x (z525)) = det(on(2;)) det(on(z;)) = (det(ah(:vj))2.

Pour compléter la démonstration il reste a voir que la matrice (Uh (xj)) est réguliere. Si by,...,b,
sont des éléments de N tels que bioy(z;) + -+ + bpo,(z;) = 0 pour 1 < j < n, alors byoy(z) +
<+« + bpo,(x) =0 pour tout x € B et d’apres le lemme 3.4 il en résulte by =--- =b,, = 0. O

Soit P un polynéme non nul a coefficients dans un corps K et soit E une extension de K dans
laquelle P est completement décomposé :

ou n est le degré de P, ag son coefficient directeur et z; € E. On définit le discriminant de P par

DP)=ag™ Y T (wi—a)?=(-1)"0 265D T (a0 - ay).

1<i<j<n 1<ij<n,
i#]

De la définition on déduit D(P) = 0 si et seulement si P a au moins une racine multiple. La
théorie de Galois §1.8 montre que D(P) est un élément de K. De la proposition 3.7, on déduit
que si P € K[X] est un polynéme unitaire irréductible de degré n et si L = K(«) est un corps de
rupture de P sur K, avec P(«) = 0, alors

D(P)=Dr/x(1,a,...,a" ")
Exercice. Vérifier que le discriminant du polynome aX? + bX + ¢ est b? — 4ac et que celui de
X3 +pX + q est —4p® — 27¢%.
3.2 Entiers algébriques

Proposition 3.8. Soient A un anneau integre, K un corps contenant A et a« € K. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) a est racine d’un polynéme unitaire & coefficients dans A.

(ii) Le sous-anneau Ala] de K engendré par a sur A est un A-module de type fini.

(111) Ala] est contenu dans un sous-anneau de K qui est de type fini comme A-module.

Exemple : Le sous-anneau de C engendré par 1/2 :
Z[1/2] ={a/2"; a € Z, n € Z>o}

n’est pas un Z-module de type fini, alors que Z[i] = Z+Zi et Z[v/2] = Z+Z+/2 sont des Z-modules
de type fini.

Démonstration. Supposons la propriété (i) vérifiée ; soit

X" +a X" '+ ta,1X +a, € AX]
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un polynome unitaire a coefficients dans A ayant o comme racine. De la relation

a” = —a1 " ' — - —a,_1a—a,

on déduit par récurrence sur m
ame A+ Aa+ -+ Aot pour tout m > 1,

donc Ala] = A+ Aa+ -+ Aa™"! et par conséquent 'anneau A[a] est un A-module de type fini.
L’implication (%)= (%ii) est triviale.
Supposons la propriété (iii) vérifiée. Soit B un sous anneau de K contenant A[a]. On suppose
que B est un A-module de type fini et on écrit B = Axy + - - - + Ax,,. Pour 1 < i < m le fait que
ax; appartienne & B entraine qu'il existe des éléments a;; de A (1 < j < m) tels que

m
ar; = E AijTj.
Jj=1

Posons M = (aij)1<ij<m et soit I la matrice identité m x m. La matrice al — M est associée a
un endomorphisme de K™ dont le noyau contient (1,...,2,,). Soit P € A[X] le déterminant de
la matrice XIT — M. Alors P est un polynéme unitaire qui admet o comme racine. D’out (4).

O

Définition. On dit que o € K est entier sur A 8’il vérifie les propriétés équivalentes de la propo-
sition 3.8.

Par exemple si A est un corps, un élément de K est entier sur A si et seulement s’il est algébrique
sur A.

Corollaire 3.9. L’ensemble des éléments de K entiers sur A est un sous-anneau de K.

Démonstration. Si a et 0 sont des éléments de K entiers sur A, alors 'anneau Ala, 5] est un sous-
A-module de type fini de K (un systéme générateur fini est formé d’éléments a*37), donc tous ses
éléments sont entiers sur A.

O

Définition. L’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur A est appelé la fermeture intégrale
de A dans K.

De la proposition 3.8 on déduit que la relation d’intégralité est transitive :

Corollaire 3.10. Soient K un corps, A un sous-anneau de K, Agy la fermeture intégrale de A
dans K et B un sous-anneau de Ay contenant A. Alors la fermeture intégrale de B dans K est

Ap.

Définition. La cloture intégrale d'un anneau est la fermeture intégrale de cet anneau dans son
corps des fractions.

La cloture intégrale de A est un anneau qui contient A et qui est contenu dans la fermeture
intégrale de A dans K, pour tout corps K contenant A.
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Définition. Un anneau est dit intégralement clos s’il est égal & sa cloture intégrale.

Un anneau factoriel est intégralement clos : en effet, si A est un anneau factoriel de corps des
fractions K et si « € K est racine d’un polynéme unitaire a coefficients dans A :

Q" +a "+ ta, =0,
on écrit o = p/q avec p et ¢ dans A sans facteurs irréductibles communs et de la relation
pn+a1pn71q+”.+anqn =0

on déduit que ¢ divise p, donc que ¢ est inversible et o € A.

En particulier un anneau principal est intégralement clos. On en déduit par exemple quun
nombre rationnel qui est entier sur Z est dans Z.

L’anneau Z[2i] = Z + 2iZ n’est pas intégralement clos, puisque son corps des fractions Q(z)
contient i, qui est racine du polynome X2 + 1, donc est entier sur Z[2i], mais n’appartient pas &
Z[2i].

Définition. On appelle nombre algébrique tout nombre complexe qui est algébrique sur Q et entier
algébrique tout nombre complexe qui est entier sur Z.

Si a est un nombre algébrique, dont le polynome irréductible sur Q est
X"+ X" '+ 4 a, € QIX],

l'unique polynéme irréductible de Z[X] qui s’annule au point « et dont le coefficient directeur soit
positif est
dX™ +day X" + -+ + da, € Z[X], (3.11)

ou d est le plus petit commun multiple des dénominateurs des nombres a1, . .., a,. Nous appellerons
ce polynoéme (3.11) le polynome minimal de o sur Z.

Si « est un entier algébrique, alors les valeurs propres de [«] sont des entiers algébriques, donc le
polynome caractéristique de o sur Z est a coefficients dans Z ; en particulier N /q(a) et Trg/q(a)
sont dans Z.

Le lemme de Gauss 1.24 montre que pour un nombre algébrique « les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) v est entier (sur Z)

(#1) Le polyndéme minimal de « sur Z est unitaire.

(i4i) Le polynome irréductible de o sur Q a ses coefficients dans Z.

(iv) Le polynéme minimal de a sur Z coincide avec son polynéme irréductible sur Q.

Quand on parle du polynome irréductible ou du polynéome minimal d’un nombre algébrique,
on omet souvent de préciser “sur Q” et “sur Z” respectivement.

Le corollaire 3.9 montre que les entiers algébriques forment un sous-anneau de C, dont le corps
des fractions est le corps Q des nombres algébriques. Si a est un nombre algébrique, ’ensemble des
entiers d € Z tels que da soit entier algébrique est un idéal non nul de Z : il contient le coefficient
directeur du polynéme minimal de « sur Z.

On appelle corps de nombres une extension finie de Q. D’apres le théoréeme de ’élément primitif
1.21, un corps de nombres est un sous-corps de C de la forme Q(a) avec o nombre algébrique. Le
degré d’un corps de nombres est son degré sur Q. Un corps quadratique est une extension de Q de
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degré 2, un corps cubique une extension de Q de degré 3, un corps biquadratique une extension de
degré 4. ..

L’anneau des entiers d’un corps de nombres K est 'intersection de K avec ’anneau des entiers
algébriques. On le notera Zg. Le corps des fractions de Zg est K.

Les éléments inversibles (unités) de 'anneau Zx forment un groupe multiplicatif Zy ; ce sont
les éléments de Z g de norme =+1.

Quand K est un corps de nombres, on utilise des expressions comme “unités de K7, “idéaux
de K7, “discriminant de K” pour parler des unités, des idéaux ou du discriminant de I'anneau des
entiers de K.

Définition. Soit o un nombre algébrique. On appelle norme absolue de « (resp. trace absolue de
a) la norme (resp. la trace) Nq(a)/q(a) (resp. Trq(a)/q(c)). On les note respectivement N(a) et
Tr(a).

Du lemme 3.2 on déduit que si « est un nombre algébrique dont le polynéme irréductible sur

Q est
P(X)=X'+a X 4. 444 € QX],

alors
N(a) = (-1)%yq et Tr(a)= —a;.

Plus généralement, si K est un corps de nombres de degré n sur Q, a un élément de K, d le degré
de a sur Q et ag,...,aq les conjugués de a dans C, alors

NK/Q(Q):(al...ad)n/d et TI'K/Q(OZ): (a1+...+ad).

aul3

Soit k un corps quadratique. Il existe un entier d € Z sans facteur carré tel que k = Q(\/&)
Soit o un élément de k, alors a est racine du polynéme X2 — XTry/q(a) + Ni/q(a), donc a est
entier si et seulement si Try/q(a) et Ny, q(a) sont dans Z.

Soit o = x + yvd € k, avec z et y dans Q. On a Try, q(a) = 2z et N /q(a) = 2% — dy?. Si
est entier, alors les nombres ¢ = 2z et b = 22 — dy? sont dans Z. Comme d n’est pas divisible par
4, le nombre ¢ = 2y est aussi dans Z. Alors de la relation a? — dc? = 4b on déduit que soit a et ¢
sont pairs, soit a et ¢ sont impairs et dans ce dernier cas d =1 (mod 4). Par conséquent ’anneau
Z;. des entiers de k est

Z+7ZVd sid=2ou3 (mod4)

Z, = 1
Z+7Z + Vd

sid=1 (mod 4).

Ainsi Zj, = Z + Za ot « est une des deux racines du polynome X2 —dsi d=2ou 3 (mod 4), et
I'une des deux racines du polynéme X2 — X — (d—1)/2sid=1 (mod 4).
Le discriminant Dy, de k est le discriminant Dz, de 'anneau des entiers de k :

det2 0 =4d sid=2ou3 (mod4)
0 2d
Dy =
det ! =d sid=1 (mod4).
1 (1+d)/2
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Ainsi le discriminant est toujours congru a 0 ou 1 modulo 4 et le corps quadratique s’écrit aussi
k= Q(\/Dy).

Le groupe des racines de 'unités d’un corps de nombres quadratique k est {1,4,—1,—i} si
k a pour discriminant —4 — c’est-a-dire k = Q(i)—, c’est {1,0, 0% —1,—0, —0?} si k a pour
discriminant —3, o1 g est une racine primitive cubique de I'unité — c’est-a-dire pour k = Q(y/—3)—
, enfin les seules racines de 'unité dans Zj sont {£1} sinon.

Quand d est négatif, il est facile de vérifier que le groupe des unités du corps k = Q(\/&) est
fini : il est composé des racines de I'unité. Nous verrons plus tard que pour d > 0 le groupe Z;’ des
unités de Zj est un Z-module de rang 1.

Proposition 3.12. Soit K un corps de nombres de degré n. Alors l'anneau des entiers Zig de K
est un Z-module libre de rang n.

Démonstration. La conclusion signifie qu’il existe n éléments ey, . .., e, de Z g, linéairement indépendants
sur Q, tels que
Zyx =Zey+ -+ Ze,.

Soit f1,..., fn une base de K sur Q formée d’éléments de Zy (partant d’une base quelconque il
suffit de multiplier par un dénominateur pour obtenir une telle base).

La forme bilinéaire (z,y) — Trg,q(zy) étant non dégénérée (lemme 3.2), il existe une base
fis. s fi de K sur Q telle que Trg/q(fif;) = dij (symbole de Kronecker). Soit a € Z, a > 0 tel
que af} soit entier algébrique pour 1 < j <d.

Pour z € K on écrit

x=x1f1+ -+ xifa

avec x1,...,xq dans Q et on a TI'K/Q(CEf;) = z;. Maintenant si * € Zg on a ggaf;‘ € Zxy, donc
Trx/q(zaf}) = az; € Z. On en déduit

1
Zfi+--+Zfqg CZk C a(Zf1+"'+Zfd).
Pour conclure on utilise alors les résultats du §3.3 suivant sur la structure des modules sur un
anneau principal (proposition 3.14).
O

3.3 Structure des modules sur les anneaux principaux

Commengons par quelques rappels sur les modules. Soit A un anneau, soit M un A-module et
soient N1 et No deux sous-A-modules de M. On dit que M est somme directe de N1 et Na, et
on écrit M = N7 @ Na, si application (z1,z2) — 1 + x2 est un isomorphisme de A-modules de
N; X Ny sur M. Cela revient & dire que 'on a M = Ny + Ny et N3 N Ny = {0}.

Si 2y et Ao sont deux idéaux d’un anneau A tels que A + Ao = A, alors 2A; N A = A Ao et
A/A125 est isomorphe & A/ x A/Us.

Proposition 3.13. Soient A un anneau et M un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Toute famille non vide de sous-modules de M admet un élément mazimal.

(ii) Toute suile croissante de sous-modules de M est stationnaire a partir d’un certain rang.

(iii) Tout sous-module de M est de type fini.
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Démonstration. Voir [S] § 1.4. O

Définition. Quand les conditions de la proposition 3.13 sont satisfaites on dit que M est un A-
module noethérien. Un anneau est dit noethérien s’il est noethérien comme A-module, c’est-a-dire
si tout suite croissante d’idéaux

2 C Ay C -

est stationnaire.

De la condition (iii) de la la proposition 3.13 il résulte qu'un anneau principal est noethérien.

Quand A est un anneau integre et M un A-module, on définit le rang de M comme le nombre
maximal (< oo) d’éléments de M linéairement indépendants sur A. Si K est le corps des fractions
de A, et si M est un A-module libre, il possede une base, et on peut plonger M dans un K-espace
vectoriel V. Le rang de M est donc le nombre d’éléments d’une base de M comme A-module,
et plus généralement le rang d’un sous-module N de M est la dimension du K-espace vectoriel
engendré par N dans V.

Proposition 3.14. (Modules sur les anneaux principaux.) Soit A un anneau principal, soit M un
A-module libre de rang m et soit N un sous-A-module de M. Alors N est libre de rang n < m. De
plus il existe une base {e1,...,em} de M comme A-module et des éléments aq,...,a, de A tels
que {aseq, ..., anen} soit une base de N sur A et que a; divise a;+1 dans A pour 1 <i < n.

Les idéaux a1 A D as A D --- D a, A de A sont appelés facteurs invariants du sous-A-module N

de M : ils ne dépendent pas de la base (ai,...,e,) de M vérifiant les conditions de la proposition
3.14.
Démonstration. Voir [S] § 1.5. O

[S] P. Samuel, Théorie algébrique des nombres, Hermann, Collection Méthodes, 1967.
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