Université Pierre et Marie Curie M1 théorie des nombres Année 2006-2007
[ ] , L]
Feuille d’exercices 1

Remarque: Tous les exercices ne seront pas traités en séance de TD, j’'indiquerai au fur et a mesure sur la page
du forum (http://cours-jussieu-nombres.monforum.com/cours-et-td-2007-vf6.html) les exercices que nous aurons
abordés.

1 Quelques équations diophantiennes simples

Exercice 1. On considére l’équation y*> = x> + 7:
(i) Montrez qu’il n’y a pas de solutions avec x pair;

(ii) En écrivant ’équation sous la forme y?> +1 = 23 4+ 8 = (z + 2)(2® — 22 + 4) montrez qu’il n’existe pas de
solutions entieres.

Exercice 2. Soit A =7[iv/2] = {a +ibv/2 / (a,b) € Z2}. On définit pour z = a +ib\/2 € A, N(2) = a® + 2b.
(a) Montrez que A est euclidien et donc factoriel.

(b) Soient (x,y) € Z2, vérifiant Iéquation y*> + 2 = x3. Montrez que x est impair puis que dans B, y + iv/2
et y — i\/2 sont premiers entre eur. En déduire qu’il existe (a,b) € Z? tels que x = a® + 2b* et y + V2 =
(a +ib\/2)3, puis décrire les solutions de I’équation précédente.

(¢) Etudiez 'ensemble S = {n € N / 3(x,y) € Z*, n =z + 2y%}.
Indication: on utilisera que —2 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p =1,3 mod 8.

(d) Etudiez de méme Uensemble {n € Z | I(z,y) € Z2, n = x* — 2y?}.
Exercice 3. Etude de Uéquation de Pell-Fermat: x> — Ny? = 1.
(i) Traitez le cas N < 0.
(ii) Montrez que dans le cas ot N est un carré parfait, les solutions triviales x = £1,y = 0 sont les seules.

(i1i) On suppose donc N > 1 et N n'est pas un carré parfait. En utilisant l'anneau Z[v/ N|, montrez ’égalité:
(27 — Nyi) (@3 — Ny3) = (z122 + Nyiy2)® — N(z1ya + zapn)?

En déduire que s’il existe un solution non triviale (zo,yo) a l’équation de Pell-Fermat, alors il en existe une
infinité (xn,yn) définie par récurrence:

{ Tnt1 = ToTn + NYoyn
Yn+1 = ToYn + TnlYo

Calculez par exemple pour N = 2, les 3 premiers termes de cette suite en remarquant que (3,2) est solution.

(iv) Montrez pour (x1,y1) et (xz2,y2) des solutions positives de l’équation, les équivalences
T <r2E Y1 <Y2& (r1+y1VN) < (22 +1y2VN)

En déduire que s’il existe des solutions non triviales alors il existe une solution minimale (xg,yo) pour une
relation d’ordre que l’on définira. Montrez ensuite que les solutions sont les (Tn,yn) définies ci-dessus.

(v) On veut montrer l’existence d’une solution non triviale. Montrez qu’il existe une infinité de rationnels p/q
tels que |VN —p/q| < 1/¢>.

Indication: commencez par remarquer que p ou p — 1 est la partie entiére de v N, puis appliquez le principe
des chaussettes et des tiroirs (n+1 chaussettes rangées dans n tiroir, implique qu’un tiroir contient au moins



deuz chaussettes), ot les chaussettes sont les nv/N — [nv/N] pour 0 < n < q et les tiroirs sont les intervalles
[k/q,(k+1):q] pour 0 <k <gq.

En déduire qu’il existe une infinité de couples (p,q) € N? premiers entre euz tels que —1—2v/N < p> —N¢? <
142V N. En utilisant a nouveau le principe des tiroirs, montrez qu’il existe un entier ] < 14+ 2V N, p1 = po
mod I, ¢ = g2 mod [ tels que p? — Ng? = p3 — Nqg3 = %1, et en déduire l’ezistence d’une solution non
triviale.

(vi) Soit p la période du développement de VN en fractions continues et soit 6, = N,/D, sa réduite d’ordre p,
alors on rappelle que

(5~ V)G, + VA = ) )

D’autre part il nexiste pas de fraction a/b plus simple que 8, i.e. a < N, et b < D, tels que (a/b—v/N)(a/b+
VN) = Li;—é,

— Montrez que pour p pair, (N, Dy) est une solution minimale de [’équation de Pell-Fermat 22— Ny? =1

puis que toute solution (x,y) est de la forme < Tn ) = A" ( 1 ) avec A = ( Ny ND, )
Yn 0 D, N,

— Pour p impair, montrez que (Ng + ND%, 2N,D,) est la solution minimale de I’équation de Pell-Fermat
1
22 — Ny? =1 puis que toute solution (x,vy) est de la forme < “n ) = A% < 0 >
n

(vit) Résoudre les questions suivantes:

- 7y2 =1;

— 22 —19y* = 1;

— m est dit triangulaire s’il est de la forme 1+ 2+ ---4+n. Trouvez les nombres triangulaires qui sont des
carrés.

”»

— un probléme de Sam Loyd: ”... je vis les hommes de Harold groupés en 13 grands carrés tous égauz.

Harold se porta au milieu de ses hommes et a son signal ils se réunirent en un seul et énorme carré...”
Quel était le nombre des hommes de Harold?

— Soient A = (0,0) et B = (4,0). Trouvez l’ensemble des points M du réseau Z? tels que M A— M B| = 2.

2 Nombres transcendants: premiers exemples

Exercice 1. e est irrationnel: on considére la suite (u,) définie par récurrence: ug =1 et up41 = up + ﬁ

(a) Montrez que (u,) converge; on notera e sa limite.
(b) On suppose qu’il existe a,b € N tels que e = a/b (b # 0 avec a et b premiers entre eux). En étudiant
a = (k") (e —ug) pour k > b, montrez que l’on aboutit a une contradiction.

" (1—xz)™

Exercice 2. 7 est irrationnel: Soit f,(z) = =

(a) Montrez que pour tout m > 0, fT(Lm)(O) €Z.
(b) On suppose qu’il existe a,b € N premiers entre euz et b # 0 tels que 72 = a/b € Q et on pose

Gn(x) = B [7*" fu(w) = 7" 2 fl () + -+ (1) [ ().

Montrez que Gp(0) et Gy (1) sont des entiers.
(c) Montrez que

1
7r/0 a” sin(rx) fr(z)de = G,(0) + Gp(1)

et conclure.



Exercice 3. e est transcendant: (a) Soit P € R[X] de degré m; montrez que

Ip(t) = /0 t e P(u)du = 'y PP (0) - > PW().
=0 1=0

(b) Soient ag,- - ,an € Z tels que ap+are+---+ane™ =0 avec ag # 0 et a,, # 0. On pose pour tout 0 < p € N:
f(x)=aP Yz —1)P - (x — n)P ainsi que J, = aplf(0) + - + a,If(n). Montrez que J, € Z puis que si p est un
nombre premier assez grand, J,, est divisible par (p — 1)! mais pas par p!.

(c) Montrez qu’il existe une constante c indépendante de p, telle que |J,| < cP et conclure.

Exercice 4. Approximation des réels par des rationnels

(i) Soient p/q # a/b des rationnels distincts. Montrez que |p/q — a/b| > 1/bq.

(i1) (a) Soit P € Z[X] un polynome de degré n ne possédant aucune racine rationnelle (i.e. Yx € Q, P(z) #0).

Soit © € R un irrationnel tel que P(x) = 0. Montrez que pour tout § > 0 et tout p/q € Q avec p et q premiers
entre eux et ¢ > 0, tel que |p/q — x| <9, il existe une constante K(x,0) qui ne dépend que de x et de § telle
que [p/q — x| = K(x)/q".
(b) Soit x = :;Of 107", Justifiez cette écriture et montrez que x est irrationnel. On considére alors
I, = {P € Q[X], P(x) =0} = (uz) avec py € Z[X] qu’on appelle le polynéme minimal de x sur Q. On
suppose que i, est non nul et on note n son degré. Montrez que p, n’a pas de racines rationnelles. FEn
considérant les rationnels xj, = Zle 10~ pour k > n, montrez que l'on aboutit ¢ une contradiction.

(11i) Soit x € R un irrationnel. Soit alors (pn/qn) une suite de rationnels écrite sous forme réduite (i.e. py et gy
premiers entre eux et ¢, > 0), convergeant vers x. Montrez que (g,) tend vers l’infini.

Citons le théoreme de Thue-Siegel-Dyson-Roth: soit x algébrique de degré d, alors pour tout € > 0, il existe
K(x,¢€) tel que pour tout p/q on ait
K(z,e€)

lz —p/q| > P Dre
ou:
f(d

f(d) =d/2
e f(d) = 2Vd (Siegel);
fd) =

)

+ 1 (Thue);

f(d) = v/2d (Dyson et Gelfond);

£(d) = 2 (Roth)

A titre de réflexion, vous pouvez réfléchir & 'argumentaire suivant: soit f une fonction sur N telle que f(q) —
+00 quand ¢ — +oo. On note Xy I’ensemble des réels x de [0,1] admettant une suite d’approximations py,/qn

avec [T — pn/qn| < 1/f(qn), alors
1 p 1
50U U ety
9 g=qo 0<p<q
L’intersection étant décroissante et les ensembles de mesure finie, il vient

Xp)=1 g _ B 1 li M
n =t e(U U 0= g0+ ) < im X T

En particulier si la série > - ¢/ f(q) converge alors u(Xy) = 0 ce qui est le cas pour f(q) = ¢* avec a > 2.

Exercice 5. Transcendance de



(i) Soit f un polynéme a coefficients réels de degré m. Montrez que pour tout nombre compleze z, l'intégrale
compleze

1
I(f;z):/ 2e*1% f(zu)dz
0
vérifie

190 =" 19

Jj=0

NE

I(f;2)=¢€*

J

Il
o

ainsi que la majoration

1(f;2)] < |zlel*! sup |f(zu)]
u€(0,1]

(ii) Soit f un polynome a coefficients entiers. Montrez que pour tout n > 0, il existe un polynéme f, a coefficients
entiers tel que f™ = nlf,.

(iti) Pour un polynome f et g : C — C une fonction, on note 3,0 9(@) la somme g(ar) + -+ + g(an) ou
les a; sont les racines de f répétées autant de fois que leur multiplicité. Montrez que si f est a coefficients
entiers de coefficient a, alors pour tout n > 0, a™ Zf(a):(] a” appartient a Z.

Indication: on pourra introduire une matrice dont la trace est a™ Zf(a):O a”.

(iv) Soit f un polyndme a coefficients entiers tel que f(0) # 0 et de coefficient dominant a. Pour p un nombre
premier, soit g(x) = xP~LfP(x) et J, = > f(ay=o L (g5 ). Montrez qu’il existe un entier M tel que

a™ P _
i =N +pM

ou N = Zf(a):o e®*. En déduire que N n’est pas un entier non nul.

(v) On veut montrer que m est transcendant. On raisonne par absurde: soit f un polynéme irréductible a
coefficients entiers tel que f(im) =0 dont on note oy, -,y les racines.

(a) En développant I'égalité [] ;(,)—(1 + %) montrez que

Z emp(z eja;) = 0.

ec{0,1}n

(b) Soit Q(X) = [Teeqoyn (X — 22 €j05). Montrer que Q(X) € Q[X].

(¢) En utilisant la question (4), aboutissez a une contradiction.

Exercice 6. Construction a la régle et au compas

Soit ¥ un ensemble de points du plan R?; on dit qu’un point P est constructible & la régle et au compas
partir de ¥ s’il existe un entier n et une suite de points Py,--- , P, = P tels que pour tout i € {1,--- ,n}, notant
Y, =XU{Py, - ,Pi_1}, il existe 4 points A, B, A", B’ € 3; tels que l'une des propriétés suivantes soit vérifiée:

- P; est le point d’intersection des droites non paralleles (AB), (A’B’);

- P; est l'un des deux points d’intersection de la droite (AB) et du cercle de centre A’ passant par B';

- P; est l'un des points d’intersection des cercles centrés en A, A’ et passant respectivement par B, B’.

Un réel x est dit constructible o partir de X si le point (x,0) de R? lest. Un nombre complexe z est dit
constructible a partir de ¥ st le point si sa partie réelle et imaginaire [’est.

(1) Soit ¥ une partie de R? contenant 0,1 et soit Cx, I’ensemble des points constructibles a partir de . Montrez
que si x,y € Cxy alors x + y,x — y,xy, /Yy, /x sont aussi dans Csx.

(2) Désormais ¥ = {0,1}. Montrez qu’un réel x est constructible si et seulement s’il existe un entier n et une
suite de sous-corps de R: Q = Ey C Ey C -+, E, tels que pour tout i, [E; : E;_1] =2 et x € E,.

(8) En déduire que si x est constructible, alors x est algébrique de degré une puissance de 2.



(4) Que pensez-vous des problémes de la duplication du cube, de la trisection des angles et de la quadrature du
cercle.

(5) Montrez que © € R est constructible si et seulement si le sous-corps de C engendré par x et ses conjugués
est de degré une puissance de 2: autrement dit st le corps de décomposition de x est de degré une puissance
de 2.

(6) Montrez que les polygones réguliers constructibles sont les 2°py -+ - p, ot les p; sont des nombres premiers de
Fermat.

(7) Montrez que la régle ne sert a rien.

(8) Que pouvez-vous dire de la construction a la régle seule? Peut-on toujours construire le milieu de deux
points, le centre d’un cercle, l’isobarycentre d’un triangle...?

3 Extensions de corps, groupes de Galois

Exercice 1. Montrer que si a et b sont deux éléments non nuls d’un corps K de caractéristique différente de 2,
K(\/a) est égal & K(V/b) si et seulement si b/a est un carré dans K.

Exercice 2. Soit K = Q(i + v/2). Montrer que K est galoisien sur Q. Calculer le degré de K sur Q et le groupe
de Galois de K/Q. Donner la liste des sous-corps de K.

Exercice 3. Soit L = Q(v/5) et M = Q(\/2 +/5). Déterminer les degrés des extensions L/Q, M/Q et M/L.

Indiquer lesquelles de ces extensions sont galoisiennes. Déterminer les polynémes minimauz de \/2 + /5 sur Q
et sur L. Soit a et b deuz rationnels tels que a® — 4b soit positif mais pas un carré rationnel, et b négatif. Montrer
que le polynome X* + aX? + b est irréductible sur Q et que son corps de rupture n’est pas galoisien sur Q.

Exercice 4. Trouver a et b entiers tels que le polynéme X* + aX? + b soit irréductible sur Q et que son corps de
rupture soit galoisien sur Q.

Exercice 5. Soit K = Q(v/2), L la cléture galoisienne de K sur Q. Calculer le degré de L sur Q, le groupe de
Galois de L/K. Donner la liste des sous-corps de L.

Exercice 6. On rappelle que, si L/K est une extension cubique de corps de caractéristique différente de 3, L est
engendré par une racine o d’un polynéme de K[X] de la forme X3 +pX +q. Montrer que si la caractéristique est
aussi différente de 2, lextension L/K est galoisienne si et seulement si le discriminant A = —(4p> + 27¢?) est un
carré dans K.

Exercice 7. Soit G le groupe de Galois de X° — 2. Quel est le cardinal de G? Est-il abélien, résoluble?
Exercice 8. Quel est le degré du corps de rupture du polynéme (X3 —5)(X3 —7) sur Q?

Exercice 9. Déterminez le groupe de Galois de X% — 5 sur Q, R.

Exercice 10. Trouvez un élément primitif de Q[v/3,/7].

Exercice 11. Soit G le groupe de Galois de (X3 —5)(X* —2) sur Q.
1) Donner un ensemble de générateurs de G ainsi que l’ensemble de relations entre eu.
2) G est-il un groupe cyclique, diédral, symétrique?

Exercice 12. Trouvez un élément primitif du corps de rupture de (X% — 2)(X? —5)(X2 - 7).

Exercice 13. Soit ¢ un racine primitive 12-iéme de l'unité. Combien y a-t-il d’extension comprises entre Q[(?]

et Q[C].

Exercice 14. Soit { une racine primitive 5-iéme de 'unité.



(1) Décrivez le groupe de Galois de K = Q[(]/Q et montrez que K contient un unique sous-corps de degré 2 sur

Q a savoir Q[¢ + ¢%].
(2) Donnez le polynéme minimal de ¢ + ¢* sur Q.
(3) Donnez le groupe de Galois de (X? —5)(X° —1).
(4) Donnez le groupe de Galois de (X* + 3)(X° —1).

Exercice 15. Notons K le corps Q(v/—15), f son automorphisme non trivial, et o un élément de K tel que le
polynéme X3 — a soit irréductible sur K. Pourquoi existe-t-il de tels a? On note L le corps de décomposition de
ce polynome, et {0, pd, p*0} ses différentes racines dans L.

1) Pourquoi sont-elles de cette forme?
2) Montrer que L est une extension galoisienne de K de degré 6, et que L contient /5.

3) Montrer qu’il existe deur K—automorphismes o et 7 de L tels que
o(vV5) =5, o0)=p0, 71(V5)=-V5 7(h)=06.

4) Déterminer lordre des éléments o et T du groupe Gal(L/K) et calculer Tor—1. Etablir la liste des extensions
de K contenues dans L.

5) On suppose désormais que N g(c) est le cube d'un nombre rationnel b (on admettra que c’est possible).
Déterminer les différents conjugués de 0 sur Q. Montrer que lextension L/Q est galoisienne de degré
12. Prouver qu’il est possible de prolonger lautomorphisme f de K en un automorphisme ¢ de L tel que

#(vV5) = V5 et ¢(0) = b/0. Calculer ¢*, pod~" et pr¢p~1. Montrer que Q(v/5) admet une extension de degré
3 contenue dans L et galoisienne sur Q.

Exercice 16. a) Montrer que le polynéme Py(T) = T3 — 7T + 7 a trois racines réelles w1, xo et x3 vérifiant
x1 > w9 > 0> x3. Calculer le degré de lextension M = Q(x1) de Q.

b) Montrer que l’extension M/Q est galoisienne, et décrire son groupe de Galois.

¢) On note ty1, tyo et +y3 les racines de Py(T) = TO — 7T? + 7, numérotées de fagon que z; = y?, et L le
corps Q(y1,y2,y3)-

i) Montrer que y3 n’appartient pas a Q(y1,y2).
it) Montrer que yo n’appartient pas a Q(y1).
i11) Calculer le degré de M sur L.

iv) L’extension L/Q est-elle galoisienne? Abélienne?

d) On note G le groupe Aut(L). Montrer que, pour i € {1,2,3}, il existe deux éléments 7; et 7/ de G tels que,
pour j # i, on ait
mi(y) = =i (i) =y, Ty =y T(Y) =~y
Montrer qu’il existe un élément T de G tel que
Vi e {17273}’ T(yl) = —Yi-
Donner la liste des sous-corps N de L contenant M et tels que [L : N] = 2.

e) Montrer qu’il existe un élément o de G tel que

o) =y2, o(y2) =y3, o(y3) =y,

et calculer
TIOTS, 710271, TéO’Té.



f) Montrer que /—T7 appartient a L et déterminer le groupe Aut(L/Q(v/—T7)).

g) On pose 0 = y1 + ya2 + y3. Calculer le degré de 0 sur Q (on pourra étudier les images de 6 sous 'action de
G). Quelle est la structure du groupe Aut(L/Q(6))¢ Est-il distingué dans G ¢

h) Indiquer combien de sous-corps de Q(0) contiennent \/—7.

Exercice 17. Montrer que si K est un corps de caractéristique p non nulle, le corps M = K(X,Y') des fractions
rationnelles en deutz indéterminées & coefficients dans K est une extension de degré p*> de son sous-corps L =
K(XP,YP). Montrer que si « est un élément de M qui n’est pas dans L, son polynéme minimal sur L est de degré
p. En déduire que le mot “séparable” dans l’énoncé du théoréme de I’élément primitif n’est pas inutile.

Exercice 18. On note L le corps de décomposition dans C du polynéme P = T* — 3T — 3.

a) Montrer que le polynome P est irréductible sur Q, et qu’il admet dans C deux racines réelles x et y, et un
couple (z,Z) de racines complexes conjuguées l'une de l’autre.

b) Notons T? +aT +b et T? — aT + b les polynomes unitaires de degré 2 qui divisent P dans R[X]. Montrer
que a est une racine du polynéme X+ 12X2 — 9, et calculer le degré de a® sur Q.

¢) Montrer que [L : Q] est un multiple de 12.
d) Montrer que le groupe alterné Ay est le seul sous-groupe d’indice 2 du groupe symétrique Sy.

e) Montrer qu’il existe un automorphisme de L qui échange z et Z et qui laisse x five. Déterminer le groupe de
Galois de L/Q. Combien L a-t’il de sous-corps ?

Exercice 19. (1) Soit E C F une extension quadratique et soit x € F\E tel que 2> € E. Sia € F est un carré
montrez que ou bien a est un carré dans E ou bien ax? est un carré dans E.

(2) Soient p1,--- ,pn des nombres premiers distincts. On considére les propriétés suivantes:
(an) le corps Q[\/py, -+ ,/p,] est de degré 2" sur Q;
(bn) v € Q est un carré dans Q[\/py, -+ ,/p,] si et seulement s’il existe une partie I C {1,--- ,n} telle que
x[lcrpi est un carré dans Q.
(i) Montrez que (an) A (b)) = (ant1)-
(ii) Montrer que (an) A (bp—1) = (bp).
(i1i) En déduire que (ay) et (by) sont vraies pour tout n.

(iv) Montrez que la famille /2,+/3,--- des racines carrées des nombres premiers, est libre sur Q.

Exercice 20. Soit P(X) = ap, X" + -+ ap € C[X]; on veut prowver que P est totalement décomposé dans C[X].
(1) Montrer que Q(X) = (X% +1)P(X)P(X) € R[X].

(2) On note D le corps de décomposition sur R de Q et on note G le groupe de Galois de D/R de cardinal 2™m
avec m impair.

(i) Montrer que n > 1.

(ii) En notant que tout polynome réel de degré impair admet au moins une racine réelle, montrer, en
utilisant le théoréeme de Sylow, que m = 1.

(i1i) En notant que tout nombre complexe est le carré d’un nombre complexe, montrer, en utilisant le
théoréme de Sylow, que n = 1.

(iv) Montrer que D = C et conclure.



