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Exercice 1. Soit a > 2 un entier positif.
a) Quel est le développement en fraction continue du nombre t =+va?>+a ?
Indication : on pourra remarquer que

1 o 1
t—a t+a

b) Quelles sont les solutions en entiers positifs (x,y) de U’équation
22— (a® +a)y? = —17
¢) Donner la liste des solutions en entiers positifs (x,y) de l’équation
22— (a®> +a)y® = 1.

Ezxpliciter deux solutions.

Exercice 2. Le nombre 119 est-il un carré modulo 13 ¢

Exercice 3. Soit n un entier > 3. On pose C, = 2™/ et E, = Q((y).

a) Quel est Uordre du sous—groupe de torsion de E) ¢

b) On suppose pour la suite de exercice que le groupe multiplicatif (Z/nZ)*
est cyclique. Montrer qu’il existe un unique sous-corps K,, de E,, tel que [E, :
K, =2.

¢) Montrer que K,, = E, NR.

d) Montrer que K, = Q(¢, + ¢ b).

Exercice 4. On note w = /2 et on pose K = Q(w). Dans la suite on notera
Ok lanneau des entiers de K et Ni ;g : K — Q la norme.

1. Montrez que le discriminant de Z[w) est égal a —3322.

2. Déduisez de la question précédente que l'indice (OK : Z[w]) de Z[w] dans
Ok est égal a1 ou 3.

3. Montrez que N g(x + yw + zw?) = 2® 4 2y + 42° — 6ayz.

4. Montrez que O = Z]w].



b.

Justifiez la décomposition en produit d’idéaux premiers des idéaur sui-
vants :
201(:7)23, 30](:7)37):; et 50K:P5Pé,

o

Py =wOk, P3=314+w), Pi=3Bw?—w+l),
Ps=(5,w+2) et PL=(5w?—2w—1).

Indication : on utilisera sans justification les résultats de l’exercice 4 de
lezamen de mas.

Trouvez a € Ok (resp. 8 € Ok ) dont la norme Ng g est égale a 3 (resp.
ab).

Montrez que les idéauz Ps3, P, Ps et Pt sont principauz.

8. Montrez que Z[w] est principal.

10.

Soit p un nombre premier.

(a) Montrez que ou bien pOk est premier ou bien il existe un idéal P de
norme p.

(b) Montrez qu’il existe un idéal de Ok de norme p si et seulement si 2
est un cube de F);.

(¢) Montrez que si pOk est premier alors p =1 mod 3; en étudiant le
cas p = 31 que pensez-vous de la réciproque ?

On considére I’équation
2342y +42° — 6ayz =m

et on écritm = + Hp p™®. Montrez que cette équation admet une solution
(z,y,2) entiére si et seulement si pour chaque p # 2,3 premier tel que 2
n’est pas un cube dans ¥, Uentier my, est divisible par 3.



1 Solutions

1 a) Montrons que le développement en fraction continue de ¢t = v/a? + a est

[a;2, 2a).

La partie entiere de ¢ est a. Comme on écrit

Lo, !
t—a t+a’
on a
t=a+ 1
B 1
2+
a+t

Par conséquent, si on définit les deux suites (an,)n>0 €t (tn)n>0 par les relations
de récurrence

tn = Gn + et an = [ts)

n+1
pour n > 0, avec la condition initiale ¢ty = ¢, alors on a, pour k > 1,

1
log—1 = T 21 2, tor, = P =t+a, ag = 2a.

b) La période (1,2a) du développement en fraction continue de va? + a a pour
longueur 2, un nombre pair. Il en résulte que 1’équation

2? —(a®* +a)y? = —1

n’a pas de solution en entiers positifs (x,y).
¢) L’'unité fondamentale de 'anneau Z[va? + a] est 2a + 1 4+ 2va? + a. Les
solutions en entiers positifs (z,y) de I’équation

22— (a*+a)y’ =1
sont donc données par la suite (z,, Yn)n>1 avec

Tn+ynvVa?—1=2a+1+2va?>+a)".

Ainsi les deux premieres solutions dans l'ordre croissant sont
(z1,91) = (2a+1,2), (22,92) = (8a° +8a +1,8a+4).

On les obtient aussi par les développements en fractions continues finies

0,2 =2, [a,220,2 =22
Y1 Y2
2 Ona119=2 mod 13 et comme (132 —1)/8 =21 =1 mod 2, 2 n’est pas un
carré modulo 13.



3 a) Le corps E, est de degré ¢(n) sur Q. Soit m l'ordre du sous-groupe de
torsion (B )tors de B et (p, un générateur du groupe cyclique (E) )tors. Comme
Cn € (E))tors Vordre n de ¢, divise m. Comme (,, appartient & E,,, son degré
p(m) sur Q divise ¢(n). Les couples d’entiers positifs (a,b) qui vérifient

alp et o(b)|p(a)
sont ceux pour lesquels
(a=0b) ou (aestimpair et b= 2a).

On en déduit que si n est impair on a m = 2n, tandis que si n est pair alors
m = n. On peut aussi rappeler que si n est impair on a ®o,(X) = &,(—X), et
—(, est une racine primitive de I'unité d’ordre 2n.

b) On suppose que le groupe multiplicatif (Z/nZ)* est cyclique. Son ordre est
pair (car ¢(n) est pair pour n > 3), donc il posséde un unique sous—groupe
d’ordre 2. Par conséquent il existe un unique sous-corps K, de E, tel que
[E, : K] =2.

¢) Le corps E, n’est pas contenu dans R (car n > 3 et les seules racines de I'unité
réelles sont +1), donc la conjugaison complexe est un élément 7 d’ordre 2 du
groupe de Galois de E, sur Q. Le sous—corps de E,, fixé par 7 est K, = E, NR.
d) Noter que ¢, ! est le complexe conjugué de (,, donc 3, := ¢, + ¢, ! est réel :
Bn = 2cos(2m/n). Mais (, est racine du polynéme quadratique X2 —3,X +1 €
F,[X], donc si on définit F,, := Q(f,), on a E,, = F,,({,), ce qui montre que le
corps F, est une extension quadratique de F),. Par conséquent F,, = K,,.

4 (1) On applique par exemple la formule (—1)""=/2Ny o (1} (0)) qui donne
le discriminant de Z[6)]. Ici p1,(X) = X3 — 2 et donc u/,(w) = 3w? et le résultat
découle du fait que Nk /g(w) = 2.

(2) L’indice (O : Z[w]) au carré doit diviser le discriminant de Z[w], ce
qui donne comme possibilités 1,2,3,6. Par ailleurs on remarque que 20k =

3
(w(’) K) de sorte que 2 est ramifié et doit donc diviser le discriminant de K, ce

qui ne laisse plus que 1 et 3 comme possibilités.
(3) La norme est donnée par exemple par le déterminant suivant :

a b ¢
2¢c a b
2b  2ca

que I'on développe par exemple avec la regle de Sarrus.

(4) On cherche un élément x € Ok de la forme % avec —1 < a,b,c <
1. La trace donne a € Z et ne nous apporte rien tandis que la norme nous donne
a’® 4+ 203 + 4¢3 — 6abc = 0 mod 33. En regardant modulo 3, on obtient alors
a—b+c=0 mod3. Sia=0alorsb=cavec 20> + 4¢3 = 6¢> = 0 mod 3*
soit b = ¢ = 0. Pour a # 0 quitte a changer z en —z, on suppose a = 1 et donc
b=1+cce qui donne 1+ 2b® +4(b—1)3 —6b(b—1) qui pour b = 0 (resp. b = 1,



resp. b = —1) est égal & —3 (resp. 3, resp. —21) qui ne sont donc pas divisibles
par 3% de sorte que O = Z[w].

(5) On factorise en irréductibles X3 — 2 modulo 2 (resp. 3, resp. 5) ce qui
donne X? (resp. (X + 1)(X? — X + 1), resp. (X +2)(X? —2X — 1)) de sorte
que 205 = P3 (resp. 30k = P3P}, resp. 50k = PsPL) avec Py = wOp (resp.
Py = (3,w+1), Py = (3,w?—w+1), resp. Ps = (5,w+2), Pt = (5,w? —2w—1)).

(6) On cherche donc a, b, c tels que a® + 2b3 + 4¢3 — 6abc = 3 (resp. égal a
5). On trouve (1,1,0) (resp. (1,0,1)) soit 'élément 1 + w (resp. 1 + w?).

(7) Notons tout d’abord que Ps contient 1 + w de sorte que de 1’égalité des
normes on en déduit que Ps = (1 4+ w)Ok et donc P4 est principal engendré
par 3/(1 + w). De méme comme 1 + w? est de norme 5, on en déduit que
5 € (1+w?)Ok; en outre w + 2 = w(l + w?) et donc Py C (1 + w?)Of et
Pégalité découle de 1'égalité des normes. Comme précédemment Pf est alors
aussi principal.

(8) La constante de Minkowski est My = (%)15’—; de sorte que M| Dg|Y/? <
3; d’apres le cours toute classe d’idéaux contient un idéal entier de norme < 3.
Or un idéal premier de norme < 3 est un idéal au dessus de 2, i.e. égal a Po,
lequel est principal d’apres la question précédente.

Remarques : pour ceux qui majorent a la main, d’apres la question précédente
il fallait simplement majorer strictement par 7.

(9-a) Le résultat découle directement du fait qu'un polynéme de degré 3 est
soit irréductible soit admet un facteur irréductible de degré 1.

(9-b) Ainsi il existe un idéal de norme p si et seulement si X3 — 2 admet une
racine dans F), i.e. si et seulement si 2 est un cube dans F.

(9-c) Sip #1 mod 3 alors le morphisme z € F\ — 3 € IF) est surjectif; en
effet via I'isomorphisme F)' ~ Z/(p — 1)Z, le morphisme précédent correspond
& la multiplication par 3 qui est alors un isomorphisme car 3A (p—1) = 1. Ainsi
2 est dans I'image et donc X3 — 2 a une solution modulo p. Par contraposition,
on en déduit donc que si pOg est premier alors p =1 mod 3.

Pour p = 31, on remarque que 2 est un cube modulo 31, 43 =2 mod 31 et
donc bien que p =1 mod 3, d’apres 9-b, 310k n’est pas un idéal premier.

(10) La question est de savoir si m est la norme d’un élément de a € K.
Notons P (resp. P1 et Pa) 'ensemble des nombres premiers (resp. tels que 2
n’est pas un cube modulo p, et son complémentaire).

Montrons tout d’abord que la condition de 1’énoncé est nécessaire : on
décompose aOg en produit d’idéaux premiers en séparant ceux qui sont au
dessus d’un premier p de 3, des autres; on les note respectivement J; et Js :

a0k = [[ P I] P~

PeTL PET2

En prenant les normes, on remarque que pour p € 1, m, =0 mod 3.

Réciproquement pour p € B, on choisit un idéal P, € J de norme p; pour
p € P, pOk est 'unique idéal premier au dessus de p. On prend alors pour «
un générateur de [],cqp, Pp? [Tes, (pOx)™/3 qui est de norme m.



