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Feuille d’exercices 2

Remarque : Tous les exercices ne seront pas traités en séance de TD, j’'indiquerai au fur et & mesure sur la page
du forum (http ://cours-jussieu-nombres.monforum.com/cours-et-td-2009-v{7.html) les exercices que nous aurons
abordés.

1 Approximations rationnelles

Exercice 1.1. Dirichlet
(1) Soient x;; avec 1 <i < mn etl < j < m des réels et soit Q > 1 un entier. Montrer qu’il existe alors des
entiers qu,- -+ ,qm,P1,- - ,Pn tels que

1 < max{|gi],- -, |gm|} < Q"™
lziiqi + - A Timgm —pi) < = V1<i<n.

(2) Supposons que
(T11q1 + -+ T mm, 5 Tn1q + o+ TnmGm)

n’appartiennent jamais a Z" pour tout (q1,- -+ ,qm) € Z™. Montrer qu’il existe alors une infinité de (m+n)-
uplets premiers entre eux dans leur ensemble, tels que, pour ¢ = max{|qi|, - ,|gm|} > 0, on a
1 ‘
|Ti1q1 + -+ + TimGm — Dil S@ V1<i<n.

Exercice 1.2. a) Soit f(X,Y) = aX? +bXY + cY? € R[X,Y] un polynéme homogéne de degré 2 a coefficients
réels de discriminant positif
A = b* — 4ac > 0.

Soit € > 0. Montrer qu’il existe (z,y) € Z* avec (x,y) # (0,0) tel que

@)l < VA5 +e

b) Soit A un nombre réel positif. Donner un exemple d’un polynéme homogéne f de degré 2 dont le discriminant
est A tel que

min{|f(z.y)| : (2.9) € Zx Z, (z.9) # (0,0)} = VA/5.

c) Soit A un nombre réel positif. Donner un exzemple d’un polynéme homogéne f(X,Y) = aX? +bXY + cY? de
degré 2 dont le discriminant b* — dac est I\ et tel que

min{|f(z.9)| : (2.9) € Zx Z, (2.9) # (0,0)} = VA/S.

d) Donner un exemple d’un polyndme homogéne f de degré 2 de discriminant A > 0 tel que

min{|f(z,y)|; (z,9) € Z X Z, (z,y) # (0,0)} = 0.

Exercice 1.3. a) Soit 0 un nombre réel dans lintervalle 0 < 6 < 3. Montrer que les deuz propriétés suivantes
sont équivalentes.
(i) 1l existe une constante c; > 0 telle que, pour tout nombre rationnel p/q, on ait

3 p C1
\/é—'ze-
ql g

(i) Il existe une constante ca > 0 telle que, pour tout couple (x,y) d’entiers # (0,0), on ait
2% — 23] > eyl
b) Montrer qu’il existe une constante cg > 0 telle que, pour une infinité de couple (z,y) d’entiers, on ait

|23 — 2y°| < eslyl-



2 Irrationnalité autour de e et 7

Exercice 2.4. On rappelle que pour tout a € R, e* =3 > %Y,l

(1) On suppose qu’il existe a,b € N tels que e = a/b (b # 0 avec a et b premiers entre euz). En étudiant
a = (k!)(e — ug) pour k > b, montrez que l'on aboutit a une contradiction.

(2) Montrez que e n'est pas racine d’un polynome de degré 2 a coefficients rationnels.

(3) Montrez que eV2 4 e=V2 est irrationnel.

(4) Montrez que €? n’est pas racine d’un polynéme de degré 2 a coefficients rationnels.

(5) Montrez que V3 est irrationnel.

(6) Soit (by)n>0 une suite bornée de nombres entiers; montrez que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe N > 0 tel que b, = 0 pour tout n > N ;
(ii) le nombre vi =3, <2 est rationnel ;

n .
(iii) Le nombre vo =3, <, b’f, est rationnel.

" (1—x)"

Exercice 2.5. 72 est irrationnel : Soit f,(z) = *

(a) Montrez que pour tout m > 0, f,gm)(O) e 7.
(b) On suppose qu’il existe a,b € N premiers entre euz et b # 0 tels que 72 = a/b € Q et on pose

Gn(a) = b"[1*" fu(x) = "2 fil(@) + -+ ()" (2)].

Montrez que G,(0) et Gy (1) sont des entiers.
(c) Montrez que

1
7r/0 a" sin(mx) fr(z)de = G,(0) + G (1)

et conclure.

3 Autour de la transcendance de e et 7

Exercice 3.6. ¢ et m sont transcendants :
(1) Formule de Hermite : commengons par quelques généralités.
(a) Soit D : R[X] — R[X] Uapplication linéaire de dérivation. Montrez que (Id— D) est un opérateur inversible
d’inverse (Id — D)~! = > k>0 DF.

(b) Pour g € R[X] montrez qu'une primitive de e 'g(t) est —e~'(Id — D)~'(g) et déduisez-en la formule
d’Hermite pour tout z complexe :

Hgi2) = [ =0 =3 090 = 3 g(c).
=0 =0
(¢c) Montrez que |1(g;2)| < |z|el?! SUpyeo,1] |9(2u)|-

(d) Soit f un polynome a coefficients entiers; montrez que pour tout k > 0, il existe un polynéme fi a
coefficients entiers tel que f*) = k! f.

(2) Transcendance de e :

(a) a Uaide de gp(z) = % ou f(z) = [[iLy(x — i), construisez pour tout i = 1,--- ,n, une suite de
rationnels (%i)pep qui converge vers e'.
(b) On suppose qu’il existe des entiers ag,--- ,an € Z tels que ag + are + - -+ + ane™ = 0 avec apa, # 0. On
pose pour tout p € N, Jp, = aol(gp;0) + - - - + anl(gp;n). Montrez que :
(1) Jp € L;

(11) Jp tend vers 0 quand p tend vers 4+o00 ;

(111) si p est un nombre premier assez grand, J, 0 mod p.



(¢) Déduisez de ce qui précéde que e est transcendant.
(3) Transcendance de w :

(a) Pour un polynome f et g : C — C une fonction, on note 3¢ ,y_o9(c) la somme g(ar) + -+ g(an) ou
les ay; sont les racines de f répétées autant de fois que leur multiplicité. Montrez que si f est a coefficients
entiers de coefficient a, alors pour tout n > 0, a™ Zf(a):O a™ appartient a Z.

(b) Soit f un polynome a coefficients entiers tel que f(0) # 0 et de coefficient dominant a. Pour p un nombre
premier, soit g(x) = xP~1fP(x) et J, = Zf(a):[) I(g; ). Montrez qu’il existe des entiers Q, R tels que

a™P
—J,=a"™ PN p N
(p—l)!Jp a f(0)P +p(Q + RN)
ou N => F(0)=0 e*. En déduire que si N € Z alors il est nul.

(¢) On suppose qu’il existe un polynéme f a coefficients entiers tel que f(im) =0 dont on note ay,--- , au, les
racines.

(i) En développant I’égalité []p(,)—o(1 + €*) montrez que

Z exp(z eja;) = 0.

ec{0,1}"
(it) Soit Q(X) = [lecgo1yn(X — 2 €ja;j). Montrer que Q(X) € Q[X].
(iii) Déduisez de ce qui précéde que  est transcendant.

Exercice 3.7. Déduire du théoréeme de Gel’fond-Schneider la transcendance de chacun des nombres

4 log 3 T
2\/§ 27, T 7r\/§ 2 .
2 Y cos(mv2), log2’ log?2

Exercice 3.8. On considére un nombre complexe non nul a, un nombre complexe irrationnel b, et une détermination
non nulle log a du logarithme de a. Chacun des trois nombres a, b et a® = e?1°8% peut étre algébrique ou transcen-
dant, ce qui fait a priori 8 possibilités, mais le théoréme de Gel’fond—Schneider montre que l'une de ces possibilités
est exclue : les trois nombres en question ne peuvent pas tous €tre algébriques. Donner un exemple de chacune des
7 autres situations (on pourra utiliser les théorémes de Hermite—Lindemann et Gel’fond—Schneider).

4 Extensions de corps, groupes de Galois

Exercice 4.9. Montrer que si a et b sont deux éléments non nuls d’un corps K de caractéristique différente de 2,
K(y/a) est égal & K(V/b) si et seulement si b/a est un carré dans K.

Exercice 4.10. Soit K = Q(i 4+ v/2). Montrer que K est galoisien sur Q. Calculer le degré de K sur Q et le
groupe de Galois de K/Q. Donner la liste des sous-corps de K.

Exercice 4.11. Soit L = Q(\/5) et M = Q(\/2 + V/5). Déterminer les degrés des extensions L/Q, M/Q et M/L.

Indiquer lesquelles de ces extensions sont galoisiennes. Déterminer les polynémes minimauz de /2 + /5 sur Q et
sur L.

Exercice 4.12. Soit a et b deuz rationnels, donnez une condition suffisante pour que le polynéme X* + aX? +b
soit irréductible sur Q. Donnez une CNS pour qu’alors son corps de rupture soit galoisien sur Q. En particulier
que se passe-t-il si on suppose que a®> — 4b est positif mais pas un carré rationnel, et b négatif.

Exercice 4.13. Soit K = Q(3/2), L la cléture galoisienne de K sur Q. Calculer le degré de L sur Q, le groupe
de Galois de L/K. Donner la liste des sous-corps de L.

Exercice 4.14. On rappelle que, si L/K est une extension cubique de corps de caractéristique différente de 3, L
est engendré par une racine o d’un polynéme de K[X] de la forme X3 +pX + q. Montrer que si la caractéristique
est aussi différente de 2, lextension L/ K est galoisienne si et seulement si le discriminant A = —(4p> + 27¢%) est
un carré dans K.



Exercice 4.15. Soit G le groupe de Galois de X° — 2. Quel est le cardinal de G ? Est-il abélien, résoluble ?
Exercice 4.16. Quel est le degré du corps de décomposition du polynéme (X3 —5)(X3 —7) sur Q ?
Exercice 4.17. Déterminez le groupe de Galois de X% — 5 sur Q, R.

Exercice 4.18. Trouvez un élément primitif de Q[v/3,/7].

Exercice 4.19. Soit G le groupe de Galois de (X® —5)(X* —2) sur Q.
1) Donner un ensemble de générateurs de G ainsi que ’ensemble de relations entre eu.
2) G est-il un groupe cyclique, diédral, symétrique ?

Exercice 4.20. Trouvez un élément primitif du corps de décomposition de (X% —2)(X? —5)(X? — 7).

Exercice 4.21. Soit ¢ un racine primitive 12-iéme de l'unité. Combien y a-t-il d’extension comprises entre Q[(?]

et Q[C].

Exercice 4.22. Soit ( une racine primitive 5-iéme de [’unité.
(1) Décrivez le groupe de Galois de K = Q|[(]/Q et montrez que K contient un unique sous-corps de degré 2
sur Q a savoir Q[¢ + ¢1.
(2) Donnez le polynéme minimal de ¢ + ¢* sur Q.
(3) Donnez le groupe de Galois de (X2 —5)(X° —1).
(4) Donnez le groupe de Galois de (X? + 3)(X° —1).

Exercice 4.23. Notons K le corps Q(v/—15), f son automorphisme non trivial, et o un élément de K tel que le
polynome X3 — o soit irréductible sur K. Pourquoi existe-t-il de tels o ¢ On note L le corps de décomposition de
ce polynome, et {0, 70,520} ses différentes racines dans L.

1) Pourquoi sont-elles de cette forme ?

2) Montrer que L est une extension galoisienne de K de degré 6, et que L contient /5.

3) Montrer qu’il existe deux K—automorphismes o et 7 de L tels que

o(VB) =5, o(0) =30, 7(V5)=-V5 T(0)=0.

4) Déterminer lordre des éléments o et T du groupe Gal(L/K) et calculer ToT=1. Etablir la liste des extensions
de K contenues dans L.

5) On suppose désormais que N g(a) est le cube d’un nombre rationnel b (on admettra que c’est possible).
Déterminer les différents conjugués de 0 sur Q. Montrer que l’extension L/Q est galoisienne de degré 12.
Prouver qu’il est possible de prolonger l’automorphisme f de K en un automorphisme ¢ de L tel que ¢(\/5) =
V5 et p(0) = b/6. Calculer ¢, pod™" et ¢~ L. Montrer que Q(v/5) admet une extension de degré 3 contenue
dans L et galoisienne sur Q.

Exercice 4.24. Montrer que si K est un corps de caractéristique p non nulle, le corps M = K(X,Y') des fractions
rationnelles en deuz indéterminées & coefficients dans K est une extension de degré p*> de son sous-corps L =
K(XP,YP). Montrer que si « est un élément de M qui n’est pas dans L, son polynéme minimal sur L est de degré
p. En déduire que le mot “séparable” dans l’énoncé du théoréme de l’élément primitif n’est pas inutile.

Exercice 4.25. On note L le corps de décomposition dans C du polynéme P = T* — 3T — 3.

a) Montrer que le polynéme P est irréductible sur Q, et qu’il admet dans C deux racines réelles x et y, et un
couple (z,Z) de racines complexes conjuguées l'une de l'autre.

b) Notons T? +aT +b et T> — aT + V' les polynémes unitaires de degré 2 qui divisent P dans R[X]. Montrer
que a est une racine du polynéme X6 +12X2% — 9, et calculer le degré de a® sur Q.

¢) Montrer que [L : Q] est un multiple de 12.

d) Montrer que le groupe alterné Ay est le seul sous-groupe d’indice 2 du groupe symétrique Sy.

e) Montrer qu’il existe un automorphisme de L qui échange z et Z et qui laisse x fize. Déterminer le groupe
de Galois de L/Q. Combien L a-t’il de sous-corps ?

Exercice 4.26. Montrez en réduisant modulo 2 et 3, que le groupe de Galois de X° — X — 1 est Ss.



Exercice 4.27. (1) Soit E C F une extension quadratique et soit x € F\E tel que 2> € E. Sia € F est un
carré montrez que ou bien a est un carré dans E ou bien az® est un carré dans E.
(2) Soient pi,--- ,pn des nombres premiers distincts. On considére les propriétés suivantes :
(an) le corps Q[\/py,- -+ ,/D,] est de degré 2" sur Q;
(bn) © € Q est un carré dans Q[\/py,- -+ ,/D,] si et seulement s’il existe une partie I C {1,--- ,n} telle que
x[l;crpi est un carré dans Q.
(i) Montrez que (an) A (bn) = (ant1)-
(i) Montrer que (ap) A (bp—1) = (by).
(iii) En déduire que (ay) et (by,) sont vraies pour tout n.
(iv) Montrez que la famille V2,3, -+ des racines carrées des nombres premiers, est libre sur Q.

Exercice 4.28. Soit P(X) = a, X" + -+ 4+ ag € C[X]; on veut prowver que P est totalement décomposé dans
C[X].
(1) Montrer que Q(X) = (X2 +1)P(X)P(X) € R[X].
(2) On note D le corps de décomposition sur R de @ et on note G le groupe de Galois de D/R de cardinal
2"m avec m impair.
(i) Montrer que n > 1.
(i) En notant que tout polynome réel de degré impair admet au moins une racine réelle, montrer, en utilisant
le théoreme de Sylow, que m = 1.
(iii) En notant que tout mombre complexe est le carré d’un nombre complexe, montrer, en utilisant le
théoréme de Sylow, que n = 1.
(iv) Montrer que D = C et conclure.

Exercice 4.29. a) Montrer que Py(T) =T — 7T + 7 a trois racines réelles x1, xo et x3 vérifiant x1 > o >

0 > x3. Calculer le degré de l’extension M = Q(x1) de Q.

b) Montrer que l’extension M/Q est galoisienne, et décrire son groupe de Galois.

¢) On note +y1, ftyo et +y3 les racines de Po(T) = TS — 712 + 7, numérotées de fagcon que x; = y2, et L le
corps Q(y1,y2,y3)-
i) Montrer que y3 n’appartient pas a Q(y1,y2).
it) Montrer que yo n’appartient pas a Q(y1).
i11) Calculer le degré de M sur L.
iv) L’extension L/Q est-elle galoisienne ¢ Abélienne ?

d) On note G le groupe Aut(L). Montrer que, pour i € {1,2,3}, il existe deuz éléments ; et T, de G tels que,
pour j # i, on ait

Ti(yi) = ~vi, W) =y, Ty) =y T(Y) =~y

Montrer qu’il existe un élément T de G tel que

Vi € {17 273}7 T(yl) = — Y-

Donner la liste des sous-corps N de L contenant M et tels que [L : N| = 2.
e) Montrer qu’il existe un élément o de G tel que

o(yr) =y2, o(y2) =y3, o(y3) =y,

et calculer
TOT3, 7'1027'1, TéU’Té.

f) Montrer que /—T7 appartient a L et déterminer le groupe Aut(L/Q(v/=T7)).

g) On pose 0 = y1 + ya + y3. Calculer le degré de 6 sur Q (on pourra étudier les images de 6 sous l’action de
G). Quelle est la structure du groupe Aut(L/Q(0)) ? Est-il distingué dans G ¢

h) Indiquer combien de sous-corps de Q(0) contiennent v/—T7.



5 Solutions

1.1 (1) Considérons les points ({1,101 + -+, +Z1mam}, -, {&n101 + -+ + Tpmam}) ol les a; sont des entiers
tels que 0 < a; < QY™ 1 y a au moins Q" tels points qui par définition de {z} appartiennent a 1’hypercube
|z|oc < 1 de R", tout comme le point (1,---,1) ce qui donne donc Q™ + 1 points de I’hypercube unité By, ,,. On

divise B, €n Q™ petits cubes disjoints de coté 1/Q de sorte qu’il existe 2 points parmi les Q™ + 1 ci-dessus qui
appartiennent au méme petit cube soit par exemple

(5131,1@1 + - T mOm — by,--- ;T 101 + -0+ Tpmlm — bn) et
/ !/ / / / /
(331 107 + -, T Lm0y, — 07,00, T 10y +"'+xn,mam_bn)
avec (a1, - ,am) # (a}, -+ ,a,). Le résultat est alors obtenu pour ¢; = a; — a} et p; = b; — bl..

(2) En effet vu 'hypothese |z; 11 + - - - + 2 mqm — pi| # 0 de sorte que quand () grandit, on obtient de nouveaux
(m + n)-uplets.
Remarque : les résultats précédents peut se reformuler ainsi : il existe un point (v, w) = (q1, -, ¢m,P1,"** ,Pn) €
2T tel que
1< Joloo < @V et [£(0) — wloo < Q1 < Ul
ou pour (v, ,vy) € R?, L(v) = (L1(v),- -, Lp(v)) avec Lij(v) = ;101 + - - - + T4 mUm. Minkowski a montré, cf.
[?] p.36, qu’il existe un point entier (v, w) avec v # 0 tel que

|L(v) — w5, < Cm,n‘v‘gom Cmn =

1.2 (a) On considere le polynéome P(T) = aT?+bT+c = a(T—a)(T— ﬂ) avec o, 3 € Rtelsque 0 < a—f = L =4.
Soit t = p/q € Q, tel que d’aprés le lemme d’Hurwitz |2 — af 2[ < € de sorte que |2 — 3] < J+e€ et donc

|ap® + bpg + ¢¢?| = | P(p/q)| < (VA + a€') /v/5 < \/A]5 + € avec € = a€' [V/5.

(b) Prenons /A /5(X?— XY —Y?) qui est de discriminant v/A ; avec les notations précédentes a = ® le nombre
d’or et f = —®~!. Soit F,, la suite de Fibonacci définie par récurrence par Fop =0, Fy =1 et F, = Fj_1 + F,,_»
de sorte que F? — F,F,,—1 — F2_; = (—1)""! et donc le minimum de ce polynome est y/A/5.

(c) On considere /A/8(X? —2XY — Y?) dont le discriminant est v/A. On considere la suite G, définie par
récurrence Go = 0, G; = 1 et G,, = 2G,,_1 + Gp_o. Par récurrence on a G2 — 2G,G,—1 — G?_; = (—=1)""L. de
sorte que le minimum est \/A/8.

(d) Le polynéme /A /4(X? — 2XY + Y?) convient.

1.3 a) On écrit 23 — 2y% = y3(% - W)(% - j\s/i)(% — j24/2) avec pour 3 réel, ]“” V2| > %2 V2 of donc

4
=2 = YL
4y
de sorte que (i) implique (ii) avec ¢; = 023%/1. Réciproquement si |§— V2| < 1 alors |§—j€/§\ < |V24+1-35V2| = co
et
j@® — 2| < |5 — V2
)

de sorte que (ii) implique (i) avec ¢; = min(1, ca/c3).
b) D’apres Hurwitz, il existe une infinité de p/q tel que |v/2 — ol < \[ ce qui en raisonnant comme dans a)

donne le résultat.

2.4 Comme d’habitude, I’argument final proviendra du fait élémentaire suivant : toute suite d’entiers relatifs qui
converge vers 0 est nulle a partir d’un certain rang. Dans cet exercice le schéma de la preuve est le suivant : soit
& montrer qu’une série convergente > ° ;u, est irrationnel. On raisonne par I'absurde et on écrit pour une suite
kE(N) d’entiers strictement croissante

k(N)
DI Z t M
n=0

égalité que I'on multiplie par un entier ay tel que



(a) anplq € Z;
(b) anuy € Z pour tout n=0,--- ,k(N);
() (an D ,~k(n) un)nN est une suite (ry)n de réels non nuls telle qu’il existe Ny tel que pour tout N > N,
|TN| < 1.
La contradiction découle alors du fait que le membre de gauche de (1) est une suite d’entiers qui, au vu du membre
de droite, a partir d’un certain rang et non nulle et de valeur absolue strictement plus petite que 1 ce qui est
impossible.
Remarque : afin d’assurer la derniere condition de (c), on pourra se ramener & une suite convergeant vers 0. En ce
qui concerne la condition (a), il suffit de multiplier ay par ¢ ce qui ne modifie pas les conditions (b) et (c).

(1) La suite considérée est u,, = 3. On prend k(N) = N et ay = N!; les conditions (a) et (b) sont évidentes. En

ce qui concerne (c), la non nullité découle du fait que I'on a une série a termes strictement positifs ; la majoration
suivante

rn=(N+1)" 4 (N+1)"Y(N +2)° <ZN+1 '=1/N

montre la convergence de ry vers 0 d’ou le résultat.

2) Si e est solution d'une équation de degré 2 alors il existe a, b, ¢ € Z tels que ae + & = ¢; quitte & multiplier
g e
a+(—1)"b

cette équation par —1, on suppose a > 0. La suite considérée est alors u, = —— — avec p=cet ¢ = 1. Si b est
négatif (resp. positif), on prend k(N) = 2N (resp. k(N) = 2N + 1) avec ay = k(N)!. Les conditions (a) et (b)
sont évidentes ; la non nullité de r découle du fait que comme la suite % vérifie le critere des séries alternée,

Zn>k( N) b% est du signe de b(—1)" est donc strictement positif. En ce qui concerne la convergence vers 0, le
+(—1)"b‘ < lal+o]
n! — nl

résultat découle de la majoration |~

(3) On a

et on conclut comme dans (1).

ce qui nous amene a considérer u,, = (22—;), On pose k:(N) = Netay = q(szl. La condition (a) est claire tandis

fﬂ,-\f

n

que pour (b) cela découle de I’égalité pour tout 0 < m < N,

(2N)! N!
—_ 2m+1 2N —1)eN.
2N=m(2m)! m'( 1) ) €
En ce qui concerne (c), la non nullité découle du fait que la série est a termes positifs et la convergence vers 0

N)

découle de la majoration grossiere (22(%@ (N + 1)* et du fait que ZZ‘;I(N +1)"*=1/N.

(4) Tl suffit de montrer comme dans (c) qu'une égalité de la forme ae? +be 2 = c avec a, b, ¢ € Z est impossible.
A T'image de (2), on considere u,, = MQ” On suppose a > 0 et on pose pour b < 0 (resp. b > 0) k(N) = 2V

(resp. k(N) = 2™ +1). On rappelle que la valuation 2-adique de n! est égale a

n n n

valnl) = [ 5] + Log )+ og )+ < m

de sorte que pour n = 2% (resp. n = 2+ 1), on a va(n!) = n—1 (resp. v2(n!) = n—2). On pose alors QP—" avec

donc a;, > 0 égal a 1 (resp. 2) si n = 2% (resp. n = 2/ + 1) ; notons par ailleurs que si n > m alors pm|pn. On pose

k(N)!

alors ay = 2° otavy avec © =0 (resp. ¢ = 1) si b < 0 (resp. b > 0). La condition (a) est clairement vérifiée tandis que

(b) découle du fait que 2 ’“,E( N)) =1 € Z d’apres la discussion précédente. La non nullité dans (c) découle du théoreme
des séries alternées qui nous dit que by - K(N) % est du signe de b(—1)*(N) et donc strictement positif, cf. (2).

En ce qui concerne la convergence vers 0 elle découle de la majoration grossiere G +1)?-T-(1g( Ny < (k(év ) )"

ZTZI(%N))_T = (k(N)/2 —1)~! qui tend bien vers 0 quand N tend vers I'infini.
(5) Comme dans (3), on montre l'irrationnalité de

f+e

avec

n

=3

n:O



. N N <12 2N)! gm
ce qui nous amene a considérer u, = (2n), Contrairement & ce qui se passait dans (3), (3—1\,) (Sm), pour m < N

n’est pas forcément entier ; évidemment pour tout p # 3, la valuation p-adique de ce rationnel est positive, mais
pour p = 3 il est possible quelle soit négative. L’idée est donc de rendre la valuation 3-adique de (2NV)! maximale
et donc de prendre k(N) = 3V. En effet comme dans (4), on a :

os((2n)) = |2 ]+ Lo5) + L] <,

@ n)! sous la forme 3:—"
avec 3 A p, = 1 et a;, > 0 par ailleurs on a py,|p, pour tout m < n. Ainsi pour ay = q(33 )!

et pour n = 3", on obtient v3((23V)!) = 3V — 1 = k(N) — 1. On écrit alors pour tout n,

, les conditions (a)
et (b) sont clairement vérifiées. En ce qui concerne (c), la non nullité découle de la positivité des Uy et en ce qui

concerne la convergence elle découle de la majoration grossiere
3k < 1
2n+1)2n+2)---(2n+ 2k — 1)(2n + 2k)

(6) L’implication (i) = (ii) et (iii) est évidente tandis que (ii) = (i) découle comme dans (1) du procédé général
pour u, = b, /n! avec k(N) = N et ay = N.
L’implication (iii) = se montre selon le méme procédé : pour u, = b,2"/n! on pose k(N) = 2V avec ay =

qk(N)!/25(N) | La condition (a) est claire tandis que (b) se prouve comme dans (4), en remarquant que ’5%)) T €ZL.
La condition de non nullité dans (c) découle du fait que la série est a termes positifs tandis que la convergence
vers 0 se prouve comme dans (4).

2.5 (a) (m)(O)—Opourm<netm>2n En écrivant 2"(1 —2)" = 3", cx2¥, on a f(™ ()—%cmpourmZn.
(b) En remarquant que f,(1 —z) = f,(x) on a le méme résultat en 1 d’ou le résultat.
(c) C’est une simple intégration par parties et la conclusion découle de la majoration de l'intégrale par wa™/n!
dont la limite est nulle pour n tendant vers l'infini (0 < f(z) < 1/n!). Un entier plus petit que 1/2 est nul ce qui
ne se peut pas car I'intégrale n’est pas nulle pour n fixé.

3.6 (1-a) Notons tout d’abord que pour tout f € R[X], (3 ;>0 D¥)(f) est une somme finie car pour tout k >
deg f, DFf = 0 de sorte que l'opérateur > k>0 D¥ est bien définie. Par ailleurs comme pour tout f € R[X],
(Id — D)X }_o D¥)f = f — D" f, on a bien (Id — D)(> k>0 DF) =1d.

(1-b) Bien entendu l'intérét de la question précédente est d’exprimer une primitive de e ‘g(t) = e '(f — f’)
avec g = (Id — D)f par —e ' f(t) avec f = (Id — D)~ !g. La formule de Hermite s’en déduit immédiatement apres
le changement de variable ¢ = zu.

(1I-c) On a |Re ((1 - u)z)| < |2| et donc |ze*(1=Wg(zu)| < |z|el?! > uepo] [9(zu)|, d’out le résultat.

(1-d) Par linéarité, il suffit de considérer le cas de f = X™; f(™ =m(m —1)---(m —n+1)X™ ™ Sim <n
alors f(™) est le polynéme nul et pour m > n, il suffit de poser fn = (ZL) xXmn,

(2-a) On écrit I(gp;i) =e Zk>p 1 (p hi(0) — Zk>p = 1), hi(i), ot hy est le polynéme a coefficients entiers
construit a la question précédente a partir du polynéome 2P~ f(z)P. On pose alors by, = Zkzpfl ﬁhk(()) €7 et
Ap,i = D p>p = 1),hk( i) € Z avec en outre ap; =0 mod p et b, = f(0)P = (—1)"nl.

»2

En outre d’apres (1-c), on a I(gy;i) < € o ?1)! Ol ¢; = SUPyeo,4 | f(u)| de sorte que I(gp;i) tend vers 0 quand
p tend vers +4o0.

(2-b-i) On a J, = by(ag + are+ -+ +ane™) — >0 bpia; = =Y 1 ap;a; € Z; ol on a posé ap o = by.

(2-b-ii) D’apres (2-a), chacun des I(gp;i) tend vers 0 quand p — 400 et donc comme n est fixé, J, aussi.

(2-b-iii) soit p > n premier de sore que a,0 # 0 mod p alors que pour tout i = 1,--- ,n, a,; =0 mod p et
donc J, #0 mod p.

(2-c) D’apres 2-b, pour p premier assez grand, J, est un entier qui tend vers 0 et dont la congruence modulo p
est non nulle ce qui est absurde.

(3-a) On peut évoquer le théoréme sur les polynémes symétriques : le polynéme symétrique Fla)=0 a” est
un polynome Q(o1,- - ,0p,) ou les g; sont les polynomes symétriques élémentaires des racines de f, i.e. f(X) =
aX™ —ac1 X™ 1 + ... + (=1)"ao,. En outre le degré de Q est égal au degré partiel de Zf(a):() a™ c’est a dire



n (et de poids le degré total soit ici encore n). Comme pour tout 1 < i < m, ao; € Z, on en déduit alors que
a"Q(o1,- -+ ,0m) € Z, d’ou le résultat.

Remarque : une autre technique consiste a considérer la matrice compagnon A du polynéme f/a. Par construction
aA € M,,,(Z) de sorte que aA™ est aussi a coefficients entiers ainsi que sa trace. Or les valeurs propres de a™A"™
sont les (aa)™, o parcourant les racines de f avec multiplicités.

(3-b) On a
Br=N(3g"0) =3 (X 9"@).

no fe)=0

Si f(a) =0, a est un zéro d’ordre p de g et donc g(") (o) = 0 pour tout n < p. D’autre part si n > p, d’apres ce
qui précede, g, = g™ /p! est un polynome a coefficients entiers de degré m — n et

a™ " " g"(a)
fla)=0
est entier, multiple de p!. En 0, on a g(™(0) = 0 pour n < p— 1 et pour n > p, g™ (0) est divisible par p! alors que
g# M(0) = (p— DIf(0)”
Ainsi, il existe des entiers Q, R tels que

(Z"i_f)! J, = " PNF(0) + p(Q + Rn.

Si N est un entier alors le second membre de cette égalité est entier qui, si p est un premier > aN f(0), n’est pas
multiple de p; il est en particulier non nul et donc au moins égal a 1 en valeur absolue. Ainsi

[ Jpl = (p— Dla?™™ = (p— 1)lp' P8t

Or la majoration de 1-c implique qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que |.Jp,| < ¢” pour tout p. Quand p tend vers I'infini,
la formule de Stirling rend ces deux inégalités incompatibles, d’ou le résultat.

(3-c-i) Cela découle directement du fait que e™ = —1.

(3-b-ii) Les ) €ja; = 0 sont les racines du polynome

R= ] X=> ¢ay)
ec[0,1]™ J

dont les coefficients s’expriment comme des polynémes symétriques en les «; : ce sont donc des polynomes en les
fonctions symétriques élémentaires des a;, donc en les coefficients de f. Ce sont donc des nombres rationnels.

(3-b-iii) Soit un entier M tel que M Py € Z[X] et soit ¢ > 1 la multiplicité de la racine 0 dans Py. On pose
P := MF,/X1?: c’est un polynome a coefficients entiers avec P(0) # 0. De plus on a

0 Z exp(Zejozj):q—i— Z e’
: P(8)=0

e€[0,1]™ J
ce qui contredit 3-b.

3.7 i) 2 est algébrique et /2 (resp. 7) est algébrique irrationnel de sorte que V2 (resp. 2¢) est transcendant.

ii) On écrit ™ sous la forme e~#1°8¢"" avec ¢™ = —1 algébrique et —i algébrique non rationnel ; méme argument
pour e™v2,

iii) Si cos(mv/2) était algébrique alors i sin(my/2) aussi et donc aussi €72 ce qui n’est pas en raisonnant comme
dans ii).

iv) Si log3/log?2 était rationnel de la forme p/q alors 3¢9 = 2P ce qui n’est pas et donc comme 3 et 2 sont
algébriques, log3/log2 est transcendant.
v) Méme raisonnement que dans iv) en écrivant im = log(e'™).



3.8 En utilisant tout d’abord le théoreme de Gel’fond-Schneider :
— a=2et b=+/2 donne a et b algébriques et a® transcendant ;
—a=1etb=1log3/log?2 donne a et a® = 3 algébriques et b transcendant ;
— a=¢€" et b=1i donne b et a® = —1 algébriques et a transcendant ;
En utilisant Hermite Lindeman :
—a=1etb=1/log2 donne a algébrique avec b et a’® = 2 transcendants ;
— a=-eetb=1log?2 donne a et b transcendants avec a’ = 2 algébrique ;
~ a=ceetb=n donne (en utilisant aussi Gel’fond-Schneider) a, b et a® = ™ transcendants;
— a=eetb=+/2donne a et a® transcendants avec b algébrique.

4.9 Tl est clair que, si b/a = 22 est un carré dans K, on a Vb = +x+/a et K(\/a) = K(v/b). Réciproquement, si
ces deux corps sont égaux et différents de K, on peut écrire par exemple vVb = = + yy/a avec x et y dans K. On
en déduit (b — 22 — ay?)? = 4z?y?a. Comme a n’est pas un carré dans K, cela implique 2xy = 0 et b = 22 + ay®.
Comme b n’est pas un carré et la caractéristique n’est pas 2, 2y # 0. On en déduit que z = 0 et b/a = y? est un
carré dans K. Reste le cas K (y/a) = K(v/b) = K pour lequel b et a sont des carrés, et leur quotient aussi.

4.10 Comme —1/2 n’est pas un carré dans Q, I'exercice précédent montre que Q(7) et Q(v/2) sont deux extensions
quadratiques distinctes de Q. Le composé L = Q(i,v/2) est donc une extension galoisienne de degré 4 de Q. On
peut décrire I'action du groupe de Galois Gal(L/Q) = {Id, Ty, T2, 73} sur i et v/2 :

(i) = —i, 1(V2) = V2, »(i) =i, 2(V2) = —V2, (i) = —i, 3(V2) = —V2.

Seul Id laisse fixe 1’élément o = i++/2 de L. On en déduit que le corps engendré par o est L tout entier, ¢’est-a-dire
L=K.

4.11 Comme 5 n’est pas un carré dans Q, L/Q est une extension quadratique. Montrons que 2 + V/5 n’est pas un
carré dans L : en effet, si (z +yv/5)% = 2+ /5, son conjugué vérifie (x — yv/5)? = 2 — /5 et en faisant le produit,
on obtient

(22 —5y*)2P=4—-5=—1

mais —1 n’est pas un carré dans QQ, une contradiction. L’extension M /L est donc quadratique, et [M : Q] = [M :
L)L : Q] = 4.. Le générateur a = /2 ++/5 de M sur Q vérifie (a® — 2)2 = 5, son polynéme minimal sur Q
est donc (X? —2)2 —5 = X% — 4X2% — 1. Les deux racines imaginaires de ce polynome ne peuvent appartenir &
M qui est inclus dans R. On en déduit que 'extension M/Q n’est pas galoisienne. D’autre part, une extension
quadratique est toujours galoisienne, c’est donc le cas de M/L et L/Q. Le polynéme minimal de « sur L est
simplement X2 — 2 — /5.

4.12 (i) Le discriminant A = a? — 4b ne doit pas étre un carré, sinon le polynéme serait réductible. Le corps
quadratique Q(v/A) contient alors (—a + V/A)/2 et (—a — v/A)/2, dont les racines carrées sont les racines de
X* + aX? +b. Ces racines engendrent des extensions quadratiques de Q(\/E) qui coincident si et seulement si le
quotient

—a—vVA  a?-A —b( 2 >2
—a+VA  (ma+VA?2 \-a+VA

est un carré dans Q(v/A), ce qui équivaut a dire que b lui-méme est un carré dans Q(v/A). L’équation b = (z+yv/A)?
implique que x ou y est nul, et b est un carré ou A fois un carré dans Q.

Ainsi X* 4+ aX? + b est réductible si et seulement si (—a + v/A)/2 est un carré dans Q(v/A). Dans le cas
contraire le corps de rupture associé est galoisien si et seulement si b eou Ab est un carré dans Q.

(ii) Ainsi si 0 est positif sans étre un carré dans Q et si b est négatif alors ni b ni Ab ne sont des carrés dans Q
de sorte que X* + aX? + b est irréductible mais son corps de rupture n’est pas galoisien.

(iii) Par exemple, pour b =1 et a = —1 : le polynome X% — X2 4 1 est irréductible et son corps de rupture est
galoisien sur Q.
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4.13 Le corps L est le corps de décomposition de X2 — 2. Comme X3 — 2 est irréductible, K est de degré 3.
Les autres racines ne sont pas réelles : le polynéme X2 + ¢/2X + /4 est donc irréductible sur K et ses racines
engendrent une extension quadratique L = K (j) de K, et [L : Q] = 6. Le groupe de Galois est un sous-groupe du
groupe des permutations des trois racines : c’est Sg tout entier. Ce groupe a 6 sous-groupes : les deux sous-groupes
triviaux, correspondant aux corps Q et L, les trois sous-groupes d’ordre 2 correspondant aux trois corps cubiques
K =Q(¥2), K' = Q(pV/2) et K" = Q(p*+/2), enfin le groupe alterné, d’ordre 3, correspond au corps quadratique
Q(p) = Q(V-3).

4.14 Notons L = K(a) et M = K(a, 3,7), ot a, 3 et v sont les racines de X® + pK + q. Le corps de rupture
L = K(«) est séparable sur K puisque la caractéristique ne divise pas le degré. Sa cloture galoisienne est M.
Posons

5= (a—B)a-7)E-7).

Onaé?=A=—(4p>+27¢*) € K. Si M = L, § appartient & L et son degré sur K est inférieur ou égal & 2 : il
appartient en fait & K et A est un carré dans K. Au contraire, si M # L, il existe un automorphisme non trivial
o de M sur K. Cet automorphisme doit laisser fixe o et échanger § et ~, on a donc

o(6) = (o(a) —a(B))(o(a) —a(7))(a(B) — (7)) = (e =7)(a = B)(y — B) = —

Comme la caractéristique est différente de 2, on a o(d) = —J # J, et § n’est pas dans K, c’est-a-dire que A n’est
pas un carré dans K.

4.15 On note { = e et = /2 dont les polynémes minimaux sont respectivement ®5(X) = X4+ X34+ X2+ X +1
et X5 — 2. Le corps de décomposition de X® — 2 est L = Q[(, a] qui contient entr’autre les corps Q[¢] et Q[a] qui
sont respectivement de degré 4 et 5 sur Q. On en déduit alors que [L : Q] est divisible par 5 et 4 et donc par 20.
Par ailleurs ¢ est au plus de degré 4 sur Q[a] de sorte que [L : Q] < 20. Ainsi d’apres le théoreme de Galois, G est
de cardinal 20.

Pour tout o € G, on a o(a) € {a,Ca, Ca,Ba,*a} et 0(¢) € {¢,¢3,¢3,¢*}. Comme G est de cardinal 20,
alors pour tout 0 < k <4 et 1 <1 <4, il existe o € G tel que o(a) = ac*, o(¢) = L.

Soit alors o (resp. 7) tel que o(a) = a( (resp. 7(a) = a) et o(¢) = ¢ (resp. 7(¢) = ¢?) de sorte que o est
d’ordre 5 (resp. d’ordre 4) et que tout élément de G s’écrit de maniere unique sous la forme 07! avec 0 < k < 4
et 0 <1 <3.

Clairement G n’est pas abélien car Q[a]/Q n’est pas galoisien. Par contre il est résoluble car tout groupe de
cardinal 20 Dest (le plus petit groupe non résoluble est As).

Remarque : En fait G ~ Z/57 x, Z/AZ ou ¢ : Z/AZ — (Z/5Z)* avec 1(1) est la multiplication par 2. On peut
déterminer tous les sous-groupes de G et donc toutes les sous-extensions de L, on obtient alors

sous-groupe | corps intermédiaires ‘ degré sur Q ‘
{1} Q[¢, af 20
{1,7%} Qler, ¢* +¢7] 10
{10721} | Qlca, ¢ + ¢ 10
{10222} | Qc2a, 2 +¢%) |10
{1,0%7207%} | Q[(%a, ¢ + (7] 10
{1,0%72074} | Q[C*a, ¢ + (7] 10
<T> Qla] 5
<oro~l> | Q[¢q] 5
<olro7? > | Q[¢(3q] 5
<adro73 > | Q[¢3q] 5
<olro™t > | Q[¢tq] 5
<o> Q[¢] 4
<o,1> Q¢* + ¢? 2
G Q 1
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4.16 Si F; et E5 sont deux extensions galoisiennes de F' alors E1Fs et Fq N Ey sont galoisiennes sur F et on a la
suite exacte suivante

Gal(ElEg/F) — Gal(El/F) X Gal(EQ/F) - Gal(E1 N EQ/F)

ou la derniere fleche n’est un morphisme que si Gal(E; N Ey/F) est abélien et ou 'image de la premiere est
exactement les éléments du groupe produit qui s’envoie sur 1’élément neutre de Gal(E1NEy/F). Icion a E4NEy =
Q[j] ou j est une racine cubique primitive de 'unité de sorte que le degré cherché est 18. On vérifie alors que
Gal(FEqEy/F) s'identifie aux éléments d(o1,02) € &3 x G3 tels que €(01) = €(02) ou € désigne la signature.

4.17 Soit L le corps de décomposition de X® — 5 : L = Q[¢,a] avec a® =5, a € R et ( est une racine primitive
3-ieme de 'unité de sorte que —( est une racine primitive 6-ieme de I'unité. Le degré [L : Q] est donc égal & 12 et
G ~ Dg engendré par (26)(35) et (123456). Sur R le groupe de galois est Z/2Z.

4.18 Comme 3/7 n’est pas un carré dans Q, on en déduit Q[v/3] N Q[v7] = Q et donc que [Q[v/3,V7] : Q] = 4
avec pour base 1,v/3,1/7,v/21. Le groupe de Galois est isomorphe & Z/27Z x 7/27 avec (i,7)(v/3) = (=1)'/3
et (i,5)(v/7) = (=1)/\/7. En particulier on remarque que z = /3 + /7 posséde 4 conjugués distincts deux &
deux (utilisez que la famille v/3 et /7 est libre sur Q). On peut par ailleurs trouver son polynéme minimal en
procédant selon le principe général suivant : soit A et B deux polynomes irréductibles unitaires sur Q. Le systeme
en d’équations A(X) = B(Y — X) = 0 possede comme solutions les couples (zq,zp + x4) o0 7, (resp. xp) décrit
les solutions de A(X) = 0 (resp. B(X) = 0). On considere alors les polynoémes A(X) et B(Y — X) comme des
polynomes a valeurs dans K [Y] et on introduit leur résultant qui est un polynome en Y dont les zéros sont d’apres
ce qui précede, exactement les sommes des zéros de A avec ceux de B.

Dans notre cas on a A(X) = X2 -3 et B(X) = X? — 7. Le résultant en question est donné par le déterminant

1 0 -3 0
0 1 0 -3
1 —2Y Y?-7 0
0 1 -2y Y?2-7

soit apres calcul Y4 — 20y? + 16

4.19 Le corps de décomposition de X* — 2 est By = Q[i, a] avec a* = 2 qui est de degré 8 sur Q et de groupe de
Galois Dy. Le corps de décomposition de X3 — 5 est Ey = Q[j, 3] qui est de degré 6 et de groupe de Galois &3
sur Q. Comme les extensions E;/Q sont galoisiennes le degré de [E1FEs : Q] = [Eq : Q|.[Eq : Q]/[E1N Ea : Q] et on
est donc ramené a étudier £ N Fy qui est donc de degré sur Q un diviseur de 6 et 8 et donc égal a 1 ou 2. Il faut
donc étudier les extensions de degré 2 contenues dans E7 et Ey ce qui revient a étudier les sous-groupes d’indice 2
dans les groupes de Galois respectifs. En ce qui concerne Es, le seul sous-groupe d’indice 2 de &3 est A3 (utilisez
que la signature est le seul morphisme non trivial de &3 — Z/2Z) et donc Q[j] est la seule extension quadratique
contenue dans Fs. En ce qui concerne Ej, les sous-groupes H d’indice 2 de Dy sont soit D} ~ 7 /47 correspondant
aux rotations; sinon H N DI ne peut pas étre réduit a I'identité c’est donc le sous-groupe d’indice 2 de DI égal
a +Id et H est alors égal a {£ld,op,op.} ~ Z/27 x Z/27 ou op est la réflexion par rapport a la droite D
(diagonale ou médiatrice du carré). Les corps correspondant sont alors Q[i], Q[v/2] et Q[iv/2]. Comme 2/ — 3, 2/3
et —1/ — 3 ne sont pas dans (Q*)?, les extensions précédentes sont distinctes deux a deux et Fy N By = Q. Ainsi
le groupe de Galois est le groupe produit Dy x Ds.

4.20 Comme 2/5 n’est pas un carré de Q, Q[v/2,v/5]/Q est de degré 4 de groupe de Galois Z/27/2 : les extensions
quadratiques contenue dans Q[v/2, v/5] sont Q[v/2], Q[v/5] et Q[v/10] correspondant aux trois sous-groupes d’indices
2 de 7/27 x 7,/27. Celles-ci sont toutes distinctes de Q[v/7] de sorte que le groupe de Galois est (Z/27)3 donné
DA O¢; e,e5(i) = €y ol ¢ = 1 et ag = V2, as = /5 et ag = /7. On remarque ainsi que les images de
= v/24 /547 par les éléments du groupe de Galois sont toutes distinctes, ce qui prouve que z est générateur.

4.21 On a Q[¢] = Q[¢’,i] ou ¢ est une racine primitive 3-itme de I'unité et 4i = (3 ...
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4.22 (1) Le groupe de galois est (Z/5Z)*, cyclique de cardinal 4 engendré par oy := 2; il posséde donc un unique
sous-groupe H d’indice 2 & savoir le groupe engendré par 22. Le sous-corps correspondant est donc engendré par

ZO’EH J(C) = C + <4'
(2) Onaoo(¢ +¢H) =+ et

CH+HMHE+)=-1  C+MH+(C+3)=-1

de sorte que le polynome minimal de ¢ + ¢* est X2 + X — 1. Par ailleurs les racines de ce polynome sont %‘/5

de sorte que Q[¢ + ¢*] = Q[V/5].

(3) On a d’apres (2), Q[v/5,¢] = Q[¢].

(4) On a Q[v5]NQ[iv3] = Q de sorte que d’apres (1), on a Q[¢] NQ[iv/3] = Q de sorte que le groupe de Galois
est le produit direct de ceux de X2 + 3 et X° — 1, soit Z/27Z x Z/47Z.

4.23 (1) Un polynoéme de degré 3 est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine. Il s’agit donc de montrer
que tous les éléments de Q(v/—15) ne sont pas des cubes. Mais si a = 2 + yv/—15 = 63 avec § € Q(v/—15, alors
fla) = £(0)? et la quantité

22 +15y% = N(a) = af(a) = N(0)?

est le cube d’un rationnel. Il suffit de prendre par exemple y = 0 et  non cube pour trouver un « qui convient. Si
6" est une autre racine, on a (6'/6)3 = 1. Alors 6 et ¢ différent par une racine cubique de 1'unité, j ou j2.

(2) Comme L est défini comme corps de décomposition en caractéristique nulle, L/ K est forcément galoisienne,
et son degré est un multiple de 3 = [K(0)/K] et de [K(j) : K] = 2 car j € K : en effet si K = Q(v/—15) et
Q(j) = Q(v/—=3) sont deux extensions quadratiques distinctes de Q car =23 = 5 n’est pas un carré dans Q. Donc

3
Jj est quadratique sur K, donc pas dans K (#), donc quadratique sur K (), et L = K(0)(p) est de degré 6 sur K.

Au passage, on a vu que L contenait \/}135 = /5.

(3) Le groupe de Galois du corps de décomposition est un sous-groupe du groupe des permutations des racines
du polynome. Ici le groupe est d’ordre 6, et il y a trois racines : Gal(L/K) s’identifie au groupe des permutations
de {0,460, j20}. 1 existe en particulier o qui envoie 6 sur j@ et j0 sur j20. On en déduit o(j) = J(%) = Jj—f =7,
donc aussi o(v/—3) = o(1 +2j) = 1+ 20(j) = v/—3. Comme on a par définition o(/—15) = /—15, on en

déduit o(v/5) = C;((V\/ii;)) = /5. De méme, la permutation 7 qui échange j# et j26 en laissant fixe @ vérifie

7(j) = TT((J;%) =571 =42 donc 7(v/=3) = —v/—3 et 7(/5) = TT((V\/%) = —/5.
(4) La permutation o est circulaire, elle est d’ordre 3. De méme, 7 est une transposition, d’ordre 2. On voit

que ToT ! permute les trois racines circulairement, dans lautre sens : 707! = 07! = ¢2. On peut écrire

Gal(L/K) = {Id,o,0% 7,07,0°T}.

Ce groupe a 4 sous-groupes non triviaux, {Id, o, 02} est d’ordre 3 et a pour corps fixe K (\/5), et les trois groupes
d’ordre 2 {Id, 7}, {Id,or} et {Id,o?7} ont pour corps fixes respectifs K (), K(p?0) et K(pf), ce qui complete,
avec K et L, la liste des corps intermédiaires entre K et L.

(5) Onat = a+ f(a) € Qet Ng/g(a) = aad = b*> € Q. On en déduit que 6 est racine du polynome & coefficients
rationnels

P(X)=(X3—a)(X® - f(a)) = X5 —tX3 + b3

Sur K, ce polynome se décompose en deux facteurs dont on sait qu’ils sont irréductibles (b%/a n’est pas plus un
cube que « dans K). Toute factorisation de P sur Q serait encore valable sur K, or les facteurs ont des coefficients
qui ne sont pas dans Q (en effet, si & appartenait & Q, a? serait un cube et donc « aussi (dans le groupe Q* /(Q*)3)
tous les éléments non triviaux sont d’ordre 3), ce qui contredit le fait que X3 — o est irréductible sur K); on en
déduit que P est irréductible sur Q.

Les racines du polynoéme P sont

{0,760,5°0,b/0,3b/0, *b/0}

et appartiennent toutes & L. D’autre part, le corps de décomposition de P sur QQ contient #, donc «, donc K, donc
L = K(0,j6). On vient de prouver que c’est L, qui est donc une extension galoisienne de degré 12 de Q. Gal(L/K)
est un sous-groupe (distingué) d’indice 2 de Gal(L/Q).
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Soit ¢ un élément quelconque de Gal(L/Q) qui n’est pas dans Gal(L/K). Par construction, la restriction de v
a K n’est pas l'identité, c’est donc f. On en déduit que ¢ échange les deux facteurs de P sur K, et donc I'image
v =1(b/0) de b/0 par 1 est 0, jO ou j20. Choisissons un élément x de Gal(L/K) tel que x(0) = 7. Si 'image de
V5 par ¥k est /5, ¢ = "k présente les propriétés requises. Sinon, ¢ = 71~ 'k convient.

On a ¢2(0) = ¢(b/0) = b/p(#) = 6. Donc ¢? est un élément de Gal(L/K) qui laisse fixe v/5 et 6 : c’est I'identité.
On a encore ¢(v/—15) = f(v/—15) = —/—15, donc ¢(v/=3) = (b;\(/\;?)‘r’) = —/=3, d’ou ¢(j) = j2. On en déduit

que

_ b b 0
g (0) = ¢U(5) = ¢(j70) =5

=Jb,

donc ¢~ est un élément de Gal(L/K) qui envoie v/5 sur /5 et 6 sur jf, donc pop~' = o. De méme, on montre
que ¢T¢ 1 = 7, et ¢ commute & tous les éléments de Gal(L/K), et & lui-méme, donc ¢ est dans le centre de
Gal(L/Q) : le sous-groupe {Id, ¢} est distingué, et le corps fixe de ¢ est un sous-corps M de L galoisien sur Q.
Comme [L : M] = 2, M est de degré 6 sur Q. Comme ¢(v/5) = /5, R = Q(+/5) est inclus dans M qui est donc
une extension de degré 3 de R.

4.24 Montrons d’abord que si a est un élément d’un corps L de caractéristique p non nulle qui n’a pas de racine
p-ieme dans L, le polynéme U = TP — a est irréductible sur L. En effet, si b est une racine de U dans une extension
N de L, le polynéme U se factorise comme (7' —b)P dans N[T']. Si donc U = PQ est un factorisation non triviale de
U en polynémes unitaires de L[X], on a P = (T —b)¥, avec 0 < k < p. Le coefficient constant +b* de P appartient
a L. Comme bP appartient aussi & L, il en est de méme de b = (b¥)%.(bP)?, une contradiction.

En reprenant les notations de ’exercice et en posant N = K(X,Y?), on déduit de ce qui précede que N/L et
M/N sont de degré p. Si « = R(X,Y) est un élément quelconque de M, sa puissance p-ieme s’écrit S(XP,YP),
ou S est la fraction rationnelle obtenue en élevant a la puissance p-ieme chacun des coefficients de R. Donc o est
dans L, et le degré de o sur L est au plus p. On en déduit que M/L n’est pas monogene, d’ou le résultat.

4.25 (a) Le critere d’Eisenstein s’applique a P pour le nombre premier p = 3, donc P est irréductible sur Q. La
dérivée P'(t) = 4t3 — 3 s’annule exactement une fois sur R, au point ¥ = :\3/% Comme P(¥) = —99/4 -3 <0, et
limy 400 P(t) = +00, la fonction P(t) s’annule exactement deux fois sur R. Les deux autres racines de P dans C

sont conjuguées (au sens habituel...) 'une de l'autre.
(b) La décomposition de P en éléments irréductibles de R[T'], s’écrit

(T — x)(T — y)(T? + aT +b).
Le coefficient de T est nul, donc (T — 2)(T — y) = T? — aT + b'. L’identification donne
a2=b+V  ab-0)=3 b =-3

on tire a® = a?(b? + 2bb' + b'?) de la premiere équation et 9 = a?(b?> — 2bb' + b'?) de la seconde. On a donc
a® —9 = a?(4bt’) = —12a?, d’out le résultat. Comme a? est racine d’un polynome de degré 3, il est de degré au plus
3. Pour montrer que a® est de degré 3, on peut montrer que le polynéme X3 + 12X?2 — 9 est irréductible sur Q, ce
qui résulte du fait qu’aucun des entiers 1, 43 ou +9 qui divisent son coefficient constant n’en est une racine.

(c) Le degré de L est un multiple de celui de chacun de ses éléments. Or z est de degré 4 et a? est de degré 3,
d’ou le résultat.

(d) Les classes de conjugaison de S, sont en bijection avec les partitions de 'entier n. Pour n = 4, la permutation
identique forme la seule classe de conjugaison de cardinal 1, les permutations (12), (123), (1234) et (12)(34) sont
des représentants des autres classes, de cardinal respectif 6, 8, 6 et 3. Un sous-groupe d’indice 2 est forcément
distingué, et formé de certaines de ces classes. La seule somme qui donne 12 est 1 + 8 4+ 3, qui donne le groupe
alterné Ay.

(e) Comme L est une extension normale de Q, il est laissé stable par tout automorphisme de C, en particulier
la conjugaison complexe, qui laisse = et y et échange z et Z. Cette permutation est une transposition, c’est-a-dire
que considéré comme sous-groupe du groupe des permutations des racines de P, le groupe de Galois de L/Q n’est
pas inclus dans Ay ; Or, on a vu au c¢), que son cardinal [L : Q] vaut 12 ou 24. la question précédente permet donc
de conclure Gal(L/Q) = S4. Reste & compter le nombre de sous-groupes de Sy. Il y en a 1 d’ordre 24, un d’ordre
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12, 3 d’ordre 8 (les 2-Sylow sont conjugués entre eux). Il y a 4 sous-groupes d’ordre 6, conjugués a Ss. Les groupes
d’ordre ’ sont de 3 sortes : les cycliques, au nombre de 3, les conjugués de {Id, (12), (34), (12)(34)}, au nombre de
3, et le groupe de Klein {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23). Enfin, il y a 4 groupes d’ordre 3, 9 groupes d’ordre 2 et 1
groupe d’ordre 1, soit un totalde 1 +1+3 +4+ (3 +3+ 1) +4 + 9 + 1 = 30 sous-corps.

4.26 X° — X — 1 n’a pas de racines dans Fy mais il en a dans F4 comme on peut par exemple le voir calculant le
pged de X5 — X — 1 avec X% — X. Ainsi X® — X — 1 se factorise en un produit de deux facteurs irréductibles de
degré 2 et 3. On en déduit alors que G contient une permutation de type (12)(345) et donc en passant au cube,
une transposition.

Modulo 3, X5 — X — 1 reste irréductible, de sorte que G contient un 5-cycle.

Par ailleurs comme 5 est premier quitte & prendre une puissance du 5-cycle trouvé, on peut supposer le 5-cycle
et la transposition respectivement égale a (12) et (12345). On conclut en remarquant que S, est engendré par (12)
et (12---n).

4.27 (1) On a F = E[z]; supposons donc a = a? avec ax ¢ E. On a alors F' = E[azx] et il existe e1,es € E tels
que x = e1(ax) + ez et donc (z — e2)? € E soit e3 = 0 ce qui implique a € E.

(2) (i) c’est trivial

(ii) Cela découle directement de (1)

(iii) (iv) immédiat.

4.28 (1) C’est clair.

(2) (i) D contient C et donc 2 divise [D : R].

(ii) Un polynéme de degré impair posseéde toujours une racine réelle d’apres le théoreme des valeurs in-
termédiaires en remarquant qu’en oo les limites sont infinies de signes opposés. Soit d’apres le théoreme de
Sylow, le 2-Sylow G : l'extension L = D%2/R est donc de degré m sur R, le polynéme minimal d'un élément
primitif est de degré m et irréductible sur R d’ou m = 1.

(iii) Soit H le groupe de Galois de D/C; c’est un 2-groupe que nous supposons non trivial. Or dans un 2-groupe
non trivial il existe Q@ C H tel que H/Q ~ 7/27 de sorte que D? est une extension de degré 2 de C et donc de la
forme C[a] avec a? € C. Or tout nombre complexe a une racine carrée complexe et donc a € C, contradiction.

(iv) On en déduit donc que D = C i.e. C est algébriquement clos.

4.29 (a) La fonction t +— Pj(t) atteint son minimum sur R au point 1/7/3, o elle vaut

L(3\/§ —2V7) <.

3V3
Comme P;(0) et Pi(1) sont positifs et P(—4) = —29 est négatif, P; a trois racines réelles distinctes, dont une
seule est négative. Si une des racines de P; était rationnelle, ce serait un entier divisant 7, ce qui ne laisse que 4
possibilités, dont aucune n’est racine de P;. On en déduit que P; est irréductible sur Q, et le degré de M sur Q
est 3. On aurait aussi pu invoquer le critere d’Eisenstein pour le nombre premier 7.

(b) Le discriminant A = —(4(—7)3+27.7%) = 49 est un carré sur Q de sorte que I'extension M /Q est galoisienne.
Le groupe de Galois agit sur les trois racines de P; comme le groupe alterné : les deux automorphismes non triviaux
de M permutent circulairement x1, x2 et x3.

(c) (i) Le corps Q(y1,y2) est inclus dans R et ne peut donc contenir y3 qui est imaginaire pur.

(ii) L’automorphisme de M qui envoie z1 sur xg se prolonge en un automorphisme ¢ de L qui envoie y; sur
+yo et yo sur +ys. Si yo € Q(y1), il existe une fraction rationnelle R & coefficients dans Q telle que R(y1) = yo.
En appliquant ), on trouve R(+y2) = ty3, donc y3 € Q(y1,y2), en contradiction avec la question précédente.

(iii) Le méme raisonnement qu’au b) montre que y; € M et Q(y;) est quadratique sur M, donc de degré 6
sur Q (on peut aussi voir par le critere d’Eisenstein que P est irréductible sur Q). Les questions 2 b) et 2 a)
montrent que Q(y1,y2) est une extension quadratique de Q(y1) et L est une extension quadratique de Q(y1,y2).
En conclusion, L/M est de degré 8 et L/Q de degré 24.

(iv) L est le corps de décomposition de Py, c’est donc une extension galoisienne de Q. Si elle était abélienne,
tous ses sous-corps seraient galoisiens. Ce n’est pas le cas, puisque Q(y1) ne contient pas le conjugué ys de y.
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(d) Le groupe Gal(L/M) est d’ordre 8. Pour tout élément 7 de ce groupe, on a 7(x;) = x;, donc 7(y;) = €;y;, avec
€; = +1 pour i € {1,2,3}. L’application qui a 7 associe le triplet (e1(7), €2(7), €3(7)) induit donc un isomorphisme
de Gal(L/M) sur {41}3. Par exemple, le 71 de ’énoncé est I'image réciproque de (—1,1,1) et le 7 de I’énoncé est
I'image réciproque de (—1,—1,—1). Les 7 éléments non triviaux de Gal(L/M) sont les 7;, les 7/ et 7. Leurs corps
fixes sont les 7 sous-corps de L contenant M et de degré 4 sur M. Le corps fixe de 71 est Q(y2,y3), celui de 7] est

Q(y1,y2y3). Enfin, le corps fixe de 7 est M (y1y2, y2y3)-

(e) L’élément 1 de G construit a la question 3 b) envoie y; sur eay9, Y2 sur e3ys et ys sur €1y1. En le composant
a gauche par 1'élément de Gal(L/M) qui envoie y; sur €y;, on trouve I’élément o de G cherché. Un élément de G
est uniquement caractérisé par son action sur les ;. On en déduit

TIOT3 = T30Ty = To0T| = T40Ty = Ty0T| = T|0T3 = 0.

2

Quant & 10271 = 1502, il n’a rien de remarquable...

(f) On a z1@0m3 = —7, et y1y2ys = £/—7 € L. L’image de v/—7 par o est donc /—7. Le groupe de Galois de

L/Q(v/—=T7) a 12 éléments, soit
H = {Id,o,0% 1,70, 7/0%}.

(g) Les 8 images +y; + y2 £ y3 sont distinctes, puisque une égalité entre elles donnerait une relation linéaire
entre y1, y2 et y3 sur Q. On en déduit que 6 est de degré 8 sur Q, et le groupe de Galois Gal(L/Q(0) a 3 éléments :
c’est {Id,o,0%}, qui est cyclique d’ordre 3. On a vu plus haut que 7'102Tfl = 1021 = 7)0? n'est pas dans ce
sous-groupe, qui n’est donc pas distingué.

(h) Un sous-corps de Q(#) qui contient v/—7 correspond & un sous-groupe de H qui contient {Id, o, c?}. Un tel
sous-groupe, s’il n’est pas réduit & {Id, o, 02}, contient 1'un des 7/, par exemple 77, donc il contient aussi 75 = oo’
et 74 = 7{74. Finalement, le groupe contient H tout entier, et il n’y a aucun corps intermédiaire entre K (6) et

QV=17).
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